
ΕΛΑΧΙΣΤΑ ΑΝΩ –ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΤΩ  ΦΡΑΓΜΑΤΑ 
Κασαπίδης Γεώργιος  Μαθηµατικός 

 

   Στο άρθρο αυτό µελετάµε την πιο χαρακτηριστική ιδιότητα του 
συνόλου ℝ των πραγµατικών αριθµών. 

 

 
   Παραδείγµατα 
 

1. Έστω Α={χ: 0≤χ≤1}. Το Α είναι και άνω και κάτω 
φραγµένο. Ένα κάτω φράγµα είναι το 0 και ένα άνω 
φράγµα το 1. 

   ΟΡΙΣΜΟΣ 1 

Ένα σύνολο Α από πραγµατικούς αριθµούς (Α⊂ℝ) λέγεται άνω 

φραγµένο  αν υπάρχει ένας αριθµός χ∈ℝ ώστε 

χ≥α για κάθε α∈Α 

Κάθε τέτοιος αριθµός χ λέγεται άνω φράγµα του Α. 

   ΟΡΙΣΜΟΣ 2 
Ένα σύνολο Α από πραγµατικούς αριθµούς (Α⊂ℝ) λέγεται 

κάτω φραγµένο αν υπάρχει χ∈ℝ ώστε 

χ≤α  για κάθε α∈Α 

Κάθε τέτοιος αριθµός χ λέγεται κάτω φράγµα του Α. 



2. Έστω Α={
1

ν
 : ν∈ℕ* }. Το Α είναι άνω και κάτω 

φραγµένο. Ένα κάτω φράγµα είναι το 0, ενώ ένα άνω 

φράγµα είναι το 1 αφού 0<
1

ν
≤1 ∀ ν∈ℕ*. 

3. Αν Α={χ∈ℚ: 2<χ2<3}. Ένα κάτω φράγµα του Α είναι το 1 

και ένα άνω φράγµα ο αριθµός 5. 
 
 
 
 
 
 
 

 
   Αν ένα σύνολο έχει ελάχιστο άνω φράγµα, τότε αυτό είναι 
µοναδικό, διότι αν χ,ψ είναι ελάχιστα άνω φράγµατα του Α τότε 
θα έχουµε  χ≤ψ (αφού χ είναι ελάχιστο άνω φράγµα του Α) 
                  ψ≤χ (αφού ψ είναι ελάχιστο άνω φράγµα του Α) 
άρα χ=ψ. 
 
   Το ελάχιστο άνω φράγµα του Α συµβολίζεται supA (προφέρεται 
«σουπΑ») 
 
   ∆εχόµαστε το εξής βασικό αξίωµα, το οποίο µάλιστα αποτελεί 
την ειδοποιό διαφορά των ℚ και ℝ. 

 

   ΟΡΙΣΜΟΣ 3 
   Ένας αριθµός χ λέγεται ελάχιστο άνω φράγµα του Α αν         
   (1)  είναι άνω φράγµα του Α 

      (2)  αν ψ είναι άνω φράγµα του Α τότε χ≤ψ 



    
 
 

 
 
   Το µέγιστο κάτω φράγµα όταν υπάρχει είναι µοναδικό και το 
συµβολίζουµε infA. 

 
Απόδειξη 

   Έστω –Α={-χ: χ∈Α}. Αν κ είναι κάτω φράγµα του Α τότε      

κ≤α ∀α∈Α άρα –κ≥-α ∀ α∈Α δηλαδή ο –κ είναι άνω φράγµα του –

Α. Έτσι –Α≠∅ και –Α άνω φραγµένο. Άρα υπάρχει το sup(-A). Θα 

έχουµε λοιπόν sup(-A)≥α ∀α∈Α και αν ψ≥α ∀α∈Α  

τότε sup(-A)≤ψ. 

   Αξίωµα πληρότητας του ℝ 

Αν Α είναι ένα µη κενό και άνω φραγµένο υποσύνολο του 
συνόλου των πραγµατικών αριθµών, τότε το Α έχει ελάχιστο 
άνω φράγµα στο ℝ. 

Ορισµός 4 
Ένας αριθµός χ λέγεται  µέγιστο κάτω φράγµα του συνόλου Α 

(Α⊂ℝ) αν ικανοποιούνται οι παρακάτω συνθήκες 

(1) ο χ είναι κάτω φράγµα του Α 
(2) αν ψ είναι κάτω φράγµα τότε χ≥ψ 

Θεώρηµα 1    Αν Α είναι µη κενό και κάτω φραγµένο 
υποσύνολο του ℝ, τότε το Α έχει µέγιστο κάτω φράγµα στο ℝ. 



Άρα –sup(-A)≤α και αν ω≤α ∀α∈Α θα είναι –ω≥-α ⇔               

sup(-A)≤-ω⇔ -sup(-A)≥ω. ∆ηλαδή το –sup(-A) είναι µέγιστο 

κάτω φράγµα του Α. 
    

 
απόδειξη 

 
   Αν κ είναι το sup(A) τότε προφανώς η (i) ισχύει ενώ αν 
υποθέσουµε ότι δεν ισχύει η (ii) θα έχουµε: 

   ∃ ε>0, ∀α∈Α α≤κ-ε. Όµως τότε ο κ-ε είναι άνω φράγµα του Α 

και κ-ε<κ άτοπο. 
   Αντίστροφα έστω ότι ισχύουν οι (i),(ii). Από την (i) προκύπτει 
ότι ο κ είναι άνω φράγµα του Α. Αν το κ δεν ήταν το ελάχιστο άνω 

φράγµα θα υπήρχε κ΄<κ ώστε κ΄≥α ∀α∈Α και κ΄ελάχιστο άνω 

Θεώρηµα 2 
Ο αριθµός κ είναι το ελάχιστο άνω φράγµα (SupA) του συνόλου 
Α αν και µόνο αν ισχύει 

   i)  ο κ είναι άνω φράγµα του Α, δηλαδή κ≥α ∀α∈Α 

  ii)  ∀ ε>0, ∃ α∈Α ώστε α>κ-ε 

 
Ο αριθµός λ είναι το µέγιστο κάτω φράγµα του Α (infA) αν και 
µόνο αν ισχύει 

   i)  ο λ είναι κάτω φράγµα του Α, δηλαδή λ≤α ∀α∈Α 

  ii)  ∀ε≥0 ∃ α∈Α ώστε α<λ+ε. 



φράγµα του Α. Είναι κ-κ΄>0 κι έτσι από την (ii) για ε=κ-κ΄ θα 

έχουµε: ∃α∈Α : α>κ-(κ-κ΄) ⇒ α>κ΄ άτοπο. 

   Παρόµοια είναι η απόδειξη και για το infA. 

 
Απόδειξη 
 

Αν χ∈Α+Β τότε χ=χ1+χ2≤supA+supB (χ1∈Α,χ2∈Β) δηλαδή  

∀χ∈Α+Β χ≤supA+supB ⇒sup(A+B)≤supA+supB (1) 

Λόγω του θεωρήµατος (1) θα είναι ∀ε>0 ∃ χ1∈Α: χ1 >supA-
2

ε
 και 

επίσης ∃ χ2∈Β: χ2>supB-
2

ε
.  

Άρα ∀ε>0 ∃ z=χ1+χ2>supA+supB-ε κι έτσι sup(A+B)=supA+supB. 

 
   Το σύνολο των φυσικών αριθµών δεν είναι άνω φραγµένο. Αυτή 
είναι µια δήλωση που φαίνεται τετριµµένη αλλά ωστόσο παίζει 
έναν πολύ σηµαντικό ρόλο σε πολλές αποδείξεις θεωρηµάτων. 
Πάντως η απόδειξή του είναι αδύνατη δίχως την αποδοχή του 
αξιώµατος πληρότητας. 

 
  

 
 

Απόδειξη 

Άσκηση 1:  Έστω Α,Β≠∅ φραγµένα σύνολα και έστω ότι µε 

Α+Β συµβολίζουµε το σύνολο χ+ψ µε χ∈Α και ψ∈Β. Να δειχθεί 

ότι sup(A+B)=sup(A)+sup(B) 

  Θεώρηµα 2: Το σύνολο ℕ δεν είναι άνω φραγµένο. 



   Έστω ότι το ℕ είναι άνω φραγµένο. Αφού ℕ≠∅, θα υπάρχει το 

supℕ και θα ισχύει supℕ≥ν ∀ν∈ℕ 

Άρα supℕ≥ν+1 ∀ν∈ℕ αφού ν+1∈ℕ 

Τότε όµως supN-1≥ν ∀ν∈ℕ άτοπο διότι supℕ-1<supℕ. 

 
 
 

 
 
 
 

απόδειξη 

Υποθέτουµε το αντίθετο. Τότε υπάρχει ε>0 ώστε 
1

ν
≥ε ∀ν∈ℕ άρα 

ν≤
1

ε
 ∀ν∈ℕ, δηλαδή το ℕ είναι άνω φραγµένο, άτοπο. 

 

   Θεώρηµα 4:  Αν α,β∈ℝ και α>0, τότε υπάρχει ν∈Ν: ν⋅α>β 

Απόδειξη 

Αν για κάθε ν∈ℕ ίσχυε ν⋅α≤β τότε ν≤
α

β
 ∀ν∈ℕ άτοπο. 

 

   Θεώρηµα 5:  Αν α,β∈ℝ και α<β τότε υπάρχει ρητός ρ µε α<ρ<β 

Απόδειξη 

   Έστω α>0. Αφού β>α ⇔ β-α>0 θα υπάρχει ν0∈ℕ: 
0

1

ν
<β-α  (1) 

Επίσης υπάρχει µ∈ℕ : µ⋅
0

1

ν
>α 

   Θεώρηµα 3:  (αξίωµα Αρχιµήδη-Ευδόξου) 

Για κάθε ε>0 υπάρχει φυσικός αριθµός ν µε 
1

ε
ν
<  



Θεωρούµε το σύνολο Α={µ: µ∈ℕ και µ⋅
0

1

ν
>α} 

Προφανώς Α≠∅ και Α⊂ℕ άρα το Α έχει κάποιο ελάχιστο στοιχείο 

κ για το οποίο ισχύει 
0

κ

ν
>α. 

Θα δείξουµε τώρα ότι 
0

κ

ν
<β. 

 Αν 
0 0 0

1 1
( )

κ κ
β β β β α α

ν ν ν

−
> ⇔ > − > − − =    άτοπο αφού 

0 0

1κ κ

ν ν

−
< . 

Άρα αν α>0 και α<β τότε υπάρχει ρ∈ℚ ώστε α<ρ<β 

Αν α<0 τότε υπάρχει κ∈N ώστε κ+α>0 (αφού το N δεν είναι άνω 

φραγµένο). Άρα σύµφωνα µε τα παραπάνω θα υπάρχει ρ΄∈ℚ 

τέτοιο ώστε κ+α<ρ΄<κ+β ⇔ α<ρ΄-κ<β και ρ΄-κ∈ℚ. 

 
   πόρισµα:  Μεταξύ δυο πραγµατικών αριθµών υπάρχουν άπειροι 
ρητοί αριθµοί. 

 
απόδειξη  

  άσκηση 2 

  Έστω Α,Β ⊂R και τέτοια ώστε χ≤ψ ∀χ∈Α ,∀ψ∈Β.  ∆είξτε ότι 

  α)  supA≤ψ ∀ψ∈Β 

  β)  supA≤infB 



  α)  Κάθε στοιχείο ψ∈Β είναι άνω φράγµα του του Α, άρα εφόσον 

το supA είναι το ελάχιστο άνω φράγµα του Α θα έχουµε     

supA≤ψ ∀ψ∈Β. 

  β)  το supA είναι κάτω φράγµα του Β αφού supA≤ψ ∀ψ∈Β 

αφού το infB είναι το µέγιστο κάτω φράγµα του Β θα είναι 
supA≤infB. 

 
  
 
 
 
 
 

 απόδειξη 
  Έστω supA≥supB. Τότε ∀χ∈Α∪Β θα είναι χ∈Α ή χ∈Β άρα 

supA≥x ή supA≥supB≥x.  Άρα ∀χ∈Α∪Β, supA≥x.  Αυτό σηµαίνει 

ότι πρέπει sup(A∪B)≤supA (1) 

  Όµως ισχύει sup(A∪B)≥x ∀x∈A∪B άρα sup(A∪B)≥x ∀x∈A 

εποµένως  supA≤sup(A∪B)  (2).  Από τις (1),(2) προκύπτει ότι 

  sup(A∪B)=supA=max{supA,supB}. 

 
  Άλλη µια ωραία εφαρµογή του αξιώµατος της πληρότητας είναι 
το εξής: 
 

  άσκηση 3 

  Αν Α,Β φραγµένα υποσύνολα του R δείξτε ότι  

   sup(A∪B)=max{supA,supB}. 



. 
απόδειξη 

 
 
  Αν α=0 τότε ο α έχει ως τετραγωνική ρίζα το µηδέν και µόνο. 

  Έστω α>0 και S={χ / χ∈R+ και χ
2≤α} 

  Είναι S≠∅ γιατί α2≤α(1+α)2 ⇔ 
2

2(1 )

α
α

α
≤

+
 δηλαδή 

1

a

a+
∈S. 

  το S είναι άνω φραγµένο διότι (α+1)2>α κι έτσι ο αριθµός α+1     
είναι άνω φράγµα του. Από το αξίωµα της πληρότητας προκύπτει 
ότι θα υπάρχει το ελάχιστο άνω φράγµα του S. Ας είναι β=supS. 
Για τον β θα ισχύει µια από τις τρεις περιπτώσεις: 
                               β2>α   ή   β2=α   ή   β2<α 

Αν β2>α θέτουµε γ=
2 1

( )
2 2

β α α
β β

β β

−
− = + .  Τότε 0<γ<β και 

γ2=β2-(β2-α)+
2 2 2 2

2 2

( ) ( )

4 4

β α β α
α α

β β

− −
= + > .  Άρα γ2>χ2 ∀χ∈S 

οπότε γ>χ ∀χ∈S δηλαδή ο γ είναι άνω φράγµα του S και µάλιστα 

γ<sups=β το οποίο είναι άτοπο.  
  Έστω τώρα ότι β2<α. Θεωρούµε έναν θετικό αριθµό γ τέτοιο 

ώστε γ<β και γ<
2

3

α β

β

−
.                                

Τότε (β+γ)2=β2+2βγ+γ2=β2+γ(2β+γ)<β2+3βγ<β2+(α-β2)=α. ∆ηλαδή 

(β+γ)2<α  άρα β+γ∈S και β+γ>β=supS άτοπο. 

  Έτσι τελικά η µόνη περίπτωση που αποµένει είναι η β2=α. 
 

  θεώρηµα 6 
  Κάθε µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός έχει µια και µόνο µια 
µη αρνητική τετραγωνική ρίζα 



  σηµαντική παρατήρηση:  Γνωρίζουµε ότι τόσο το ℚ όσο και το 

R ικανοποιούν τα αξιώµατα ενός ολικά διατεταγµένου σώµατος. 

Άρα όσον αφορά την άλγεβρά τους δεν υπάρχει καµιά διαφορά σε 
ιδιότητες που απορρέουν από τα αξιώµατα του ολικά 
διατεταγµένου σώµατος. Σε τι διαφέρουν τελικά τα δυο 

αριθµητικά σύνολα ℚ και R; 

  Ας πάµε πάλι πίσω στο προηγούµενο θεώρηµα και ας 
θεωρήσουµε ότι α=2. Τότε supS=β και β2=2. Ο αριθµός β όµως ως 
γνωστό δεν είναι ρητός. Έτσι ο β είναι άρρητος, πράγµα που 
σηµαίνει ότι στο ℚ δεν ισχύει το αξίωµα της πληρότητας δηλαδή 

στο ℚ δεν υπάρχει πάντα το sup ενός άνω φραγµένου υποσυνόλου 

του. Για το λόγο αυτό , όπως επισηµάναµε και στην αρχή, το 
αξίωµα πληρότητας αποτελεί την ειδοποιό διαφορά µεταξύ ℚ και 

R. 

 
      προτεινόµενες ασκήσεις 
 

1. Αν α∈R+
  και σ∈R+-ℚ+ (θετικός άρρητος) δείξτε ότι το 

σύνολο Α={αχ / χ∈ℚ+ και χ<σ} είναι φραγµένο.  [ αν α>1 

τότε το supA λέγεται δύναµη του α µε εκθέτη σ, δηλαδή 
ασ=supA. Αν α<1 τότε το infA λέγεται δύναµη του α µε 
εκθέτη σ, δηλαδή ασ=infA]. 

2. Έστω Α,Β⊂R µη κενά και φραγµένα υποσύνολα του R. 

∆είξτε ότ ιinf(A+B)=infA+infB. 

         [όπου Α+Β={χ+ψ/χ∈Α,ψ∈Β}] 

3. Βρείτε το ελάχιστο άνω φράγµα και το µέγιστο κάτω φράγµα  



αν υπάρχουν) των ακόλουθων συνόλων. Εξετάστε ποια απ’ 
αυτά έχουν µέγιστο ή ελάχιστο στοιχείο (δηλ. εξετάστε πότε 
το sup και το inf συµβαίνει να ανήκουν στο σύνολο) 

i) {
1

n
 / n∈N},  ii)  {

1

a
 / α∈Z*},   iii) {x/x=0 ή x=1/n, n∈N} 

iv) {x/ 0≤x≤ 2 ,x∈ℚ}   v) {x/ x 2+x-1<0} 

vi) {x / x<0 και x2+x-1<0}   vii) {x / x2+3x+10>0}. 
 


