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  1. ℜ∈∀ β,a  ισχύει ηµα ηµβ ≤ ηµ2 2

βα +
 

                   
Απόδειξη 

ηµα ηµβ ≤ ηµ2 2

βα +
  ⇔ ηµα ηµβ ≤ 

2
2

21
βα

συν
+

−
  ⇔  2ηµα ηµβ ≤ 1- συν (α+β) ⇔  

2ηµα ηµβ ≤ 1- συνα συνβ +ηµα ηµβ  ⇔  συν(α-β)≤ 1 
 

2.  ),0(,,, πδγβα ∈∀  ισχύει:  ηµα ηµβ ηµγ ηµ δ ≤ ηµ4 4

δγβα +++
 

      Απόδειξη 

Σύµφωνα µε την 1 έχουµε: ηµα ηµβ ≤ηµ2 2

βα +

 

                                             ηµγ ηµδ ≤ ηµ2 2

δγ +

 

                                             ηµ 2

βα +
  ηµ 2

δγ +
 
≤ ηµ2 4

δγβα +++
 

δεδοµένου ότι ηµα,ηµβ,ηµγ,ηµδ >0 µε πολλαπλασιασµό κατά µέλη έχουµε το ζητούµενο. 
 

3.  ∈∀ γβα ,,  (0,π) ισχύει  ηµα ηµβ ηµγ ≤ ηµ3 3

γβα ++
 

      Απόδειξη 
Σύµφωνα µε την 2 έχουµε 

 ),0(,,, πδγβα ∈∀  ισχύει:  ηµα ηµβ ηµγ ηµ δ ≤ ηµ4 4

δγβα +++
 

Θέτουµε τώρα δ= 3

γβα ++
 οπότε προκύπτει 

ηµα ηµβ ηµγ ηµ 3

γβα ++
 ≤ ηµ4 12

444 γβα ++
   και τελικά 

ισχύει  ηµα ηµβ ηµγ ≤ ηµ3 3

γβα ++
. 

 

4. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ηµΑ ηµΒ ηµΓ ≤ 
8

33
 

Απόδειξη 
Σύµφωνα µε την 3, δεδοµένου ότι Α+Β+Γ=π , προκύπτει το ζητούµενο. 
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Αν Ε είναι το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ τότε η ανισότητα 

ηµΑ ηµΒ ηµΓ ≤ 
8

33
 µε βάση τον νόµο των ηµιτόνων R2=

Γ
=

Β
=

Α ηµ
γ

ηµ
β

ηµ
α

 

 

και τον τύπο εµβαδού Ε= R4

αβγ
 ,όπου R η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του 

τριγώνου ,  παίρνει την εξής ισοδύναµη γεωµετρική µορφή της: 
 

                                        Ε ≤ 
4

33 2R
 

Το δεύτερο µέλος της παραπάνω ανίσωσης εκφράζει το εµβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου 
εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R. 

Άρα η ανίσωση  ηµΑ ηµΒ ηµΓ ≤ 
8

33
 είναι ισοδύναµη µε την γεωµετρική πρόταση 

ότι απ’ όλα τα τρίγωνα τα εγγεγραµµένα σε κύκλο, το ισόπλευρο τρίγωνo έχει το 
µεγαλύτερο εµβαδόν. 
  
Ιδού µια απλή γεωµετρική απόδειξη                                      
 
Ας είναι ΑΒΓ ένα εγγεγραµµένο σε κύκλο 
τρίγωνο και ας υποθέσουµε ότι η πλευρά 
 ΑΒ είναι σταθερή. Τότε το τρίγωνο αποκτά 
µέγιστο εµβαδόν, όταν η κορυφή 
 Γ ταυτιστεί µε το µέσο του (µείζονος) τόξου ΑΒ 
(Οπότε το τρίγωνο αποκτά µέγιστο ύψος).  

Με τον ίδιο τρόπο ̙ρίσκουµε ότι και το Β 
πρέπει να είναι το µέσο του τόξου ΑΓ οπότε το 
τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
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Πρόταση 1 
 
Για κάθε µη ισόπλευρο τρίγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας ρ, υπάρχει ένα 
ισοσκελές µε µεγαλύτερο εµβαδόν από το εµβαδόν του αρχικού τριγώνου. 
Απόδειξη 

 
Αν ΑΒΓ είναι το αρχικό µη ισόπλευρο 
τρίγωνο τότε Αν Α1 είναι το µέσο του 
µείζονος τόξου ΒΓ το τρίγωνο Α1ΒΓ 
είναι ισοσκελές και έχει µεγαλύτερο 
εµβαδόν από το ΑΒΓ (αφού το 
αντίστοιχο ύψος προς την ΒΓ είναι 
µεγαλύτερο). 
Αν ΑΒ=ΑΓ τότε µπορούµε να πάρουµε 
Α1 το µέσο του µείζονος τόξου ΑΒ 
οπότε (ΑΒΓ)<(Α1ΑΒ) 

 
 
                                σχ.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πρόταση 2 
 
Το εµβαδόν κάθε τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας ρ είναι µικρότερο ή ίσο 
από το εµβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου που εγγράφεται στον κύκλο ρ. 
Απόδειξη 
   
  Αν η πλευρά ΒΓ ισούται µε την πλευρά ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου στον κύκλο 
ρ, τότε το Α1ΒΓ είναι ισόπλευρο άρα το εµβαδόν του ΑΒΓ σύµφωνα µε την πρόταση 1 
είναι µικρότερο (ή ίσο αν η κορυφή Α ταυτίζεται µε το Α1) από το εµβαδόν του 
ισοπλεύρου τριγώνου  
    Όταν η πλευρά ΒΓ δεν ισούται µε την πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου που εγγράφεται 
στον κύκλο ,τότε το Α1ΒΓ είναι  ισοσκελές τρίγωνο όπου για την γωνία Α1 έχουµε Α1≠600 
και (ΑΒΓ) ≤ (Α1ΒΓ). Θεωρώντας  το µέσο Α2 του µείζονος τόξου Α1Γ το τρίγωνο Α2Α1Γ 
είναι επίσης ισοσκελές και έχει µεγαλύτερο εµβαδόν από το Α1ΒΓ (σχ.2) 
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Σχ.2 

Αν θέσουµε θ1 το µέτρο της γωνίας Α1 και θ2 το µέτρο της γωνίας Α2 , τότε ισχύει  

        θ2=Α2=Β=900-
2
1θ      δηλαδή    θ2=900-

2
1θ       

   Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί στο τρίγωνο Α2Α1Γ δίνοντας ένα νέο 
ισοσκελές Α3Α2Γ µεγαλύτερου εµβαδού και να ξανά εφαρµοστεί στο Α3Α2Γ δίνοντας το 
ισοσκελές Α4Α3Γ µε (Α4Α3Γ)>( Α3Α2Γ) κ.ο.κ. (σχ.3) 

 
Σχ.3 

Αν θν συµβολίζει την γωνία της κορυφής και Εν το εµβαδόν του ισοσκελούς τριγώνου 
ΑνΑν-1Γ της δηµιουργηµένης ακολουθίας των ισοσκελών τριγώνων που δίνει η παραπάνω 
µέθοδος, τότε ισχύουν προφανώς οι εξής σχέσεις  : 

                                    θν+1=900 -  
2
νθ      και (ΑΒΓ) ≤Ε1<Ε2<…< Εν 

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η ακολουθία των ισοσκελών τριγώνων που δηµιουργείται 
συγκλίνει οριακά σε ισόπλευρο τρίγωνο δηλαδή ότι lim θν=600 όταν ν�∞. Αυτό µε την 
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σειρά του µας δείχνει  λόγω της παραπάνω ανισότητας ότι (ΑΒΓ)< 
4

33 2ρ  δηλαδή ότι το 

ισόπλευρο τρίγωνο έχει το µεγαλύτερο εµβαδόν απ’ όλα τα τρίγωνα που εγγράφονται στον 
κύκλο ακτίνας ρ. 

   Θέτουµε αν =θν - 600. Τότε αν+1=θν+1-600=900-
2
νθ -600=300-

2
νθ =-

2
νa

 

∆ηλαδή η αν είναι γεωµετρική πρόοδος µε λόγο -1/2 πράγµα που σηµαίνει αν�0 άρα 
θν�600. Ο.Ε.∆. 
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Άλλη µια απόδειξη µε την βοήθεια των µετρικών σχέσεων στα εµβαδά. 
 
Στα παρακάτω R συµβολίζει την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου, ενώ 
ρ,ρα,ρβ,ργ συµβολίζουν τις ακτίνες του εγγεγραµµένου και των παρεγγεγραµµένων κύκλων 
του τριγώνου. 
 
1.Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να δειχτεί ότι R≥2ρ όπου το ίσο ισχύει αν και µόνο αν το 
τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
Απόδειξη 
Έχουµε: 
 

R≥2ρ � αβγ/4Ε ≥ 2 Ε/τ � αβγτ≥ 8 Ε2 � 
αβγτ≥8τ(τ-α)(τ-β)(τ-γ) � 
αβγ ≥ 8 (τ-α)(τ-β)(τ-γ)  (1) 

 
θέτουµε τ-α=χ , τ-β=ψ , τ-γ=ζ τότε χ,ψ,ζ,>0 και χ+ψ+ζ=3τ-2τ=τ 

επίσης έχουµε α=ψ+ζ ,β=ζ+χ , γ=χ+ψ οπότε η (1) είναι ισοδύναµη µε την  
(χ+ψ)(ψ+ζ)(ζ+χ) ≥ 8χψζ  (2) που ισχύει αφού  

χ+ψ≥2 χψ   

ψ+ζ≥2 ψζ  

ζ+χ≥2 ζχ  
οπότε πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη προκύπτει η (2) µε το ίσο να ισχύει όταν 

χ=ψ=ζ�α=β=γ δηλαδή όταν το ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
 

2.Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 
                                                   ρα+ρβ+ργ = 4R+ρ 
Απόδειξη 

Η δοθείσα σχέση είναι ισοδύναµη µε την  

τ
αβγ

γτβτατ
Ε

+
Ε

=
−
Ε

+
−
Ε

+
−
Ε   �  

Ε(
Ε

=−
−

+
−

+
−

αβγ
τγτβτατ

)
1111  � 

Ε
Ε

=
−
+−

+
−−
−+− αβγ

τγτ
γττ

βτατ
βτατ

)
)())((

(  � 

Ε
Ε

=
−−−

−−+−−− αβγ
τγτβτατ

βτατγγττβατ
))()((

))(()()2(  � 

Ε
2

1

Ε
[γτ(τ-γ)+γ(τ-α)(τ-β)]=

Ε
αβγ  � 

γ(τ2-τγ+τ2-ατ-βτ+αβ)=αβγ � 
γ[2τ2-(α+β+γ)τ+αβ]=αβγ � 

γ(2τ2-2ττ+αβ)=αβγ � 
αβγ=αβγ που ισχύει. 
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3. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 

1) Ε= γβα ρρρρ  

2) ραρβργ ≤ (
3

γβα ρρρ ++
)3 =(

3

4 ρ+R )3 

3) Ε ≤ 
4

33 2R  

Απόδειξη 
 

1) Ε= γβα ρρρρ  ���� Ε2 =ρ ραρβργ  <=> Ε2 = 
γτβταττ −
Ε

−
Ε

−
ΕE  � Ε2=

2

4

Ε

Ε  που 

ισχύει. 
2) Από την ανισότητα Cauchy έχουµε 

                
3

γβα ρρρ ++
 ≥ γβα ρρρ3   (αυτό µπορεί να αποδειχτεί και µε την βοήθεια 

της ανισοταυτότητας Euler α3+β3+γ3
≥3αβγ όταν α+β+γ≥0) 

              (
3

γβα ρρρ ++
)3 ≥ ραρβργ οπότε αφού ρα+ρβ+ργ=4R+ρ προκύπτει το ζητούµενο. 

3) Ε= γβα ρρρρ  ���� 
ρ

2E  = ραρβργ ≤ (
3

4 ρ+R )3 άρα  

Ε
2 ≤ (

3

4 ρ+R )3 ρ ≤ 
2

)
3

2
4

( 3 R
R

R +
   ( αφού ρ≤ 

2

R ) 

Έτσι    Ε2 ≤ 4

16

27
R  => Ε ≤ 

4

33 2R  όπου το ίσον ισχύει όταν και µόνο όταν το 

τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
 
Η τελευταία ανίσωση δείχνει ότι από όλα τα τρίγωνα που είναι εγγεγραµµένα σε 
κύκλο ακτίνας R, το ισόπλευρο έχει το µέγιστο εµβαδόν. 
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Και άλλη µια απόδειξη από την σκοπιά της θεωρίας συναρτήσεων πολλών µεταβλητών 
 
θεώρηµα 
Έστω U ⊂Rn ,V⊂Rm και η διαφορίσιµη συνάρτηση F : UxV�R. Έστω οι συνεχώς 
διαφορίσιµες συναρτήσεις Φi : UxV�R µε Φι (P,Q)=0 µε P=(x1,x2,…xn) 
,Q=(y1,y2,…,ym) i=1,2,…m  

Αν το (P0,Q0) είναι τοπικό ακρότατο της F για το οποίο 1 2
0 0

1 2

( , ,..., )
( , ) 0

( , ,..., )
m

m

D
P Q

D y y y

ϕ ϕ ϕ
≠  και 

κάτω από τις συνθήκες Φι(P0,Q0)=0 ,ι=1,2,…m  υπάρχουν λ1,λ2,…λm R∈  

Έτσι ώστε 0 0 0 0
1

( , ) ( , ) 0
m

i i
i

F P Q P Qλ
=

∇ + ∇Φ =∑  

Παρατηρήσεις: 
Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα τα πιθανά ακρότατα της συνάρτησης F υπο τις 
συνθήκες Φi=0 i=1,2,…m αναζητούνται ανάµεσα στις ρίζες του συστήµατος 
εξισώσεων 0iF λ∇ +∑ Φ = , ενώ η φύση των ακροτάτων καθορίζεται από την µελέτη της 
Εσσιανής µήτρας Η(F)+∑H(Φi). 
 
Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης F(A,B,Γ)=ηµΑηµΒηµΓ µε 0<Α,Β,Γ<π 
υπο την συνθήκη Φ=Α+Β+Γ-π=0 
Λύση 
 
Τα πιθανά ακρότατα είναι µεταξύ των ριζών της εξίσωσης f= 0F λ∇ + ∇Φ =  µε λ∈�  
Έτσι προκύπτει το σύστηµα 
συνΑηµΒηµΓ+λ=0 
ηµΑσυνΒηµΓ+λ=0 
ηµΑηµΒσυνΓ+λ=0 
Από τις δυο πρώτες εξισώσεις προκύπτει ηµΓ(ηµΑσυνΒ-συνΑηµΒ)=0 άρα ηµ(Α-Β)=0 
δηλαδή Α=Β. 

Οµοίως από τις δυο τελευταίες προκύπτει Β=Γ κι έτσι Α=Β=Γ=
3

π  

, ,
f f f

A B
συν ηµ ηµ λ ηµ συν ηµ λ ηµ ηµ συν λ

∂ ∂ ∂
= Α Β Γ + = Α Β Γ + = Α Β Γ +

∂ ∂ ∂Γ
 

2 2 2

2

2 2 2

2

2 2 2

2

, ,

, ,

, ,

f f f

A A B A

f f f

B A B B

f f f

ηµ ηµ ηµ συν συν ηµ συν ηµ συν

συν συν ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ συν συν

συν ηµ συν ηµ συν συν ηµ ηµ ηµ

∂ ∂ ∂
= − Α Β Γ = Α Β Γ = Α Β Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ
∂ ∂ ∂

= Α Β Γ = − Α Β Γ = Α Β Γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂Γ
∂ ∂ ∂

= Α Β Γ = Α Β Γ = − Α Β Γ
∂Γ∂Α ∂Γ∂Β ∂Γ

 

Έτσι η Εσσιανή µήτρα στη θέση (Α,Β,Γ)=(π/3,π/3,π/3) είναι 
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H=

3 3 3 3

8 8 8

3 3 3 3

8 8 8

3 3 3 3

8 8 8

 
− 
 
 −
 
 
 −
  
 

   

η ακολουθία των ελασσόνων του πίνακα είναι  

D1=- 3 3

8
<0  , D2= 27 3 24

64 64 64
− = >0  και D3=detH=

3

210 3

8

− <0 δηλαδή ο πίνακας είναι 

αρνητικά ορισµένος πράγµα που σηµαίνει ότι έχουµε µέγιστο και η µέγιστη τιµή είναι 

F(π/3,π/3,π/3)= 33 3 3
( )

2 8
=   δηλαδή  τελικά ηµΑηµΒηµΓ≤

3 3

8
.  


