
Αν f, g :[α, β]→R συνεχείς και γνησίως. αύξουσες να δειχθεί ότι: 

                      f (x)dx g(x)dx ( ) f (x) g(x)d(x)
β β β

α α α

⋅ β −α ⋅∫ ∫ ∫p . 

Απόδειξη 1η 

Θεωρούµε την συνάρτηση F(x)= (x-α) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

a a a

f t g t dt f t dt g t dt−∫ ∫ ∫  µε χ∈[α,β] 

Αφού οι f,g είναι συνεχείς η F θα είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α,β] . 
Παραγωγίζοντας έχουµε: 
 

F΄(χ)= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

a a

f t g t dt x f x g x f x g t dt g x f t dt
χ
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α+ − − −∫ ∫ ∫  => 

F΄(x)= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

a a a

f t g t dt f x g x dt f x g t dt g x f t dt
χ

α

+ − −∫ ∫ ∫ ∫  => 

 

F΄(x) = [ ( ) ( )][ ( ) ( )]
x

a

f t f x g t g x dt− −∫    Είναι όµως α ≤ t ≤ x και αφού η συναρτήσεις 

µας είναι γνησίως αύξουσες  θα έχουµε f(t)-f(x)≤0 και g(t)-g(x) ≤0 άρα F΄(x) 
≥ 0. ( Στην πραγµατικότητα είναι F΄(χ)>0 όταν χ>α ,διότι αν για κάποιο χ >α 
είχαµε F΄(x)=0 ,δεδοµένου ότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι µη αρνητική , 
θα έπρεπε  [f(t)-f(x)][g(t)-g(x)]=0 ∀  α≤t≤x πράγµα άτοπο αφού οι f,g είναι 
γνησίως αύξουσες). 
Ώστε τελικά είναι F΄(x)>0 για κάθε χ>α δηλαδή η F είναι γνησίως αύξουσα κι 
έτσι θα έχουµε 
                F(x) > F(α)=0 . Άρα F(β)>0 που είναι η ζητούµενη ανισότητα. 
 
Παρατηρήσεις 

1) Το συµπέρασµα ισχύει ακόµα κι αν οι συναρτήσεις είναι και οι δυο   
γνησίως φθίνουσες. 

2) ∆ιαιρώντας µε (β-α)2  
και τα δυο µέλη της ανίσωσης προκύπτει ότι : 

f g f g⋅ ⋅p  δηλαδή η µέση τιµή του γινοµένου δυο γνησίως αυξουσών 
συναρτήσεων , είναι µεγαλύτερη από το γινόµενο των µέσων τιµών 
τους. 

 
 
 
 
  



Απόδειξη 2η  ( βασισµένη στον λογισµό διπλών ολοκληρωµάτων ) 
 
 

( ( ) ( ))( ( ) ( ))
a

f x f y g x g y dxdy
β β

α

− − =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dxdy f x g y dxdy f y g x dxdy f y g y dxdy
β β β β β β β β

α α α α α α α α

− − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ = 

2[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] 2[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]f x g x dxdy f x g y dxdy f x g x dx f x dx g y dy
β β β β β β β

α α α α α α α

β α− = − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ = 

2[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]f x g x dx f x dx g x dx
β β β

α α α

β α− −∫ ∫ ∫  

Αν οι συναρτήσεις f,g είναι αύξουσες (ή φθίνουσες) και οι δυο, τότε 
προφανώς το αρχικό ολοκλήρωµα είναι µη αρνητικό ( και µάλιστα αυστηρά 
θετικό αν οι f,g είναι γνησίως µονότονες ) οπότε από την παραπάνω ισότητα 
προκύπτει ότι  

f (x)dx g(x)dx ( ) f (x) g(x)d(x)
β β β

α α α

⋅ β −α ⋅∫ ∫ ∫p  ο.ε.δ. 

 
        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Απόδειξη 3η  ( Βασισµένη στην ανισότητα Tchebychev και τον ορισµό του 
ολοκληρώµατος) 
 
Λήµµα  
Αν αν , βν είναι αύξουσες ακολουθίες πραγµατικών αριθµών , τότε  
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Για ευκολία στην γραφή θα την αποδείξουµε όταν n=3 (η γενική περίπτωση 
αποδεικνύεται παρόµοια) 
Είναι λοιπόν   α1-α2≤0 , α2-α3≤0 ,  α1-α3≤0 
                        β1-β2≤0 , β2-β3≤0,  β1-β3≤0   οπότε 
(α1-α2)(β1-β2)+( α2-α3)( β2-β3)+( α1-α3)( β1-β3) ≥0 ⇔  
2(α1β1+α2β2+α3β3) ≥ α1β2+α2β1+α2β3+α3β2+α1β3+α3β1 ⇔ (προσθέτοντας και 
στα δυο µέλη  α1β1+α2β2+α3β3 ) 
3(α1β1+α2β2+α3β3) ≥ (α1+α2+α3)(β1+β2+β3) που είναι η ζητούµενη ανίσωση. 
 
     Αν α=χ0<χ1<χ2<…<χν=β είναι µια διαµέριση του διαστήµατος [α,β] σε ν 

ισοµήκη υποδιαστήµατα  µε µήκος ∆χ= β α
ν
−  και ξκ ∈[χκ-1,χκ] τυχαίος αριθµός 

του διαστήµατος [χκ-1,χκ]  
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Τώρα λόγω της ανισότητας Τchebychev  και αφού οι ακολουθίες f(ξκ),g(ξκ) 
είναι αύξουσες θα έχουµε 
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 και περνώντας στο όριο 

προκύπτει η ζητούµενη ανίσωση.  


