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ΣΕΝΑΡΙΟ  
 
Α)ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΩΝ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ  ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
ΚΑΙ  ROLLE 
Β)ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 
 
ΓΝΩΣΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ 
 
• Μαθηµατικά  Γ’ Λυκείου 
• Παραβολή  
• Παράγωγος συνάρτησης 
• Εφαπτόµενη σε σηµείο γραφικής παράστασης 
• Κλίση 
• Ρίζα πρώτης παραγώγου 
•  Μοναδικότητα ρίζας εξίσωσης µε χρήση µονοτονίας 
• Ανισότητα µε δυο µεταβλητές 
• Ακρότατο παραγωγίσιµης συνάρτησης σε εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της 
 
 
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΑ ΕΡΓΑΛΕΙΑ 
 
Το σενάριο θα διεξαχθεί µε χρήση λογισµικού Geogebra 
 
ΒΑΣΙΚΗ Ι∆ΕΑ – ΣΤΟΧΟΙ 
 
Στο βιβλίο της Γ’ Λυκείου τα θεωρήµατα  ROLLE και ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ δεν αποδεικνύονται πλέον 
και η γεωµετρική τους ερµηνεία δίνεται µε δυο σχήµατα κατά περίπτωση, έτοιµο, χωρίς να 
απαιτείται από τους µαθητές να διερευνήσουν δυναµικές περιπτώσεις και να ανακαλύψουν τις 
παραλληλίες της εφαπτόµενης µε χορδές της γραφικής παράστασης της συνάρτησης. Με το 
προτεινόµενο σενάριο θα το  δουν µε δυναµικά χειριζόµενο από τους ίδιους τρόπο. 
Καλούνται να κατασκευάσουν συνάρτηση τριωνύµου µε µεταβλητούς συντελεστές, να 
θεωρήσουν µεταβλητές χορδές επί της γραφικής, να φέρουν εφαπτόµενες, να οδηγηθούν σε 
συµπεράσµατα ισότητας συντελεστών διεύθυνσης, να αποδείξουν ανισότητες µε τη βοήθεια του 
ΘΜΤ που απορρέει, να πάρουν ειδική περίπτωση οδηγούµενοι στο Θ.ROLLE, να βρουν ότι η 
παράγωγος έχει ρίζα σε συγκεκριµένο ανοιχτό διάστηµα και για την περίπτωση µας τη 
µοναδικότητα της. 
 
ΠΡΟΣΤΙΘΕΜΕΝΗ ΑΞΙΑ 
 
Το σενάριο φιλοδοξεί να συµβάλει στην αλλαγή της στάσης των µαθητών απέναντι στα 
µαθηµατικά και στην προσέγγιση τους. 
Κάθε µαθητής µέσα από τη διερεύνηση µπορεί να δοκιµάσει ιδέες που θα έχουν κοινωνική 
αποδοχή στα πλαίσια της τάξης. Τα τεχνολογικά εργαλεία θα διευκολύνουν σηµαντικά προς 
αυτή τη κατεύθυνση. 
Η εργασία των µαθητών σε οµάδες στο εργαστήριο και η συνεργασία µε τον εκπαιδευτικό  θα 
έχει ως αποτέλεσµα για τους µεν, τη βελτίωση της στάσης τους απέναντι στη µάθηση και για τον 
δε, την απαλλαγή του από τον παραδοσιακό του ρόλο, της µετωπικής διδασκαλίας και της 
αυθεντίας. Θα µετατραπεί σε καθοδηγητή και δέκτη των συµπερασµάτων  που θα προκύψουν 
από την έρευνα. 



ΑΝΤΩΝΗΣ ΓΡΑΜΠΑΣ – 5Ο ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΚΑΤΕΡΙΝΗΣ    3  
 
 

 

 
ΠΛΑΙΣΙΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ 
 
Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Γ΄ Λυκείου 
 
ΧΡΟΝΟΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 
 
Με δεδοµένο ότι γνωρίζουν τη χρήση του  λογισµικού πολύ καλά από προγενέστερη 
ενασχόληση τους εκτιµάται ότι θα απαιτηθούν τρεις διδακτικές ώρες. 
∆ηλαδή ένα συνεχόµενο δίωρο για το Θ.Μ.Τ και Θ ROLLE  και µια ώρα για το  Θ. FERMAT  
αφού προηγουµένως έχουν διδαχθεί οι παράγραφοι που µεσολαβούν. 
Εναλλακτικά µια ώρα σαν απλή παρουσίαση επανάληψης, µε βιντεοπροβολέα στην τάξη, µε 
επίλυση απλών ασκήσεων στο τελευταίο δεκαπεντάλεπτο. 
 
ΧΩΡΟΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ 
 
Θα διεξαχθεί εξ ολοκλήρου στο εργαστήριο πληροφορικής 
 
ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΒΟΗΘΗΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 
Τετράδιο για εξαγωγή συµπερασµάτων, απλών υπολογισµών και λύση ασκήσεων 
Σχολικό βιβλίο για αναδροµή σε προηγούµενες έννοιες 
Τρία φύλλα εργασίας που θα δοθούν από τον καθηγητή  
Ένα για το ΘΜΤ και Θ. ROLLE 
Ένα για την παράγωγο της συνάρτησης και την ρίζα της 
Ένα για το Θ. FERMAT 
 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΑΦΟΡΜΗΣΗ 1 
 
Απ την αποφράδα πρωτοµαγιά του 94 µια σκέψη µου τριβελίζει το µυαλό. 
Ο AYRTON SENNA έφυγε εφαπτοµενικά µε το µονοθέσιο του, µια WILLIAMS  FW 26, ένα 
δύστροπο παλιοσίδερο,  στην παραβολοειδή καµπή Tampurello στη στοιχειωµένη πίστα της 
IMOLA. Χτύπησε σε τοίχο µε 306 Km στο γκάζι και έχασε τη ζωή του. Ο τοίχος κατασκευάστηκε 
κάθετα στον νοητό άξονα συµµετρίας της στροφής, πολύ κοντά σ’ αυτή, µε παρεµβολή  
αµµοπαγίδας που αναταράσσει την πανάλαφρη formula. Αν ο αδικοχαµένος βραζιλιάνος Θεός, 
o Tricampeao, έφευγε σε άλλο σηµείο της στροφής, θα µπορούσε τώρα να ζει ανάµεσα µας ; 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΑΦΟΡΜΗΣΗ 2 
 
Τη στιγµή του ατυχήµατος ο πρωτοφερµένος τότε νεαρός  MICHAEL SCHUMACHER 
κυνηγούσε λυσσασµένα τον πρωτοπόρο ΑΥRTON και αυτός µε τη σειρά του πλησίαζε τον 
τελευταίο, εκείνη τη στιγµή,  J.J  LEΗTO που είχε περάσει κιόλας το apex της στροφής. 
Σε λίγο θα γέµιζε τους καθρέφτες του και θα ζητούσε απαιτητικά  το προσπέρασµα. Το βλέµµα 
του ΜS  καρφώθηκε  στον J.J.L γράφοντας  µια καυτή νοητή ευθεία. Τότε ήταν που έχασε από 
το οπτικό του πεδίο τον Βeco. Έφυγε!, σκέφτηκε φευγαλέα. Σε ποια κατεύθυνση? Μήπως η 
πορεία εξόδου του θρύλoυ της F1  ήταν  παράλληλη µε τη µατιά του και τον έχασε;  
Υπήρχε σαµαράκι στη πρόσφατα µπαλωµένη άσφαλτο που έκανε το µονοθέσιο να χάσει την 
πρόσφυση ; 
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Kαι αν ναι, µήπως  οι θέσεις των αυτοκινήτων των ΜS και  J.L ήταν συµµετρικές ως προς τον 
άξονα συµµετρίας της στροφής ; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

αρχικο σχηµα 
 
 
ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 
 
Ο σχεδιασµός των δραστηριοτήτων µπορεί να χωριστεί σε τρεις φάσεις 
 
 
■ Στην πρώτη φάση οι µαθητές µετά την ενηµέρωση  καλούνται να µοντελοποιήσουν τη στροφή 
κατασκευάζοντας παραµετρική συνάρτηση f(x)=ax2+bx +c. Κατόπιν  θα την περιορίσουν σ΄ ένα 
κλειστό διάστηµα αρκετό για τον καθένα, ώστε να έχουν πλήρη εικόνα  του συµβάντος, 
βρίσκοντας έτσι τη συνάρτηση g που είναι ο περιορισµός της f στο αντίστοιχο διάστηµα. 
Τοποθετούν τρία σηµεία Α, Β, Ε µε δροµείς που συµβολίζουν τα αυτοκίνητα και βρίσκουν τις 
τετµηµένες τους. Φέρνουν τη χορδή  ΑΒ  και βρίσκουν της κλίση της και επίσης την εφαπτόµενη 
της f  στο Ε και την κλίση της. Μετακινούν το δροµέα του Ε  ώστε οι δυο συντελεστές 
διευθύνσεως να ταυτιστούν (σχήµα 1). 
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σχήµα 1 
 
► Γράφουν στο χαρτί τους την ισότητα των συντελεστών διεύθυνσης και προκύπτει η 
γεωµετρικη ερµηνεία του ΘΜΤ  
Στη συνέχεια τους ζητείται να παρατηρήσουν τα ευθύγραµµα τµήµατα  

g(C) ,g(D) , )
2

DC(g + , να παρατηρήσουν το σχήµα ΑΒDC και να δουν τη σχέση  







 +

≥
+

2
DCg

2
)D(g)C(g      (σχήµα 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σχήµα 2 
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►Για το  σπίτι δίνεται η άσκηση  

 
 
 
 

 
 
■ Στην δεύτερη φάση  ζητείται από τους µαθητές να µετακινήσουν τα Α, Β ώστε η  χορδή ΑΒ να 
είναι οριζόντια  άρα g(C) =g(D). Παρατηρούν ότι για να διατηρηθεί η παραλληλία χορδής ΑΒ και 
εφαπτόµενης πρέπει η δεύτερη να είναι οριζόντια και άρα  g’(F)=0. 
∆ηλαδή η παράγωγος έχει ρίζα  (σχήµα 3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σχήµα 3 
 
 
► Στο χαρτί τους βρίσκουν την παράγωγο g’(x)=2ax+b και την µοντελοποιούν αυτόµατα µε το 
λογισµικό, παρατηρώντας ότι η τοµή της ευθείας µε τον χχ ‘ είναι πάντα στο διάστηµα (C,D). Η 
µοναδικότητα της ρίζας διαισθητικά είναι προφανής ή µε αναδροµή σε προηγούµενες γνώσεις 
µονοτονίας και απαγωγή σε άτοπο, την αποδεικνύουν. Εναλλακτικά όταν διδαχθεί η αντίστοιχη 
παράγραφος στην  τάξη η µοναδικότητα είναι πάλι προφανής (σχήµα 4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σχήµα 4 
 
 

Να αποδειχθεί ότι  1
α
β

α
βln

β
α1 −<






<−   µε 0<α<β 
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►Κατόπιν ζητείται από τους µαθητές να λύσουν στο τετράδιο τους την άσκηση  
 
Να αποδειχθεί ότι εφαρµόζεται το Θ.ROLLE στο διάστηµα [-1,1] για την συνάρτηση f(x)=x3-x  , 
x∈R και να βρεθεί ο αριθµός χ0 του Θ.ROLLE. 
 
 
►Για το σπίτι δίνεται η άσκηση  
 
Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [-α, α]  , α>0 και 2 φορές παραγωγίσιµη στο (-α, α). Εάν 
είναι f(0)=f(-α)=f(α) να  αποδειχθεί ότι υπάρχει  ξ∈(-α, α) ώστε  f’’(ξ)=0 

 
 
■ Στην τρίτη φάση τίθεται πάλι ο  αρχικός προβληµατισµός εάν δηλ. θα µπορούσε να είχε 
αποφευχθεί το χτύπηµα του µονοθεσίου στον τοίχο πάντα µε δεδοµένο ότι φεύγει 
εφαπτοµενικά. 
Οι µαθητές µοντελοποιούν µια καθαρή στροφή µέσω της ίδιας συνάρτησης  f που είχαν αρχικά 

µε  a>0  και c>
a4

b2
  ώστε να είναι ∆<0 άρα f(χ)>0 και τοποθετούν ένα σηµείο που αναπαριστά 

το µονοθέσιο. Φέρνουν εφαπτόµενη σ’ αυτό µέσω του λογισµικού και κατασκευάζουν τον τοίχο 
ή δίνεται έτοιµος στο φύλο εργασίας. 
∆ιερευνούν το σηµείο εξόδου και διαισθητικά και πάλι, εικάζουν ότι η ασφαλέστερη διαφυγή θα 
ήταν παράλληλη µε τον τοίχο. ∆ηλαδή σύµφωνα µε τα δεδοµένα κατασκευής οριζόντια. ∆ηλ 
κλίση ίση µε µηδέν. Άρα f’(ξ)=0. Μήπως το σηµείο  είναι η κορυφή της παραβολής ; Εύκολα 

βλέπουν όταν την κατασκευάσουν µε την βοήθεια των συντεταγµένων της 













 −−

a2
bf,

a2
b ,ή 

εναλλακτικά µε εντολή στο λογισµικό, ότι ναι συµπίπτουν τα δυο σηµεία (σχήµα 5). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                

                                               σχήµα 5 
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Τίθεται τώρα το ερώτηµα  αν ισχύει το αντίστροφο του θεωρήµατος, δηλ αν ισχύει h’(ξ)=0 τότε 
η συνάρτηση παρουσιάζει στο εσωτερικό σηµείο ξ ακρότατο;  
Μετά από συζήτηση αποφασίζουµε να το δούµε µέσω της συνάρτησης h(x)=x3 και 
διαπιστώνουν οι µαθητές ότι h’(0)=0 χωρίς να παρουσιάζει στο σηµείο Ο(0,0)  ακρότατο 
 (σχήµα 6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σχήµα 6 
 
 
 
►Θα λύσουν στο τετράδιο τους την άσκηση  
 
Να βρείτε τις τιµές των α, β ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f(x)=αχ3+βχ2-3χ+2010  
παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σηµεία χ1=-1 και χ2=1 . 
 
 
 
► Ζητείται πάλι από τους µαθητές να λύσουν στο σπίτι την παρακάτω άσκηση 
 
Αν για κάθε χ>0 ισχύει η σχέση χ3≥χ2+αlnχ να αποδειχθεί ότι α=1 
 

  
 ΕΠΕΚΤΑΣΗ 
 
Ως προς την επέκταση όλων των παραπάνω µπορούν οι µαθητές να πειραµατιστούν αν το 
ατύχηµα συνέβαινε στην πίστα του SILVERSTONE, στην αλληλουχία στροφών MAGGOTS –
BECKETTS-CHAPEL, οι οποίες προσοµοιάζονται και προσεγγίζονται µε τη συνάρτηση  
f(x)=ηµχ 
 
ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΜΕΤΑ ΤΗΝ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου και εξετάζει τους 
λόγους για τους οποίους κάποιοι δεν επιτεύχθηκαν ώστε να παρέµβει στο σενάριο. 
Επίσης ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του λογισµικού σε 
συνδυασµό µε την σαφήνεια  των οδηγιών του και των φύλλων εργασίας ώστε και πάλι να 
επέµβει ανάλογα στην επόµενη εφαρµογή της  προαναφερθείσας επέκτασης του σεναρίου. 
Όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικά τµήµατα ή ανταλλάξει ιδέες και 
απόψεις µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί να κάνει 
ουσιαστικές και προσοδοφόρες προσαρµογές. 
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