Λόγος εμβαδών
Συγγραφέας:    Κούτλας Γιώργος
Γνωστική περιοχή:
Γεωμετρία Β΄ λυκείου: Τύποι εμβαδού τριγώνου, ομοιότητα ευθυγράμμων σχημάτων, λόγος εμβαδών τριγώνων - πολυγώνων.
Θέμα:

Σχέσεις λόγου εμβαδών με τιμές στοιχείων των τριγώνων.

Τεχνολογικά εργαλεία:

To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί με τη χρήση του Geometers Sketchpad.
Σκεπτικό:
Βασική ιδέα:
Οι μαθητές με την ψηφιακή τεχνολογία θα διερευνήσουν και θα ανακαλύψουν πως μπορεί να εκφρασθεί  ο λόγος των εμβαδών τριγώνων ή πολυγώνων σε συνάρτηση με τα μήκη πλευρών, υψών, λόγου ομοιότητας.
Προστιθέμενη αξία:

Το σενάριο φιλοδοξεί να συμβάλει στην αλλαγή - βελτίωση της στάσης των μαθητών απέναντι στα Μαθηματικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους.
Οι μαθητές αναμένεται να συνειδητοποιήσουν ότι τα μαθηματικά μπορούν να αποτελέσουν αντικείμενο διερεύνησης και μάλιστα κάθε μαθητής μπορεί να δοκιμάσει στο πλαίσιο αυτό τις δικές του ιδέες και να καταλήξει στα δικά του συμπεράσματα και σε εικασίες, τις οποίες στην συνέχεια θα επιχειρήσει να τεκμηριώσει επιστημονικά.

Πλαίσιο εφαρμογής: 

Σε ποιους απευθύνεται:
To σενάριο απευθύνεται στους μαθητές της Β' λυκείου. 

Χρόνος υλοποίησης:
Για την εφαρμογή του σεναρίου εκτιμάται ότι απαιτούνται 4-6 διδακτικές ώρες. 
Χώρος υλοποίησης:
To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ' ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ωστόσο αν ο εκπαιδευτικός αποφασίσει να διδάξει ένα μέρος του στο εργαστήριο και το υπόλοιπο στην σχολική αίθουσα με τη χρήση ενός υπολογιστή και βιντεοπροβολέα  ή το υπόλοιπο να δοθεί υπό τη μορφή εργασίας στον ελεύθερο χρόνο θα πρέπει να προσαρμόσει ανάλογα τις δραστηριότητες και να εκπονήσει τα κατάλληλα φύλλα εργασίας.
Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης
Οι μαθητές εργαζόμενοι σε ομάδες και καθοδηγούμενοι από τον εκπαιδευτικό καλούνται να κατασκευάσουν  και να διερευνήσουν σχήματα με συγκεκριμένα χαρακτηριστικά. 

Στη διάρκεια υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός ελέγχει τα συμπεράσματα των μαθητών , συνεργάζεται μαζί τους και τους καθοδηγεί ώστε να αντιληφθούν καλύτερα τα αποτελέσματα και τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση.
Ανάλυση του σεναρίου:
Ροή εφαρμογής των δραστηριοτήτων
Οι μαθητές κατά την εκτέλεση αυτού του σεναρίου θα εμπλακούν στις παρακάτω δραστηριότητες:
1.  Λόγος εμβαδών όμοιων τριγώνων
          προαπαιτείται η γνώση για:

· Ομοιότητα τριγώνων

· Η σχέση λόγου ομοιότητας και λόγου ομόλογων υψών.
Κατασκευή όμοιων τριγώνων στο sketchpad
Στο σημείο αυτό θα δοθεί στους μαθητές το φύλλο εργασίας(1).
· Η κατασκευή  θα στηριχθεί στην αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι όμοια δύο τρίγωνα (Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες μία προς μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες , τότε και μόνο τότε  είναι όμοια).
(αρχείο senario3.gsp ---- φύλλο “ όμοια τρίγωνα ”)
· Επιλέγουμε 3 σημεία στο επίπεδο Α, Β, Γ (μη συνευθειακά).
· Από τυχαίο σημείο Δ του επιπέδου κατασκευάζουμε παράλληλες ευθείες  προς τις ΑΒ και ΑΓ (προκύπτει γωνία ίση με την Α).
· Ορίζουμε μια μεταβλητή λ (λόγος ομοιότητας).
· Στην παράλληλη ευθεία προς την ΑΒ, θεωρούμε σημείο Ε( τομή με τον κύκλο (Δ, λΑΒ) ) τέτοιο ώστε ΔΕ = λΑΒ  και στην  παράλληλη ευθεία προς την ΑΓ, θεωρούμε σημείο Ζ τέτοιο ώστε ΔΖ = λΑΓ. Στην συνέχεια κατασκευάζουμε το τρίγωνο ΔΕΖ.
Στόχος:  Να βρεθεί σχέση που να συνδέει τον λόγο των εμβαδών  των  

               όμοιων τριγώνων  με τον λόγο ομοιότητας. Ακόμη να 

               εξοικειωθεί  ο μαθητής με την κατασκευή τμημάτων με 

               ελεγχόμενο μήκος.
Διαδικασία:  

· θα υπολογίσουμε τον λόγο των εμβαδών όταν ο λόγος ομοιότητας είναι 1,2, 3 ώστε να προκύψει εικασία από τις τιμές του λόγου εμβαδών.

· Στην συνέχεια θα κάνουμε πινακοποίηση (τετράγωνο λόγου ομοιότητας – λόγου εμβαδών)  και θα επιβεβαιώσουμε την εικασία για τυχαίες τιμές του λόγου ομοιότητας

· Θα αποδείξουμε την εικασία.
2. Λόγος εμβαδών όμοιων πολυγώνων

Κατασκευή όμοιων πολυγώνων στο sketchpad
· Η κατασκευή  θα στηριχθεί στην αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι όμοια δύο τρίγωνα (Δύο ευθύγραμμα σχήματα λέγονται όμοια, αν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες που σχηματίζονται από ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία).
(αρχείο senario3.gsp ---- φύλλο “ όμοια πολύγωνα ”)
· Επιλέγουμε 5 σημεία στο επίπεδο Α, Β, Γ, Δ, Ε (ανά 3 μη συνευθειακά).
· Από τυχαίο σημείο Ζ του επιπέδου κατασκευάζουμε παράλληλη ευθεία  προς την ΑΒ.
· Ορίζουμε μια μεταβλητή λ (λόγος ομοιότητας).
· Στην παράλληλη ευθεία προς την ΑΒ, θεωρούμε σημείο Η τέτοιο ώστε ΖΗ = λΑΒ.  

· Στην παράλληλη ευθεία από το Η προς την ΒΓ, θεωρούμε σημείο Θ τέτοιο ώστε ΗΘ = λΒΓ και συνεχίζουμε με παρόμοιο τρόπο μέχρι να κατασκευασθεί το ΖΗΘΙΚ.  

Στόχος:  Ό ίδιος με αυτόν στα όμοια τρίγωνα.
Διαδικασία:  Αντίστοιχη με την διαδικασία στα όμοια τρίγωνα.

3. Λόγος εμβαδών τριγώνων με Α= Α΄ ή Α + Α΄ = 1800
Κατασκευή τριγώνων με Α = Α΄ ή Α + Α΄ = 1800  στο sketchpad
Στο σημείο αυτό θα δοθεί στους μαθητές το φύλλο εργασίας(2).
· Η κατασκευή  θα πρέπει βασικά να εξασφαλίζει την ισότητα μίας γωνίας του ενός τριγώνου με μια γωνία του άλλου τριγώνου ή την ύπαρξη δύο παραπληρωματικών γωνιών στα δύο τρίγωνα.
(αρχείο senario3.gsp --- φύλλο “ τρίγωνα  με Α = Α΄ ή με Α + Α΄= 1800”)
· Ορίζουμε μεταβλητές α, β, γ, δ, ε και ένα ευθύγραμμο τμήμα ΜΜ΄ με μήκος 1 μονάδα.

· Θεωρούμε γωνία Α και Δ τυχαίο σημείο του επιπέδου. Στην συνέχεια θεωρούμε ευθείες που διέρχονται από το Δ και είναι παράλληλες προς τις πλευρές της Α. 

· Στις πλευρές των γωνιών Α, Δ  θεωρούμε σημεία Β, Γ, Ε, Ζ, Η,  ώστε ΑΒ = α∙ΜΜ΄, ΑΓ = β∙ΜΜ΄, ΔΕ = γ∙ΜΜ΄, ΔΖ = δ∙ΜΜ΄, ΔΗ = ε∙ΜΜ΄. Τα σημεία Ε, Η εκατέρωθεν του Δ
· Κατασκευάζουμε τα τρίγωνα  ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΔΖΗ.
Στόχος:  Να βρεθεί σχέση που να συνδέει τον λόγο των εμβαδών  των  

              τριγώνων  με τον λόγο των γινομένων των πλευρών που 

              περιέχουν τις ίσες ή τις παραπληρωματικές γωνίες.

Διαδικασία:  

· Για συγκεκριμένα μήκη των ΑΒ, ΑΓ, ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ (π.χ. 1,3,4,2)  υπολογίζουμε τον λόγο των εμβαδών των τριγώνων που μας ενδιαφέρουν και τα πηλίκα των γινομένων των πλευρών που περιέχουν τις ίσες ή τις παραπληρωματικές γωνίες των δύο τριγώνων.
· Στην συνέχεια θα κάνουμε πινακοποίηση (ίσες ή παραπληρωματικές γωνίες – λόγος εμβαδών – λόγος γινόμενων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες)  και εικάζουμε την σχέση που συνδέει τους λόγους που προκύπτουν κάθε φορά.
· Θα επιβεβαιώσουμε και θα αποδείξουμε την εικασία.

4. Λόγος εμβαδών τριγώνων
Α) με α = α΄
Κατασκευή τριγώνων με α = α΄   στο sketchpad
Στο σημείο αυτό θα δοθεί στους μαθητές το φύλλο εργασίας(3).
· Η κατασκευή  θα πρέπει βασικά να εξασφαλίζει την ισότητα δύο ευθυγράμμων τμημάτων.
(αρχείο senario3.gsp ---- φύλλο “τρίγωνα με α = α΄”)
· Ορίζουμε μεταβλητές α, β και ένα ευθύγραμμο τμήμα ΜΜ΄ με μήκος 1 μονάδα.

· Σε ευθεία του επιπέδου θεωρούμε σημεία Β, Γ ενώ σε δεύτερη ευθεία σημείο Ε

· Κατασκευάζουμε κύκλο με κέντρο Ε και ακτίνα ΒΓ και στην συνέχεια θεωρούμε  το σημείο τομής  Ζ του κύκλου και της ευθείας στην οποία θεωρήσαμε το Ε (οπότε ΒΓ = ΕΖ )

· Στις κάθετες προς τις ΒΓ και ΔΕ στα σημεία τους Α΄, Δ΄ θεωρούμε σημεία Α και Δ ώστε Α΄Α = α∙ΜΜ΄ και Δ΄Δ= β∙ΜΜ΄

·  Τέλος  κατασκευάζουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ  και  ΔΕΖ.
Στόχος:  Να βρεθεί σχέση που να συνδέει τον λόγο των εμβαδών  των  

               τριγώνων  με τον λόγο των υψών που αντιστοιχούν στις ίσες  

               βάσεις. Επιπλέον η εξοικείωση των μαθητών στην κατασκευή 

               σχημάτων  με συγκεκριμένα  ή ελεγχόμενα μήκη.

Διαδικασία:  

· Θα δώσουμε συγκεκριμένες τιμές στα μήκη των υψών ΑΑ΄ , ΔΔ΄ (π.χ 4 ,2 – 3,1 κ.λ.π), θα υπολογίσουμε τα εμβαδά των τριγώνων ΑΒΓ, ΔΕΖ  και στην συνέχεια  τους λόγους τους. 
· Κάνουμε πινακοποίηση (μήκη υψών – λόγος υψών -  λόγος  εμβαδών)  και εικάζουμε την σχέση που συνδέει τους λόγους που προκύπτουν κάθε φορά.

· Θα επιβεβαιώσουμε και στην συνέχεια θα αποδείξουμε την εικασία.

Β) με υα = υα΄
Κατασκευή τριγώνων με υα = υα΄  στο sketchpad
· Η κατασκευή  θα πρέπει βασικά να εξασφαλίζει την ισότητα δύο ευθυγράμμων τμημάτων, που θα είναι κάθετα σε ευθεία (ε).
(αρχείο senario3.gsp ---- φύλλο “τρίγωνα με υα = υα΄”)
· Ορίζουμε μεταβλητές α, β και ένα ευθύγραμμο τμήμα ΜΜ΄ με μήκος 1 μονάδα.

· Σε ευθεία του επιπέδου θεωρούμε σημεία Α, Α΄ ενώ σε δεύτερη ευθεία σημείο Δ΄.

· Κατασκευάζουμε κύκλο με κέντρο Δ΄ και ακτίνα ΑΑ΄ και στην συνέχεια θεωρούμε  το σημείο τομής  Δ του κύκλου και της ευθείας στην οποία θεωρήσαμε το Δ΄ (οπότε ΑΑ΄ = ΔΔ΄ )

· Στις κάθετες προς τις ΑΑ΄ και ΔΔ΄ στα σημεία τους Α΄, Δ΄ θεωρούμε σημεία Β, Γ και Δ, Ε ώστε ΒΓ =α∙ΜΜ΄ και ΕΖ= β∙ΜΜ΄

·  Τέλος  κατασκευάζουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ  και  ΔΕΖ.
Στόχος:  Να βρεθεί σχέση που να συνδέει τον λόγο των εμβαδών  των  

               τριγώνων  με τον λόγο των πλευρών που αντιστοιχούν στα ίσα  

               ύψη.

Διαδικασία:  

· Θα δώσουμε συγκεκριμένες τιμές στα μήκη των πλευρών που αντιστοιχούν στα ίσα ύψη(π.χ 4 ,2 – 3,1 κ.λ.π) , θα υπολογίσουμε τα εμβαδά των τριγώνων ΑΒΓ, ΔΕΖ  και στην συνέχεια τους  λόγους τους. 

· Κάνουμε πινακοποίηση (μήκη πλευρών – λόγος πλευρών -  λόγος  εμβαδών)  και εικάζουμε την σχέση που συνδέει τους λόγους που προκύπτουν κάθε φορά.

· Θα επιβεβαιώσουμε και στην συνέχεια θα αποδείξουμε την εικασία.

