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Σενάριο 10. Ελάχιστη Απόσταση δυο Τρένων 

Γνωστική περιοχή: 

Άλγεβρα Α' Λυκείου. 

Η συνάρτηση ψ= αχ2 +βχ+γ 

Γραφική παράσταση τριωνύµου 

Εξισώσεις κίνησης. 

Θέµα: 

To προτεινόµενο θέµα αφορά την µελέτη της µεταβολής της απόστασης δύο κινητών τα 

οποία κινούνται σε διαφορετικές κατευθύνσεις µε σταθερή ταχύτητα. Συγκεκριµένα ζητείται 

η ελάχιστη απόσταση των κινητών αυτών τα οποία αναφέρονται ως τρένα των οποίων οι 

πορείες σχηµατίζουν ορθή γωνία. 

Τεχνολογικά εργαλεία: 

To σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Modellus. 

Σκεπτικό: 

Βασική ιδέα: 

Οι µαθητές µε τη βοήθεια της ψηφιακής τεχνολογίας θα µελετήσουν µία προσοµοίωση της 

κίνησης δύο τρένων. Εδώ το µαθηµατικό µοντέλο της απόστασης, όταν αυτά κινούνται σε 

κάθετες πορείες, είναι ένα τριώνυµο και εποµένως η µελέτη του φαινοµένου της 

αποµάκρυνσης των τρένων ανάγεται στην µελέτη των ιδιοτήτων της παραβολής. 

Προστιθέµενη αξία. 

Ο τρόπος µε τον οποίο παρουσιάζεται η συνάρτηση f(x)= αχ2 +βχ+γ στην διδασκαλία της 

άλγεβρας   µε τα συµβατικά µέσα είναι λίγο έως πολύ γνωστός. 

To παρακάτω απόσπασµα είναι χαρακτηριστικό. 

 

Η γραφική παράσταση εποµένως της f(x)= αχ2+βχ+γ προκύπτει µέσα στο πλαίσιο ενός 
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αλγεβρικού µετασχηµατισµού της συνάρτησης f(x)= αχ2 

Η περιγραφή αυτή συνήθως παρουσιάζεται από τον διδάσκοντα στον πίνακα. 

Με τις δραστηριότητες του σεναρίου οι µαθητές: 

Θα δηµιουργήσουν οι ίδιοι σταδιακά την γραφική παράσταση της συνάρτησης καθώς θα 

επιχειρούν να λύσουν ένα πραγµατικό πρόβληµα. 

Οι µαθητές θα συνδέσουν την µορφή της γραφικής παράστασης του τριωνύµου µε την 

εξέλιξη ενός φαινοµένου κάτι που είναι αδύνατο να υλοποιηθεί σε µία συµβατική σχολική 

τάξη 

Μέσα από τις δυνατότητες του λογισµικού οι µαθητές θα εµπλακούν σε διαδικασίες 

µοντελοποίησης και στην συνέχεια σε υλοποίηση του µοντέλου. Αυτό θα τους επιτρέψει να 

πειραµατιστούν µε τις παραµέτρους της κίνησης, να µελετήσουν την κίνηση και τέλος να 

βγάλουν συµπεράσµατα για το φαινόµενο που µοντελοποίησαν. 

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από την µία 

στην άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων. 

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν την κατασκευή του µοντέλου της πραγµατικής κατάστασης 

τόσο του µαθηµατικού όσο και του εικονικού και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά του 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται: 

To σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Α' και Β' Λυκείου. 

Χρόνος υλοποίησης: 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 4-5 διδακτικές ώρες. 

Χώρος υλοποίησης: 

To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ' ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ' όλα εργαστήριο µε 

10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από 

τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα 

θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας. 
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Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τον τρόπο υπολογισµού της απόστασης δύο σηµείων στο Καρτεσιανό επίπεδο µέσα από την 

εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

Τις εξισώσεις της οµαλής κίνησης ως προς ένα σύστηµα αναφοράς.  

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τον τρόπο µε τον οποίο εισάγονται τα µαθηµατικά µοντέλα(τύποι) στο λογισµικό modellus 

Τον τρόπο µε τον οποίο υλοποιούνται τα µοντέλα και ελέγχονται τα φαινόµενα κίνησης. Τον 

τρόπο µε τον οποίο δηµιουργούνται οι γραφικές παραστάσεις των φαινοµένων. Απαιτούµενα 

βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα 

έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να 

διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ' αυτά. 

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι: 

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού προσέγγιση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών εννοιών και 

συγκεκριµένα: 

Να εµπλακούν σε διαδικασίες λύσης προβλήµατος (problem solving) 
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Να δηµιουργήσουν την συνάρτηση του τριωνύµου ως µοντέλο της κίνησης δύο τρένων 

Να µελετήσουν ιδιότητες του τριωνύµου και να τις συνδέσουν µε µία πραγµατική κατάσταση. 

Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Στην αρχή ο διδάσκων θέτει στους µαθητές το εξής πρόβληµα: «∆ύο ευθύγραµµες 

σιδηροτροχιές τέµνονται σχηµατίζοντας ορθές γωνίες. ∆ύο τρένα κινούνται ταυτόχρονα προς 

το σηµείο τοµής των σιδηροτροχιών. Το ένα έχει ξεκινήσει από κάποιο σταθµό που απέχει 

40 χιλιόµετρα από το σηµείο τοµής, και το άλλο από κάποιο σταθµό που απέχει 50 

χιλιόµετρα από το ίδιο σηµείο. Το πρώτο τρένο έχει ταχύτητα 800 µέτρα ανά λεπτό και το 

δεύτερο 600 µέτρο ανά λεπτό. 

Σε πόσα λεπτά µετά την αναχώρησή τους θα έχουν οι αµαξοστοιχίες την ελάχιστη απόσταση 

µεταξύ τους; Υπολογίστε τη συγκεκριµένη απόσταση» (Από το βιβλίο του Yakov Perelman 

«∆ιασκεδαστικά Μαθηµατικά» Μέρος 2: Άλγεβρα, εκδόσεις Κάτοπτρο, 2001) 

Η όλη διαδικασία µπορεί να διακριθεί σε στάδια της µοντελοποίησης. 

Η ΠΡΩΤΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 

Οι µαθητές θα υποθέσουν ότι οι δύο σιδηροτροχιές αποτελούν τους κάθετους άξονες x και y. 

Τα δύο τρένα κινούνται στους δύο άξονες µε ταχύτητες 600 m/min = 0.6 km/min και 800 

m/min = 0.8 km/min αντίστοιχα. Οι εξισώσεις κίνησης των δύο τρένων ως προς το σύστηµα 

αναφοράς xoy δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 
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Εικόνα 47 

ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Τα παραπάνω δεδοµένα, δηλαδή οι δύο εξισώσεις κίνησης x1 και y1 που αναφέρονται στην 

κίνηση των δύο τρένων και η σχέση υπολογισµού της απόστασης d, αποτελούν τις σχέσεις 

που θα γράψουν στο παράθυρο «Μοντέλο» του Modellus. 
 

Εικόνα 48 

Με κλικ στο κουµπί <∆ιερµηνεία> το πρόγραµµα αναγνωρίζει τις τρεις εξισώσεις µε τις 

τέσσερις µεταβλητές {x1, y1, d, t} του προβλήµατος. Στη συνέχεια, καθώς θα τρέξουν το 

πρόγραµµα,     υπολογίζονται οι τιµές των  µεταβλητών   {x1,  y1,  d}  για τις τιµές της 

ανεξάρτητης µεταβλητής t (0, 1, 2, 3, 4, .........) και έτσι µπορούν να έχουν στη διάθεσή τους 

τις γραφικές παραστάσεις και τους πίνακες τιµών αυτών των µεταβλητών. Η τιµές της 
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ανεξάρτητης µεταβλητής προσδιορίζονται µέσα από ένα πλαίσιο µε όνοµα <Επιλογές> που 

αναδύεται στην οθόνη µε κλικ στο αντίστοιχο κουµπί του παραθύρου µε όνοµα <Έλεγχος> : 
 

Εικόνα 49 

ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΤΡΕΝΩΝ 

Για να πραγµατοποιηθεί η προσοµοίωση των δύο τρένων που κινούνται στους κάθετους 

άξονες, θεωρούµε τα τρένα ως υλικά σηµεία. Το Modellus επιτρέπει να δηµιουργούµε 

σωµατίδια στην οθόνη <Παρουσίαση> µε κλικ στο κουµπί <Σωµατίδιο> και στη συνέχεια 

κλικ στην οθόνη. Έτσι, οι µαθητές θα κατασκευάσουν πρώτα το τρένο - σωµατίδιο1 οπότε 

εµφανίζεται η καρτέλα των χαρακτηριστικών του σωµατιδίου1 οπότε επιλέγουµε εκείνα τα 

χαρακτηριστικά που επιθυµούµε να έχει αυτό το σωµατίδιο. 
 

Εικόνα 50 

Πιο συγκεκριµένα, πρέπει οι µαθητές να επιλέξουν τις µεταβλητές που χαρακτηρίζουν το 

σωµατίδιο1 τόσο στον άξονα χ όσο και στον άξονα y καθώς και τις αντίστοιχες κλίµακες.
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Στην συγκεκριµένη περίπτωση, επιλέγουν τη µεταβλητή x1 στον οριζόντιο άξονα και 0 

(σταθερά) στον κατακόρυφο και για κλίµακα 1 Pixel = 0.5. Το τελευταίο σηµαίνει ότι το x1 

αναπαριστάνεται µε µονάδα µήκους (προσοµοίωσης)=2pixels (οθόνης) 

To πρόγραµµα υπολογίζει τις τιµές του x1 για τις διάφορες τιµές του χρόνου t και τοποθετεί 

το σωµατίδιο1 στην αντίστοιχη θέση. Στη συνέχεια γίνεται η κατασκευή του τρένου -

σωµατίδιο2 που πρέπει να κινείται στον άξονα y, οπότε εµφανίζεται η καρτέλα µε τα 

χαρακτηριστικά που πρέπει να έχει το σωµατίδιο2 
 

Εικόνα 51 

Πρέπει να επιλέξουν, και εδώ, τις µεταβλητές που χαρακτηρίζουν το σωµατίδιο2, τόσο στον 

άξονα χ όσο και στον άξονα y καθώς και τις αντίστοιχες κλίµακες. 

Στην περίπτωσή του σωµατιδίου2, επιλέγουν τη µεταβλητή y1 στον κατακόρυφο άξονα και 0 

(σταθερά) στον οριζόντιο και για κλίµακα στον κατακόρυφο, 1 Pixel = 0.5, ίδια µε αυτή που 

διαλέξαµε για το x1. Το τελευταίο σηµαίνει ότι το y1 παριστάνεται µε µονάδα µήκους 

(προσοµοίωσης) = 2 pixels (οθόνης) 

Μετά τις παραπάνω ενέργειες, στην οθόνη <Παρουσίαση> εµφανίζονται τα δύο τρένα -

σωµατίδια µε τα αντίστοιχα συστήµατα αναφοράς. Με κλικ και σύρσιµο µπορεί πλέον να 

µεταφερθεί το σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου2 στο σύστηµα αναφοράς του 

σωµατιδίου1 έτσι ώστε τα δύο συστήµατα να συµπίπτουν ακριβώς. Μ' αυτόν τον τρόπο 

επιτυγχάνεται, µε το τρέξιµο της εφαρµογής, η προσοµοίωση της κίνησή τους ως προς ένα 

κοινό σύστηµα αναφοράς. 
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Εικόνα 52 

ΤΡΕΞΙΜΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 

Τώρα οι µαθητές µπορούν να τρέξουν την εφαρµογή από το παράθυρο <Έλεγχος>. 

Στο παράθυρο <Παρουσίαση> εµφανίζονται τα δύο σωµατίδια - τρένα να κινούνται το 

καθένα µε σταθερή ταχύτητα στους δύο άξονες και µόλις ολοκληρωθεί ο χρόνος που έχει 

επιλεγεί στο παράθυρο <Έλεγχος> η προσοµοίωση σταµατάει. Η απάντηση στο ερώτηµα 

«Πόσος χρόνος περνάει µέχρι να βρεθούν τα δύο τρένα στην ελάχιστη απόσταση µεταξύ 

τους» µπορεί να δοθεί µόνο αν ζητηθεί το άνοιγµα του παραθύρου <Γράφηµα>. 

Σ' αυτό επιλέγεται η µεταβλητή d στον κατακόρυφο άξονα και η µεταβλητή t στον οριζόντιο. 

Τώρα, βλέποντας και µόνο την µορφή της γραφικής παράστασης, οι µαθητές αναµένεται να 

εικάσουν για την πιθανή λύση. 
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Εικόνα 53 

Αν ονοµαστεί το παράθυρο <Πίνακας τιµών> και επιλεγεί η εµφάνιση τιµών των 

µεταβλητών t, x1, y1 και d τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουν οι µαθητές ότι για t=62 λεπτά 

η απόσταση µεταξύ των δύο τρένων παίρνει την ελάχιστη τιµή d = 16 km. 
 

Εικόνα 54 
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Επειδή η διακρίνουσα οφείλει να είναι θετική θα πρέπει d2 -256 > 0 ή κατ' ελάχιστον d2 -

256 = 0 

Βρίσκουµε d = 16 και t = 62. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Για την υλοποίηση του σεναρίου θα χρησιµοποιηθεί το λογισµικό modellus. Το 

συγκεκριµένο λογισµικό διαθέτει τέσσερα βασικά παράθυρα και 2-3 αναδυόµενα ώστε να 

συνυπάρχουν στην οθόνη η προσοµοίωση ενός φαινοµένου, τα εργαλεία ελέγχου του, το 

αλγεβρικό του µοντέλο και η γραφική του παράσταση. Κάθε ένα από τα παραπάνω εργαλεία 

διαθέτει µία σειρά από λειτουργικότητες ορισµένες από τις οποίες είναι απαραίτητες για τις 

δραστηριότητες. Για παράδειγµα η χρήση του πίνακα τιµών ή ο πίνακας των επιλογών για 

τον έλεγχο του φαινοµένου. 

Επέκταση: 

Οι δραστηριότητες θα µπορούσαν να επεκταθούν στην µελέτη της απόστασης των δύο 

κινητών όταν αυτά κινούνται σε πορείες οι οποίες δεν σχηµατίζουν ορθή γωνία. Στην 

περίπτωση αυτή η µοντελοποίηση είναι περισσότερο απαιτητική αφού το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα δεν είναι κατάλληλο για τον υπολογισµό της απόστασης. 

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή:  

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 

τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις συχνά παραµένουν ασύνδετες και ασαφείς 

µε αποτέλεσµα να στερούνται νοήµατος και να παρουσιάζεται αδυναµία ερµηνείας τους 

µέσα  στα πλαίσια του  φαινοµένου  που   µελετούν  οι  µαθητές.   Οι  δυσκολίες  που  θα 

παρουσιαστούν θα καταγραφούν από τον διδάσκοντα ο οποίος θα είτε θα βελτιώσει τις 

απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει µια περισσότερο κατευθυνόµενη πορεία 

εφαρµογής του ίδιου σεναρίου. 
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Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Κρατώντας 

σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων µπορεί να 

εκτιµήσει τα σηµεία στα οποία οι µαθητές δήλωναν ή εκδήλωναν δυσκολίες κατανόησης ή 

εφαρµογής. Στην συνέχεια, µε κατάλληλες επεµβάσεις στις δραστηριότητες, επιχειρεί να 

θεραπεύσει τα προβλήµατα που προέκυψαν απλοποιώντας διαδικασίες ή περιγράφοντας µε 

µεγαλύτερη σαφήνεια τις ερωτήσεις των δραστηριοτήτων. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου 

και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να 

αποτελέσει την βάση πάνω στην οποία είναι δυνατόν να οργανωθεί η διερεύνηση της 

ταυτόχρονης κίνησης δύο αντικειµένων σε µία ποικιλία περιπτώσεων. Γι παράδειγµα καλό 

θα είναι να διερευνηθεί η περίπτωση παραλλήλων κινήσεων, κινήσεων υπό συγκεκριµένη 

γωνία κ.λ.π. 


