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Σενάριο 4. Η µέτρηση του εµβαδού ενός παραβολικού οικοπέδου 

Γνωστική περιοχή: 

Μαθηµατικά Γ' Λυκείου. 

Παραβολή. 

Τετραγωνική συνάρτηση. 

Εµβαδόν. 

Ορισµένο ολοκλήρωµα 

Θέµα: 

Οι τέσσερις πλευρές ενός οικοπέδου προσδιορίζονται από την ευθύγραµµη κοίτη ενός 

ποταµού, τις κάθετες στην κοίτη σε απόσταση 5 µέτρων κάθετες σε αυτή και την τέταρτη 

πλευρά που είναι τµήµα της παραβολής ψ=κχ2+µ, όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα. 

Μπορείτε να βρείτε µια µέθοδο µέτρησης του εµβαδού του για τις διάφορες τιµές των 

παραµέτρων κ και µ και για τις διάφορες θέσεις των Γ και ∆ στην καµπύλη; 

 

Εικόνα 31 

Τεχνολογικά εργαλεία: 

To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του λογισµικού Geogebra. 

Σκεπτικό: 

Βασική ιδέα: 

Η έννοια του ολοκληρώµατος, όπως διδάσκεται σήµερα στο Λύκειο, έχει δυο πλευρές. 

Αφενός εµφανίζεται ως µια συνάρτηση αρχική µιας δοθείσας και αφετέρου ως εµβαδόν του 

χωρίου που ορίζεται από δοθείσα συνάρτηση, τον άξονα χχ' και τις ευθείες χ=α και χ=β. 

Αλλά για τους µαθητές οι δυο αυτές έννοιες, της αρχικής συνάρτησης και του εµβαδού δεν 

συνδέονται µε σαφή και κατανοητό τρόπο. Η προσπάθεια του βιβλίου να συνδέσει αυτά 
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µέσω ενός θεωρήµατος, που µάλιστα εισάγεται χωρίς αιτιολόγηση και απόδειξη, απαιτεί από 

τους µαθητές να έχουν κατανοήσει σε βάθος τις δυο έννοιες που συνιστούν το ολοκλήρωµα -

εµβαδόν χωρίου και αρχική συνάρτηση - αλλά και να τις συνδέσουν µεταξύ τους. Το 

αποτέλεσµα της δυσκολίας αυτής είναι οι µαθητές που διδάσκονται µε αυτόν τον τρόπο τις 

παραπάνω έννοιες να καταφεύγουν στην παπαγαλία µεθόδων που τις εφαρµόζουν χωρίς να 

τις κατανοούν πλήρως. 

Με το προτεινόµενο σενάριο, οι µαθητές µπορούν να συνδέσουν αυτές τις δυο έννοιες µε ένα 

απτό και δυναµικά χειριζόµενο από τους ίδιους τρόπο. Καλούνται: 

Να ορίσουν το χωρίο, του οποίου θέλουν να µετρήσουν το εµβαδόν, και να το µετρήσουν 

µέσω της διαδικασίας εξάντλησης. 

Να βρουν τη συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που έχει τετµηµένη το δεξί άκρο του 

χωρίου και τεταγµένη το εµβαδόν. 

Με την παραπάνω διαδικασία, οι µαθητές θα µάθουν ότι το σηµείο που ορίζεται από τις δυο 

συντεταγµένες ανήκει στην αρχική της δοθείσας συνάρτησης. 

Προστιθέµενη αξία. 

To προτεινόµενο εκπαιδευτικό σενάριο δεν αποτελεί µόνο µια καινοτοµία στο παραδοσιακό 

πλαίσιο της διδασκαλίας της συγκεκριµένης ενότητας των Μαθηµατικών αλλά φιλοδοξεί να 

έχει και ευρύτερες επιρροές. Συγκεκριµένα: 

Φιλοδοξεί να συµβάλει στην αλλαγή - βελτίωση της στάσης των µαθητών απέναντι στα 

Μαθηµατικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους. 

Οι µαθητές αναµένεται να συνειδητοποιήσουν ότι τα Μαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν 

αντικείµενο διερεύνησης και µάλιστα κάθε µαθητής µπορεί να δοκιµάσει στο πλαίσιο αυτό 

τις δικές του ιδέες και να καταλήξει στα δικά του συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν 

την ανάλογη κοινωνική αποδοχή (στο πλαίσιο της τάξης) και την επιστηµονική τεκµηρίωση. 

Η χρήση των τεχνολογικών εργαλείων αναµένεται να διευκολύνει σηµαντικά προς αυτή τη 

κατεύθυνση. 

Η εργασία των µαθητών σε οµάδες και η στενή, συνεχής και συγκροτηµένη συνεργασία 

µεταξύ των µαθητών της κάθε οµάδας προφανώς θα συµβάλει στην αλλαγή της στάσης τους 

απέναντι στη µάθηση. 

Ο εκπαιδευτικός που θα εντάξει στην διδασκαλία του το προτεινόµενο σενάριο θα έχει την 

ευκαιρία να δοκιµάσει σύγχρονες διδακτικές και παιδαγωγικές µεθόδους οι οποίες θα 

συµβάλουν στην βελτίωση της στάσης του απέναντι στη καθηµερινή σχολική διαδικασία. 
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Θα διδάξει σηµαντικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο του σεναρίου το οποίο 

προβλέπει ατµόσφαιρα ερευνητικού εργαστηρίου. 

Η συµβολή του σ' αυτό απαιτεί αλλαγή του ρόλου του και από παραδοσιακός καθηγητής 

µετωπικών διδασκαλιών και αυθεντία της γνώσης, καλείται να γίνει συνεργάτης των 

µαθητών του, σηµείο αναφοράς της τάξης του ως προς την καθοδήγηση της έρευνας και την 

επιστηµονική εγκυρότητα των συµπερασµάτων των µαθητών αλλά και ερευνητής ο ίδιος. 

Σ' ένα σχολείο στο οποίο εφαρµόζονται εκπαιδευτικά σενάρια όπως το προτεινόµενο 

απαιτείται απ' όλη τη σχολική κοινότητα µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων των 

µαθητών και των εκπαιδευτικών. 

Η διεύθυνση του σχολείου θα πρέπει να γνωρίζει ότι η εφαρµογή σύγχρονων µεθόδων 

διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας απαιτεί µια άλλη στάση απέναντι 

στη λειτουργία του σχολείου. Για παράδειγµα ίσως χρειαστεί µερικές οµάδες µαθητών να 

συναντηθούν και να εργαστούν στο σχολείο πέραν του κλασικού ωραρίου. Αυτό πρέπει κατά 

κάποιο τρόπο να διασφαλιστεί και οι µαθητές να ενθαρρυνθούν σε κάθε προσπάθεια χρήσης 

των τεχνολογικών µέσων προς την κατεύθυνση της µάθησης και της διδασκαλίας. Έτσι 

βελτιώνεται η σχολική ζωή και το σχολείο αποκτά ένα πιο συγκεκριµένο ρόλο στο πλαίσιο 

της κοινωνίας. Η εφαρµογή του προτεινόµενου εκπαιδευτικού σεναρίου αναµένεται να 

συµβάλει προς αυτή τη κατεύθυνση. 

Γνωστικά - διδακτικά προβλήµατα 

Είναι ερευνητικά διαπιστωµένο ότι οι µαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν την έννοια 

του ορισµένου και του αόριστου ολοκληρώµατος και να τις συνδέουν µε σαφή τρόπο. Προς 

την κατεύθυνση αυτή το GeoGebra τους διευκολύνει να κατανοήσουν σταδιακά την έννοια 

του ορισµένου ολοκληρώµατος µέσω του χωρισµού σε όσο το δυνατόν περισσότερα ίσα 

τµήµατα και να ορίσουν την συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που ορίζεται από το 

ένα άκρο του χωρίου και το εµβαδόν του. 

Επίσης στη διδασκαλία µε παραδοσιακά µέσα δεν είναι εύκολη η σύνδεση του ορισµένου 

ολοκληρώµατος µε το αόριστο (µόνο θεωρητικά) καθώς δεν δίνεται η δυνατότητα στους 

µαθητές να κάνουν πειράµατα µε τον προσδιορισµό του εµβαδού αλλά και τον προσδιορισµό 

της καµπύλης η οποία προσδιορίζει αυτό το εµβαδόν. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται: 

To σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Γ' Λυκείου. 
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Χρόνος υλοποίησης: 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 4-5 διδακτικές ώρες. Εναλλακτικά 

µπορεί να διατεθεί λιγότερος χρόνος αν επιλεγεί να γίνει παρουσίαση του σεναρίου στην 

τάξη µε τη χρήση βιντεοπροβολέα. 

Χώρος υλοποίησης: 

To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ' ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. ;στόσο 

αν ο εκπαιδευτικός αποφασίσει να διδάξει ένα µέρος του στο εργαστήριο και το υπόλοιπο 

στην σχολική αίθουσα µε τη χρήση ενός υπολογιστή και βιντεοπροβολέα ή το υπόλοιπο να 

δοθεί υπό τη µορφή εργασίας στον ελεύθερο χρόνο θα πρέπει να προσαρµόσει ανάλογα τις 

δραστηριότητες και να εκπονήσει τα κατάλληλα φύλλα εργασίας. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν: 

Την έννοια του χωρίου κάτω από καµπύλη. 

Την τετραγωνική συνάρτηση. 

Τις απαιτούµενες λειτουργικότητες και χειρισµούς του προγράµµατος Geogebra. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους). 

Βιβλίο (για να ανατρέχουν σε αυτό για ήδη διδαγµένες έννοιες). 

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον καθηγητή και έχουν ως στόχο να καθοδηγούν 

τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 

Απλοποιηµένες οδηγίες χρήσης του χρησιµοποιούµενου λογισµικού που θα δοθούν από τον 

εκπαιδευτικό. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να  εξερευνήσουν  συγκεκριµένα  σχήµατα και να  απαντήσουν  σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 
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θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ' αυτά. 

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι: 

Οι προτεινόµενες δραστηριότητες σε συνδυασµό µε τις προβλεπόµενες µεθόδους διδακτικής 

που περιγράφονται παρακάτω έχουν ως στόχο να παρέχουν στους µαθητές τη δυνατότητα 

από µεν την πλευρά του γνωστικού αντικειµένου: 

Να κατανοήσουν την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος και να το συνδέσουν µε την 

έννοια της αρχικής συνάρτησης. 

Να κατανοήσουν τον τρόπο µέτρησης του χωρίου που ορίζεται από την δεδοµένη συνάρτηση. 

Να κατανοήσουν τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται το εµβαδόν καθώς µεταβάλλονται τα 

άκρα ορισµού του χωρίου. 

Να κατανοήσουν τον τρόπο συµµεταβολής των δυο µεγεθών - του δεξιού άκρου του χωρίου 

και του εµβαδού και να περιγράψουν αλγεβρικά την συµµεταβολή αυτή. 

Από δε την παιδαγωγική πλευρά: 

Να µάθουν να πειραµατίζονται µε τις περιεχόµενες µαθηµατικές έννοιες (εµβαδόν χωρίου, 

διαίρεση σε ίσα τµήµατα, προσέγγιση µέσω του πλήθους διαίρεσης, συµµεταβολή, 

συνάρτηση κτλ.) θέτοντας ερωτήµατα και κάνοντας διάφορες εικασίες 

Να τους δοθεί η ευκαιρία να οργανώσουν τα δεδοµένα τους από τη διερεύνηση ώστε να 

διευκολυνθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων. 

Να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας για να συζητήσουν τις 

παρατηρήσεις τους, να οργανώσουν τα συµπεράσµατά τους, να διατυπώσουν κανόνες, να 

καταχωρίσουν τα δεδοµένα τους, να κατασκευάσουν σχέσεις που συνδέουν µεγέθη, να 

παρουσιάσουν την εργασία τους στις άλλες οµάδες. 

Να οικοδοµήσουν κώδικες επικοινωνίας ώστε να γίνονται αντιληπτοί από τα άλλα µέλη της 

οµάδας, από όλους τους συµµαθητές τους και από τον καθηγητή τους. 

Ανάλυση του σεναρίου 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 
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Ο σχεδιασµός των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε δυο φάσεις: Η 

πρώτη φάση αφορά: 

στην   ενηµέρωση   των   µαθητών   για   τις   γενικές   γραµµές   του      σεναρίου   και   του 

προβληµατισµού που πρόκειται να τους απασχολήσει, 

στην σχεδίαση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης και του χωρίου του οποίου θα 

µετρηθεί το εµβαδόν, 

στην επιλογή του χωρισµού του ολοκληρώµατος σε ίσα τµήµατα µε τον χωρισµό της βάσης 

του, 

στη µέτρηση του εµβαδού των τµηµάτων στα οποία χωρίζεται το χωρίο. 

Προτείνεται οι µαθητές: 

Να σχεδιάσουν την γραφική παράσταση της παραµετρικής συνάρτησης f(x) = κ*χΛ2+µ 

επιλέγοντας οι παράµετροι να έχουν τιµές από -5 έως 5. 

Να σχεδιάσουν τις ευθείες µε τις οποίες θα σχεδιάσουν τα άκρα του χωρίου, χ=a και x=b 

Να σχεδιάσουν τον µεταβολέα για το πλήθος n των τµηµάτων στα οποία θα χωριστεί το 

χωρίο. 

Να κάνουν χρήση των εντολών UpperSum[f, x(A), x(B) και LowerSum[f, x(A), x(B), n] 

προκειµένου να ορίσουν τα τµήµατα στα οποία θα χωριστεί το χωρίο. 

Να ορίσουν τον τρόπο και το εύρος µεταβολής των µεταβλητών κ, µ και n. 

Να ορίσουν τις αναγκαίες τιµές των υπόλοιπων παραµέτρων εµφάνισης και µέτρησης του 

µικρόκοσµου. 

Στη συνέχεια οι µαθητές κάνουν πειράµατα µε τις τιµές της µεταβλητής n και παρατηρούν το 

εµβαδόν των τµηµάτων στα οποία χωρίζεται το χωρίο. Κάνουν εκτιµήσεις και εικασίες για το 

εµβαδόν του χωρίου. 

Η δεύτερη φάση αφορά 

στην κατασκευή του σηµείου που ορίζει το ένα άκρο και το εµβαδόν του χωρίου καθώς και 

στην σχεδίαση της καµπύλης στην οποία ανήκει το σηµείο αυτό, 

στο σχεδιασµό του γεωµετρικού τόπου του σηµείου αυτού 

τον προσδιορισµό της συνάρτησης στην οποία ανήκει το σηµείο 

στην εξαγωγή συµπερασµάτων για την συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που 

προσδιορίζει του εµβαδόν. 
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Όπως προαναφέρθηκε στις στρατηγικές εφαρµογής, θεωρείται σκόπιµο στο τέλος κάθε 

φάσης, όλες οι οµάδες να κάνουν µία σύντοµη παρουσίαση των συµπερασµάτων τους. 

Προτείνεται οι µαθητές : 

Με τη βοήθεια των εντολών "Άνω Άθροισµα = " + Ss και "Κάτω άθροισµα = " + Si 

εµφανίζουν τα δυο αθροίσµατα στην επιφάνεια εργασίας. 

Να ορίσουν ένα σηµείο Μ µε τετµηµένη το ένα άκρο Μ του χωρίου και τεταγµένη ένα από 

τα δυο αθροίσµατα. Π.χ. Μ(x(B), Si) 

Να επιλέξουν την εντολή "trace on" για το σηµείο Μ. 

Να πληκτρολογήσουν την κατάλληλη συνάρτηση ώστε το σηµείο Β να ανήκει στην γραφική 

της παράσταση. 

Στη συνέχεια οι µαθητές κάνουν πειράµατα µε τις τιµές της µεταβλητής n και παρατηρούν 

τον γεωµετρικό τόπο του σηµείου Β όταν µεταβάλλουν το ένα άκρο του χωρίου. Κάνουν 

εκτιµήσεις και εικασίες για το εµβαδόν του χωρίου. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

To προτεινόµενο λογισµικό Geogebra επελέγη µε κριτήριο την εξυπηρέτηση των αναγκών 

των προτεινόµενων δραστηριοτήτων και ανταποκρίνεται στις δεσµεύσεις που απορρέουν από 

τα ερευνητικά ευρήµατα. 

To GeoGebra δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές: 

Να επιλέγουν την συνάρτηση της οποίας θα µελετήσουν τον εµβαδόν του χωρίου. 

Να ορίζουν το χωρίου επιλέγοντας τα άκρα του. 

Να ορίζουν το πλήθος των τµηµάτων στα οποία θα χωρίζουν το χωρίου και θα µετρούν το 

εµβαδόν τους. 

Θα ορίζουν το σηµείο µε συντεταγµένες το ένα άκρο του χωρίου (το δεξιό) και το εµβαδόν 

του χωρίου και να παρατηρούν την καµπύλη στην οποία ανήκει. 

Να εκφράζουν την συνάρτηση στην οποία ανήκει το εν λόγω σηµείο. 

Επέκταση: 

Ως προς την επέκταση των παραπάνω οι µαθητές µπορούν να µετρήσουν τα εµβαδά 

διαφόρων χωρίων που ορίζονται από διάφορες συναρτήσεις καθώς και εµβαδά που ορίζονται 

µεταξύ δυο συναρτήσεων. 

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή:  
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Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου και εξετάζει του 

λόγους για τους οποίους κάποιοι δεν επιτεύχθηκαν ώστε να παρέµβει ανάλογα στο σενάριο. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του 

προτεινόµενου λογισµικού σε συνδυασµό µε την σαφήνεια των οδηγιών του και των 

περιγραφών των φύλλων εργασίας. Αφού αξιολογήσει τα δεδοµένα του επεµβαίνει ανάλογα 

στο σενάριο για την επόµενη εφαρµογή. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Ο εκπαιδευτικός αξιολογεί την διαδικασία υλοποίησης του σεναρίου αξιολογώντας τα 

στοιχεία που δεν δούλεψαν καλά και προσαρµόζει το σενάριο. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Η δυνατότητα επέκτασης του σεναρίου και η ευκολία προσαρµογής σε ένα σχολικό 

περιβάλλον ή στην διδακτική ατζέντα ενός εκπαιδευτικού ή στην κουλτούρα µιας σχολικής 

τάξης είναι ένα από τα στοιχεία που το καθιστούν σηµαντικό. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να 

λάβει σοβαρά υπόψη του αυτές τις παραµέτρους και να προσαρµόσει το σενάριο 

ανάλογα. Ιδιαίτερα όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικές τάξεις ή 

ανταλλάξει ιδέες µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί 

να κάνει ουσιαστικές προσαρµογές. 

 


