
Σενάριο 8. Τριγωνοµετρικές. συναρτήσεις;  

Γνωστική περιοχή: 

Άλγεβρα Β' Λυκείου. 

Η συνάρτηση ψ= ρηµ(λχ+κ) 

Γραφική παράσταση τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

Γραφική επίλυση τριγωνοµετρικής εξίσωσης. 

Θέµα: 

To προτεινόµενο θέµα αφορά την µελέτη της συνάρτησης f(x)= ρηµ(λx+κ) και συγκεκριµένα την 

περίοδο, τα ακρότατα και το χαρακτηριστικό της περιττής συνάρτησης. Η γραφική παράσταση 

θα αποτελέσει ένα επιπλέον θέµα µελέτης. 

Τεχνολογικά εργαλεία: 

To σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Function probe. 

Σκεπτικό: Βασική 

ιδέα: 

Οι µαθητές µε τη βοήθεια της ψηφιακής τεχνολογίας θα µελετήσουν την συµπεριφορά της 

συνάρτησης f(x)=ηµx όταν η εξαρτηµένη µεταβλητή πολλαπλασιαστεί επί έναν αριθµό ενώ η 

ανεξάρτητη µεταβλητή υποστεί ένα µετασχηµατισµό της µορφής λx+κ. 

Προστιθέµενη αξία. 

Ο τρόπος µε τον οποίο παρουσιάζεται η συνάρτηση f(x)= ρηµ(λx+κ) στην διδασκαλία της 

τριγωνοµετρίας µε τα συµβατικά µέσα είναι λίγο έως πολύ γνωστός. 

To παρακάτω απόσπασµα είναι χαρακτηριστικό. 

 

Η έλλειψη αναπαραστασιακών εργαλείων υποχρεώνει τους συγγραφείς να καταφύγουν σε µία 

περιγραφή των µετασχηµατισµών η οποία στηρίζεται κυρίως σε αλγεβρική επεξεργασία των 

συµβόλων. 

Η περιγραφή αυτή συνήθως παρουσιάζεται από τον διδάσκοντα στον πίνακα. Με 



τις δραστηριότητες του σεναρίου οι µαθητές: 

Θα δηµιουργήσουν οι ίδιοι σταδιακά την γραφική παράσταση της συνάρτησης µε ένα µεγάλο 

πλήθος σηµείων. Η διαδικασία αυτή µπορεί να επαναλαµβάνεται ταχύτατα ώστε να 

δηµιουργείται πύκνωση των ήδη υπαρχόντων σηµείων κατά βούληση. 

Οι µαθητές θα πραγµατοποιήσουν ένα πέρασµα από την έννοια των τριγωνοµετρικών 

αριθµών στην έννοια της τριγωνοµετρικής συνάρτησης κάτι που συνήθως, στην 

παραδοσιακή διδασκαλία, γίνεται βίαια µέσω του εκτοπισµού των «βολικών» µοιρών από τα 

«παράξενα και άβολα» ακτίνια. 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης θα µετατραπεί σε ένα αντικείµενο πάνω στο οποίο οι 

µαθητές θα εφαρµόσουν µετασχηµατισµούς οι οποίοι καταγράφονται αυτοµάτως από το 

λογισµικό. Αυτή ακριβώς η δυνατότητα µετασχηµατισµού της γραφικής παράστασης έχει µία 

ιδιαίτερη διδακτική αξία αφού στην συνήθη πρακτική η µετασχηµατισµός αυτός είναι η 

κατάληξη και όχι η αφετηρία της διερεύνησης µίας συνάρτησης. 

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από την µία στην 

άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων. 

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά της συνάρτησης 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται: 

To σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Β' Λυκείου. 

Χρόνος υλοποίησης: 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2-3 διδακτικές ώρες. 

Χώρος υλοποίησης: 

To σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ' ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ' όλα εργαστήριο µε 10 

τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από τον 

διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα θα 

ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 



Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τις µονάδες µέτρησης γωνίας και τον τύπο που συνδέει τις µονάδες αυτές. 

Την έννοια του πίνακα τιµών και της γραφικής παράστασης συνάρτησης. 

Την γραφική επίλυση µίας εξίσωσης. 

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Την λειτουργία του πίνακα τιµών του λογισµικού fp και ιδιαίτερα την συµπλήρωση µιας 

στήλης µέσω µιας άλλης. 

Την δηµιουργία γραφικών παραστάσεων 

Την λειτουργία της οριζόντιας παραµόρφωσης µιας γραφικής παράστασης. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα έχει 

θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να διαθέτουν 

ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα κοινό 

φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο εργασίας 

αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να θέτουν τα δικά 

τους ερωτήµατα και να απαντούν σ' αυτά. 

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι: 

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού προσέγγιση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών εννοιών και 

συγκεκριµένα: 

µετάβαση από την έννοια του τριγωνοµετρικού αριθµού που προσεγγίστηκε σε µικρότερες 

τάξεις στην έννοια της τριγωνοµετρικής συνάρτησης πραγµατικής µεταβλητής 

έννοια άρτιας-περιττής συνάρτησης έννοια 



κυκλικής συνάρτησης 

έννοια περιόδου και παράγοντες που την καθορίζουν 

έννοια µεγίστων - ελαχίστων περιοδικώς εµφανιζοµένων 

συσχετισµός των διαφόρων µορφών της ηµιτονοειδούς συνάρτησης µε µετασχηµατισµούς 

στο επίπεδο 

αναγνώριση, τέλος, του τύπου f(x)=ρηµ(ωχ+κ) ως γενίκευσης των µορφών που 

προσεγγίστηκαν πειραµατικά και σηµασία των τελεστών του 

Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

1η δραστηριότητα: Αντιστοιχία µοιρών - πραγµατικών αριθµών 

Έχει προηγουµένως γίνει λόγος για τη συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής f(x)=ηµχ. 
 

Εικόνα 38 Με τη βοήθεια του πίνακα τιµών οι µαθητές εξοικειώνονται στην αντιστοιχία 

µοιρών-πραγµατικών αριθµών (ακτίνια). 

Στον παραπάνω πίνακα χρησιµοποιείται ως βήµα µεταβολής το π/8 (η τιµή του υπολογίζεται µε 

την αριθµοµηχανή), το αντίστοιχο, δηλαδή, των 22,5ο. Εκτυπώνουµε και αναπαράγουµε 

153 



τον πίνακα και ενθαρρύνουµε τους µαθητές να προσέξουν και να σηµειώσουν µερικές 

βασικές αντιστοιχίες (π.χ. π-^3,14-M80, π/2-Μ,57-^90 κ.τ.λ.). 

2η δραστηριότητα: ∆ηµιουργία του πίνακα τιµών 

Περιορίζουµε τη µελέτη µας στο διάστηµα [-π, π], «γεµίζοντας» (Table/Fill) τη στήλη 

του x µε τιµές που µεταβάλλονται µε βήµα υποπολλαπλάσιο του π, για παράδειγµα π/8. 

Οι «ακριβείς» τιµές των π και π/8 υπολογίζονται και εισάγονται µε τη  βοήθεια της 

αριθµοµηχανής (calculator). 
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Στη διπλανή στήλη (του y) γράφουµε τον τύπο 

y=sinx, οπότε συµπληρώνεται αυτοµάτως ο 

πίνακας τιµών. 

Επιµένουµε και πάλι να αναζητήσουν και να 

σηµειώσουν οι µαθητές τις τιµές µε τις οποίες 

έχουν εξοικειωθεί σε προηγούµενες χρονιές 

(π.χ.π^ 3,14^ 180 => 

ηµπ^ηµ(3,14)^ηµ(180)=0κ.τ.λ.)· 

Εικόνα 42 

3η δραστηριότητα: ∆ηµιουργία γραφήµατος- γραφικής παράστασης 

To γράφηµα των σηµείων που αντιστοιχούν στον πίνακα τιµών δίνει µια πρώτη ιδέα της 

ηµιτονοειδούς καµπύλης. Στο µέτρο του διαθέσιµου χρόνου παροτρύνουµε τους µαθητές να 

δηµιουργήσουν κι άλλο, πιο «πυκνό» πίνακα τιµών και το αντίστοιχο γράφηµα (φροντίζουµε 

προηγουµένως να σώσουµε τον αρχικό πίνακα, µε όνοµα π.χ. sin.tbl). 

Τέλος, υποδεικνύουµε τον τρόπο κατασκευής της γραφικής παράστασης για χ€R, στο 

παράθυρο γραφικών. 

4η δραστηριότητα: Μελέτη της καµπύλης y=ηµχ α) 

κυκλική συνάρτηση: 

Ζητάµε από τους µαθητές να επισηµάνουν πάνω σε αντίτυπο της γραφικής παράστασης σε 

χαρτί, σηµεία της καµπύλης που έχουν την ίδια τιµή και την ίδια φάση. Επιβεβαιώνουµε την 

ορθότητα του δείγµατος µε τη βοήθεια της αριθµοµηχανής (µπορούµε να κατασκευάσουµε 

αντίστοιχο πλήκτρο). 

Αναζητούµε τη σχέση που συνδέει τα σηµεία αυτά. Επιβεβαιώνουµε την ορθότητα του τύπου 

µε δοκιµές στον πίνακα τιµών. 
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β) περιττή (συµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων): 

Ο πειραµατισµός µπορεί να γίνει και αλγεβρικά (µε τη βοήθεια του πίνακα τιµών) και 

γραφικά µε µετασχηµατισµούς (;) 

5η δραστηριότητα: Μελέτη της y=ρηµχ 

Στον πίνακα sin.tbl συµπληρώνουµε στήλες µε τους τύπους y=2sinx και y=3sinx. 

Συγκρίνουµε τις νέες τιµές µε αυτήν της στήλης y=sinx προσπαθώντας να ανακαλύψουµε τις 

νέες αντιστοιχίες, τα νέα µέγιστα και ελάχιστα και να ερµηνεύσουµε το φαινόµενο. 

∆ηµιουργούµε τις γραφικές παραστάσεις των τριών συναρτήσεων στο ίδιο γραφικό 

παράθυρο, µε διαφορετικά χρώµατα (η συµφωνία χρωµάτων στις γραφικές παραστάσεις και 

στις αντίστοιχες στήλες τιµών του πίνακα ενισχύει την εποπτεία). 

Ζητάµε από τους µαθητές να µαντέψουν τη γραφική παράσταση των y=0.5sinx, y=0.3sinx 

κ.τ.λ. Καλό είναι να έχουµε ετοιµάσει φύλλο εργασίας, όπου θα σχεδιάσουν πρόχειρα και τις 

καµπύλες των συναρτήσεων, µαζί µε την καµπύλη της y=sinx. 

Ζητάµε να διατυπώσουν συµπεράσµατα, σχετικά µε το ρόλο του ρ στη µελέτη της 

συνάρτησης. 
 

Εικόνα 40 

 6η δραστηριότητα: Μετασχηµατισµός καµπύλης 

µε το εργαλείο κατακόρυφης στρέβλωσης 

 



Με το εργαλείο κατακόρυφης στρέβλωσης µεταβάλλουµε το ύψος της καµπύλης κατά ένα-

δύο τετραγωνάκια προς τα πάνω ή προς τα κάτω (αλλάζουµε την τιµή του µέγιστου-

ελάχιστου), παρακολουθώντας το µετασχηµατισµό του τύπου της. 

Συνεχίζουµε τον πειραµατισµό µε κατακόρυφες στρεβλώσεις τυχαίου ύψους. 

Η εµφάνιση του «ιστορικού» του παραθύρου γραφικών βοηθά στον αναλογισµό του 

φαινοµένου της κατακόρυφης παραµόρφωσης. 

Η ονοµασία (define) κάθε καµπύλης µας βοηθά να κάνουµε συγκεκριµένες αναφορές σε 

προηγούµενα στάδια. 

Η δυνατότητα δηµιουργίας πλήκτρου στην αριθµοµηχανή για τον τύπο συγκεκριµένης 

συνάρτησης επιτρέπει τις επαληθεύσεις. 

7η δραστηριότητα: Μελέτη της y=ηµωχ 

Με αντίστοιχα βήµατα και πειραµατισµούς οδηγούµε τους µαθητές σε συµπεράσµατα για το 

ρόλο που παίζει το ω στην περίοδο της συνάρτησης. 

Με το εργαλείο οριζόντιας παραµόρφωσης µεταβάλλουµε την περίοδο της καµπύλης, 

παρακολουθώντας το µετασχηµατισµό του τύπου της. 
 

Εικόνα 41 8η 

δραστηριότητα: Μελέτη me ν=ηιι(γ+κ) 
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Με αντίστοιχα βήµατα και µε τη βοήθεια του εργαλείου οριζόντιας µετατόπισης µελετάµε και 

αυτό τον τύπο συνάρτησης, σε σχέση πάντα µε την y=ηµχ. 
 

Εικόνα 42 

9η δραστηριότητα: Μελέτη της εξίσωσης ηµχ=α 

Στο παράθυρο γραφικών ζητάµε την κατασκευή της y=ηµχ και στη συνέχεια της τέµνουσας 

ευθεία y=α.. Με κατάλληλες ερωτήσεις κινητοποιούµε τους µαθητές να σκεφτούν σχετικά µε 

την τιµή του α. 

Με τη βοήθεια του εργαλείου συντεταγµένων, ελέγχουµε τις συντεταγµένες των σηµείων στα 

οποία η ευθεία τέµνει την καµπύλη. 

Με την κατακόρυφη µετακίνηση της ευθείας y=α διερευνούµε την επίλυση της εξίσωσης 

ηµχ=α. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Για την υλοποίηση του σεναρίου θα χρησιµοποιηθεί το λογισµικό function probe. Το 

συγκεκριµένο λογισµικό διαθέτει τρία παράθυρα Το γράφηµα, τον πίνακα τιµών και τον 

υπολογιστή. Κάθε ένα από τα παραπάνω εργαλεία διαθέτει µία σειρά από λειτουργικότητες 

ορισµένες από τις οποίες είναι απαραίτητες για τις δραστηριότητες. Για παράδειγµα το 

γέµισµα µιας στήλης µε την βοήθεια του υπολογιστή ή η παραµόρφωση µιας γραφικής 

παράστασης. 

 



Επέκταση: 

Οι δραστηριότητες θα µπορούσαν να επεκταθούν στην µελέτη της συνάρτησης ψ=ρ-

συν(λχ+κ) ή ψ= ρ-εφ(λχ+κ). Το σηµαντικό είναι οι δραστηριότητες του παρόντος σεναρίου 

να µετασχηµατιστούν σε µέθοδο διερεύνησης τριγωνοµετρικών συναρτήσεων εν γένει. 

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή:  

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 

τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Οι δυσκολίες που θα παρουσιαστούν θα καταγραφούν από τον διδάσκοντα 

ο οποίος θα είτε θα βελτιώσει τις απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει µια περισσότερο 

κατευθυνόµενη πορεία εφαρµογής του ίδιου σεναρίου. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Κρατώντας 

σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων µπορεί να 

εκτιµήσει τα σηµεία στα οποία οι µαθητές δήλωναν ή εκδήλωναν δυσκολίες κατανόησης ή 

εφαρµογής. Στην συνέχεια, µε κατάλληλες επεµβάσεις στις δραστηριότητες, επιχειρεί να 

θεραπεύσει τα προβλήµατα που προέκυψαν απλοποιώντας διαδικασίες ή περιγράφοντας µε 

µεγαλύτερη σαφήνεια τις ερωτήσεις των δραστηριοτήτων. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου 

και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να 

αποτελέσει την βάση πάνω στην οποία είναι δυνατόν να οργανωθεί η λύση µιας 

οποιασδήποτε τριγωνοµετρικής εξίσωσης της µορφής ρ-συν(λχ+κ) = c. Ακόµη θα µπορούσε 

να γίνει µελέτη σύνθετων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων της µορφής: f(x)=ρ1 -συν(λ1 χ+κ1) 

+ ρ2-συν(λ2χ+κ2). 
 


