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ΣΕΝΑΡΙΟ 
ΓΙΑ ΤΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

f(x) = αηµ(βx+θ)+γ 
 

Συγγραφείς :   Γεώργιος Μαντζώλας, µαθηµατικός 
                                  Κύπρος Κυπρίδηµος, µαθηµατικός 
 

 
 

1 Ταυτότητα του σεναρίου  
 Γνωστική περιοχή των µαθηµατικών: Τριγωνοµετρία 

 Επί µέρους θέµατα. 

(1)  Η συνάρτηση f(x) = ηµx (απλή υπενθύµιση) 

(2) Η συνάρτηση f(x) = ηµx+γ 

(3) Η συνάρτηση f(x) = αηµx 

(4) Η συνάρτηση f(x) = ηµβx   

(5) Η συνάρτηση f(x) = ηµ(x+θ)  

(6) Η συνάρτηση f(x) = ηµβ(x+θ) 

(7) Η συνάρτηση f(x) = ηµ(βx+θ)  

(8) Η συνάρτηση f(x) = αηµ(βx+θ) 

(9) Η συνάρτηση f(x) = αηµ(βx+θ)+γ 

(10) Εύρεση του τύπου της συνάρτησης από τη γραφική της παράσταση 

(11) Από τα πραγµατικά αριθµητικά δεδοµένα (ζεύγη) που εκφράζουν ένα 
πραγµατικό γεγονός θα οδηγηθούµε στη συνάρτηση που εκφράζει 
προσεγγυστικά τη σχέση µεταξύ τους, µέσω γραφικής παράστασης. (Με 
χρήση του λογισµικού “Function Probe”). 

 Bασική ιδέα. Η βασική ιδέα είναι να χρησιµοποιηθεί ένα λογισµικό, µε το 
οποίο να µπορέσουν να αναδειχθούν µε γρήγορο απλό και σαφή τρόπο, οι 
διαφορετικοί ρόλοι των παραµέτρων α, β, γ και θ στη συνάρτηση f(x) = 
αηµ(βx+θ)+γ. Ως τέτοιο επελέγη το λογισµικό “The Geometer’s Sketchpad”. 
Για την εξάσκηση των µαθητών στην εύρεση του τύπου της συνάρτησης από 
µια προσεγγιστική γραφική παράσταση επελέγη το λογισµικό “Function 
Probe”. Για την κατασκευή πίνακα τιµών συνάρτησης χρησιµοποιείται το 
“Excel”. 

 

2 Σκοπός του σεναρίου 
 Σκοπός του σεναρίου είναι να συνειδητοποιήσουν οι µαθητές ότι οι 
παραµετρικές συναρτήσεις και γενικότερα οι συναρτήσεις δεν είναι κάτι 
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στατικό και ξεκοµµένο από την πραγµατικότητα, αλλά κάτι ζωντανό, που 
µπορεί να αναπαριστά και γεγονότα της καθηµερινής ζωής. 

 

3 Στόχοι του σεναρίου 
 ∆ιδακτικοί στόχοι. Οι µαθητές, µε το πέρας της διδασκαλίας, πρέπει 

(1) Να µπορούν να αναγνωρίζουν συναρτήσεις της µορφής f(x)=αηµ(βx+θ)+γ 
καθώς και ειδικές περιπτώσεις αυτής. Να κατανοήσουν το ρόλο των 
συντελεστών. Να προβλέπουν τη γραφική της παράσταση και να εξάγουν 
συµπεράσµατα από αυτήν, όπως πεδίο ορισµού, σύνολο τιµών, µονοτονία, 
ακρότατα, περιοδικότητα, συµµετρικότητα. 

(2) Να είναι σε θέση να οδηγούνται από τη γραφική παράσταση στον τύπο 
της συνάρτησης. 

(3) Να µπορούν να οδηγούνται από δεδοµένα (µετρήσεις) ενός πραγµατικού 
φαινοµένου στη γραφική παράσταση και στη συνέχεια στη συνάρτηση 
που εκφράζει το φαινόµενο. 

 Κοινωνικο-πολιτισµικοί στόχοι. Οι µαθητές πρέπει να συνηθίσουν να 
δουλεύουν σε οµάδες και να αλληλοβοηθούνται κατά τη διαδικασία 
ανακάλυψης της γνώσης, κατανοώντας ο ένας τις αδυναµίες του άλλου. 

 Επί µέρους στόχοι. Οι µαθητές πρέπει να εξοικειωθούν µε τη χρήση των 
ΤΠΕ στη µαθησιακή διαδικασία και µε τις νέες µεθόδους ανακάλυψης και 
οικοδόµησης της γνώσης. 

 

4 Σκεπτικό του σεναρίου 
 Καινοτοµίες. Με το σενάριο αυτό επιχειρείται µια ερευνητική προσέγγιση 
της ηµιτονοειδούς συνάρτησης από µέρους του µαθητή, ο οποίος καλείται να 
διερευνήσει, να ανακαλύψει και να επιβεβαιώσει τη συµπεριφορά της 
συνάρτησης για πολλές διαφορετικές τιµές των παραµέτρων της. Πολύτιµους 
βοηθούς σε αυτό έχει τους δυναµικούς πίνακες τιµών του Excel και τις 
δυναµικές γραφικές παραστάσεις του Sketchpad και του Function Probe. Η 
γνώση οικοδοµείται βήµα – βήµα µε τα προσεχτικά σχεδιασµένα βήµατα 
εξέλιξης της όλης διαδικασίας. 

 Προστιθέµενη αξία. Η χρήση των προαναφερθέντων λογισµικών προσφέρει 
πολλαπλά οφέλη στη µαθησιακή διαδικασία, σε σχέση µε τους 
παραδοσιακούς τρόπους διδασκαλίας (πίνακας - κιµωλία και χαρτί - µολύβι). 
Ο πίνακας τιµών επιτρέπει στο µαθητή να δει άµεσα την τιµή της συνάρτησης 
για όποια πραγµατική τιµή του x επιθυµεί, όσο ακραία και αν είναι αυτή, να 
κάνει προβλέψεις, τις οποίες να επαληθεύσει ή να διαψεύσει σε συνεργασία 
και µε τους άλλους µαθητές της οµάδας. Η γρήγορη και ακριβής κατασκευή 
της γραφικής παράστασης του επιτρέπει να πειραµατισθεί για διάφορους 
συνδυασµούς των παραµέτρων. 

 Γνωστικά- διδακτικά προβλήµατα. Για να έχουµε τα µέγιστα αποτελέσµατα 
στη διδασκαλία της παραγράφου µε τον συγκεκριµένο τρόπο πρέπει: 
(1) Οι µαθητές να είναι εξοικειωµένοι µε τα λογισµικά που θα 

χρησιµοποιηθούν. 
(2) Να υπάρχει ο απαιτούµενος αριθµός Η/Υ. 
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(3) Η συνάρτηση f(x) = ηµx να έχει διδαχθεί µε παρόµοια µέθοδο. 
(4) Να έχει κατανοηθεί από τους µαθητές η έννοια του ακτινίου και η 

εµφάνιση υποδιαιρέσεων και πολλαπλασίων του π στον άξονα των 
τετµηµένων.  

 Θεωρητικό πλαίσιο. Αποµάκρυνση από το παραδοσιακό δασκαλοκεντρικό 
συµπεριφοριστικό µοντέλο µάθησης, όπου ο καθηγητής απαγγέλλει κανόνες 
και αποδείξεις και ο µαθητής καλείται απλά να «πεισθεί» γι’ αυτά και να τα 
αποστηθίσει. Υιοθέτηση σύγχρονων κοινωνικών ανακαλυπτικών και 
εποικοδοµηστικών προσεγγίσεων, όπου ο καθηγητής σχεδιάζει, παρακολουθεί 
και συντονίζει τις δραστηριότητες, τις οποίες πραγµατοποιούν οι µαθητές 
εργαζόµενοι και συνεργαζόµενοι σε µικρές οµάδες,. Έτσι οι µαθητές, 
«ψαχουλεύοντας», ανακαλύπτουν και οικοδοµούν την απαραίτητη  γνώση.  

 
5 Πλαίσιο εφαρµογής 

 Σε ποιους απευθύνεται. Το σενάριο απευθύνεται σε µαθητές της Β΄ Λυκείου. 
 Χρόνος υλοποίησης. Για την υλοποίηση του σεναρίου απαιτούνται τρεις 
διδακτικές ώρες. 

 Χώρος υλοποίησης. Οι µαθητές θα εργαστούν στο εργαστήριο των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών. 

 Προαπαιτούµενες γνώσεις των µαθητών. Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν 
στοιχειωδώς το χειρισµό των εκπαιδευτικών λογισµικών που θα 
χρησιµοποιηθούν, ώστε  να µπορούν να πειραµατίζονται µε τις συναρτήσεις 
αλλάζοντας τις παραµέτρους και παρακολουθώντας τις µεταβολές στη 
γραφική παράσταση της συνάρτησης. Στο ζήτηµα του µαθηµατικού 
υποβάθρου πρέπει να κατέχουν την έννοια της συνάρτησης, να ερµηνεύουν τη 
γραφική της παράσταση, να αναγνωρίζουν µονοτονίες (αύξουσα, φθίνουσα), 
ακρότατα (µέγιστα, ελάχιστα) και συµµετρίες  (άρτια, περιττή). Ειδικότερα θα 
πρέπει να γνωρίζουν πολύ καλά ό,τι αφορά τη συνάρτηση f(x) = ηµx και να 
είναι εξοικειωµένοι  µε την έννοια του ακτινίου.   

 Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία. Είναι απαραίτητο να 
υπάρχουν εγκαταστηµένα στους Η/Υ τα λογισµικά που θα χρησιµοποιηθούν. 
Θα µοιραστούν φύλλα εργασίας στον κάθε µαθητή, ο οποίος θα συµπληρώνει 
πάνω σ’ αυτά τα αποτελέσµατα του πειραµατισµού και της έρευνάς του πάνω 
στα µοντέλα που έχει κατασκευάσει. 

 Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης. Οι µαθητές θα εργαστούν σε οµάδες 
των δύο ή τριών ατόµων. Τα µέλη της οµάδας συνεργάζονται και 
αλληλοβοηθούνται για την πραγµατοποίηση των δραστηριοτήτων που 
προβλέπονται από το σενάριο. Ο διδάσκων θέτει τα όρια σε ότι αφορά τον 
διδακτικό θόρυβο, παρακολουθεί διακριτικά την εξέλιξη της διαδικασίας, 
εντοπίζει δυσκολίες και προβλήµατα που ανακύπτουν και καθοδηγεί, 
παροτρύνει, ενθαρρύνει και διευκολύνει όπου χρειάζεται. 

 
6 Αναλυτική περιγραφή του σεναρίου 

 ∆ραστηριότητα 1η 
(1) ∆ιανέµεται στους µαθητές το Φύλλο Εργασίας 1.doc και τους ζητείται να 

απαντήσουν στις ερωτήσεις που περιέχει. (Επανάληψη της συνάρτησης 
f(x)=ηµx). 
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(2) Ο διδάσκων, µε κατάλληλες ερωτήσεις, προσπαθεί να βοηθήσει τους 
µαθητές να αποκρυσταλλώσουν σωστή άποψη για το ακτίνιο και τον 
αριθµό π. Για παράδειγµα µπορεί να ρωτήσει ποιο είναι περίπου το 
ηµίτονο του 6, του 3, του 1. Πολλοί µαθητές θα υπολογίσουν το ηµ6π, 
ηµ3π, και ηµπ, διότι ταυτίζουν το π µε τη µονάδα µέτρησης. 

(3) Η απάντηση στα ερωτήµατα θα πρέπει να δοθεί κυρίως από το διάγραµµα 
της συνάρτησης για να συνηθίσουν οι µαθητές να διαβάζουν γραφικές 
παραστάσεις. 
 

 ∆ραστηριότητα 2η  
(1) Πίνακας τιµών. Ζητείται από τους µαθητές 

α) Να ανοίξουν ένα νέο Βιβλίο Εργασίας του Excel. 
β) Να συµπληρώσουν τα κελιά Α1, B1, C1, D1, E1, και F1 µε τις 
επικεφαλίδες των στηλών, και τη στήλη Α µε τις τιµές του χ, όπως 
φαίνεται στο φύλλο1 του αρχείου asinx.xls. Ο διδάσκων µπορεί, αν θέλει, 
να συµπληρώσει και µε άλλες δικές του τιµές. 
γ) Συµπληρώστε τα κελιά B2, C2, D2, E2, F2 µε τους κατάλληλους 
τύπους, ώστε να υπολογίζονται αυτόµατα οι τιµές των συναρτήσεων των 
επικεφαλίδων.  

(2) Καθοδηγούµενη ανακάλυψη. Ο διδάσκων κάνει τις εξής διερευνητικές 
ερωτήσεις: 
α) Εντοπίσατε κάποια διαφορά ανάµεσα στην κατασκευή των τύπων στα 
κελιά C2, D2 και στην κατασκευή των τύπων στα κελιά E2, F2; Αν ναι, 
ποια είναι αυτή και πώς ερµηνεύεται; 
(Σηµ.  Εδώ θέλουµε να ξεδιαλύνουµε ότι η σχέση ανάµεσα στο ηµ2χ και 
στο ηµχ δεν είναι γραµµική, ενώ στο 3ηµχ και στο ηµχ είναι γραµµική). 
β) Τα αποτελέσµατα είναι τα αναµενόµενα; 
γ) Αντιγράψτε τους τύπους και στα υπόλοιπα κελιά του πίνακα (µέχρι και 
το F43). 
δ) Με προσεκτική παρατήρηση των αποτελεσµάτων προσπαθήστε να 
υποψιαστείτε τη µορφή των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων. 
                                                                     (Τέλος 1ης διδακτικής ώρας) 
 
 

 ∆ραστηριότητα 3η 
(1) Ο διδάσκων δίνει στους µαθητές το Φύλλο Εργασίας 2.doc και τους δίνει 

χρόνο πέντε λεπτών για να απαντήσουν σε όσο περισσότερες ερωτήσεις 
µπορούν, χρησιµοποιώντας και την εµπειρία τους από την προηγούµενη 
δραστηριότητα. ∆εν αναµένονται θεαµατικά αποτελέσµατα, αλλά είναι 
µια εισαγωγή γι’ αυτό που πρόκειται να ακολουθήσει. Αξιολογεί τα 
αποτελέσµατα και δίνει οδηγία στους µαθητές να ανοίξουν το αρχείο 
SIN_WX_K3.gsp.  

(2) Τους εξηγεί για λίγο το ρόλο των “sliders” (δίνουν τιµές στις παραµέτρους 
της συνάρτησης f(x) = αηµ(βχ+θ)+γ). Τους αφήνει να εξερευνήσουν µόνοι 
τους για λίγο το καινούριο εργαλείο και κάνουν τη σύµβαση ότι ανά πάσα 
στιγµή οι προκύπτουσες αυτόµατα γραφικές παραστάσεις είναι οι σωστές, 
δηλαδή εκείνες που αντιστοιχούν στην εκάστοτε συνάρτηση µε τους 
συγκεκριµένους συντελεστές κάθε φορά. 
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(3) Τους ζητά σταδιακά να παρατηρήσουν τις γραφικές παραστάσεις, που 
προκύπτουν για τις συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων που φαίνονται 
στον πίνακα και να κατανοήσουν το ρόλο της κάθε παραµέτρου. Μπορούν 
να πειραµατισθούν όσο θέλουν και µε τιµές της δικής τους προτίµησης. 

 

α β θ γ 
1 1 0 0 
2 1 0 0 
-3 1 0 0 
1 1 0 3 
1 1 0 -3 
1 2 0 0 
1 -4 0 0 
1 0,4 0 0 
1 1 π/2 0 
1 1 -π/4 0 
1 2 π 0 
3 0,5 -π -1 
3 1 0 -1 
-2 3 π 2 
4 0 0 0 
4 0 0 3 
4 0,1 0 0 
4 0,1 0 3 
-2 0 -π/6 0 
2 0 π/3 -2 

 
(4) Τους ζητά να κλείσουν το αρχείο, να πάρουν ξανά το Φύλλο Εργασίας 

2.doc και να ξαναπροσπαθήσουν να απαντήσουν στα ερωτήµατά του. Ο 
διδάσκων αξιολογεί την πρόοδο των µαθητών. Τους ζητά να ξανανοίξουν 
το αρχείο SIN_WX_K3.gsp και να διορθώσουν µόνοι τους τις απαντήσεις. 
Τους ζητά να ακούσει τις απαντήσεις τους στην άσκηση 12. Προφανώς θα 
ακούσει περισσότερες της µιας απάντησης. Τους ζητά να εξηγήσουν το 
γιατί. Γίνεται το ίδιο και για τις ερωτήσεις 13, 14 και 15.  

(5) Τους ζητά να κατασκευάσουν τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων f(x) = ηµ(π/2 – x) και g(x) = συνx. Φυσικά ακολουθεί η 
διαπίστωση ότι ταυτίζονται. Στη συνέχεια τους ζητά να κατασκευάσουν 
τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = ηµ(x/2 + 3π/2),       
g(x) = ηµ[1/2(x + 3π)] και h(x) = -συν(x/2), που επίσης ταυτίζονται. 

(6) Ο διδάσκων απαντά σε τυχόν απορίες, κάνει µια σύντοµη ανακεφαλαίωση 
και οι µαθητές κλείνουν το αρχείο. 
                                                                      (Τέλος 2ης διδακτικής ώρας) 
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 ∆ραστηριότητα 4 
Ο διδάσκων χρησιµοποιεί από το διαδίκτυο τον πίνακα µε τα στατιστικά 
δεδοµένα για τις αφίξεις τουριστών στην Κύπρο ανά µήνα του 2007 και σε 
συνεργασία µε τους µαθητές και µε τη χρήση του λογισµικού “Function Probe” 
βρίσκει προσεγγιστικά τη συνάρτηση που εκφράζει τα στοιχεία αυτά. Προτρέπει 
τους µαθητές να πράξουν το ίδιο µε άλλο παράδειγµα (εργασία για το σπίτι). 
   
 

7 Επέκταση της δραστηριότητας 
 Οι µαθητές παρακινούνται να ψάξουν και για άλλα φαινόµενα που να 
εκφράζονται µε παρόµοια συνάρτηση. (Π.χ. οι µέσες θερµοκρασίες ανά µήνα 
του 2007 στο Βόλο. 

 Είτε γίνει αναφορά από τους µαθητές στη γνωστή από τη Φυσική συνάρτηση 
της αρµονικής ταλάντωσης ψ = ηµ(ωt + φ), είτε όχι, ο διδάσκων αναφέρεται 
σ’ αυτήν και τη συσχετίζει µε την υπό µελέτη συνάρτηση. 
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Φύλλο Εργασίας 1 
 
Ονοµατεπώνυµο:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
 

 
 
 

Ερωτήσεις 
1. Σε ποια συνάρτηση ανήκει η γραφική παράσταση που βλέπετε; 

 
 
 

2. Να συµπληρώσετε τον πίνακα 
x -2π -3π/2 -π -π/2 0 π/2 π 3π/2 2π 
ηµx          

 
3. Η συνάρτηση f(x)=ηµ(x)  

 
a. Έχει πεδίο ορισµού  

 
b. Έχει σύνολο τιµών 

 
c. Παρουσιάζει µέγιστο το                  για x =  

 
d. Παρουσιάζει ελάχιστο το                  για x =  

 
e. Είναι περιοδική µε περίοδο 

 
f. Είναι άρτια ή περιττή; 

 
g. Τι έχετε να πείτε ως προς τη µονοτονία της; 
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Φύλλο Εργασίας (2) 
 

Άσκηση: Στα παρακάτω σχήµατα εµφανίζονται οι γραφικές παραστάσεις δυο 
συναρτήσεων. Η εµφανιζόµενη µε κόκκινη γραµµή είναι η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f(x) = ηµx. Ποια είναι η δεύτερη συνάρτηση; 
 

 
 

1) g(x) = …………………… 
 

 
 

2)  g(x) = …………………… 
 
 

 
 

3) g(x) = …………………… 



 9

 

 
 

4) g(x) = …………………… 
 
 
 

 
 

5) g(x) = …………………… 
 
 
 
 
 

 
 

6) g(x) = …………………… 
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7) g(x) = …………………… 
 
 
 
 

 
 

8) g(x) = …………………… 
 
 
 
 

 
 

9) g(x) = …………………… 
 



 11

 

 
 

10) g(x) = …………………… 
 
 
 
 
 

 
 

11) g(x) = …………………… 
 
 
 
 
 
 

 
 

12) g(x) = …………………… 
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13) g(x) = …………………… 
 
 
 
 
 

 
 

14) g(x) = …………………… 
 
 
 
 
 

 
 

15) g(x) = …………………… 
 


