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Θέµα 1 

Α) Έστω ν ένας θετικός ακέραιος και Ι, Ο είναι αντιστοίχως ο µοναδιαίος και ο µηδενικός 

πίνακας νxν . Έστω Α, Β είναι πίνακες νxν τέτοιοι ώστε 2Α = Β + Ι  και 4Β = Ο . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

 i) 2κ κΑ = Ι + Β , για κάθε *κ ∈  

ii) ο πίνακας 6 8Ι + Α − Α  είναι αντιστρέψιµος. 

β) Αν ο ν είναι περιττός να αποδείξετε ότι 2 3 0Α + Ι ≤ . 

Β) α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς αριθµούς 1 2,  z z , ισχύει 

2 2 2
1 2 1 2z z z z+ = −  αν και µόνο αν 

_

1 2Re 0z z ⋅ = 
 

 

β) Έστω µια συνάρτηση : [ , ]f α β →  συνεχής στο [ , ]α β  και οι µιγαδικοί αριθµοί 

2 ( )z i fα α= + ⋅ , 2( )w f iβ β= + ⋅  µε 0αβ ≠ . Αν 2 2 2w z w z+ = −  να αποδείξετε ότι η 

εξίσωση ( ) 0f x = έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα [ , ]α β . 

 

Θέµα 2 

Α) ∆ίνονται οι ελλείψεις 
2 2

1 2 2: 1x yc
α β

+ =  και 2 2 2 2
2 : 1c x yα β+ =  µε 0 α β< < . Η ηµιευθεία  

( )y xεφθ= , 0x > , 0
2
πθ< <  τέµνει την 1c  στο σηµείο 1 1 1( , )x yΓ  και την 2c  στο σηµείο 

2 2 2( , )x yΓ . 

α) Αν 1λ  είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της 1c  στο σηµείο 1Γ  και 2λ  

είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της 2c  στο σηµείο 2Γ  να αποδείξετε ότι: 

2
1 2 ( )λ λ εφθ −⋅ =   

β) Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία η συνάρτηση  : 0,
2

f π  → 
 

 µε 1 2( )f θ λ λ= ⋅  

Β) ∆ίνεται θετικός ακέραιος αριθµός ν, τέτοιος ώστε (1 ) 16i ν+ = . Έστω {1,  2,  3, ... ,  }νΩ =  

είναι ένας δειγµατικός χώρος που αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα. Εκλέγουµε 

τυχαίως ένα απλό ενδεχόµενο λ ∈Ω . Αν 2( ) 2 4f x x x λ= − +  µε x∈ , να βρείτε την 

πιθανότητα η εξίσωση ( ) 0f x =  να µην έχει πραγµατικές ρίζες. 
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Θέµα 3  

Α) ∆ίνονται οι πραγµατικοί αριθµοί ,  κ λ  µε κ λ<  και η συνάρτηση 
5 3( ) ( ) ( )f x x xκ λ= − ⋅ −  µε x∈  να αποδείξετε ότι : 

α)  '( ) 5 3
( )
f x
f x x xκ λ

= +
− −

  για κάθε x κ≠  και x λ≠ . 

β) Η συνάρτηση ( ) ln ( )g x f x=  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο διάστηµα (κ, λ). 

Β) α) Να αποδείξετε ότι για κάθε συνάρτηση f  συνεχή στο διάστηµα [α, β] ισχύει: Αν 

'( ) 0f x >  για κάθε ( , )x α β∈ , τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο [α, β]. 

β) Η συνάρτηση :f → , είναι παραγωγίσιµη και ισχύει '( ) 0f x >  για κάθε x∈ . Να 

αποδείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( )F x f x t dt
β

α
= −∫ , x∈ , ,α β ∈  είναι παραγωγίσιµη και 

ότι αν υπάρχει 0x ∈  µε  0'( ) 0F x =  τότε 0( ) 0F x =  για κάθε x∈ . 

 

 

Θέµα 4 

Α) Θεωρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς ,α β  µε 0 α β< <  τη συνεχή συνάρτηση 

( ): 0,f +∞ →  για την οποία ( ) 0f t dt
β

α
=∫  και τη συνάρτηση 1( ) 2 ( )

x
g x f t dt

x α
= + ∫ , 

(0, )x∈ +∞ . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 0 ( , )x α β∈  τέτοιο ώστε να ισχύουν: 

α) Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g  στο σηµείο ( )0 0, ( )x g x  να 

είναι παράλληλη στον άξονα x΄x . 

β) 0 0( ) 2 ( )g x f x= +  

Β) Να βρείτε τη συνάρτηση : ,
2 2

f π π − → 
 

 µε συνεχή δεύτερη παράγωγο για την οποία 

ισχύουν (0) 1995f = , '(0) 1f =  και 2

0 0
1 ''( ) '( )

x x
f t tdt x f t tdtσυν συν ηµ+ ⋅ = + ⋅∫ ∫  


