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                            Αντί προλόγου........ 
 

     Η Φυσική, η επιστήµη που εξετάζει τα φυσικά φαινόµενα, πρέπει να 

διδάσκεται, στα πλαίσια της µέσης αλλά και της ανώτατης εκπαίδευσης, 

κατεξοχήν µε το πείραµα. Πείραµα είναι η ελεγχόµενη επανάληψη ή η εξοµοίωση 

ενός φυσικού φαινοµένου στο εργαστήριο ή στην αίθουσα. 

     Στον πίνακα µελετάµε φυσικά φαινόµενα κάνοντας συχνά επίκληση της 

εµπειρίας του µαθητή ή φοιτητή ανάλογα  ή απαιτούµε να διαθέτει πλούσια 

φαντασία για να µπορεί να συµµετάσχει στην επεξεργασία µε τη χρήση των 

µαθηµατικών. Αυτό όµως εµπεριέχει πολλούς κινδύνους. Συχνά για παράδειγµα, 

η εµπειρία είναι ανασταλτικός παράγοντας και πολλές φορές υπαγορεύει 

λανθασµένα συµπεράσµατα ή έχει αποκρυσταλλωθεί  σε λανθασµένη γνώση που 

πρέπει να αντικατασταθεί µε τη σωστή. Η φαντασία πάλι είναι εντελώς 

υποκειµενική και ποτέ δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι ότι µιλάµε για το ίδιο 

πράγµα. Έτσι είναι απαραίτητη η προσέγγιση των φαινοµένων και των εννοιών 

µέσα από το πείραµα. 

     Στην καθηµερινή ζωή χρησιµοποιούµε µία µεγάλη ποικιλία από συσκευές και 

µηχανές  που οι αρχές λειτουργίας τους αφορούν άµεσα τη φυσική. Ένα πείραµα 

φέρνει πιο κοντά την καθηµερινή ζωή και την επιστήµη. Εισάγει µε ορθολογικό 

τρόπο τους διδασκόµενους στη χρήση των επιτευγµάτων της τεχνολογίας και 

δίνει την ευκαιρία στην κατανόηση των προβληµάτων που απορρέουν από την 

ολοένα και µε πιο γρήγορους ρυθµούς ανάπτυξή της. 

     Το πείραµα σαν σύλληψη, υλοποίηση και εκτέλεση, δίνει την ευκαιρία να 

αναδειχτούν ικανότητες και δεξιότητες που µε τη συµβατική διδασκαλία του 

µαυροπίνακα, παραµένουν αθέατες. Απαιτεί συστηµατική παρατήρηση, 

επεξεργασία των µετρήσεων και εξαγωγή συµπερασµάτων. Βοηθά στην 

εµπέδωση της θεωρίας  

Είναι σε µικρογραφία µία πλήρης επιστηµονική µελέτη, µέθοδος που 

χρησιµοποιεί ατράνταχτα επιχειρήµατα για να πείσει.......  
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                                     ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο  
 

Εισαγωγή 
 

 
Πρόκειται για κλασσική εργαστηριακή άσκηση που γίνεται στα εργαστήρια 

φυσικής των πρωτοετών φοιτητών αλλά και σε πολλά σχολεία. Η διαφορά 

από τα άλλα πειράµατα είναι ότι χρησιµοποιείται ο υπολογιστής στη διάταξη 

του πειράµατος για τον έλεγχο και την διεξαγωγή του πειράµατος. Πιο 

συγκεκριµένα οι πειραµατικές τιµές της µετατόπισης και του χρόνου, που 

είναι οι δύο κύριες παράµετροι του πειράµατος, εισάγονται κατευθείαν στον 

υπολογιστή µέσω κατάλληλης σύνδεσης. Η µέτρηση της µετατόπισης γίνεται 

µε τη βοήθεια αισθητήρα και η δεύτερη από το  ρολόι του ίδιου του 

υπολογιστή(Με χρήση του κατάλληλου λογισµικού). 

Η άσκηση είναι σχεδιασµένη έτσι, ώστε να µπορεί να εκτελεστεί και µε τον 

κλασσικό µηχανικό τρόπο. 

Σε κάθε άσκηση , ακολουθείται η ακόλουθη δοµή: 

1.Απαιτούµενος εξοπλισµός. 

2.Σκοπός. 

3.Στοιχεία θεωρίας. 

4.∆ιαδικασία – Μετρήσεις.(Αναφορά στο πρόγραµµα εκτέλεσης της 

άσκησης.) 

5.Υπολογισµοί. 

6.Ερωτήσεις. 

Να σηµειωθεί ότι δεν έγινε προσδιορισµός των σφαλµάτων κατά την 

διαδικασία των υπολογισµών µετά από τις µετρήσεις. 

 Στη  συνέχεια  υπάρχουν  οδηγίες  για  την  χρήση  του  Logger Pro  και  

επιπλέον  στοιχεία  θεωρίας. 
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                   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ο     

 

Ο∆ΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ ΤΟΥ LOGGER PRO 

2. Εισαγωγή   

3. Στήσιµο εξοπλισµού   

4. Ανίχνευση  κίνησης  µε  το  Logger pro 

5. Ανιχνευτής κίνησης 

6. Στήσιµο του ανιχνευτή κίνησης 

7. Έναρξη του Logger pro 

8. Άνοιγµα(έναρξη) πειράµατος 

9. Έναρξη συλλογής δεδοµένων 

10. Αποθήκευση µετρήσεων 

11. Εµφάνιση ταχύτητας και επιτάχυνσης 

12. Μερικές υποδείξεις(σηµειώσεις) για τη χρήση του ανιχνευτή κίνησης. 

13. Έξοδος από το Logger Pro. 

14. Ανάλυση δεδοµένων 

15. Αλλαγή γραφήµατος 

16. Αλλαγή στον τίτλο του γραφήµατος 

17. Έρευνα στα δεδοµένα 

18. Παράθυρο πίνακα δεδοµένων 

19. Μετακίνηση δεδοµένων 

20. Αλλαγή στο γράφηµα 

21. Εφαπτόµενες γραµµές 

22. Ολοκληρώµατα 

23. Στατιστική 

24. Έξοδος από το Logger Pro 

25. Προσαρµογή γραµµών και καµπύλων στα δεδοµένα 

26. Προσαρµογή µιας ευθείας στα δεδοµένα 

27. Αποµάκρυνση της προσαρµογής 

28. Προσαρµογή πιο σύνθετων συναρτήσεων στα δεδοµένα 

29. Παρεµβολή 

30. Αποµάκρυνση της προσαρµογής 

31. Αποθήκευση, εκτύπωση και µεταφορά δεδοµένων 

32. Αποθήκευση φακέλου πειράµατος 

33. Επανάκτηση ενός φακέλου πειράµατος 

34. Εκτύπωση ενός γραφήµατος 



6 

35. Εκτύπωση δεδοµένων 

36. Μεταφορά δεδοµένων σε άλλες εφαρµογές 

37. ∆ηµιουργία νέων στηλών 

38. Έρευνα στα δεδοµένα   

39. ∆ηµιουργία νέας στήλης υπολογισµού 

40. Ρύθµιση  ενός  αισθητήρα 
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Ανίχνευση  κίνησης  µε  το  Logger pro 

 

Εισαγωγή 

   Αυτή η εισαγωγή θα σας οδηγήσει να κάνετε απλές µετρήσεις µε τη χρήση 

του ανιχνευτή κίνησης και του Logger Pro. Πιθανόν να µην χρειαστεί ποτέ να 

µάθετε περισσότερα για το Logger Pro και τον ανιχνευτή κίνησης, αλλά 

προχωρηµένοι χρήστες θα θέλουν να διερευνήσουν τα µενού και να κάνουν την 

καλύτερη δυνατή χρήση των δυνατοτήτων του Logger Pro. 

Στήσιµο εξοπλισµού 

    Αρχικά επιβεβαιώστε ότι έχετε όλον τον εξοπλισµό και το software που 

απαιτείται. Θα πρέπει να έχετε: 

• Macintosh ή PC µε Windows. 

• To software Logger Pro. 

• Universal Lab Interface (ULI) µε τροφοδοσία 9V και καλώδια σειριακής 

επικοινωνίας. 

• Ανιχνευτή κίνησης συνδεµένο στο Port2 του ULI. 

• Μετροταινία. 

Ανιχνευτής κίνησης 

   Ο ανιχνευτής κίνησης χρησιµοποιείται για να µετρήσει την απόσταση του 

από το αντικείµενο-στόχο. Εκπέµπει υπέρηχους και ανιχνεύει την ηχώ από τον 

στόχο. Το χρησιµοποιήσιµο εύρος του ανιχνευτή κίνησης είναι περίπου από 0,4 

έως 6m. 

ULI 

    Το ULI είναι είδος επικοινωνίας που µετατρέπει τα σήµατα από τον ανιχνευτή 

κίνησης σε µια µορφή που ο υπολογιστής µπορεί να διαβάσει. Τροφοδοτήστε  

(ανοίξτε) το ULI και σιγουρευτείτε ότι το πράσινο φως ανάβει. Συνδέστε τον 

ανιχνευτή κίνησης µε το Port 2. 

Logger Pro 

   Το Logger Pro είναι software που ελέγχει το ULI και µας δίνει τα 

αποτελέσµατα των µετρήσεων του ανιχνευτή κίνησης. Πολλές από τις οδηγίες 

που ακολουθούν θα σας διδάξουν να εργάζεστε µε το Logger Pro. 

Στήσιµο του ανιχνευτή κίνησης 

   Τοποθετήστε τον ανιχνευτή κίνησης στο επίπεδο εργασίας µε το χρυσό δίσκο 

να δείχνει προς τα πάνω. Βεβαιωθείτε ότι δεν υπάρχουν εµπόδια από τον 

ανιχνευτή κίνησης(όχι βέβαια το ταβάνι) ή πιο κοντά από 0,5m. (Σύντοµα θα 

χρησιµοποιήσετε τα χέρια σας σαν κινούµενο στόχο για τον ανιχνευτή κίνησης). 
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Έναρξη του Logger pro 

   Με χρήση της κατάλληλης µεθόδου για τον υπολογιστή σας ξεκινήστε την 

εφαρµογή του Logger pro.Θα πρέπει να δείτε µια οθόνη όπως η παρακάτω. Αν 

όχι, τότε το Logger pro έχει πρόβληµα επικοινωνίας µε το ULI. Βεβαιωθείτε ότι το 

ULI έχει ανοίξει και υπάρχει τροφοδοσία και ότι το σειριακό καλώδιο συνδέεται 

και στα δύο άκρα του (υπολογιστής και ULI). Προσπαθήστε να ξεκινήσετε πάλι. 

                         

 

Άνοιγµα(έναρξη) πειράµατος 

� Επιλέξτε Open  από το µενού File.  

� Στη λίστα που εµφανίζεται επιλέξτε Motion Tutorial  από το οδηγό - φάκελο 

Tutorials και κάντε κλικ στο Open. 
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   Με το άνοιγµα αυτού του οδηγού -φακέλου φορτώνεται µια ειδική 

(συγκεκριµένη) διαµόρφωση του Logger Pro, έτσι ώστε αυτό να είναι έτοιµο να 

πάρει δεδοµένα µε τον ανιχνευτή κίνησης. 

                        

 

   Η οθόνη του Logger Pro περιέχει από πάνω προς τα κάτω τα ακόλουθα κύρια 

στοιχεία: τη γραµµή -µενού, τη γραµµή εργαλείων (εργαλειοθήκη)  που περιέχει 

ένα κουµπί συλλογής µετρήσεων, παράθυρα γραφήµατος και δεδοµένων και µία 

γραµµή κατάστασης. 

Έναρξη συλλογής δεδοµένων 

Για την πρώτη σας µέτρηση µε  χρήση του Logger Pro και του ανιχνευτή 

κίνησης, µετρήστε περίπου πόσο ψηλά είναι η οροφή από εσάς. 

� Κάντε κλικ στο κουµπί Collect.  

Πιθανόν να ακούσετε ένα ήχο-κλικ από τον ανιχνευτή κίνησης, αυτό είναι 

φυσιολογικό για τον µετρητή. Παρατηρήστε το γράφηµα που εµφανίζεται. Το 

Logger Pro θα πάρει µετρήσεις για 10 sec. Πιθανόν να χρειαστεί να κάνετε κλικ 

στο κουµπί Autoscale για να έρθει η  γραµµή του γραφήµατος  σε πιο καλή 

οπτικά θέση. 
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   Στην περίπτωση αυτή θα δείτε ότι η οροφή είναι περίπου 1,5m πάνω από τον 

ανιχνευτή κίνησης και ότι αυτή δεν µετακινείται. Στο γράφηµα σας, ο 

κατακόρυφος άξονας είναι η απόσταση και ο οριζόντιος άξονας ο χρόνος.  

� Να ελέγξετε ότι η απόσταση στην οποία αναφερόµαστε δίνει σήµα και να 

επιβεβαιώσετε µε την µετροταινία, τη µέτρηση.  

Αν η µέτρηση του ανιχνευτή κίνησης έχει θόρυβο ή είναι εµφανώς λάθος, τότε 

υπάρχει άλλο αντικείµενο στο δρόµο του ανιχνευτή κίνησης. Είναι πιθανόν ο 

ανιχνευτής κίνησης να δώσει την απόσταση ενός φωτεινού ειδώλου, γι’ αυτό 

δοκιµάστε διάφορες θέσεις στο τραπέζι του πειράµατος. Το γράφηµα 

επεκτείνεται προς τα δεξιά σε πραγµατικό χρόνο, όσο συσσωρεύονται δεδοµένα 

µετρήσεων. Η συλλογή δεδοµένων θα σταµατήσει όταν φτάσει το γράφηµα στο 

δεξιό του µέρος ή πιο γρήγορα αν κάνετε κλικ στο κουµπί stop. 

� Κρατείστε το χέρι σας σταθερό περίπου 1 m πάνω από τον ανιχνευτή 

κίνησης και κάντε κλικ στο collect. 

 Τα δεδοµένα που πήραµε για την οροφή θα εξαφανιστούν και θα εµφανιστούν 

αυτά για τη θέση του χεριού.  

� Πριν τελειώσει η συλλογή των δεδοµένων, κινήστε λίγο το χέρι σας πάνω-

κάτω για να δείτε την απόκριση του γραφήµατος. Μην πλησιάσετε τον ανιχνευτή 

πιο κοντά από 40cm.  

(Αν η απόσταση γίνει µικρότερη των 40cm, το αποτέλεσµα πιθανόν να είναι 

λάθος. Πειραµατικά µπορείτε να βρείτε την απόσταση πέραν της οποίας θα έχετε 

χρήσιµα δεδοµένα). 
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Μπορείτε να δείξετε τη θέση του γραφήµατος στην οποία το χέρι σας βρίσκεται 

στην πιο µεγάλη απόσταση από τον ανιχνευτή κίνηση; Στην πιο µικρή; Στο 

παράδειγµα της οι θέσεις είναι 1,05m και 0,6m αντίστοιχα. Σηµειώστε ότι αν 

αποµακρύνετε το χέρι σας από τον ανιχνευτή θα αποθηκεύσει τη θέση της 

οροφή. Η απόκριση του ανιχνευτή γίνεται πάντα για το πλησιέστερο αντικείµενο 

που βρίσκετε µπροστά του. Αν κάνετε κλικ στο Autoscale το γράφηµα θα 

αναδιαµορφωθεί και θα είναι πιο εύκολο να διαβάσουµε τις τιµές.  

Αποθήκευση µετρήσεων 

   Όταν τρέξετε ένα χρήσιµο πείραµα, θέλετε συχνά να το διατηρήσετε για να 

συγκρίνετε µε τα πειράµατα που θα τρέξετε στη συνέχεια. Για να αποθηκεύσετε 

το τελευταίο πείραµα, διαλέξτε Store Latest Run από το µενού Data. Αυτά τα 

δεδοµένα θα είναι αποθηκευµένα όταν συλλέξετε επιπρόσθετα δεδοµένα. Η 

αποθήκευση αυτή, πάντως, δεν σώζει τα δεδοµένα στο σκληρό δίσκο ή σε µια 

δισκέτα. Αν βγείτε από το Logger Pro χωρίς να έχετε σώσει τα δεδοµένα, αυτά θα 

χαθούν.  

� Αποθηκεύστε την τελευταία συλλογή µετρήσεων του πειράµατος µε 

επιλογή Store Latest Run από το µενού Data. Να πάρετε µια ακόµη σειρά 

µετρήσεων της κίνησης του χεριού σας και να συγκρίνετε τα αποτελέσµατα µε 

αυτά του προηγούµενου τρεξίµατος. Μπορείτε µε ακρίβεια να επαναλάβετε την 

αποθηκευµένη κίνηση;;;;. Είναι δύσκολο!!!! 

 

Εµφάνιση ταχύτητας και επιτάχυνσης 

   Το Logger Pro µπορεί επίσης να εµφανίσει την ταχύτητα και την επιτάχυνση 

του ανιχνευόµενου αντικειµένου. Κάντε κλικ στον y-axis και θα έχετε τον διάλογο: 
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   Για να εµφανίσετε τα γραφήµατα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης, 

σηµειώστε τους αντίστοιχους όρους στη λίστα και κάντε κλικ στο OK. Είναι 

εύκολο να κάνετε ένα συνδυασµό και δύσκολο να διαβάσετε το αντίστοιχο  

γράφηµα, γι’ αυτό να µην επιλέξετε σειρές µετρήσεων ή µεταβλητές που δεν 

θέλετε να δείτε. 

Μερικές υποδείξεις(σηµειώσεις) για τη χρήση του ανιχνευτή κίνησης. 

• Στη χρήση του ανιχνευτή κίνησης, είναι σηµαντικό να γνωρίζετε ότι ο 

υπέρηχος εκπέµπεται µέσα σε κώνο πλάτους 30ο. Οτιδήποτε µέσα στον κώνο 

του υπέρηχου µπορεί να προκαλέσει ανάκλαση και πιθανόν µια ανεπιτυχή 

µέτρηση. Ένα κοινό πρόβληµα στη χρήση του ανιχνευτή κίνησης είναι οι 

ανεπιθύµητες ανακλάσεις από την έδρα, τις καρέκλες ή τον υπολογιστή που 

βρίσκεται µέσα στην αίθουσα. 

• Ο ανιχνευτής κίνησης δεν αντιλαµβάνεται σωστά τα αντικείµενα αν αυτά 

βρίσκονται πιο κοντά από 0,4m. Το µέγιστο εύρος είναι περίπου 6m, αλλά η 

ανίχνευση λεπτών αντικειµένων στο κώνο του υπερήχου µπορεί να είναι 

προβληµατική σ’ αυτή την απόσταση. 

•  Αν ξεκινήσετε µε τα γραφήµατα ταχύτητας ή επιτάχυνσης και αυτά είναι 

ασαφή , γυρίστε στο γράφηµα της απόστασης και παρατηρήστε το . Μπορεί ο 

ανιχνευτής κίνησης να µην εντοπίζει κατάλληλα το στόχο. 

• Πολλές φορές ο στόχος-αντικείµενο µπορεί να µην δώσει ισχυρή ανάκλαση 

του υπερήχου. Για παράδειγµα, αν ο στόχος είναι ένα άνθρωπος που φοράει µια 

ογκώδη µπλούζα  το αποτέλεσµα -γράφηµα πιθανόν να είναι ασαφές. 

• Αν τα γραφήµατα ταχύτητας και επιτάχυνσης έχουν θόρυβο, προσπαθήστε να 

αυξήσετε τη δύναµη (ισχύ) της ανάκλασης του υπέρηχου από το αντικείµενο-

στόχο µε αύξηση του εµβαδού του στόχου. 

Έξοδος από το Logger Pro. 
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   Γνωρίζετε τώρα να συλλέγεται δεδοµένα κίνησης µε χρήση το ανιχνευτή 

κίνησης και του Logger Pro. Άλλες πληροφορίες θα σας δοθούν για το πώς να 

αναλύετε τα δεδοµένα, να προσαρµόζετε καµπύλες στα δεδοµένα, να σώζετε και 

να τυπώνετε τα δεδοµένα σας και τέλος να προσδιορίζετε νέες στήλες 

δεδοµένων. Βγείτε από το Logger Pro µε επιλογή Quit ή Exit από το µενού File. 

Μη σώσετε οποιαδήποτε αλλαγή. 

Ανάλυση δεδομένων 

   Όταν έχετε συλλέξει δεδοµένα µε το Logger Pro, υπάρχει ένας αριθµός 

ενεργειών που µπορείτε να κάνετε µε αυτά τα δεδοµένα για να τα κατανοήσετε 

αυτά. Στη συνέχεια θα µάθετε πώς να χρησιµοποιείτε κάποιες από τις 

δυνατότητες ανάλυσης του Logger Pro. 

� Ξεκινάτε το Logger Pro. 

� Επιλέξτε open από το µενού File. 

� Επιλέξτε το φάκελο Analysis Tutorial από τον οδηγό- φάκελο Tutorials και 

κάντε κλικ στο Open. 

1.    Ας θεωρήσουµε ότι έχετε µόλις φορτώσει ένα δείγµα 

δεδοµένων για να χρησιµοποιηθούν σ’ αυτό το εισαγωγικό σηµείωµα. 

2.                        

 

3.  

4.  

5.  Αλλαγή γραφήµατος 

   Υπάρχει ένας αριθµός χρήσιµων τρόπων για να εµφανίσουµε τα δεδοµένα 

που µάζεψε το Logger Pro. Πιθανόν να θέλετε απλά να αλλάξετε τα όρια στο y-

άξονα για να µελετήσετε µέρος των δεδοµένων. Ή, πιθανόν να θέλετε να 
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προσθέσετε ένα περιγραφικό τίτλο στο γράφηµα. Μπορείτε να τα κάνετε και τα 

δυο, αν κάνετε κλικ σε διάφορα µέρη της οθόνης. Πρώτα, δοκιµάστε να αλλάξετε 

τα όρια του y-άξονα. Οι αριθµοί σε οποιοδήποτε άκρο του άξονα µπορούν να 

εµφανιστούν.  

� Κάντε κλικ στο 5 στο πάνω άκρο του y-άξονα. Ο αριθµός θα αναβοσβήνει. 

�  Τυπώστε το 3 για να αντικαταστήσει το 5 και πιέστε το enter. Το γράφηµα 

θα έχει αλλαγή στην κλίµακα του y. Μπορείτε ν’ αλλάξετε τον άξονα χ µε τον ίδιο 

τρόπο. Το ίδιο µπορεί να γίνει αν καλέσετε το Logger Pro να αλλάξει τις κλίµακες 

των αξόνων αυτόµατα.  

� Επιλέξτε Autoscale από το µενού View ή κάντε κλικ στο κουµπί Autoscale 

στην γραµµή εργαλείων. Το γράφηµα τώρα δείχνει όλη την περιοχή των 

δεδοµένων. 

Αλλαγή στον τίτλο του γραφήματος 

  Μπορείτε ν’ αλλάξετε τον τίτλο του γραφήµατος. 

� Κάντε κλικ στον τίτλο του γραφήµατος. 

� Τυπώστε ένα καινούριο τίτλο της επιλογής σας και κάντε κλικ στο OK. Ο 

τίτλος σας είναι τώρα στη θέση του.            

Έρευνα στα δεδοµένα 

    Πολλές φορές θέλετε να δείτε τις συντεταγµένες µιας συγκεκριµένης θέσης 

του γραφήµατος.  

� Επιλέξτε Examine από το µενού Analyze ή κάντε κλικ στο κουµπί Examine 

της γραµµής εργασίας. 

�  Κινήστε τον δείκτη κατά µήκος του γραφήµατος.  

� Σηµειώστε τη νέα λεζάντα που εµφανίζεται στο γράφηµα. Τότε, καθώς 

µετακινείτε τον δείκτη στο γράφηµα, θα δείτε µια αριθµητική έξοδο που αλλάζει 

και που αναφέρεται στις συντεταγµένες κάθε ποσότητας του γραφήµατος στο 

χρόνο που αναφερόµαστε. 

Παράθυρο πίνακα δεδοµένων 

   Καθώς ο δείκτης διαγράφει το γράφηµα ο πίνακας των δεδοµένων αλλάζει µε 

τον αντίστοιχο χρόνο. Οι στήλες δεδοµένων είναι σηµειωµένες έγχρωµες για να 

ταιριάζουν µε τις γραµµές που έχουν σχεδιαστεί στα γραφήµατα. Μπορείτε να 

κλείσετε τον πίνακα που εµφανίζει τα δεδοµένα και τον κέρσορα. Επιλέξτε πάλι 

Examine από το µενού Analyze για να κλείσετε την κατάσταση Examine. 

Μπορείτε επίσης να κάνετε κλικ στο κουµπί  Examine για να κλείσετε την 

κατάσταση. 

Μετακίνηση δεδοµένων 
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� Για να αποµακρύνετε µια οµάδα δεδοµένων, µπορείτε να επιλέξετε Delete 

Run από το µενού Data, Ενώ το ποντίκι δείκτης είναι πάνω από το Delete Run θα 

δείτε ένα κατάλογο όλων των αποθηκευµένων δεδοµένων, 

συµπεριλαµβανοµένου του τελευταίου τρεξίµατος.  

� Ακυρώστε όλα τα δεδοµένα εκτός της τελευταίας σειράς µετρήσεων. Το 

γράφηµα της οθόνης θα έχει µόνο τα πρόσφατα δεδοµένα τώρα. 

                    

 

Αλλαγή στο γράφηµα  

   Οποιαδήποτε στήλη των δεδοµένων από µια σειρά µετρήσεων ενός 

πειράµατος µπορεί να σχεδιαστεί σε συνδυασµό µε οποιαδήποτε άλλη στήλη. 

Για παράδειγµα, πιθανόν να θέλετε να σχεδιάσετε την ταχύτητα σαν συνάρτηση 

της θέσης σε κάποια θέµατα. Για να το κάνετε αυτό, πρέπει να αλλάξετε ότι 

υπάρχει στον ένα ή και στους δύο άξονες. 

� Κάντε κλικ στην ετικέτα του y-άξονα. 

   Θα δείτε ένα κουτί διαλόγου µε όλες τις επικεφαλίδες των στηλών στα 

διαθέσιµα δεδοµένα του πίνακα. 

�  Κάντε κλικ στα κουτιά επιλογής έτσι ώστε µόνο η στήλη ταχύτητας να 

σηµειωθεί. 

� Κάντε κλικ στο ΟΚ. 

� Κάντε κλικ στην ετικέτα του Χ-άξονα για να ανοίξετε τον διάλογο επιλογής 

του Χ-άξονα. 

� Κάντε κλικ στο κουµπί επιλογής απόστασης και µετά  στο ΟΚ. 

   Θα δείτε ένα γράφηµα της ταχύτητας σαν συνάρτηση της θέσης. Οι φυσικοί  

το αποκαλούν αυτό γράφηµα φάσης. 
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Τώρα θα αλλάξετε το γράφηµα σε αυτό που έχουµε την ταχύτητα σε συνάρτηση 

µε το χρόνο. 

� Κάντε κλικ στην ετικέτα του Χ-άξονα για να ανοίξετε το διάλογο επιλογής 

του Χ-άξονα. 

� Κάντε κλικ στο κουµπί επιλογής Time και µετά στο ΟΚ. 

   Θα δείτε το γράφηµα της ταχύτητας σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Εφαπτόµενες γραµµές  

   Το Logger Pro µπορεί να σχεδιάσει εφαπτόµενες γραµµές σε οποιαδήποτε 

καµπύλη της οθόνης. 

� Επιλέξτε Tangent από το µενού Analyze ή κάντε κλικ στο κουµπί Tangent 

της  γραµµής  εργαλείων και δείξτε σ’ ένα µέρος των δεδοµένων µε το ποντίκι. 

   Το Logger Pro θα σχεδιάσει την εφαπτόµενη γραµµή στην τρέχουσα θέση του 

δείκτη του ποντικιού. Η κλίση της θα εµφανιστεί στο αντίστοιχο κουτί. (του 

υποµνήµατος). 

� Μετακινείστε το δείκτη για να δείτε άλλες εφαπτόµενες. 

� Κλείστε την κατάσταση Tangent (εφαπτοµένη) µε την επιλογή Tangent 

πάλι από το µενού Analyze ή µπορείτε να χρησιµοποιήσετε τη  γραµµή εργασίας. 

Ολοκληρώµατα  

   Όµοια µε τη συνάρτηση εφαπτοµένη, µπορείτε να ολοκληρώσετε τα δεδοµένα 

σας.  

Για να κάνετε ολοκλήρωση σε µία περιοχή: 

� Επιλέξτε µία περιοχή των δεδοµένων σας µε τη βοήθεια του ποντικιού (το 

κρατάτε πατηµένο κατά τη διάρκεια της επιλογής). 

∆ύο κατακόρυφες ράβδοι θα εµφανιστούν για να δηλώσουν την επιλεγµένη 

περιοχή. 

� Επιλέξτε Integrate από το µενού Analyze ή κάντε κλικ στο κουµπί 

ολοκλήρωσης της µπάρας εργαλείων. 

    Το εµβαδόν µεταξύ της καµπύλης και του οριζόντιου άξονα θα σκιαστεί και το 

αριθµητικό αποτέλεσµα εµφανίζεται σ’ ένα κουτί (που µπορεί να µετακινηθεί) 

όπως θα δείτε στην οθόνη. Μπορείτε να µετακινήσετε αυτό το κουτί σε 

οποιαδήποτε θέση του γραφήµατος  εσείς θέλετε. 

   Για να αποµακρύνετε το ολοκλήρωµα, κάντε κλικ στην επάνω δεξιά γωνία του 

κουτιού µε το αποτέλεσµα. 

   Για να ολοκληρώσετε όλα τα δεδοµένα επιλέξτε ολοκλήρωµα χωρίς επιλογή 

περιοχής στο γράφηµα της οθόνης ή του πίνακα δεδοµένων. 

� Αποµακρύνετε το ολοκλήρωµα κάνοντας κλικ στην επάνω δεξιά γωνία του 

κουτιού µε το αποτέλεσµα. 
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Στατιστική  

� Μπορείτε επίσης µε τη βοήθεια του Logger Pro να υπολογίσετε τη µέση 

τιµή, το µέγιστο, το ελάχιστο και την τυπική απόκλιση µέρους ή όλων των 

δεδοµένων σας. Για να υπολογίσετε αυτά που θέλετε µέρους των δεδοµένων: 

� Επιλέξτε µία περιοχή των δεδοµένων (κρατάτε το ποντίκι πατηµένο κατά 

τη διάρκεια της επιλογής). 

� Επιλέξτε Statistics από το µενού Analyze . Μπορείτε ισοδύναµα να 

πατήσετε το κουµπί Statistics της µπάρας εργαλείων. Ένα δυνάµενο να 

µετακινηθεί κουτί θα εµφανιστεί µε τα αποτελέσµατα. Για να αποµακρύνετε το 

κουτί των αποτελεσµάτων, κάντε κλικ στην επάνω δεξιά γωνία του κουτιού. Αν 

θέλετε επεξεργασία όλων των δεδοµένων, επιλέξτε Statistics χωρίς επιλογή 

περιοχής δεδοµένων. Αν έχετε ήδη επιλέξει δεδοµένα, ακυρώστε την επιλογή 

κάνοντας µία φορά κλικ στην περιοχή του γραφήµατος. Οι κατακόρυφοι ράβδοι 

επιλογής θα εµφανιστούν. Στην συνέχεια θα σας δοθεί ο τρόπος προσαρµογής 

γραµµών και διαφόρων µορφών καµπύλης στα δεδοµένα σας. 

Έξοδος από το Logger Pro  

� Για να εγκαταλείψετε το Logger Pro, επιλέξτε Quit ή Exit από το µενού 

File.Μην σώσετε οποιαδήποτε αλλαγή. 

Προσαρµογή γραµµών και καµπύλων στα δεδοµένα  

Το Logger Pro θα προσαρµόσει µία ποικιλία συναρτήσεων στα δεδοµένα σας 

και µετά θα παραστήσει γραφικά τη συνάρτηση και θα εκθέσει (θα µας δώσει) τα 

στατιστικά στοιχεία της προσαρµογής. 

� Ξεκινήστε το Logger Pro. 

� Επιλέξτε Open από το µενού File. 

� Επιλέξτε το φάκελο Fitting Tutorial από τον οδηγό φάκελο Tutorials και 

κάντε κλικ στο Open. 

   Θεωρούµε ότι έχουµε φορτώσει δείγµα δεδοµένων για να χρησιµοποιήσουµε 

στην εφαρµογή των οδηγιών. 

Προσαρµογή µιας ευθείας στα δεδοµένα  

   Συχνά τα δεδοµένα δείχνουν µία γραµµική τάση και εσείς θέλετε να γνωρίζετε 

την κλίση αυτής της τάσης (ευθεία). Εντοπίστε το τµήµα των δεδοµένων που 

φαίνεται να ακολουθεί λίγο ή πολύ µία ευθεία. ∆εν είναι απαραίτητο να είναι 

ακριβώς ευθεία. 

� Επιλέξτε αυτά τα δεδοµένα µε τη βοήθεια του ποντικιού (Κρατάτε το 

ποντίκι συνέχεια πατηµένο κατά την επιλογή). 
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� Επιλέξτε Linear Fit από το µενού Analyze. Μπορείτε επίσης να κάνετε κλικ 

στο κουµπί Linear Fit της γραµµής εργαλείων.(Αν επιλέξετε την πιο γενική Curve 

Fit θα απαιτηθούν περισσότερα βήµατα). 

   Το Logger Pro θα παραστήσει γραφικά την γραµµή µε την καλύτερη 

προσαρµογή και θα µας δώσει τα στατιστικά αποτελέσµατα προσαρµογής. 

Αποµάκρυνση της προσαρµογής  

    Για να αποµακρύνετε την ευθεία προσαρµογής και τις παραµέτρους, 

� κάντε κλικ στην επάνω δεξιά γωνία του κουτιού των αποτελεσµάτων. 

Προσαρµογή πιο σύνθετων συναρτήσεων στα δεδοµένα  

  Μπορείτε να προσαρµόσετε περισσότερο σύνθετες συναρτήσεις στα 

δεδοµένα σας.  

� Επιλέξτε την περιοχή των δεδοµένων µε το ποντίκι. 

� Επιλέξτε Curve Fit από το µενού Analyze. Μπορείτε επίσης να κάνετε κλικ 

στο κουµπί Curve Fit της γραµµής εργαλείων. Ένα κουτί διαλόγου θα ανοίξει. 

                      

 

   Μπορείτε να επιλέξετε την συνάρτηση που θέλετε από την κυλιόµενη λίστα 

που βρίσκεται κάτω αριστερά, αν κάνετε κλικ σ’ αυτήν. Για το παράδειγµα που 

ακολουθεί: 

� Επιλέξτε την συνάρτηση 2ου βαθµού από τη λίστα Function 

� Επιλέξτε τη στήλη Distance Latest από τη λίστα  Perform Fit On. 

� Κάντε κλικ στο κουµπί Try Fit που βρίσκεται κάτω δεξιά. 

  Θα δείτε µία δοκιµαστική σχεδίαση προσαρµογής (ένα προσχέδιο 

γραφήµατος).        
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   Μπορείτε να τροποποιήσετε την προσαρµογή όπως επιθυµείτε, µε αλλαγή 

της περιοχής επιλογής ή της χρησιµοποιούµενης εξίσωσης και κάνοντας πάλι 

κλικ  στο Try Fit. Όταν είστε ικανοποιηµένοι µε την προσαρµογή: 

� Κάντε κλικ στο OK για να επιστρέψετε στο παράθυρο του κύριου 

γραφήµατος. 

Παρεµβολή  

   Μόλις παρουσιάσετε µία προσαρµογή, µπορείτε να χρησιµοποιήσετε αυτήν 

για να κάνετε παρεµβολή µεταξύ των σηµείων των δεδοµένων. 

� Επιλέξτε Interpolate από το µενού Analyze. 

� Μετακινείστε τον κέρσορα στην επιθυµητή περιοχή και διαβάστε τις 

συντεταγµένες της καµπύλης από το κουτί-υπόµνηµα . Σηµειώστε ότι δεν 

διαβάζετε τις συντεταγµένες των δεδοµένων αλλά της γραµµής προσαρµογής. 

� Κλείστε την κατάσταση παρεµβολής µε επιλογή Interpolate πάλι από το 

µενού Analyze. 

Αποµάκρυνση της προσαρµογής  

   Όπως και πριν, µπορείτε να αποµακρύνετε την προσαρµογή, αν κάνετε κλικ 

στο κουτί Close του κουτιού των αποτελεσµάτων. 

� Αποµακρύνετε την προσαρµογή. 

Έξοδος από το Logger Pro  

� Για να βγείτε από το Logger Pro επιλέξτε Quit ή Exit από το µενού File. 

Μην σώσετε οποιαδήποτε αλλαγή. 

Αποθήκευση, εκτύπωση και µεταφορά δεδοµένων     

Μόλις έχετε στη διάθεσή σας κάποια χρήσιµα δεδοµένα, πιθανόν να θέλετε να 

τα σώσετε σε µία δισκέτα ή στο σκληρό δίσκο για µελλοντική χρήση, να τα 

τυπώσετε ή να τα µεταφέρετε σε άλλη εφαρµογή. Θα δούµε στη συνέχεια πώς 

γίνονται αυτά.  

Έστω ότι έχουµε ορισµένα δεδοµένα. Για να τα χρησιµοποιήσουµε κάνουµε τα 

εξής: 

� Ξεκινήστε το Logger Pro. 

� Επιλέξτε Open από το µενού File και στη συνέχεια Fitting Tutorial από τον 

οδηγό-φάκελο Tutorials. 

� Κάντε κλικ σ’ αυτό για να το επιλέξετε και κλικ στο Open. 

Αποθήκευση φακέλου πειράµατος  

   Είναι πολύ χρήσιµο να σώσουµε την τρέχουσα κατάσταση του Logger Pro σ’ 

ένα φάκελο. Για παράδειγµα είναι πιθανόν να διαµορφώσετε το Logger Pro για 

να καταφέρετε να κάνετε ένα ειδικό πείραµα. Γι’ αυτό θα πρέπει να κάνετε 

ρύθµιση και να πάρετε δείγµα δεδοµένων. Όλη η εργασία µπορεί να 



20 

χρησιµοποιηθεί πάλι αργότερα, µε άνοιγµα ενός φακέλου. Ένας τέτοιος φάκελος 

πειράµατος περιέχει το σύνολο της Logger Pro κατάστασης. Ο αισθητήρας 

διαµόρφωσης περιλαµβάνει ρύθµιση  (είτε από το φάκελο είτε τυπική), τη  

δηµιουργία του γραφήµατος και οποιαδήποτε δεδοµένα έχουν συλλεγεί ή 

αποθηκευτεί. 

Σαν άσκηση, θα αποθηκεύσουµε ένα αντίγραφο του φακέλου του πειράµατος σε 

µία δισκέτα. 

� Τοποθετείστε µία κατάλληλα διαµορφωµένη δισκέτα στον υπολογιστή σας. 

� Επιλέξτε Save As από το µενού File. 

� Από το µενού της κορυφής του κουτιού επιλογής επιλέξτε Floppy disk 

drive. 

Θα κληθείτε να επιλέξετε ονοµασία φακέλου και µία θέση για τοποθέτηση του 

φακέλου. Βεβαιωθείτε ότι γνωρίζετε σε ποιόν οδηγό-φάκελο θα σώσετε τον 

φάκελο. Αν δεν είστε σίγουρος  που να τοποθετήσετε τον φάκελο, ζητείστε 

οδηγίες. 

� Εισάγετε ένα όνοµα για τον φάκελο διαφορετικό από Fitting Tutorial. 

� Κάντε κλικ στο ΟΚ για να αποθηκεύσετε τον φάκελό σας. 

Επανάκτηση ενός φακέλου πειράµατος  

   Μετά την αποθήκευση του πειράµατος στο δίσκο, µπορείτε να το 

επανακτήσετε µε επιλογή Open από το µενού File όπως κάναµε στην αρχή των 

οδηγιών. ∆εν είναι αναγκαίο να το κάνετε τώρα. 

Εκτύπωση ενός γραφήµατος  

   Όταν έχετε το γράφηµα που θέλετε, µπορείτε να το εκτυπώσετε. 

� Κάντε κλικ στο γράφηµα της οθόνης και επιλέξτε το. 

� Κάντε κλικ στο εικονίδιο του εκτυπωτή στη γραµµή εργαλείων. 

� Κάντε κλικ στο Print ή στο ΟΚ όπως χρειάζεται στον υπολογιστή σας. 

Το γράφηµά σας θα εκτυπωθεί. 

Εκτύπωση δεδοµένων  

   Μπορείτε επίσης να τυπώσετε τον πίνακα των δεδοµένων µε επιλογή και κλικ 

στο εικονίδιο του εκτυπωτή, αλλά να είστε προσεκτικοί. Είναι εύκολο να 

αποκτήσουµε αρκετές σελίδες δεδοµένων. Μπορείτε αν θέλετε να µειώσετε τον 

αριθµό των δεδοµένων που συλλέγονται όταν αρχίζει το πείραµα. Στο µενού 

επιλογών µπορείτε να καθορίσετε τι θα εκτυπωθεί. 

Μεταφορά δεδοµένων σε άλλες εφαρµογές  

   Πιθανόν να θέλετε να αντιγράψετε δεδοµένα σε φύλλο εργασίας ή πρόγραµµα 

γραφηµάτων. 
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� Κάντε κλικ στο κουµπί All στο πάνω αριστερό σηµείο του πίνακα 

δεδοµένων για να επιλέξετε τα δεδοµένα. 

� Επιλέξτε Copy στο µενού Edit. Σύντοµα θα ανοίξετε την αντίστοιχη 

εφαρµογή. ∆εν είναι αναγκαίο να βγείτε από το Logger Pro.Στην πραγµατικότητα 

είναι πιο εύκολο να αφήσετε σε τέτοια κατάσταση το Logger Pro, ώστε να 

µπορείτε να επιστρέψετε σε αυτό αργότερα. 

� Ξεκινείστε την εφαρµογή. 

� Καθορίστε το σηµείο εισαγωγής ή το ενεργό κελί στο πάνω αριστερό 

σηµείο της περιοχής που θέλετε να τοποθετηθούν τα δεδοµένα σας. 

� Επιλέξτε Paste από το µενού Edit. 

  Τα  δεδοµένα σας θα τοποθετηθούν στην εφαρµογή, έτοιµα για περαιτέρω 

ανάλυση. 

Έξοδος από το Logger Pro  

� Για να βγείτε από το Logger Pro θα επιλέξετε Quit ή Exit από το µενού File. 

Μη σώσετε τις αλλαγές. 

� Εντοπίστε το φάκελο πειράµατος που σώσατε προηγουµένως και 

ακυρώστε το (όχι το Fitting Tutorial File). 

∆ηµιουργία νέων στηλών  

   Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το Logger Pro για να υπολογίσετε νέες στήλες 

δεδοµένων που βασίζονται στα δεδοµένα των αισθητήρων. Θα δούµε πώς 

δηµιουργείται µία τέτοια στήλη. 

� Ξεκινήστε το Logger Pro. 

� Επιλέξτε Open  από το µενού File. 

� Επιλέξτε το φάκελο Column Tutorial από τον οδηγό-φάκελο Tutorials και 

κάντε κλικ στο Open. 

   Θεωρούµε ότι έχουµε δείγµα δεδοµένων για χρήση στη συνέχεια. 

Έρευνα στα δεδοµένα   

  Αρχικά, δείτε την οθόνη µε τον πίνακα των δεδοµένων. Θα δείτε στήλες π.χ. 

πίεσης και όγκου. Αυτά είναι δεδοµένα από πείραµα µελέτης  της σχέσης µεταξύ 

όγκου και πίεσης ενός αερίου σε σταθερή θερµοκρασία. 
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∆ηµιουργία νέας στήλης υπολογισµού  

   Ας δηµιουργήσουµε µία νέα στήλη που περιέχει το αντίστροφο της στήλης  

της πίεσης. Για να δηµιουργήσουµε τη στήλη 

� Επιλέξτε New Column→→→→ Formula από το µενού Data. 

Θα δείτε το νέο κουτί διαλόγου. Είστε έτοιµοι να συµπληρώσετε τα πεδία των 

ετικετών όπως φαίνετε παρακάτω: 

                      

 

    Αρχικά είναι αναγκαίο να ονοµάσουµε τη στήλη και να προσθέσουµε 

µονάδες. Η ετικέτα επιτρέπει να ονοµάσετε τη στήλη. Η ονοµασία θα 

χρησιµοποιηθεί στη στήλη και στο γράφηµα. 

Γι’ αυτό το παράδειγµα: 
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� Στο πεδίο Long Name εισάγουµε 1/Pressure, και 1/Ρ  στο πεδίο Short 

Name. 

� Στο πεδίο Units εισάγουµε 1/atm. 

� Επιλέξτε Point Protection και το χρώµα που θέλετε. 

   Στη συνέχεια ανοίξετε το δεύτερο κουτί επιλογής του κουτιού διαλόγου της 

νέας στήλης (Definition). 

� Κάντε κλικ στο Definition στην επάνω αριστερά περιοχή του κουτιού 

διαλόγου. 

                      

 

    Σ’ αυτό το κουτί διαλόγου θα εισάγετε τον τύπο για τον υπολογισµό των 

περιεχοµένων της νέας στήλης. 

� Κάντε κλικ στο πεδίο Equation για να τοποθετήσετε τον κέρσορα που 

αναβοσβήνει εκεί. 

� Τυπώστε  1/ 

� Επιλέξτε  Pressure από την κυλιόµενη λίστα επιλογής. 

   Θα διαβάσετε στο πεδίο της εξίσωσης 1/”Pressure”. 

   Αυτό σηµαίνει ότι η νέα στήλη θα περιέχει το αντίστροφο της στήλης Pressure 

(µε αντιστοιχία των γραµµών). 

Υπάρχει επίσης µία λίστα µαθηµατικών συναρτήσεων τέτοιων όπως log, 

διαθέσιµες για δηµιουργία τύπων. 

   Γι’ αυτό το παράδειγµα δεν χρειάζεται να την χρησιµοποιήσετε. 

� Κάντε κλικ στο Try New Column για να δείτε το αποτέλεσµα των ενεργειών 

σας. Θα δείτε τη στήλη που φτιάξατε στον Υ-άξονα. 

  Για να κάνετε δεκτή τη νέα στήλη, 
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� Κάντε κλικ στο ΟΚ. 

   Θα δείτε ένα γράφηµα δεδοµένων λόγω της νέας στήλης. 

                       

   Σηµειώστε ότι το παράθυρο δεδοµένων κρατάει τη νέα στήλη όπως επίσης 

και τις αρχικές στήλες. 

   Σ’ αυτό το παράδειγµα το γράφηµα της 1/Ρ σε σχέση µε τον όγκο V είναι µία 

ευθεία που επιβεβαιώνει ότι η πίεση είναι αντιστρόφως ανάλογη του όγκου ( 

Νόµος Boyle). 

Είναι εύκολο να το δείτε µε τη στήλη που φτιάξαµε, αλλά πιο δύσκολο να το 

συµπεράνετε από τα αρχικά δεδοµένα. 

  Αν θέλετε να προσαρµόσετε µία ευθεία γραµµή στα νέα δεδοµένα:::: 

� Kάντε κλικ στο κουµπί Linear Fit της γραµµής εργαλείων (βλέπε και 

οδηγίες προηγούµενης αντίστοιχης παραγράφου). 

   Αν δείτε προσεκτικά το αποτέλεσµα, η προσαρµογή είναι τέτοια που δύσκολα 

θα δείτε τη γραµµή προσαρµογής. 

Έξοδος από το Logger Pro  

� Βγείτε από το Logger Pro µε επιλογή Quit ή Exit. από το µενού File. Μη 

σώσετε οποιαδήποτε αλλαγή. 

Ρύθµιση  ενός  αισθητήρα 

Για τη δηµιουργία  µιας επιθυµητής νέας  ρύθµισης  του  αισθητήρα  που  θα  

αντικαταστήσει  την ήδη  υπάρχουσα  θα  πρέπει  να  κάνετε  τα  εξής: 

1. Επιλέξτε  Sensors  από  το  µενού  Setup  για  να  ανοίξει  το  κουτί  

διαλόγου  Sensor  Setup. 

2. Κάντε  κλικ  στην  ετικέτα  Calibrate. 

3. Κάντε  κλικ  για  να  ξεκινήσει  η  διαδικασία  της  ρύθµισης. Η  τρέχουσα  

έξοδος  του  αισθητήρα  προβάλλεται  στα  πεδία  εισόδου. 
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4. Τοποθετήστε  τον  αισθητήρα  στο  πρώτο  περιβάλλον  ρύθµισης (π.χ.  

για  τον  αισθητήρα  της  θερµοκρασίας  θα  µπορούσατε  να  χρησιµοποιήσετε 

δοχείο µε νερό που βρίσκεται σε γνωστή  θερµοκρασία). 

5. Εισάγετε  τη  ρύθµιση  γνωστής  τιµής   στο  κουτί  Value1 (π.χ. η  

θερµοκρασία  του  που προσδιορίζεται µε  ανεξάρτητη  µέτρηση 

(χρησιµοποιήστε  θερµόµετρο). 

6. Κάντε  κλικ  για  να  αποθηκεύσετε  την  τιµή  αυτή. 

7. Τοποθετήστε  τον  αισθητήρα  σε  ένα  δεύτερο  περιβάλλον  ρύθµισης 

(π.χ. σε  δοχείο  νερού  µιας  άλλης  γνωστής  θερµοκρασίας) 

8. Εισάγετε  αυτή  τη  γνωστή  τιµή(π.χ.  τη  θερµοκρασία)  στο  κουτί  Value2. 

9. Κάντε  κλικ  για  να  αποθηκεύσετε την  τιµή  αυτή.  

Αν  θέλετε  να  σώσετε  τη  ρύθµιση  που  κάνατε   για  τον  αισθητήρα  κάντε  

κλικ  στο  κουτί  Save.Το  κουτί  διαλόγου  Save Calibration  θα  ανοίξει . 

10. Κάντε  κλικ  για  να  ολοκληρωθεί  η  διαδικασία  της  ρύθµισης. 

Σηµείωση:Για  πιο  καλά  αποτελέσµατα  τα  δύο  σηµεία  της  ρύθµισης  θα  

πρέπει  να  καλύπτουν  την  περιοχή στην  οποία προβλέπετε  ότι  θα  βρεθούν  

τα  αποτελέσµατα  του  πειράµατος. 
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                                              ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο     
 

ΠΕΙΡΑΜΑ 1: ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ ΣΤΙΣ ΕΚΡΗΞΕΙΣ 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ: 

1. ∆υναµικό αµαξίδιο µε µάζα (ΜΕ-9430) 

2. Αµαξίδιο σύγκρουσης(ΜΕ-9454) 

3. Τροχιά αµαξιδίων 

4. Μετροταινία 

5. Ζυγαριά 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

Σκοπός  

Ο σκοπός αυτού του πειράµατος είναι να δείξει τη διατήρηση της ορµής για δυο 

αµαξίδια που απωθούνται το ένα από το άλλο. 

Θεωρία 

Όταν δύο αµαξίδια απωθούνται το ένα από το άλλο και δεν υπάρχει 

συνισταµένη εξωτερική δύναµη η ολική ορµή του συστήµατος των δύο αµαξιδίων 

διατηρείται. Επειδή το σύστηµα αρχικά ηρεµεί οι τελικές ορµές των δύο 

αµαξιδίων θα είναι αντίθετες (ίσο µέτρο και αντίθετη φορά) έτσι ώστε η ολική 

ορµή του συστήµατος να παραµένει µηδέν. 

 

 

Έτσι ο λόγος της τελικής ταχύτητας των αµαξιδίων είναι ίση µε τον αντίστροφο 

λόγο των µαζών των  αµαξιδίων. 

                        
1

2

2

1

m

m

u

u
====  

Για να απλοποιήσουµε το πείραµα, το αρχικό σηµείο της ισορροπίας των δυο 

αµαξιδίων έχει επιλεγεί έτσι ώστε τα δύο αµαξίδια να φτάνουν στο τέλος της 

τροχιάς ταυτόχρονα. Η ταχύτητα, που είναι η µετατόπιση δια του χρόνου, µπορεί 

να προσδιοριστεί µε µέτρηση της µετατόπισης και του χρόνου κίνησης που είναι 

ο ίδιος για τα δύο αµαξίδια. 
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∆∆∆∆
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∆∆∆∆

∆∆∆∆
∆∆∆∆

∆∆∆∆

====  

Έτσι ο λόγος των µετατοπίσεων είναι ίσος µε τον αντίστροφο λόγο των µαζών.  

02211 ====−−−−==== umump
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Εκτέλεση πειράματος  

Ρυθµίστε την τροχιά µε τοποθέτηση πάνω σ΄ αυτήν ενός αµαξιδίου για να δείτε 

προς πια κατεύθυνση κινείται. Ρυθµίστε τα πόδια για να ανυψώσετε ή να 

χαµηλώσετε τα άκρα της τροχιάς έως ότου το αµαξίδιο που τοποθετούµε σε 

ηρεµία συνεχίζει  να µην κινείται.   

Σχ. 1.1 Στήσιµο εξοπλισµού Ρυθµιστικό πόδι 

6.  

 

 

7. Για κάθε µία από τις ακόλουθες περιπτώσεις τοποθετήστε τα 

δυο αµαξίδια το ένα απέναντι από το άλλο µε το έµβολο των δυναµικών 

αµαξιδίων τοποθετηµένο εντελώς µέσα. Απελευθερώστε το έµβολο χτυπώντας το 

µε ένα χάρακα και παρακολουθήστε την κίνηση των δύο αµαξιδίων προς τα άκρα 

της τροχιάς. Πειραµατιστείτε µε διαφορετικά σηµεία εκκίνησης έως ότου τα δύο 

αµαξίδια φτάσουν στο αντίστοιχο άκρο της τροχιάς στον ίδιο χρόνο. Έπειτα 

ζυγίστε τα δύο αµαξίδια και καταγράψτε τις µάζες και τις µετατοπίσεις από τα 

σηµεία εκκίνησης στον πίνακα 1.1. 

1η Περίπτωση: Αµαξίδια µε ίδια µάζα (χρησιµοποιήστε δύο αµαξίδια χωρίς 

πρόσθετες µάζες) 

2η περίπτωση: Αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες (τοποθετήστε µια πρόσθετη 

µάζα στο ένα αµαξίδιο και καµία στο άλλο) 

3η περίπτωση:Αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες (τοποθετήστε δύο επιπλέον 

πρόσθετες µάζες στο ένα αµαξίδιο και καµία στο άλλο) 

4η περίπτωση: Αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες (τοποθετήστε δύο πρόσθετες 

µάζες στο ένα αµαξίδιο και µία πρόσθετη µάζα στο άλλο) 
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                                                  ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 

 ΜΑΖΑ 1  ΜΑΖΑ 2    ΘΕΣΗ    ∆ Χ1      ∆Χ2 ∆Χ1 / ∆Χ2 Μ2 / Μ1 

       

       

       

       

 

Ανάλυση δεδομένων  

• Για κάθε µία από τις περιπτώσεις υπολογίστε την απόσταση από το 

σηµείο εκκίνησης έως το τέλος της τροχιάς. Καταγράψτε το αποτέλεσµα στον 

πίνακα 1.1. 

• Υπολογίστε το λόγο των µετατοπίσεων και καταγράψτε τον στον πίνακα. 

• Υπολογίστε το λόγο των µαζών και καταγράψτε τον στον πίνακα. 

Ερωτήσεις 

1. Είναι ο λόγος των µετατοπίσεων ίσος µε το λόγο των µαζών σε κάθε 

περίπτωση; Με άλλα λόγια η ορµή διατηρείται; 

2. Όταν αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες απωθούνται το ένα από το άλλο ποιο 

αµαξίδιο έχει τη µεγαλύτερη ορµή; 

3. Όταν τα αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες αποµακρύνονται το ένα από το άλλο 

ποιο έχει µεγαλύτερη κινητική ενέργεια; 

4. Το σηµείο εκκίνησης εξαρτάται από ποιο αµαξίδιο έχει πιεσµένο το έµβολο; 

Γιατί; 

Παρατηρήσεις- Μετρήσεις 

• Μετρήσεις 

Πίνακας 1.1 

Μάζα1( g) Μάζα2( g) Θέση       ∆Χ1       ∆Χ2 ∆Χ1/∆Χ2  M2/M1 

  681.11   688.57   114      101        99     1.020    1.011 

1171.00   688.57     95        48        80     0.600    0.588 

1660.89   688.57   110         42        95     0.442    0.414 

1660.89 1178.46     91         51        69     0.739    0.710 
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• Παρατηρήσεις 

1. Πριν αρχίσουµε την άσκηση πρέπει να γίνεται επιµελής καθαρισµός της 

τροχιάς . Αυτό να επαναλαµβάνεται σε κάθε άσκηση. 

2. Οι µάζες πρέπει να προστίθενται οµοιόµορφα. 

3. Ο αισθητήρας  µπορεί να χρησιµοποιηθεί για προσδιορισµό της θέσης των 

αµαξιδίων , αλλά η µέτρηση µπορεί να γίνει και χωρίς την  χρήση αισθητήρα. 

4. Υπάρχει δυσκολία στην έναρξη της κίνησης , λόγω του µηχανισµού που 

χρησιµοποιείται. 

5. Η αρχική θέση και οι αποστάσεις που διανύουν τα αµαξίδια επιλέγονται έτσι 

ώστε να εκτελείται κατά το καλύτερο δυνατόν η άσκηση. 

Στην πειραµατική διαδικασία µπορεί να εξεταστεί αν παίζει ρόλο σε ποιο αµαξίδιο βρίσκεται ο 

µηχανισµός εκκίνησης. 
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   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
ο             

 

ΠΕΙΡΑΜΑ 2: ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ ΣΤΙΣ ΚΡΟΥΣΕΙΣ 

 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ 

1. ∆υναµικό αµαξίδιο και σετ µε µάζες(ΜΕ-9430) 

2. Αµαξίδιο σύγκρουσης(ΜΕ-9454) 

3. (2) Σετ από µαγνήτες που έχουν τοποθετηθεί. 

4. Τροχιά δυναµικών αµαξιδίων 

5. Χαρτί (Μιλιµετρέ) 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

ΣΚΟΠΟΣ 

Ο σκοπός αυτού του πειράµατος είναι η παρατήρηση της αρχή διατήρησης της 

ορµής για τις ελαστικές και πλαστικές κρούσεις. 

ΘΕΩΡΙΑ 

Όταν δύο αµαξίδια συγκρούονται, η ολική ορµή 
→→→→→→→→

==== ump  και των δύο αµαξιδίων 

διατηρείται ανεξάρτητα από το είδος της κρούσης. Ελαστική κρούση έχουµε όταν 

η κινητική ενέργεια του συστήµατος των δύο αµαξιδίων δεν µειώνεται κατά την 

κρούση. Σ’ αυτό το πείραµα, το σύστηµα των µαγνητών χρησιµοποιείται για να 

ελαττώσει τις απώλειες ενέργειας από τις τριβές κατά τη διάρκεια της κρούσης. 

Πλαστική κρούση είναι όταν τα αµαξίδια µετά τη κρούση µένουν ενωµένα. 

ΕΚΤΕΛΕΣΗ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

1. Ρυθµίστε την τροχιά µε τοποθέτηση πάνω σ΄ αυτήν ενός αµαξιδίου για να 

δείτε προς πια κατεύθυνση κινείται. Ρυθµίστε τα πόδια για να ανυψώσετε ή 

να χαµηλώσετε τα άκρα της τροχιάς έως ότου το αµαξίδιο που 

τοποθετούµε σε ηρεµία συνεχίζει  να µην κινείται.   

2. Σχεδιάστε δύο διαγράµµατα( ένα πριν τη κρούση και ένα µετά τη κρούση ) 

για κάθε µία από τις ακόλουθες περιπτώσεις. Σε κάθε διάγραµµα, το µήκος 

του διανύσµατος της ταχύτητας κάθε αµαξιδίου θα αντιστοιχεί στην 

ταχύτητά του. 
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                                  ΜΕΡΟΣ 1
Ο
 : ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ 

Α. ΑΜΑΞΙΔΙΑ ΜΕ ΙΣΕΣ ΜΑΖΕΣ 

8. Τοποθετήστε τα δύο αµαξίδια  έτσι ώστε τα µέρη που έχουν 

τους µαγνήτες να είναι το ένα απέναντι από το άλλο. 

Περίπτωση 1ο
 Τοποθετήστε ένα αµαξίδιο σε ηρεµία στο µέσο της τροχιάς. 

∆ώστε στο άλλο αµαξίδιο µία αρχική ταχύτητα µε κατεύθυνση προς το αµαξίδιο 

που ισορροπεί. 

Περίπτωση 2ο
 Τοποθετήστε τα αµαξίδια το ένα στη µια άκρη και το άλλο στη 

άλλη άκρη της τροχιάς. ∆ώστε σε κάθε ένα αµαξίδιο περίπου την ίδια ταχύτητα 

µε κατεύθυνση από το ένα προς το άλλο. (Βλέπε παρατήρηση 3) 

Περίπτωση 3ο Τοποθετήστε και τα δύο αµαξίδια στο ένα άκρο της τροχιάς. 

∆ώστε στο πρώτο αµαξίδιο µία µικρή ταχύτητα και στο δεύτερο αµαξίδιο µία 

µεγαλύτερη ταχύτητα έτσι ώστε το δεύτερο αµαξίδιο να προλάβει το πρώτο 

αµαξίδιο.  

 

Σχ. 2.1 Στήσιµο εξοπλισµού 

Β. ΑΜΑΞΙΔΙΑ ΜΕ ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ ΜΑΖΕΣ 

Τοποθετήστε δύο πρόσθετες µάζες σε ένα από τα δύο αµαξίδια έτσι ώστε η 

µάζα του ενός αµαξιδίου να είναι περίπου τρεις φορές (3Μ) τη µάζα του άλλου 

αµαξιδίου (1Μ).  

Περίπτωση 1η
: Τοποθετήστε το αµαξίδιο 3Μ σε ηρεµία στο µέσο της τροχιάς. 

∆ώστε στο αµαξίδιο 1Μ µια αρχική ταχύτητα  προς το αµαξίδιο 3Μ. 

Περίπτωση 2η: Τοποθετήστε το αµαξίδιο 1Μ στο µέσο της τροχιάς. ∆ώστε στο 

αµαξίδιο 3Μ µια αρχική ταχύτητα  προς το αµαξίδιο 1Μ. 

Περίπτωση 3η: Τοποθετήστε τα δύο αµαξίδια στα δύο άκρα της τροχιάς. 

∆ώστε σε κάθε ένα αµαξίδιο περίπου την ίδια ταχύτητα ώστε να κινούνται το ένα 

προς το άλλο.  

Περίπτωση 4η: Τοποθετήστε και τα δυο αµαξίδια στο ένα άκρο της τροχιάς. 

∆ώστε στο πρώτο αµαξίδιο µια µικρή ταχύτητα και στο δεύτερο µια µεγαλύτερη 
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ταχύτητα έτσι ώστε το δεύτερο αµαξίδιο να φτάσει το πρώτο. Κάντε αυτό και για 

τις δύο περιπτώσεις: Με το 1Μ πρώτο και µετά µε το 3Μ πρώτο.  

                           ΜΕΡΟΣ 2
Ο
 :ΠΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ 

  

3. Προσανατολίστε τα δύο αµαξίδια έτσι ώστε όταν έρθουν σε επαφή να 

γίνουν ένα µε την βοήθεια των µαγνητών. Βεβαιωθείτε ότι το έµβολο είναι 

πιεσµένο απόλυτα µέσα έτσι ώστε να µην εµποδίζει την κρούση.  

4. Επαναλάβατε την ίδια διαδικασία που αναφέρεται στο πρώτο µέρος για 

αµαξίδια µε ίσες µάζες και αµαξίδια µε διαφορετικές µάζες.  

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

1. Όταν τα αµαξίδια έχουν την ίδια µάζα και αντίθετες ταχύτητες (ίσα µέτρα και 

αντίθετη φορά) και κολλούν µεταξύ τους, αυτά σταµατούν. Τι συµβαίνει µε την 

ορµή κάθε αµαξιδίου; Η ολική ορµή διατηρείται; 

2. Όταν τα δύο αµαξίδια έχουν την ίδια µάζα, αντίθετες ταχύτητες και 

συγκρούονται ελαστικά, ποια είναι η ολική τελική ορµή του συστήµατος των δύο 

αµαξιδίων;    

Παρατηρήσεις 

1. Χωρίς κάποια µέθοδο µέτρησης των ταχυτήτων των αµαξιδίων,  η άσκηση 

αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για ποιοτική ανάλυση (π.χ. στο Α τα 

αµαξίδια ανταλλάσσουν ταχύτητες. 

2. Η ταχύτητα των δύο αµαξιδίων θα µπορούσε να µετρηθεί µε τους αισθητήρες 

αν το λογισµικό του Logger Pro µπορούσε να δώσει συγχρόνως και τις δύο 

ταχύτητες. Στο υπάρχον λογισµικό µπορεί να µετρηθεί η ταχύτητα καθενός 

αµαξιδίου αλλά όχι συγχρόνως. 

3. Είναι πρακτικώς αδύνατο να δώσουµε την ίδια ταχύτητα στα δύο αµαξίδια σε 

όποια περίπτωση αυτό ζητείται. 
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
ο

 

 

Πείραμα 3 : Απλός αρμονικός ταλαντωτής. 

 

 

Απαιτούµενος εξοπλισµός. 

• ∆υναµικό αµαξίδιο µε µάζα (ΜΕ-9430)  

• ∆ύο (2) ελατήρια.  

• Άγκιστρο µάζας και σετ µαζών (ΜΕ-9348)  

• Σκοινί.  

• Μιλιµετρέ χαρτί για γραφικές παραστάσεις.  

• Τροχιά για το δυναµικό αµαξίδιο.  

• Τροχαλία µε σφιγκτήρα.  

• Χρονόµετρο.  

• Ζυγαριά (για υπολογισµό των µαζών). 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

Σκοπός 

Σκοπός της άσκησης είναι η µέτρηση της περιόδου της ταλάντωσης ενός 

συστήµατος ελατηρίου-µάζας και η σύγκριση της µε τη θεωρητική τιµή της. 

 

Θεωρία 

Για µια µάζα προσδεδεµένη σε ένα ελατήριο, η θεωρητική περίοδος της 

ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση   
Κ

=Τ
m

π2 , όπου Τ είναι ο χρόνος για µια 

πλήρη ταλάντωση, m είναι η µάζα που ταλαντώνεται και Κ η σταθερά του 

ελατηρίου. 

Σύµφωνα µε το νόµο του Hooke, η δύναµη που ασκείται από το ελατήριο είναι 

ανάλογη µε την παραµόρφωση F =-Κ.x , όπου Κ είναι η σταθερά αναλογίας. Έτσι 

η σταθερά του ελατηρίου µπορεί πειραµατικά να προσδιοριστεί µε την εφαρµογή 

διαφόρων δυνάµεων και τη µέτρηση των αντιστοίχων παραµορφώσεων του 

ελατηρίου.  Από το γράφηµα της δύναµης σε συνάρτηση της παραµόρφωσης, 

µπορούµε να προσδιορίσουµε τη σταθερά Κ 

Πειραµατική διαδικασία 

Μετρήσεις για τον υπολογισµό της θεωρητικής περιόδου 
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1. Χρησιµοποιήστε τη ζυγαριά για να βρείτε, τη µάζα του αµαξιδίου. Σηµειώστε 

αυτή την τιµή στην αντίστοιχη θέση του πιν.3.1. 

2. Με τη βοήθεια του αµαξιδίου τοποθετήστε την τροχιά σε οριζόντια θέση. Η 

ρύθµιση θα γίνει µε την βοήθεια των ποδιών - στηριγµάτων της τροχιάς. Η 

ρύθµιση γίνεται µέχρις ότου το αµαξίδιο που θα τοποθετήσουµε στην τροχιά σε 

ηρεµία συνεχίζει να παραµένει ακίνητο. Τοποθετήστε την τροχαλία µε την 

βοήθεια του σφιγκτήρα στο ένα άκρο της τροχιάς. 

3. Τοποθετήστε το αµαξίδιο στην τροχιά και προσδέστε ένα ελατήριο σε κάθε 

άκρο του αµαξιδίου µε τη βοήθεια της κατάλληλης υποδοχής . Προσδέστε το άλλο 

άκρο κάθε ελατηρίου στα άκρα της τροχιάς. (βλέπε σχήµα 3.1) 

4. Προσδέστε ένα σκοινί στο ένα άκρο του αµαξιδίου και κρεµάστε ένα "φορέα" 

µάζας µέσω της τροχαλίας όπως στο σχήµα 3.1. 

5. Σηµειώστε τη θέση ισορροπίας στον πίν. 3.1. 

6.Προσθέστε µια µάζα στον "φορέα" µάζας και σηµειώστε τη νέα θέση. 

Επαναλάβετε το ίδιο για πέντε(5) διαφορετικές µάζες, προσέχοντας να µην 

τεντώσετε υπερβολικά τα ελατήρια. Επειδή και τα δύο ελατήρια δρούν στην µάζα, 

η µέθοδος αυτή θα δώσει την ενεργό (πραγµατική) σταθερά ελατηρίου και για τα 

δύο ελατήρια. 

 

Σχήµα  3.1 Στήσιµο  του  εξοπλισµού.  

∆εδοµένα και ανάλυση 

Πίνακας 3.1 

        Μάζα αµαξιδίου     Θέση ισορροπίας 

Προστιθέµενες 

µάζες 

Θέση Μετατόπιση 

από ισορροπία 

∆ύναµη  (mg) 

    

    

    

    

    

 

Μέτρηση της πειραµατικής περιόδου 
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1. Μετακινήστε το αµαξίδιο από την θέση ισορροπίας κατά ορισµένη απόσταση 

και αφήστε το ελεύθερο. Μετρήστε το χρόνο πέντε(5) ταλαντώσεων και 

σηµειώστε το χρόνο στον πίν. 3.2. 

2. Επαναλάβετε τη µέτρηση τουλάχιστον πέντε(5) φορές, µε την ίδια αρχική 

µετατόπιση (πλάτος). 

3. Προσθέστε µια µάζα 500 g στο αµαξίδιο. Μετρήστε το χρόνο, πέντε(5) 

ταλαντώσεων, πέντε(5) φορές και σηµειώστε αυτά τα δεδοµένα στον πίν. 3.2. 

  Υπολογισµοί   

Θεωρητική περίοδος 

1.Με χρήση των δεδοµένων του πιν.3.1 ,σχεδιάστε το γράφηµα της δύναµης σα 

συνάρτηση  της µετατόπισης. Σχεδιάστε την βέλτιστη ευθεία µε την βοήθεια των 

δεδοµένων και προσδιορίστε την κλίση της ευθείας. Η κλίση ισούται µε την 

ενεργό (πραγµατική) σταθερά Κ του ελατηρίου. 

Κ=��� 

2. Με χρήση της µάζας του αµαξιδίου και της σταθεράς του ελατηρίου , 

υπολογίστε την περίοδο µε την βοήθεια της θεωρητικής σχέσης               

Κ
=Τ

m
π2 . Επίσης υπολογίστε τη θεωρητική περίοδο για το αµαξίδιο µε µάζα 

500g σ' αυτό. 

 

  Αµαξίδιο(χωρίς επιπρόσθετη µάζα)  : Τ=��� 

 

  Αµαξίδιο µε µάζα : Τ= ��� 

  

Πειραµατική περίοδος  

 

1. Με χρήση των δεδοµένων του πίν.3.2, υπολογίστε την µέση τιµή για (πέντε) 5 

ταλαντώσεις µε και χωρίς τη µάζα των 500g στο αµαξίδιο. 

2.Υπολογίστε την περίοδο µε διαίρεση αυτών των τιµών µε το 5. Σηµειώστε τις 

περιόδους στον πίν.3.2. 

 

 

 

 

Πίνακας  3.2 
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Μέτρηση Χρόνος  πέντε 

ταλαντώσεων 

Περίοδος 

                 1   

Χωρίς  

επιπρόσθετη   

µάζα   

                 2  

                 3  

                 4  

                 5  

        Μέση  τιµή  

                 1    

Με  

επιπρόσθετη  

µάζα 

                 2  

                 3  

                 4  

                 5  

          Μέση  τιµή  

                     

Σύγκριση 

Υπολογίστε την % διαφορά µεταξύ των µετρούµενων και  θεωρητικών  τιµών : 

 

(Αµαξίδιο χωρίς  επιπρόσθετη µάζα) ∆ιαφορά%=��� 

  

 

 (Αµαξίδιο µε µάζα)                            ∆ιαφορά%=��� 

 

Ερωτήσεις  

1.Αυξάνεται  ή  µειώνεται  η  περίοδος  της  ταλάντωσης  όταν  η  µάζα 

αυξάνεται;;;; Ένα  αµαξίδιο  µε  µεγαλύτερη  µάζα  κάνει  ταλαντώσεις  πιο  

γρήγορα  ή  πιο  αργά;;;; 

2.Αν  η  αρχική  µετατόπιση  από  την  ισορροπία  αλλάξει , η περίοδος  της  

ταλάντωσης  αλλάζει;;;; ∆οκιµάστε  το. 
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Μετρήσεις – Παρατηρήσεις 

• Μετρήσεις  

Μάζα αµαξιδίου: 693.21g 

Θέση ισορροπίας: 1.325m 

Πίνακας 3.1 

Προστιθέµενες 

µάζες (g) 

    Θέση (m) Μετατόπιση από 

ισορροπία (m) 

 ∆ύναµη (mg) 

        (Ν) 

            30         1.372        0.047         0.3 

            50         1.403        0.078         0.5 

            80         1.450        0.125         0.8 

          130         1.528        0.203         1.3 

          230         1.684        0.359         2.3 

 

Πίνακας 3.2 

 

            Μέτρηση Χρόνος 5 ταλαντώσεων   Περίοδος 

                  1               10.8 Χωρίς  επιπρόσθετη 

µάζα                   2               10.5 

                  3               10.7 

                  4               10.5 

                  5               10.6 

         Μέση τιµή              10.62 

                 1               13.7 Με επιπρόσθετη µάζα 

            500g                  2               13.8 

                 3               13.5 

                 4               13.6 

                 5               13.7 

        Μέση τιµή               13.66 

 

• Παρατηρήσεις 

1. Ο αισθητήρας πρέπει να βλέπει το κινούµενο σώµα. Για το λόγο αυτό πρέπει 

να χρησιµοποιήσουµε βάθρο, πάνω στο οποίο τοποθετούµε τον αισθητήρα. 

2. Αν θέλετε καλλίτερα αποτελέσµατα να χρησιµοποιήσετε µάζες 10-50g. στο 

πρώτο µέρος της άσκησης για τον προσδιορισµό της σταθεράς k 

3. Αν η γραφική παράσταση της ταλάντωσης εµφανίζει παραµορφώσεις θα 

πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µικρότερο πλάτος ταλάντωσης. 
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4. Ενδεικτική περίπτωση θέσεων, είναι να τοποθετήσουµε τον αισθητήρα στην 

θέση 100 (πάνω σε βάθρο για να βλέπει το πέτασµα), το πέτασµα στη θέση 160 

και αρχική αποµάκρυνση 20 cm . 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο 

 

Πείραμα 4: Ταλαντώσεις  σε  κεκλιμένο  επίπεδο 
 

Απαιτούµενος  εξοπλισµός 

• ∆υναµικό  αµαξίδιο  µε  µάζα (ΜΕ-9430) 

• Ελατήριο 

• Βάση  και  ράβδος  υποστήριξης(ΜΕ-9355) 

• Ζυγαριά  για  τις  µάζες 

• Τροχιά  του  δυναµικού  αµαξιδίου  µε  στοπ  και  σφιγκτήρα 

• Άγκιστρο  µάζας  και  σετ  µαζών 

• Χρονόµετρο   

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

 

Σκοπός 

Σκοπός  είναι  η  µέτρηση  της  περιόδου  ταλάντωσης  ενός  συστήµατος  

ελατηρίου-µάζας  σε  κεκλιµένο  επίπεδο  µε  διάφορες  γωνίες  κλίσης  και  

σύγκριση  της  µε  τη  θεωρητική  τιµή. 

 

Θεωρία 

Για  µια  µάζα  m  προσδεµένη  σε  ένα  ελατήριο η  θεωρητική  περίοδος  της  

ταλάντωσης  δίνεται  από  τη  σχέση  π2=Τ
Κ

m
  , όπου  Τ  ο  χρόνος  για  µια  

πλήρη  ταλάντωση , m  η  µάζα  που  κάνει  την  ταλάντωση  και  Κ  η  σταθερά  

του  ελατηρίου. 

Σύµφωνα  µε  το  νόµο  του  Hooke  , η  δύναµη  που  ασκείται  από  το  

ελατήριο  είναι  ανάλογη  της παραµόρφωσης F=-Κ⋅⋅⋅⋅x , όπου  Κ  είναι  η  σταθερά  

αναλογίας . Έτσι  η  σταθερά  του  ελατηρίου  µπορεί  να  προσδιοριστεί   

πειραµατικά  µε  εφαρµογή  διαφόρων  δυνάµεων  στο  ελατήριο  και  

αντίστοιχων  παραµορφώσεων  του. Μετά  µε  σχεδίαση  της  δύναµης  σε  σχέση  

µε  την  παραµόρφωση , προσδιορίζουµε  την  σταθερά  Κ  που  είναι  ίση  µε  την  

κλίση  της  ευθείας  που  προκύπτει. 
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Πειραµατική  διαδικασία 

 

Μετρήσεις   εύρεσης  της  θεωρητικής  περιόδου      

1. Χρησιµοποιήστε  τη  ζυγαριά  για  να  βρείτε  τη  µάζα  του  αµαξιδίου. 

Σηµειώστε  αυτή  την  τιµή  στην  αντίστοιχη  θέση  του  πίν.4.1. 

2. Τοποθετήστε  το  αµαξίδιο  στην  τροχιά  και  προσδέστε  ένα  ελατήριο  

στο  άκρο  του  αµαξιδίου  που  διαθέτει  την  κατάλληλη  υποδοχή. Μετά  

προσδέστε  το  άλλο  άκρο  του  ελατηρίου  στο  άκρο  της  τροχιάς.  

(βλέπε  σχήµα  4.1). 

3. Με  ανύψωση  του  άκρου  της  τροχιάς  στο  οποίο  είναι  συνδεδεµένο  το  

ελατήριο, η  τροχιά  παίρνει  τη  µορφή  κεκλιµένου  επιπέδου. Η  γωνία  κλίσης  

πρέπει  να  είναι  τόσο  µικρή , όση  απαιτείται  για  να  µην  παραµορφωθεί  το  

ελατήριο  περισσότερο  από  το  µισό  µήκος  της  τροχιάς. Μετρήστε  αυτή  τη  

γωνία  και  σηµειώστε  αυτήν  στην  αντίστοιχη  θέση  του  πίν.4.1. 

4.  Σηµειώστε  τη  θέση  ισορροπίας  στον  πιν.4.1. 

4. Προσθέστε  µια  µάζα  στο  αµαξίδιο  και  σηµειώστε  τη  νέα  θέση  

ισορροπίας. 

 Επαναλάβετε  το  ίδιο  για  πέντε (5)  διαφορετικές  µάζες , προσέχοντας  να  

µην  τεντώσετε  υπερβολικά  το  ελατήριο. 

 

Σχήµα  4.1  Στήσιµο  του  εξοπλισµού. 

 

Πίνακας  4.1 
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Θέση  ισορροπίας=                               Μάζα  αµαξιδίου= 

Γωνία  κλίσης  του  κεκλιµένου  επιπέδου= 

 

Επιπρόσθετη 

µάζα 

θέση Μετατόπιση 

από θέση 

ισορροπίας 

∆ύναµη(mg ηµθ) 

    

    

    

    

    

 

 

Μέτρηση  της  πειραµατικής  περιόδου 

 

1. Μετακινήστε  το  αµαξίδιο  από  τη  θέση  ισορροπίας  κατά  µια  ορισµένη  

απόσταση  (πλάτος)  και  αφήστε  το  ελεύθερο. Μετρήστε  το  χρόνο  για  τρεις 

(3) ταλαντώσεις  και  σηµειώστε αυτόν  στον  πίν. 4.2. 

2. Επαναλάβετε  τη  µέτρηση  τουλάχιστον  πέντε(5) φορές , µε χρήση  της 

ίδιας αρχικής  µετατόπισης (πλάτος). 

3. Αλλάξτε  τη  γωνία  κλίσης  του  κεκλιµένου  επιπέδου  και  επαναλάβετε  

τα  βήµατα  1 και 2. 

 

Υπολογισµοί 

Θεωρητική  περίοδος 

1. Με  χρήση  των  δεδοµένων  του  πίν. 4.1 , υπολογίστε  τη  δύναµη  που  

ασκείται  λόγω  της  επιπρόσθετης  µάζας  στο  αµαξίδιο: F=mg ηµθ , όπου  θ η 

γωνία  κλίσης. Σχεδιάστε το γράφηµα  της  δύναµης  σε  συνάρτηση  µε  την  

παραµόρφωση. Χαράξτε  τη  βέλτιστη  ευθεία  µε  βάση  τα  δεδοµένα  και  

προσδιορίστε  την  κλίση  της  ευθείας. Η κλίση  ισούται  µε  την  ενεργό 

(πραγµατική) σταθερά  του  ελατηρίου Κ.  Κ=��� 

Με  χρήση  της  µάζας  του  αµαξιδίου  και  της  σταθεράς  του  ελατηρίου, 

υπολογίστε  την  περίοδο  µε  χρήση  της  θεωρητικής  σχέσης 

1. Με  χρήση  της  µάζας  του  αµαξιδίου  και  της  σταθεράς  του  ελατηρίου  

υπολογίστε  την  περίοδο  από  τη  σχέση 
Κ

=Τ
m

π2  . 
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Τ=��� 

 

Πίνακας 4.2 

Χρόνος  για  τρεις(3)  ταλαντώσεις. 

Γωνία Μέτρηση 

       1 

            

2    

              

3 

              

4 

              

5 

Μέση 

τιµή 

Περίοδος 

        

        

        

 

Πειραµατική  περίοδος 

1. Με  χρήση  των  δεδοµένων  του  πίν. 4.2  υπολογίστε  τη  µέση  τιµή  για  

τρεις(3)  ταλαντώσεις. 

2. Υπολογίστε  την  περίοδο  µε  διαίρεση  αυτών  των  τιµών  µε  το  3  και  

σηµειώστε  τις  περιόδους  στον  πίν. 4.2 

 

Ερωτήσεις 

1. Όταν  αλλάζουµε  τη  γωνία  κλίσης , αλλάζει  η  περίοδος;;;; 

2. Ποια  η  σχέση  πειραµατικών  και  θεωρητικών  τιµών;;;; 

3. Όταν  αλλάζουµε  τη  γωνία  κλίσης  αλλάζει  η  θέση  ισορροπίας;;;; 

4. Ποια  θα  είναι  η  περίοδος  αν  η  γωνία  κλίσης  είναι  90 0 ;;;; 

 

Παρατηρήσεις-Μετρήσεις 
 

• Μετρήσεις 

Μάζα αµαξιδίου: 693.21g 

Θέση ισορροπίας: 1.289m 

Γωνία κλίσης: 010  
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Πίνακας 4.1 

 

Προστιθέµενη 

µάζα 

       Θέση Μετατόπιση από 

ισορροπία 

∆ύναµη (mgηµθ) 

          (N) 

         200g       1.183m        0.106          1.55 

         300g       1.127m        0.162          1.72 

         350g       1.110m        0.179          1.81 

         370g       1.088m        0.201          1.85 

         390g       1.076m        0.213          1.88 

 

Πίνακας 4.2 

Χρόνος 3 ταλαντώσεων 

Γωνία Μέτρηση 

       1             

 

     2 

 

     3 

 

      4 

 

      5 

Μέση 

τιµή 

Περίοδος 

      08        8.9     8.9     8.9      8.9      8.9    8.90     2.97 

    010        8.8     8.9     8.9      8.9      8.9    8.88     2.96 

    012        8.7     8.7     8.6      8.7      8.7    8.68     2.89 

 

• Παρατηρήσεις 

Για καλύτερη εµφάνιση των γραφικών και των ενδείξεων κάντε κλικ στο  View και 

µετά στο Autoscale. 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7
ο
 

Πείραµα 5: Ελατήρια  συνδεδεµένα σε  σειρά ή παράλληλα 

Απαιτούµενος  εξοπλισµός 

� ∆υναµικό  αµαξίδιο µε µάζα(ΜΕ-9430) 

� Τροχιά  για  το  αµαξίδιο µε στοπ. 

� ∆ύο (2) ελατήρια. 

� Βάση  και  ράβδος  υποστήριξης(ΜΕ-9355). 

� Ζυγαριά  για  τις  µάζες. 

� Χρονόµετρο. 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

Σκοπός 

Σκοπός  µας  είναι  να  µετρήσουµε  την  περίοδο  ταλάντωσης  των  ελατηρίων 

(όταν αυτά είναι συνδεδεµένα σε σειρά ή παράλληλα) και να την  συγκρίνουµε  µε  

την  περίοδο  ταλάντωσης  κάθε  ελατηρίου. 

Θεωρία του πειράµατος 

Για  µια  µάζα m συνδεδεµένη  σ΄ ένα  ελατήριο  σταθεράς  Κ  η  θεωρητική  

περίοδος  της  ταλάντωσης  δίνεται  από  τη  σχέση : Κ=Τ /2 mπ . Αν  η  

περίοδος  µετρηθεί , η  σταθερά  Κ  του  ελατηρίου  µπορεί  να  προσδιοριστεί  

από τη  σχέση  
2

24

Τ
=Κ

mπ
 . 

Όταν  δύο  ελατήρια  "συνδεθούν"  σε  σειρά  ή  παράλληλα ,οι  σταθερές  των  

ελατηρίων  προστίθενται  µε  διαφορετικούς  τρόπους. Στη  σύνδεση  σε  σειρά  

έχουµε  
21

111

Κ
+

Κ
=

Κ
  και  για  Κ1 =Κ 2 =Κ  έχουµε  

Κ
=

Κ

21

εν

  ή  Κ
2

Κ
=εν  . 

 

Στην  παράλληλη  σύνδεση  Κ 21 Κ+Κ=εν   και  για   Κ Κ=Κ= 21   έχουµε  Κ Κ= 2εν . 

 

Πειραµατική  διαδικασία 

Μέτρηση  της Κ για ένα ελατήριο 

 

1. Χρησιµοποιήστε  τη  ζυγαριά  για να  βρείτε  τη  µάζα  του  αµαξιδίου. 

Σηµειώστε  αυτήν  την  τιµή  στον  πιν.5.1. 

2. Τοποθετήστε  το  αµαξίδιο  στην  τροχιά  και  προσδέστε  ένα  ελατήριο  στη  

µια  άκρη  του  αµαξιδίου ,τοποθετώντας το άκρο  ελατηρίου  στην  κατάλληλη  
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υποδοχή  που  υπάρχει  στο  αµαξίδιο. Μετά  προσδέστε  το  άλλο  άκρο  του  

ελατηρίου  στο  τέλος  τροχιάς (βλέπε  σχήµα  5.1 ). 

3. Ρυθµίστε  τη  θέση  της  τροχιάς , µε ανύψωση  του  άκρου  της  που έχει  

προσδεµένο  το  ελατήριο. Λόγω της  ανύψωσης του  άκρου της  τροχιάς το  

ελατήριο  θα  τεντωθεί. Ρυθµίστε  τη  γωνία  της  κλίσης  της  τροχιάς, ώστε  το  

ελατήριο  να  µην  εκταθεί  περισσότερο  από  το  µισό  του  µήκους  της  

τροχιάς. 

4. Μετακινήστε  το  αµαξίδιο  από  τη  θέση  ισορροπίας  κατά  ορισµένη  

απόσταση  και  αφήστε  το ελεύθερο. Μετρήστε το χρόνο  δύο(2)  

ταλαντώσεων  και  σηµειώστε  τον  στον  πίν.5.1. Επαναλάβετε  αυτή  την  

µέτρηση  τουλάχιστον πέντε(5)  φορές  µε  χρήση  της  ίδιας  αρχικής  

µετατόπισης (πλάτος). 

 

 

Σχήµα  5.1   Στήσιµο  του  εξοπλισµού. 

 

5. Προσθέστε  ένα  δεύτερο  ελατήριο  σε  σειρά  όπως  στο  σχήµα  5.2  και  

επαναλάβετε  το  βήµα 4. 

6. Τοποθετήστε  τα  δύο  ελατήρια  παράλληλα  όπως  στο  σχήµα 5.3  και  

επαναλάβετε  το  βήµα4. 

7. Τοποθετήστε  τα  ελατήρια  όπως  στο  σχήµα 5.4  και  επαναλάβετε  το  βήµα 

4. 
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Σχήµα  5.2  Ελατήρια  σε  σειρά. 

 

 

Σχήµα  5.3  Ελατήρια  παράλληλα. 
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Σχήµα  5.4  Τελική  τοποθέτηση  ελατηρίων. 

Υπολογισµοί 

1. Με  χρήση  των  δεδοµένων  του  πίν.5.1 , υπολογίστε  τη  µέση  τιµή  για  τη  

διάρκεια  δύο(2)  ταλαντώσεων. 

2. Υπολογίστε  την  περίοδο  µε  διαίρεση  αυτών  των  χρόνων  δια 2  και  

σηµειώστε  τις  περιόδους  στον  πίν.5.1. 

3. Με  χρήση  των  περιόδων  και  της  µάζας  του  αµαξιδίου , υπολογίστε  τις  

(ενεργές) σταθερές  των  ελατηρίων. 

Πίνακας 5.1 

Μάζα του αµαξιδίου = 

Χρόνος  δύο(2)  ταλαντώσεων 

Ελατήρια        1   2     3     4     5 Μέση τιµή Περίοδος Κ 

Ένα         

∆ύο σε σειρά         

∆ύο 

παράλληλα 

        

∆ύο ελατήρια 

µε το αµαξίδιο 

στη µέση  

        

 

Ερωτήσεις 

1. Είναι  Κ εν =2Κ  για  ελατήρια  σε  σειρά  ή  παράλληλα;;;; 
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2. Είναι  Κ εν =Κ   για  ελατήρια  σε  σειρά  ή  παράλληλα;;;; 

3. Είναι  η  τελευταία  τοποθέτηση  των  ελατηρίων  σε  σειρά  ή  παράλληλα;;;; 

Παρατηρήσεις- Μετρήσεις 

• Μετρήσεις 

Μάζα αµαξιδίου: 693.21g 

Πίνακας 5.1  

Χρόνος 2 ταλαντώσεων (sec) 

Ελατήρια Μέτρησ

η 

       1 

 

      

 2 

 

     

  3 

 

    

   4 

 

   

   5 

Μέση 

τιµή 

Περίοδ

ος 

     (sec) 

Κ 

(Ν/m) 

Ένα  

      6.0 

 

    5.8 

 

    5.8 

 

    5.8 

 

  5.9 

 

 5.86 

 

  2.93 

 

3.188 

∆ύο σε 

σειρά 

 

      8.2 

 

    8.2 

 

    8.3 

 

    8.2 

 

   8.2 

 

 8.22 

 

  4.11 

 

1.620 

∆ύο 

παράλλη

λα 

 

      4.1 

 

    4.1 

 

    4.1 

 

    4.1 

 

   4.1 

 

 4.10 

 

  2.05 

 

6.512 

Με 

σύνδεση 

στα δύο 

άκρα 

 

      4.2 

 

    4.1 

 

    4.2 

 

    4.1 

 

   4.1 

 

 4.16 

 

  2.08 

 

6.326 

 

• Παρατηρήσεις 

1. Στην παράλληλη σύνδεση  µεγαλώνουµε την κλίση. 

2. Στην σύνδεση στα δύο άκρα παρατηρείται πρόβληµα λόγω ασύµµετρης 

σύνδεσης των 2 ελατηρίων (επειδή πάνω στη µία τρύπα βρίσκεται το 

πέτασµα). Το πρόβληµα δεν υπάρχει αν αφήνουµε λίγο χρόνο (≅≅≅≅2sec) να 

τρέξει πριν αρχίσουν οι µετρήσεις. 
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                                         ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8
ο

 

 

ΠΕΙΡΑΜΑ 6: 2
ος

 ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ NEWTON 

 

1. ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ: 

1.∆υναµικό αµαξίδιο µε µάζα (ΜΕ-9430) 

2.Τροχιά δυναµικού αµαξιδίου 

3.Χρονόµετρο µε διακόπτη 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

ΣΚΟΠΟΣ 

Σκοπός είναι να δείξουµε την εξάρτηση της επιτάχυνσης ενός σώµατος  από την ασκούµενη σ’ αυτό δύναµη και τη µάζα του. 

ΕΚΤΕΛΕΣΗ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

1. Με τη βοήθεια του αµαξιδίου τοποθετείστε την τροχιά σε οριζόντια θέση. Η 

ρύθµιση θα γίνει µε τη βοήθεια των ποδιών-στηριγµάτων της τροχιάς. Η 

ρύθµιση γίνεται µέχρις ότου το αµαξίδιο που θα τοποθετήσουµε στην τροχιά 

σε ηρεµία, συνεχίζει να παραµένει ακίνητο. 

2. Για να κάνετε καθένα από τα παρακάτω πειράµατα , πιέστε το έµβολο-

ελατήριο του αµαξιδίου και τοποθετείστε το αµαξίδιο σε ηρεµία στο άκρο της 

τροχιάς µε το έµβολο να είναι απέναντι από το άκρο. Κατόπιν ελευθερώστε το 

έµβολο πιέζοντας το κουµπί µε ένα χάρακα. Παρατηρείστε την επιτάχυνση 

που προκαλείται. Αυτή θα είναι µία ποιοτική µέτρηση. 

Μεταβάλετε τη δύναµη: Πραγµατοποιείστε το πρώτο πείραµα µε το έµβολο 

πιεσµένο στην πρώτη δυνατή θέση (η µικρότερη συµπίεση) και µετά κάνετε 

δύο επιπλέον δοκιµές αυξάνοντας τη δύναµη που εφαρµόζεται στο αµαξίδιο 

µεγαλώνοντας τη συµπίεση του εµβόλου. 

Μεταβάλετε τη µάζα: Για όλα αυτά τα πειράµατα να πιέζετε το έµβολο στο 

µέγιστο. Παρατηρείστε τη σχετική επιτάχυνση του αµαξιδίου (χωρίς µάζα) 

καθώς και µε επιπρόσθετη µάζα. Εάν είναι διαθέσιµες και επιπλέον µάζες, 

χρησιµοποιείστε τες για να αυξήσετε τη µάζα για επιπρόσθετες δοκιµές. 

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

1. Η επιτάχυνση αυξάνεται ή ελαττώνεται, όταν η δύναµη αυξάνεται; 
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3. Η επιτάχυνση αυξάνεται  ή ελαττώνεται όταν, όταν η µάζα αυξάνεται; 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

Από τα αποτελέσµατα αυτού του πειράµατος µπορείτε να εξάγετε την εξίσωση που 

συσχετίζει την επιτάχυνση µε τη µάζα και τη δύναµη; 

Παρατηρήσεις 

1. Η άσκηση αυτή ενδείκνυται µόνο για ποιοτική ανάλυση. Για ποσοτική 

ανάλυση ενδείκνυται το πείραµα 7. 

2. Η δύναµη µεγαλώνει µε µεγαλύτερη συµπίεση του ελατηρίου που υπάρχει στο 

αµαξίδιο. 

3. Οι επιπλέον µάζες να προστίθενται οµοιόµορφα. 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9
ο

 

 

ΠΕΙΡΑΜΑ 7
Ο
:  2

ΟΣ
 ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ NEWTON 

 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ 

1. ∆υναµικό αµαξίδιο (ΜΕ 9430) 

2. Τροχαλία µε σφιγκτήρα 

3. Ελατήριο 

4. Χρονόµετρο 

5. Ζυγαριά 

6. Τροχιά δυναµικού αµαξιδίου 

7. Βάση και ράβδο στήριξης 

8. Αναρτήρας µάζας και σετ µαζών 

9. Ξύλινο ή µεταλλικό στοπ για το σταµάτηµα 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

ΣΚΟΠΟΣ 

Ο σκοπός της άσκησης είναι να επιβεβαιώσουµε το 2ο Νόµο του Newton, F=mα. 

ΘΕΩΡΙΑ 

Σύµφωνα µε το 2ο Νόµο του Newton F=mα, F είναι η συνολική δύναµη που 

επιδρά σ’ ένα σώµα µάζας m και α  είναι η επιτάχυνση του σώµατος (αποτέλεσµα 

επίδρασης της F). Για ένα αµαξίδιο µάζας m1 πάνω σε µία οριζόντια τροχιά 

δεµένο µ’ ένα σχοινί µέσω τροχαλίας µε µάζα m2 (βλέπε εικόνα), η δύναµη F σ’ 

ολόκληρο το σύστηµα (αµαξίδιο και αναρτηµένη µάζα) είναι το βάρος της 

αναρτηµένης µάζας, F=m2g, αν θεωρήσουµε τις τριβές αµελητέες. 

 

Σχ. 7.1 Στήσιµο εξοπλισµού 



52 

Σύµφωνα µε το 2ο Νόµο του Newton, αυτή η δύναµη θα είναι ίση µε mα, όπου m 

είναι η συνολική µάζα που επιταχύνεται, η οποία στην προκειµένη περίπτωση 

είναι m1+m2. Αυτό το πείραµα θα ελέγξει αν το m2g  είναι ίσο µε το (m1+m2)α όταν 

αγνοείται η τριβή. 

Για να αποκτήσει την επιτάχυνση , το αµαξίδιο θα ξεκινήσει από την ηρεµία. 

Κατόπιν θα µετρηθεί ο χρόνος που χρειάστηκε για να διανύσει την απόσταση d. 

Μετά, από τον τύπο d=(1/2)αt2, η επιτάχυνση µπορεί να υπολογιστεί µε τη χρήση 

του τύπου α=(2d)/t2  (θεωρώντας το α= σταθερό) 

 

ΕΚΤΕΛΕΣΗ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

1.Με την βοήθεια του αµαξιδίου τοποθετείστε την τροχιά σε οριζόντια θέση. Η 

ρύθµιση θα γίνει µε τη βοήθεια των ποδιών-στηριγµάτων της τροχιάς . Η ρύθµιση 

γίνεται µέχρις ότου το αµαξίδιο που θα τοποθετήσουµε στην τροχιά σε ηρεµία, 

συνεχίζει να παραµένει ακίνητο. 

2. Με χρήση του ζυγού να βρείτε τη µάζα του αµαξιδίου και γράψτε την στον 

πίνακα 7.1 

3. Στερεώστε την τροχαλία στο ένα άκρο της τροχιάς όπως φαίνεται στην εικόνα. 

Τοποθετείστε το δυναµικό αµαξίδιο στην τροχιά, προσδέστε ένα σχοινί στην 

κατάλληλη υποδοχή του αµαξιδίου και ένα αναρτήρα µάζας στο άλλο άκρο του 

σχοινιού. Το σχοινί πρέπει να έχει τέτοιο µήκος ώστε το αµαξίδιο να κτυπά το 

στοπ πριν ο αναρτήρας ακουµπήσει στο πάτωµα. 

4. Τραβήξτε το αµαξίδιο πίσω µέχρις ότου ο αναρτήρας ακουµπήσει την 

τροχαλία. Γράψτε αυτή τη θέση στην κατάλληλη θέση του πίνακα 7.1. Αυτή θα 

είναι η αρχική θέση για όλες τις δοκιµές. Κάνετε ένα τεστ για να προσδιορίσετε 

πόση µάζα χρειάζεται να τοποθετήσουµε στον αναρτήρας µάζας έτσι ώστε το 

αµαξίδιο να χρειαστεί 2 sec για να ολοκληρώσει την κίνηση. Εξ’ αιτίας του 

χρόνου αντίδρασης, πολύ µικρός ολικός χρόνος κίνησης θα προκαλέσει πολύ 

µεγάλο σφάλµα. Αν όµως το αµαξίδιο κινείται αρκετά σιγά, η τριβή προκαλεί 

επίσης µεγάλο σφάλµα. Σηµειώστε την αναρτηµένη µάζα στον πίνακα 7.1. 

5. Τοποθετήστε το αµαξίδιο στο άκρο της τροχιάς που είναι απέναντι από το 

στοπ της τροχαλίας και σηµειώστε την τελική θέση του αµαξιδίου στον πίνακα 

7.1. 

6. Μετρήστε το χρόνο τουλάχιστον 5 φορές (δοκιµές) και σηµειώστε τις τιµές στον 

πίνακα 7.1. 

8. Αυξήστε τη µάζα του αµαξιδίου και επαναλάβετε τη διαδικασία. 
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                                                    ΠΙΝΑΚΑΣ 7.1 

                                   

 

 

 

 

 

Αρχική θέση= 

Τελική θέση= 

Συνολική απόσταση= 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

1. Υπολογίστε τη µέση τιµή του χρόνου και σηµειώστε τη  στον πίνακα 7.1 

2. Υπολογίστε τη συνολική απόσταση που διανύθηκε, µε χρήση της διαφοράς 

ανάµεσα στις αρχικές και τις τελικές θέσεις του αµαξιδίου όπως δίνονται στον 

πίνακα 7.1 

3. Υπολογίστε τις επιταχύνσεις και σηµειώστε αυτές στον πίνακα 7.2 

4. Για κάθε περίπτωση, υπολογίστε το γινόµενο µάζας επί επιτάχυνση και 

σηµειώστε το στον πίνακα 7.2 

5. Για κάθε περίπτωση, υπολογίστε τη συνολική δύναµη που ασκείται στο 

σύστηµα και σηµειώστε την στον πίνακα 7.2 

6. Υπολογίστε το % ποσοστό της διαφοράς ανάµεσα στη συνολική F και στο 

(m1+m2 ) α και σηµειώστε το στον πίνακα 7.2 

 

                                                ΠΙΝΑΚΑΣ  7.2 

     

 

 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

1. Επιβεβαιώνουν τα αποτελέσµατα του πειράµατος ότι F=mα ; 

2. Αν θεωρήσουµε δυνάµεις τριβής, ποια δύναµη περιµένετε να είναι 

µεγαλύτερη; Το αναρτηµένο βάρος ή το γινόµενο ολικής µάζας και 

επιτάχυνσης;  Τα αποτελέσµατα αυτού του πειράµατος δείχνουν καθαρά ότι η 

µία ήταν µεγαλύτερη από την  άλλη; 

Μάζα 
αµαξιδ
ίου 

Αναρτη
µένη 
µάζα 

∆οκιµή     
 
    1 

∆οκιµή  
 
]  2 

∆οκιµή  
 
   3 

∆οκιµή  
 
    4 

∆οκιµή  
 
    5 

Μέση 
τιµή 
χρόνου 

        

        

 

Μάζα  
αµαξιδίου 

Επιτάχυνση (m1+m2)α Fολ=m2g % διαφορά 
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3. Γιατί η µάζα στον τύπο F=mα δεν είναι ακριβώς ίση µε τη µάζα του αµαξιδίου; 

4. Όταν υπολογίζετε τη δύναµη στο αµαξίδιο µε χρήση του τύπου, γιατί δεν 

συµπεριλαµβάνεται η µάζα του αµαξιδίου;     

Παρατηρήσεις-Μετρήσεις 

• Μετρήσεις 

Πίνακας 7.1 

Μάζα 

αµαξιδίου 

      g 

Αναρτη

µένη 

µάζα 

Μέτρηση 

       1 

 

   2 

 

   3 

 

   4 

 

   5 

Μέση τιµή 

χρόνου 

 688.57     10     3.0   3.1   3.2   3.0   2.9    3.04 

 688.57     30     1.6   1.4   1.5   1.6   1.6    1.54 

 

Αρχική θέση:  54 

Τελική θέση: 107 

Συνολική απόσταση: 53 cm 

Η επιτάχυνση υπολογίζεται από τη σχέση  
2

2

t

d
a =  και οι τιµές της εµφανίζονται 

στον πίνακα 7.2. 

Πίνακας 7.2 

Mάζα 

αµαξιδίου 

(kg) 

Αναρτη

µένηµάζ

α  

(kg) 

Επιτάχυ

νση 

α (m/s2) 

 

 

(m1+m2)

( Kg) 

 

(m1+m2)α 

    (N) 

 

F=m2⋅⋅⋅⋅g 

    (Ν) 

  

∆ιαφορ

ά  % 

0.68857      0.010   0.115  0.69857    0.0803 0.0981   -18.14 

0.68857      0.030    0.447   0.71857    0.3212  0.2943       9.14 

 

• Παρατηρήσεις 

1.Τα υψηλά σφάλµατα οφείλονται στις τριβές και στη δυσκολία µέτρησης  του 

χρόνου (υπάρχει χρόνος αντίδρασης σηµαντικός σε σχέση µε τον µετρούµενο). 
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                               ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10
ο

 

ΠΕΙΡΑΜΑ 8: ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ ΣΕ ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ 

1. ∆υναµικό αµαξίδιο µε µάζα (ΜΕ-9430) 

2. Βάση και ράβδο στήριξης (ΜΕ-9355) 

3. Χρονόµετρο 

4. Τροχιά δυναµικού αµαξιδίου 

5. Μιλιµετρέ χαρτί 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

 

ΣΚΟΠΟΣ 

Ο σκοπός της άσκησης είναι να µελετήσουµε πώς η επιτάχυνση ενός σώµατος 

που κινείται σε κεκλιµένο επίπεδο εξαρτάται από τη γωνία κλίσης του επιπέδου 

και να συµπεράνουµε ότι η επιτάχυνση που αποκτά το σώµα οφείλεται στη 

βαρύτητα. 

 

ΘΕΩΡΙΑ 

Ένα αµαξίδιο σε κεκλιµένο επίπεδο, θα κυλήσει προς τα κάτω λόγω βαρύτητας. 

Η επιτάχυνση που οφείλεται στη βαρύτητα είναι κατακόρυφη όπως φαίνεται στην 

εικόνα 8.1. 

 

Εικ. 8.1 
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Η συνιστώσα της η οποία είναι παράλληλη στο επίπεδο, είναι gsinθ, έτσι αυτή 

είναι η επιτάχυνση του αµαξιδίου, αν αγνοήσουµε τις τριβές. 

Για να µετρήσουµε την επιτάχυνση, το αµαξίδιο θα ξεκινήσει από την ηρεµία και 

θα µετρηθεί ο χρόνος που χρειάζεται για να διανύσει µία απόσταση d. Τότε από 

τον τύπο d=(1/2)αt2, η επιτάχυνση µπορεί να υπολογιστεί µε χρήση της α=(2d)/t2. 

Έτσι η γραφική παράσταση της επιτάχυνσης σε συνάρτηση του sinθ θα δώσει 

µία ευθεία µε κλίση ίση  µε την επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 

ΕΚΤΕΛΕΣΗ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

 

Σχ. 8.1 Στήσιµο εξοπλισµού 

1.Τοποθετήστε την τροχιά όπως φαίνεται στην εικόνα 8.2 µε ανύψωση του άκρου 

της που δεν έχει το στοπ περίπου κατά 10 cm. 

2.Τοποθετήστε το αµαξίδιο στην τροχιά  στο άκρο απέναντι από το στοπ και 

σηµειώστε  αυτή την τελική θέση του στην κορυφή του πίνακα 8.1. 

3.Τραβήξτε το αµαξίδιο στο πάνω άκρο της τροχιάς και σηµειώστε την αρχική 

θέση από την οποία θα ξεκινήσει 

4.Αφήστε το αµαξίδιο να ξεκινήσει από την ηρεµία και µε χρήση του χρονοµέτρου 

µετρήστε πόσο κάνει αυτό µέχρι να κτυπήσει στο στοπ. Αυτός που θα αφήσει το 

αµαξίδιο να ξεκινήσει, ο ίδιος πρέπει και να χρονοµετρήσει. Επαναλάβετε τη 

µέτρηση αυτή 10 φορές (µε διαφορετικό άτοµο κάθε φορά να παίρνει µέτρηση). 

Σηµειώστε όλες τις τιµές των µετρήσεων στον πίνακα 8.1. 

5.Χαµηλώστε το πάνω άκρο της τροχιάς κατά 1 cm και µετρήστε το χρόνο 10 

φορές. 

6.Επαναλάβετε το πείραµα για ένα σύνολο 7 γωνιών, χαµηλώνοντας την τροχιά 

κατά 1cm για κάθε µία νέα γωνία. 

 

                                             ΠΙΝΑΚΑΣ  8.1 
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                                                    Ύψος του αµαξιδίου 

Χ       

ρ 

ό 

ν 

ο 

ς 

 

   

 

 

 

Αρχική θέση= 

Τελική θέση= 

Συνολικό διάστηµα= 

 

ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

1.Υπολογίστε το µέσο χρόνο για κάθε γωνία. 

2. Υπολογίστε το συνολικό διάστηµα που διήνυσε µε χρήση της διαφοράς 

ανάµεσα στις αρχικές και τελικές θέσεις του αµαξιδίου, από τον πίνακα 8.1. 

3. Υπολογίστε τις επιταχύνσεις χρησιµοποιώντας το διάστηµα και το χρόνο. 

Σηµειώστε τα αποτελέσµατα στον πίνακα 8.2 

4. Μετρήστε την υποτείνουσα του τριγώνου που σχηµατίζεται από την τροχιά και 

υπολογίστε το ηµθ για κάθε ένα από τα ύψη. 

5. Σχεδιάστε την επιτάχυνση σαν συνάρτηση  του ηµθ. Σχεδιάστε τη βέλτιστη 

ευθεία και υπολογίστε την κλίση της. Αυτή η κλίση θα είναι ίση µε g. Υπολογίστε 

την % διαφορά ανάµεσα στην κλίση και το g. 

                                                    ΠΙΝΑΚΑΣ 8.2 

                                                                                                       

 

 

 

 

 

Υποτείνουσα= 

Κλίση= 

% διαφορά= 

 10 cm 9 cm 8 cm 7 cm 6 cm 5 cm 4 cm 

∆οκ 
1 

       

∆οκ 2        

∆οκ 3 
∆οκ 4 

       

∆οκ 5        

∆οκ 6        

∆οκ 7        

∆οκ 8        

∆οκ 9        

∆οκ 
10 

       

Μ.Ο.        

        

 

Ύψος Επιτάχυνση ηµθ 
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

1. Προκαλεί ο χρόνος αντίδρασής σας ένα µεγαλύτερο ποσοστιαίο σφάλµα για 

µεγαλύτερες ή µικρότερες γωνίες; 

2. Αν η µάζα του αµαξιδίου διπλασιαστεί, πώς επηρεάζονται τα αποτελέσµατα; 

∆οκιµάστε το. 

Παρατηρήσεις- Μετρήσεις 

• Μετρήσεις 

Πίνακας 8.1 

    10cm        8cm       6cm         4cm 

 Μέτρηση 1     1.8         2.1       2.4         3.1 

         2     1.7         2.2       2.5         3.0 

         3     1.8         2.2       2.5         2.9 

         4     1.9         2.3       2.6         3.0 

         5     2.0         2.2       2.4         3.1 

         6     1.9         2.3       2.5         3.1 

         7     1.9         2.2       2.6         3.0 

         8     2.0         2.1       2.5         2.9 

         9     1.8         2.2       2.4         3.1 

        10     1.8         2.2       2.5         3.1 

Μέσος         

όρος 

    1.86        2.20      2.49        3.03 

 

Αρχική θέση:40 cm 

Τελική θέση:120cm 

Συνολικό διάστηµα:80cm 

Ο υπολογισµός της α γίνεται από τη σχέση 
2

2

t

d
=α  και καταχωρείται στον πίνακα 

8.2. 

 

Πίνακας 8.2 

Ύψος Επιτάχυνση    ηµθ 

   4cm    0.174m/s2    0.0175 

   6cm    0.258m/s2     0.0263 

   8cm    0.331m/s2    0.0351 

  10cm    0.462m/s2    0.0439 
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Ο υπολογισµός του ηµθ έγινε µε την υποτείνουσα να είναι 228cm. 

Με κατασκευή της ευθείας α=φ(ηµθ) µπορούµε να προσδιορίσουµε την 

επιτάχυνση της βαρύτητας g από την κλίση της ευθείας που σχηµατίζεται. Ο 

προσδιορισµός αυτός µας δίνει για τις συγκεκριµένες µετρήσεις g=10.65m/s2. Η 

διαφορά του αποτελέσµατος αυτού από την τιµή  9.81m/s2 είναι 8.56%. 

• Παρατηρήσεις 

1. Πρέπει να ξεκινάτε  µε το Collect και όταν αρχίσει να παίρνει µετρήσεις  θα 

αφήνετε το αµαξίδιο. Ο ζητούµενος  χρόνος είναι η διαφορά χρόνου  από το 

σηµείο 40 στο σηµείο 120.Βρίσκεται µε την βοήθεια του  Examine. 

2. Η ταλαντωτική κίνηση του πετάσµατος επηρεάζει πολύ το αποτέλεσµα. 

3. Χρειάζεται προσοχή στη ρύθµιση του ύψους (λόγω της ύπαρξης των ποδιών 

της τροχιάς). 

4. Ο χρόνος αντίδρασης είναι σηµαντικός στη µέτρηση του χρόνου (για αυτό το 

λόγο οι µετρήσεις πρέπει να λαµβάνονται από διάφορα πρόσωπα). 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11
ο

 

ΠΕΙΡΑΜΑ 9
Ο
 : ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 

ΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΑ ΥΛΙΚΑ 

1. ∆υναµικό αµαξίδιο µε µάζα (ΜΕ-9430) 

2. Τροχαλία µε σφιγκτήρα 

3. Βάση και ράβδος υποστήριξης (ΜΕ-9355) 

4. Σχοινί 

5. Ζυγός 

6. Τροχιά δυναµικών αµαξιδίων 

7. Μετροταινία 

8. Αναρτήρας µάζας και σετ µαζών (διάφορα kg) 

9. Μιλιµετρέ χαρτί 

*Αντί της µετροταινίας και του χρονοµέτρου µπορεί  να χρησιµοποιηθούν 

αισθητήρες και το κατάλληλο λογισµικό. 

 

Σκοπός 

9. Ο σκοπός είναι να εξετάσουµε την δυναµική ενέργεια του 

ελατηρίου και την δυναµική βαρυτική ενέργεια και να δείξουµε πως η ενέργεια 

διατηρείται.  

10. Θεωρία 

11. Η δυναµική ενέργεια ενός συµπιεσµένου ελατηρίου κατά Χ 

από τη θέση ισορροπίας δίνεται από τον τύπο 2

2

1
KXU ==== όπου K είναι η σταθερά 

του ελατηρίου. Σύµφωνα µε το νόµο του Χουκ η δύναµη που ασκείται από το 

ελατήριο είναι ανάλογη µε την παραµόρφωση Χ του ελατηρίου, δηλαδή F=-KX 

όπου Κ είναι η σταθερά αναλογίας. Έτσι η σταθερά αναλογίας µπορεί να 

µετρηθεί πειραµατικά χρησιµοποιώντας διαφορετικές δυνάµεις οι οποίες 

συµπιέζουν ή επιµηκύνουν το ελατήριο σε διαφορετικές παραµορφώσεις. Όταν η 

δύναµη παριστάνεται γραφικά σε συνάρτηση µε την παραµόρφωση η κλίση της 

ευθείας είναι ίση µε Κ.  

12. Η βαρυτική δυναµική ενέργεια ενός αµαξιδίου αυξάνει όταν 

αυτό ανεβαίνει σε ένα κεκλιµένο επίπεδο και δίνεται από το τύπο U=mgh, όπου 

m είναι η µάζα του αµαξιδίου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας και h είναι το 
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ύψος στο οποίο βρίσκεται το αµαξίδιο. Αν d η µετατόπιση του αµαξιδίου κατά 

µήκος του κεκλιµένου επιπέδου, το ύψος δίνεται από το τύπο h=d sinθ. 

13. Εάν η ενέργεια διατηρείται η δυναµική ενέργεια του 

συµπιεσµένου ελατηρίου θα µετατραπεί όλη σε δυναµική βαρυτική ενέργεια. 

14. ΕΚΤΕΛΕΣΗ ΠΕΙΡΑΜΑΤΟΣ 

15.  

1. Ρυθµίστε την τροχιά τοποθετώντας επάνω το αµαξίδιο να δείτε προς πια 

κατεύθυνση κινείται. Ρυθµίστε τα πόδια για να ανυψώσετε ή να χαµηλώσετε τα 

άκρα της τροχιάς έως ότου ένα αµαξίδιο που τοποθετείται σε ηρεµία στην τροχιά 

συνεχίζει να µην κινείται.   

2. Χρησιµοποιήστε το ζυγό για να βρείτε τη µάζα του αµαξιδίου. Καταγράψτε 

την τιµή αυτή στον πίνακα 9.2 

16.  

17.            ΥΠΟΛΟΓΙΖΟΝΤΑΣ ΤΗ ΣΤΑΘΕΡΑ ΤΟΥ 

ΕΛΑΤΗΡΙΟΥ   

 

3. Τοποθετήστε το αµαξίδιο στη τροχιά µε το έµβολο του ελατηρίου απέναντι    

από το stop όπως φαίνεται στην εικόνα 9.1. ∆έστε ένα σχοινί στο αµαξίδιο και 

µέσω της τροχαλίας δέστε το άλλο άκρο του σχοινιού στον «αναρτήρα» της 

µάζας.  

4. Καταγράψτε την θέση του αµαξιδίου στον πίνακα 9.1. 

5. Προσθέστε µια µάζα στον αναρτήρα µάζας. Απελευθερώστε το έµβολο 

χτυπώντάς το µε ένα χάρακα και καταγράψτε την νέα θέση. Επαναλάβατε αυτό 

για 5 διαφορετικές µάζες.  
  

  

 

Σχ. 9.1 Στήσιµο εξοπλισµού 
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                                              ΠΙΝΑΚΑΣ 9.1  

 

 

                                         ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ 

                                         

6. Αποµακρύνετε τα ρυθµιστικά πόδια. 

 

Σχ. 9.2 Στήσιµο εξοπλισµού  

7. Αποµακρύνετε τον σπάγκο από το αµαξίδιο και οπλίστε το έµβολο στη 

µέγιστη θέση συµπίεσης. Τοποθετείστε το αµαξίδιο στο κάτω άκρο της τροχιάς. 

 

Πρόσθετη μάζα 

 

Θέση 

Μετατόπιση από 

την ισορροπία 
 

Δύναμη 
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Μετρείστε την απόσταση που το έµβολο του ελατηρίου είναι συµπιεσµένο και 

καταγράψτε αυτή την τιµή στον πίνακα 9.2 

8. ∆ώστε κλίση στην τροχιά και µετρήστε το ύψος της και την υποτείνουσα 

για να υπολογίσετε την γωνία κλίσης. γωνία =τοξ ηµ 







ααααυποτεινουσυποτεινουσυποτεινουσυποτεινουσ

υψοςυψοςυψοςυψος
. Καταγράψτε 

τη γωνία στον πίνακα 9.9 

9. Καταγράψτε την αρχική θέση του αµαξιδίου στον πίνακα 9.2 

10. Απελευθερώστε το έµβολο χτυπώντάς το µε ένα χάρακα και καταγράψτε 

την απόσταση που ανέβηκε το αµαξίδιο. Επαναλάβατε αυτό πέντε φορές. 

Καταγράψτε την µέγιστη απόσταση που ανέβηκε το αµαξίδιο στον πίνακα 9.2 

11. Αλλάξτε την γωνία κλίσης και επαναλάβατε τις µετρήσεις. 

12. Πρόσθεσε µάζες στο αµαξίδιο και επαναλάβατε τις µετρήσεις. 

 

                                        ΠΙΝΑΚΑΣ 9.2 

      Απόσταση κίνησης του αµαξιδίου (d) 

Γωνία 

Μάζα 

Πείραμα 1  

2 3 4 5 Μέγιστ

η 

h=dsinθ 

         

         

         

                                          

                                   Παραμόρφωση (συμπίεση ελατηρίου)(χ)=-----------------------

--- 

 

                                                                   Αρχική θέση αμαξιδίου=------------------------                

 

 

Ανάλυση δεδομένων 

1. Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του πίνακα 9.1, κάντε την γραφική 

παράσταση της δύναµης σε συνάρτηση µε την παραµόρφωση. Σχεδιάστε την 

βέλτιστη ευθεία και υπολογίστε την κλίση της ευθείας. Η κλίση είναι ίση µε τη 

σταθερά του ελατηρίου, Κ. 
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                    Κ=---------------------   

  

2. Υπολογίστε τη δυναµική ενέργεια του ελατηρίου και καταγράψτε την στον 

πίνακα 9.3 

3. Υπολογίστε τη βαρυτική δυναµική ενέργεια για κάθε περίπτωση και 

καταγράψτε την στον πίνακα 9.3 

4. Υπολογίστε την επί τοις εκατό διαφορά µεταξύ της δυναµικής ενέργειας 

του ελατηρίου και της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας. 

 

Πίνακας 9.3 

              

Γωνία / 

µάζα 

Ελατηρίου U (1/2 KX2) Βαρυτική U        

         (mgh) 

% ∆ιαφορά 

    

    

    

 

 

Ερωτήσεις 

1. Ποια δυναµική ενέργεια είναι µεγαλύτερη; Που οφείλεται αυτή η διαφορά; 

2. Όταν η µάζα του αµαξιδίου διπλασιάζεται, τι παρατηρείτε για τη βαρυτική 

δυναµική ενέργεια; 

Παρατηρήσεις- Μετρήσεις 

• Μετρήσεις 

Πίνακας 9.1 

Προστιθέµενη 

µάζα (g) 

Μετατόπιση από 

ισορροπία (m) 

 ∆ύναµη(mg) 

     ( N) 

    60    0.0010    0.5886 

   120    0.0021    1.1772 

   200    0.0036    1.9620 

   300    0.0054    2.9430 

   500    0.0089    4.9050 

 

Με κατασκευή της ευθείας  F = f(x)  µπορούµε να προσδιορίσουµε την σταθερά 

του ελατηρίου Κ. Έτσι βρίσκουµε Κ=546.24Ν/m. 
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Πίνακας 9.2 

Απόσταση που διανύει το αµαξίδιο 

Γωνία 

(µοίρες) 

Μάζα 

 (g) 

    1 

 (m) 

    2 

   (m) 

    3 

   (m) 

    4 

   (m) 

    5 

   (m) 

Μax 

(m) 

h=dηµθ 

   (m) 

 3.65  688.57 0.47 0.46 0.48 0.48 0.47 0.48 0.0306 

 3.65 1178.46 0.28 0.30 0.29 0.30 0.29 0.30 0.0191 

 4.40  688.57 0.41 0.40 0.40 0.42 0.41 0.42 0.0322 

 4.40 1178.46 0.23 0.24 0.22 0.25 0.25 0.25 0.0192 

 5.41  688.57 0.35 0.36 0.35 0.35 0.36 0.36 0.0339 

 5.41 1178.46 0.19 0.18 0.18 0.20 0.19 0.20 0.0188 

 

Παραµόρφωση του ελατηρίου: 3cm 

Πίνακας 9.3 

Γωνία /Μάζα 

Μοίρες /g 

∆υναµική ενέργεια 

ελατηρίου(1/2Κχ2)     

        (J) 

Βαρυτική 

ενέργεια(mgh)    

     (J) 

∆ιαφορά % 

3.65/688.57      0.246    0.207   -15.85 

3.65/1178.46      0.246    0.221   -10.16 

4.40/688.57      0.246    0.217   -11.79 

4.40/1178.46      0.246    0.222   - 9.76 

5.41/688.57      0.246    0.229   - 6.91 

5.41/1178.46      0.246    0.218   -11.38 

 

• Παρατηρήσεις 

1.Η µέτρηση της γωνίας µπορεί να γίνει µε την βοήθεια µοιρογνωµονίου ή 

µέτρησης του ύψους και του µήκους της τροχιάς όπως στο σχήµα 9.2. 

2.Η ύπαρξη τριβών µειώνει αισθητά την µετατόπιση του αµαξιδίου. 

3.Η µάζα που προστέθηκε ήταν 489.89 g. 

4.Στον υπολογισµό της δυναµικής ενέργειας χρησιµοποιήθηκε η τιµή g=9,81 m/s2 

5.Οι µετρήσεις της παραµόρφωσης του ελατηρίου περιέχουν µεγάλο σφάλµα, 

αφού είναι της τάξης των λίγων mm και οι ενδείξεις του αισθητήρα είναι της ίδιας 

τάξης. 
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                                     ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1
ο

 

                          ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΤΙΣ ΚΡΟΥΣΕΙΣ 

 

                                            ΚΡΟΥΣΕΙΣ 

 

Τι είναι μια κρούση 

Μαθαίνουµε αρκετά πράγµατα για τα ατοµικά, πυρηνικά και στοιχειώδη 

σωµάτια πειραµατικά, παρατηρώντας τις µεταξύ τους συγκρούσεις. Με 

εφαρµογή της αρχής διατήρησης της ενέργειας και της ορµής σε κρούσεις 

σωµατίων µπορούµε να καταλήξουµε σε πλήθος χρήσιµων συµπερασµάτων. 

Σε µια κρούση εξασκείται µια σχετικά µεγάλη δύναµη πάνω σε κάθε συγ-

κρουόµενο σωµάτιο, για ένα σχετικά µικρό χρόνο. Η ουσία µιας "κρούσης" είναι 

το ότι η κίνηση των συγκρουόµενων σωµατίων (ή τουλάχιστο ενός απ' αυτά) 

µεταβάλλεται µάλλον απότοµα και ότι µπορούµε να κάνουµε ένα σχετικά σαφή 

διαχωρισµό των χρόνων "πριν από την κρούση" και αυτών "µετά την κρούση". 

Για παράδειγµα όταν το ρόπαλο χτυπά την µπάλα του baseball, , η αρχή και το 

τέλος της κρούσης µπορούν να προσδιοριστούν µε αρκετή ακρίβεια. Το ρόπαλο 

βρίσκεται σ' επαφή µε τη µπάλα για ένα διάστηµα πού είναι αρκετά µικρό σε 

σχέση µε το χρόνο πού παρακολουθούµε την µπάλα. Στη διάρκεια της κρούσης 

το ρόπαλο εξασκεί µια µεγάλη δύναµη πάνω στην µπάλα (Σχ.  1). Η δύναµη αυτή 

µεταβάλλεται χρονικά µε ένα πολύπλοκο τρόπο πού µπορούµε να 

προσδιορίσουµε πολύ δύσκολα. Τόσο η µπάλα όσο και το ρόπαλο 

παραµορφώνονται στη διάρκεια της κρούσης.  

                               

Σχ. 1 Μια, µεγάλης ταχύτητας, φωτογραφία ενός ρόπαλου που χτυπά µια µπάλα 
του baseball. Παρατηρούµε την παραµόρφωση της µπάλας, που  δείχνει το 
τεράστιο µέγεθος της δύναµης τη στιγµή αυτή.  
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   Όταν ένα σωµάτιο άλφα (He4) "συγκρούεται" µε ένα πυρήνα χρυσού (Au197), η 

δύναµη που εξασκείται µεταξύ τους µπορεί να είναι η γνωστή απωστική 

ηλεκτροστατική δύναµη, που συνδέεται µε τα φορτία των σωµατίων. Τα 

σωµάτια µπορεί να µην έλθουν σε επαφή µεταξύ τους, αλλά εξακολουθούµε να 

µιλάµε για "κρούση" επειδή η ισχυρή δύναµη, πού δρα για ένα χρόνο µικρό σε 

σχέση µε το χρόνο πού παρατηρούµε το σωµάτιο άλφα, έχει µια σηµαντική 

επίδραση πάνω στην κίνηση του σωµατίου άλφα. 

Μπορούµε να διευρύνουµε την έννοια της κρούσης για να περιλάβει 

φαινόµενα (πού συνήθως λέγονται α ν τ ι δ ρ ά σ ε ι ς )  στα οποία οι ταυτότητες 

των αντιδρώντων σωµατίων µεταβάλλονται στη διάρκεια του φαινοµένου ή 

ακόµη την αυθόρµητη διάσπαση ενός µόνου σωµατίου σε δυο ή 

περισσότερα άλλα σωµάτια. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η διάσπαση του 

στοιχειώδους σωµατίου που λέγεται σ ω µ ά τ ι ο  σ ί γ µ α  σε δυο άλλα 

σωµάτια, το πιόνιο και το ν ε τ ρ ό ν ι ο   ή 

                                                       Σ -→π- + η 

 Οι αρχές διατήρησης εφαρµόζονται σ' όλα αυτά τα παραδείγµατα 

Παρ' όλο που δεν έρχονται σ' επαφή δυο σώµατα στη διαδικασία αυτή (εκτός 

αν τη δούµε αντίστροφα), έχει πολλά κοινά χαρακτηριστικά µε τις κρούσεις : (1) 

υπάρχει µια σαφής διάκριση µεταξύ του "πριν απ' το γεγονός" και του "µετά το 

γεγονός" και (2) οι νόµοι διατήρησης της ορµής και ενέργειας µας επιτρέπουν να 

µάθουµε πολλά για τέτοιες διαδικασίες, µελετώντας τις "πριν" και "µετά" 

καταστάσεις, παρ' όλο που µπορεί να ξέρουµε λίγα πράγµατα για τους νόµους 

δυνάµεων που ισχύουν στη διάρκεια αυτού του ίδιου του "γεγονότος". 

Στη µελέτη των κρούσεων ο σκοπός µας είναι ο εξής: όταν δοθούν οι 

πληροφορίες (αρχικές συνθήκες) για τις κινήσεις  των συγκρουόµενων 

σωµατίων, να βγάλουµε συµπεράσµατα για τις τελικές κινήσεις από τις αρχές 

διατήρησης της ορµής και ενέργειας, υποθέτοντας ότι δεν ξέρουµε τίποτα για τις 

δυνάµεις πού δρουν στη διάρκεια της κρούσεως. 

∆ιατήρηση της ορµής στις κρούσεις 

Θεωρούµε τώρα µια κρούση ανάµεσα σε δυο σωµάτια, µε µάζες m, και m2, 

όπως αυτά που φαίνονται στο Σχ. 2. Στη µικρή διάρκεια της κρούσης τα σωµάτια 

αυτά εξασκούν µεταξύ τους µεγάλες δυνάµεις. Σε κάθε στιγµή έχουµε τις δυνάµεις 

F1, που εξασκεί το σωµάτιο 2 πάνω στο σωµάτιο 1 και F2, που εξασκεί το 

σωµάτιο 1 πάνω στο σωµάτιο 2. Από τον τρίτο νόµο του Newton οι δυνάµεις 

αυτές έχουν, σε κάθε στιγµή, το ίδιο µέτρο αλλά αντίθετη φορά. 
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Σχ . 2 ∆υο "σωµάτια" m, και m2 σε µια κρούση που δέχονται ίσες κατά µέτρο 

αλλά αντίθετης φοράς δυνάµεις κατά µήκος της διακέντρου τους, σύµφωνα µε τον 

τρίτο νόµο του Newton 1

→→→→
F (t)= - 2

→→→→
F (t) 

Η µεταβολή της ορµής του σωµατίου  1 που προέρχεται από την κρούση είναι 

                                                tdtFP F
f

i

t

t

∆∆∆∆========∆∆∆∆
−−−−

∫∫∫∫ 111  

όπου  
1F
−−−−

  είναι η  µέση  τιµή  της  δύναµης  F1,   στη  διάρκεια  της   κρούσης  

∆t= tf - ti 

Η µεταβολή της ορµής του σωµατίου 2 που  προέρχεται από την κρούση είναι        

                                                   tdtFP F
f

i

t

t

∆∆∆∆========∆∆∆∆
−−−−

∫∫∫∫ 222  

όπου    
2F
−−−−

 είναι  ή   µέση  τιµή  της  δύναµης  F2  στη  διάρκεια  της   κρούσης ∆t= 

tf - ti  

Αν πάνω στα σωµάτια δεν ενεργούν άλλες δυνάµεις, τότε οι ∆P1, και ∆P2 

δίνουν την ολική µεταβολή της ορµής για κάθε σωµάτιο. Έχουµε όµως δει ότι σε 

κάθε στιγµή 1

→→→→
F = - 2

→→→→
F  και έτσι 

1F
−−−−

 = -
2F
−−−−

 και άρα 

                                                        1

→→→→
∆∆∆∆P = - 2

→→→→
∆∆∆∆P  

Αν θεωρήσουµε τα δυο σωµάτια σαν ένα αποµονωµένο σύστηµα, η ολική 

ορµή του συστήµατος είναι 

                                                                                      
→→→→
P = 1

→→→→
P + 2

→→→→
P  

και η ολική µεταβολή της ορµής του συστήµατος σαν αποτέλεσµα της κρούσης 

είναι µηδέν, δηλαδή 

                                               
→→→→
∆∆∆∆P = 1

→→→→
∆∆∆∆P + 2

→→→→
∆∆∆∆P = 0 

Άρα, αν δ ε ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  ε ξ ω τ ε ρ ι κ ές  δ υ ν ά µ ε ι ς ,  η ολική ορµή του 

συστήµατος δεν µετα6άλλεται από την κρούση. Οι δυνάµεις που δρουν στη 

διάρκεια της κρούσης είναι εσωτερικές δυνάµεις που δεν επηρεάζουν την 

ολική ορµή του συστήµατος, 
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Έχουµε ορίσει την κρούση σα µια αλληλεπίδραση πού συµβαίνει µέσα σε 

χρόνο ∆t, αµελητέο σε σύγκριση µε τη διάρκεια παρατήρησης του συστή-

µατος. Μπορούµε επίσης να χαρακτηρίσουµε την κρούση σαν ένα γεγονός στο 

οποίο οι εξωτερικές δυνάµεις, που πιθανόν να δρουν πάνω στο σύστηµα, 

είναι αµελητέες σε σχέση µε τις ωστικές δυνάµεις της κρούσης. Όταν ένα 

µπαστούνι χτυπά µια µπάλα του baseball, ένα ρόπαλο χτυπά µια µπάλα του 

golf, ή µια µπάλα του µπιλιάρδου χτυπά µιαν άλλη, πάνω στο σύστηµα 

εξασκούνται εξωτερικές δυνάµεις. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 3 Σε µια κρούση, η ωστική δύναµη Fimp είναι γενικά πολύ µεγαλύτερη απ' 

οποιαδήποτε εξωτερική δύναµη Fext, που πιθανόν να εξασκείται πάνω στο 

σύστηµα. 

 

H βαρύτητα ή η τριβή, για παράδειγµα, εξασκεί δυνάµεις πάνω σ' αυτά τα 

σώµατα. Αυτές οι εξωτερικές δυνάµεις πιθανόν να µην είναι οι ίδιες πάνω σε 

κάθε συγκρουόµενο σώµα, ούτε αναγκαστικά εξουδετερώνονται από άλλες 

εξωτερικές δυνάµεις. Παρ' όλα αυτά µπορούµε να αγνοήσουµε αυτές τις εξω-

τερικές δυνάµεις στη διάρκεια της κρούσης και να υποθέσουµε τη διατήρηση 

της ορµής, θεωρώντας ότι οι εξωτερικές δυνάµεις είναι αµελητέες σε 

σύγκριση προς τις δυνάµεις της κρούσης. Έτσι η µεταβολή της ορµής ενός 

σωµατίου στη διάρκεια της κρούσης, που προκύπτει από εξωτερικές 

δυνάµεις, είναι αµελητέα σε σύγκριση µε τη µεταβολή της ορµής του 

σωµατίου αυτού που προκύπτει από τις ωστικές κρουστικές δυνάµεις (Σχ 3). 

Για παράδειγµα, όταν ένα µπαστούνι χτυπά µια µπάλα του baseball, η 

κρούση διαρκεί µόνο για ένα µικρό κλάσµα του δευτερόλεπτου. Αφού η 

µεταβολή της ορµής είναι µεγάλη και ο χρόνος της κρούσεως µικρός, 

προκύπτει από την 

                                                    ∆P =F
−−−−

∆t  
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ότι ή µέση δύναµη F είναι µεγάλη. Συγκρινόµενη µε τη δύναµη αυτή, η 

εξωτερική δύναµη της βαρύτητας είναι αµελητέα. Στη δ ι ά ρ κ ε ι α  τ η ς  

κ ρ ο ύ σ η ς  µπορούµε ασφαλώς να αγνοήσουµε την εξωτερική αυτή δύναµη στον 

προσδιορισµό της µεταβολής της κινήσεως της µπάλας. Όσο πιο λίγο διαρκεί η 

κρούση τόσο σωστότερο είναι αυτό. 

Στην πράξη, λοιπόν, µ π ο ρ ο ύ µ ε  να ε φ α ρ µ ό σ ο υ µ ε  τ η ν  α ρ χ ή  

δ ι ατ ηρ ή σε ως  της ορ µής σ τ ι ς  κ ρ ο ύ σ ε ι ς ( α µ έ σ ω ς  π ρ ι ν  , α µ έ σ ω ς  

µ ε τ ά ) ,  αν ο χ ρ ό ν ο ς  τ η ς  κ ρ ο ύ σ η ς  ε ί ν α ι  α ρ κ ε τ ά  µ ι κ ρ ό ς .  Μπορούµε 

τότε να πούµε ότι η ορµή ενός συστήµατος σωµατίων, αµέσως πριν 

συγκρουστούν τα σωµάτια, ισούται προς την ορµή του συστήµατος αµέσως µετά 

τη σύγκρουση των σωµατίων. 

 

Κρούσεις σε μια διάσταση 

Μπορούµε πάντοτε να προσδιορίσουµε τις κινήσεις των σωµάτων µετά την 

κρούση από τις κινήσεις τους πριν από την κρούση, αν ξέρουµε τις δυνάµεις 

πού εξασκούνται στη διάρκεια της κρούσης και αν µπορούµε να λύσουµε τις 

εξισώσεις κίνησης. Συνήθως όµως δεν γνωρίζουµε αυτές τις δυνάµεις. Παρ' όλο 

που είναι πιθανό να µη γνωρίζουµε τις λεπτοµέρειες της αλληλεπίδρασης, 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις αρχές διατήρησης της ολικής ενέργειας και 

της ορµής σε πολλές περιπτώσεις για να προβλέψουµε τα αποτελέσµατα της 

κρούσης. 

Οι κρούσεις ταξινοµούνται συνήθως, σύµφωνα µε το αν διατηρείται ή όχι στην 

κρούση ή κ ι ν η τ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α .  Όταν διατηρείται η κινητική ενέργεια λέµε ότι η 

κρούση είναι ε λ α σ τ ι κ ή .  Αλλιώς η κρούση λέγεται α ν ε λ α σ τ ι κ ή . Κρούσεις 

µεταξύ ατοµικών, πυρηνικών και στοιχειωδών σωµατίων είναι µερικές φορές 

ελαστικές. Στην πραγµατικότητα, αυτές είναι οι µόνες αληθινά ελαστικές 

κρούσεις πού ξέρουµε. Οι κρούσεις µεταξύ των µεγάλων σωµάτων είναι πάντοτε 

ανελαστικές. Μπορούµε όµως συχνά να θεωρούµε τέτοιες κρούσεις 

προσεγγιστικά ελαστικές, όπως για παράδειγµα, κρούσεις µεταξύ σφαιρών από 

ελεφαντόδοντο ή γυαλί. Όταν δυο σώµατα κολλούν µεταξύ τους µετά την 

κρούση, η κρούση λέγεται τ ε λ ε ί ω ς  α ν ε λ α σ τ ι κ ή  ή  π λ α σ τ ι κ ή .  Για 

παράδειγµα, η κρούση µεταξύ ενός βλήµατος και του στόχου του είναι τελείως 

ανελαστική, όταν το βλήµα παραµένει σφηνωµένο µέσα στο στόχο. Η κινητική 

ενέργεια του συστήµατος στην πλαστική κρούση δεν διατηρείται και ένα µέρος 

της µετατρέπεται κατά την κρούση σε θερµική ενέργεια και σε δυναµική ενέργεια 

µόνιµης παραµόρφωσης. 
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Aς θεωρήσουµε µια ελαστική µονοδιάστατη κρούση. Μπορούµε να φαντα-

στούµε δυο λείες σφαίρες, πού δεν περιστρέφονται, να κινούνται αρχικά πάνω 

στη διάκεντρό τους, ακολούθως να συγκρούονται µετωπικά και να κινούνται 

πάνω στην ίδια ευθεία γραµµή µετά την κρούση, χωρίς να περιστρέφονται 

(βλέπε Σχ, 4). Τα σώµατα αυτά εξασκούν δυνάµεις µεταξύ τους στη διάρκεια της 

κρούσης, που έχουν τη διεύθυνση της αρχικής ευθείας κινήσεως και έτσι η τελική 

κίνηση γίνεται επίσης πάνω στην ίδια ευθεία. 

Οι µάζες των σφαιρών είναι m1 και m2 ενώ οι ταχύτητας είναι v1i και ν2i, πριν 

από την κρούση και v1f και v2f µετά απ' αυτήν. 

 

 

Σχ .4  ∆ύο σφαίρες; πριν και µετά από µια ελαστική κρούση. Ή ταχύτητα, v1i-v2i 

της m1 ως προς την m2, πριν από την κρούση, ισούται προς την ταχύτητα, ν2f - ν1f  

της m2 ως προς την m1, µετά από την κρούση. 

 Παίρνουµε σα θετική φορά της ορµής και της ταχύτητας εκείνη προς τα δεξιά. 

Υποθέτουµε, εκτός κι αν δηλώσουµε το αντίθετο, ότι οι ταχύτητες των 

συγκρουόµενων σωµατίων είναι αρκετά µικρές ώστε να µη χρειάζεται να 

χρησιµοποιήσουµε τις σχετικιστικές εκφράσεις για την ορµή και την κινητική 

ενέργεια. Τότε από τη διατήρηση της ορµής παίρνουµε 

                                          m1v1i + m2v2i=m1v1f + m2v2f     (1) 

Αφού η κρούση είναι ελαστική, η κινητική ενέργεια διατηρείται και παίρνουµε 

                                 
2

1
m1v1i

2+
2

1
m2v2i

2 = 
2

1
m1v1f

2 +
2

1
 m2v2f

2   (2) 

Αµέσως φαίνεται πώς, αν ξέρουµε τις µάζες και τις αρχικές ταχύτητες, 

µπορούµε να υπολογίσουµε τις δυο τελικές ταχύτητες v1f και v2f από τις δυο 

αυτές εξισώσεις. Η εξίσωση της ορµής µπορεί να γραφτεί σαν 

                                              m1 (v1i - v1f ) =  m2 (v2f - v2i ) (3) 

και η εξίσωση της ενέργειας µπορεί να γραφτεί σαν 

                                      m1 (v1i
2 - v1f

2 ) = m2 (v2f
2 - v2i

2 ) (4 )  
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∆ιαιρώντας την Εξ. 4 µε την Εξ. 3 και υποθέτοντας ότι v2f ≠ v2i και v1f  ≠v 1i , 

παίρνουµε 

                                                   v1i +v1f =  v2f + v2i  

ή 

                                                 v1i  - v2i  = v2f - v1f (5) 

Η σχέση αυτή µας λέει ότι σε µια ελαστική µονοδιάστατη κρούση, η σχετική 

ταχύτητα πριν από την κρούση, ισούται προς τη σχετική ταχύτητα µετά από την 

κρούση. 

Από την Εξ. 5 βρίσκουµε 

                                               v2f = v1i + v1f - v2i 

Αντικαθιστώντας  στην  Εξ. 3  και  λύνοντας  ως  προς  v1f βρίσκουµε  ότι  
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'Οµοίως, εισάγοντας την v1f = v2f + v2i - v1i (από την Εξ. 5) στην Εξ. 3 και 

λύνοντας ως προς v2f, παίρνουµε 

 

 

Υπάρχουν αρκετές περιπτώσεις µε ειδικό ενδιαφέρον. Για παράδειγµα, όταν 

τα συγκρουόµενα σωµάτια έχουν την ίδια µάζα, (m1=m2). Τότε οι δυο 

προηγούµενες εξισώσεις γράφονται: 

                                        V1f = v2i     και     v2 f= v1i 

∆ηλαδή, σε µια µονοδιάστατη ελαστική κρούση δυο σωµατίων ίσης µάζας, τα 

σωµάτια απλώς ανταλλάσσουν τις ταχύτητες τους στη διάρκεια της κρούσης. 

Μια άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση όταν το ένα σωµάτιο π.χ. το m2 αρχικά 

είναι ακίνητο. Τότε ή v2i είναι µηδέν και 
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Βέβαια, αν επιπλέον m1= m2, τότε v1 f=0 και v2f = v1i όπως περιµένουµε. Το 

πρώτο σωµάτιο µένει ακίνητο και το δεύτερο κινείται µε την ταχύτητα που 
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είχε αρχικά το πρώτο. Αν όµως η m2 είναι πολύ µεγαλύτερη από την m1, 

παίρνουµε 

                                        V1f ≈ –v1i   και   v2f ≈ 0 

∆ηλαδή, όταν ένα ελαφρύ σωµάτιο συγκρουστεί µε ένα πολύ πιο βαρύ σω-

µάτιο που ηρεµεί, η ταχύτητα του ελαφριού σωµατίου περίπου αντιστρέφεται 

και το βαρύ σωµάτιο παραµένει σχεδόν ακίνητο. Για παράδειγµα, υποθέστε 

ότι ρίχνουµε µια µπάλα κατακόρυφα πάνω σε µία οριζόντια επιφάνεια στε-

ρεωµένη στη γη. Αυτή στην ουσία είναι µια κρούση µεταξύ της µπάλας και 

της γης. Αν η κρούση είναι ελαστική, η µπάλα θα αναπηδήσει µε  αντίθετη τα-

χύτητα και θα φτάσει στο ίδιο ύψος από το όποιο έπεσε.  

Μια τελευταία περίπτωση έχουµε όταν η m2 είναι πολύ µικρότερη από την m1, 

τότε παίρνουµε: 

                                              V1f   ≈ v1i  και   v2f ≈ 2v1i 

Αυτές σηµαίνουν πως η ταχύτητα του σωµατίου µε την πολύ µεγαλύτερη 

µάζα , στην ουσία δεν µεταβάλλεται από την κρούση µε το µικρής µάζας 

σωµάτιο. Το µικρής µάζας όµως σωµάτιο κινείται µε περίπου διπλάσια 

ταχύτητα από εκείνη που αρχικά είχε.  

Τα νετρόνια πού παράγονται σ' ένα αντιδραστήρα, από τη σχάση των 

ατόµων ουρανίου, κινούνται πολύ γρήγορα και πρέπει να επιβραδυνθούν αν 

πρόκειται, να προκαλέσουν άλλες σχάσεις. Υποθέτοντας ότι κάνουν 

ελαστικές κρούσεις µε τους ακίνητους πυρήνες, τι υλικό πρέπει να εκλεγεί 

για να επιβραδύνει τα νετρόνια στον αντιδραστήρα; Μπορούµε να 

απαντήσουµε λαµβάνοντας υπ’ όψιν τα παραπάνω. Αν οι ακίνητοι στόχοι 

ήταν βαρείς πυρήνες, όπως του µολύ6δου, τα νετρόνια απλώς θα 

αναπηδούσαν προς τα πίσω µε την ίδια πρακτικά ταχύτητα που είχαν 

αρχικά. Αν οι ακίνητοι πυρήνες ήσαν πάρα πολύ ελαφρότεροι από τα 

νετρόνια, όπως τα ηλεκτρόνια, τα νετρόνια θα συνέχιζαν µε την ίδια 

πρακτικά ταχύτητα που είχαν αρχικά. Αν όµως οι ακίνητοι στόχοι είναι 

σωµάτια της ίδιας περίπου µάζας, τα νετρόνια σχεδόν θα σταµατήσουν 

µετά από µια (µετωπική) σύγκρουση µαζί τους. Άρα το υδρογόνο, του 

οποίου ο πυρήνας (πρωτόνιο) έχει σχεδόν την ίδια µάζα µε το νετρόνιο 

πρέπει να είναι το πιο αποτελεσµατικό. Και άλλοι λόγοι επηρεάζουν την 

εκλογή ενός επιβραδυντή νετρονίων, όσον άφορα όµως την ενέργεια και 

την ορµή µόνο αυτοί µας περιορίζουν την εκλογή στα ελαφρότερα στοιχεία. 

Αν τώρα µια κρούση είναι α ν ε λ α σ τ ι κ ή ,  εξ ορισµού, η κινητική ενέργεια 

δεν διατηρείται. Η τελική κινητική ενέργεια είναι µικρότερη από την αρχική. 
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Η διαφορά µετατρέπεται τελικά σε θερµική ενέργεια ή σε δυναµική ενέργεια 

παραµορφώσεως κατά την κρούση. Σε κάθε περίπτωση, η διατήρηση της 

ορµής εξακολουθεί να ισχύει όπως και η διατήρηση της ολ ι κ ή ς  ενέργειας. 

Ας θεωρήσουµε τέλος µια τ ε λ ε ί ω ς  α ν ε λ α σ τ ι κ ή  ( π λ α σ τ ι κ ή )  κρούση. 

Τα δυο σωµάτια ενώνονται µετά την κρούση και έτσι υπάρχει µια τελική 

κοινή ταχύτητα vf. ∆εν είναι ανάγκη να περιοριστεί η συζήτηση σε 

µονοδιάστατη κίνηση. Χρησιµοποιώντας µόνο την αρχή διατήρησης της 

ορµής, βρίσκουµε 

                                  m1 iV 1

→→→→
 + m2 iV 2

→→→→
= (m1 + m2) fV

→→→→
 (6) 

Αυτή δίνει την vf όταν οι ν1 i   και ν2f είναι γνωστές. 

 

Κρούσεις σε δυο και τρεις διαστάσεις 

Σε δυο και τρεις διαστάσεις (εκτός της τελείως ανελαστικής κρούσης) οι νόµοι 

διατήρησης µόνοι τους δεν µπορούν να µας καθορίσουν την κίνηση των 

σωµατίων µετά την κρούση, αν ξέρουµε την κίνηση πριν από την κρούση. Για 

παράδειγµα, σε µια δισδιάστατη ελαστική κρούση, που είναι και η απλούστερη 

περίπτωση, έχουµε τέσσερις αγνώστους, δηλαδή τις δύο συνιστώσες της 

ταχύτητας κάθε σωµατίου µετά από την κρούση. Έχουµε όµως µόνο τρεις 

γνωστές σχέσεις µεταξύ τους, µια για τη διατήρηση της κινητικής ενέργειας και 

µια για τη διατήρηση της ορµής σε κάθε µια από τις  δύο διαστάσεις. Άρα 

χρειαζόµαστε περισσότερες πληροφορίες και όχι απλώς τις αρχικές συνθήκες. 

Όταν δεν ξέρουµε τις δυνάµεις αλληλεπίδρασης όπως συχνά συµβαίνει, οι 

επιπρόσθετες πληροφορίες πρέπει να ληφθούν από το πείραµα.  

Aς δούµε τι συµβαίνει όταν ένα σωµάτιο εκτοξεύεται προς ένα σωµάτιο-στόχο 

πού ηρεµεί. Η περίπτωση αυτή δεν είναι τόσο ειδική, όσο πιθανό να φαίνεται, 

γιατί πάντοτε µπορούµε να διαλέξουµε ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο το 

σωµάτιο-στόχος να ηρεµεί πριν από την κρούση. Σε πολλά πειράµατα της 

πυρηνικής φυσικής εκτοξεύονται πυρηνικά σωµάτια προς ένα στόχο που ηρεµεί 

στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου. Η αρχική κίνηση δεν γίνεται 

αναγκαστικά πάνω στη διάκεντρο των σωµατίων. Η δύναµη αλληλεπίδρασης 

µπορεί να είναι ηλεκτροµαγνητική (στην οποία περιλαµβάνουµε και τις δυνάµεις 

"επαφής", βαρύτητας ή πυρηνική. Ισχυρές δυνάµεις, πού δρουν σε σχετικά 

µικρές αποστάσεις προσεγγίσεως και για µικρό χρόνο σε σχέση µε το χρόνο 

παρατηρήσεως, εκτρέπουν τα σωµάτια από την αρχική πορεία τους. 
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Μια τυπική κατάσταση δείχνεται στο Σχ. 5. Η απόσταση b µεταξύ της αρχικής 

γραµµής κινήσεως και µιας γραµµής παράλληλης προς αυτή, πού περνά από το 

κέντρο του στόχου λέγεται π α ρ ά µ ε τ ρ ο ς   κ ρ ο ύ σης.  Το  b=0 αντιστοιχεί σε 

µια µετωπική κρούση. Η διεύθυνση της κινήσεως του προσπίπτοντος σωµατίου 

m1  µετά την κρούση σχηµατίζει µια γωνία θ1, µε την αρχική διεύθυνση και ο 

στόχος m2, πού αρχικά ηρεµεί, κινείται µετά την κρούση σε διεύθυνση που 

σχηµατίζει γωνία θ2 µε την αρχική διεύθυνση του προσπίπτοντος βλήµατος. 

Εφαρµόζοντας τη διατήρηση της ορµής, που είναι µια διανυσµατική σχέση, 

παίρνουµε δύο βαθµωτές εξισώσεις. Για την χ συνιστώσα της κινήσεως έχουµε 

                                m1v1i = m1v1f cosθ1 + m2v2f cosθ2 

και για την y συνιστώσα 

                                     0 = m2v2f sinθ2 – m1v1f sinθ1 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ή κρούση είναι ε λ α σ τ ι κ ή .  Τότε ισχύει η διατήρηση 

της κινητικής ενέργειας και έτσι µπορούµε να πάρουµε µια τρίτη εξίσωση, 

                                       
2

1
m1v1i

2 = 
2

1
 m1v1f

2 +
2

1
 m2v2f

2 

Αν ξέρουµε τις αρχικές συνθήκες (m1 , m2 και v1i), µας αποµένουν τέσσερις 

άγνωστοι (ν1f, v2f , θ1 και θ2) αλλά µε τρεις µόνο εξισώσεις που τους συνδέουν.  

Μπορούµε να ξέρουµε την κίνηση µετά την κρούση µόνο αν προσδιορίσουµε 

την τιµή µιας απ' αυτές τις άγνωστες ποσότητες, όπως π.χ. της θ1. 

 

                         

Σχ. 5 ∆ύο σωµάτια, m1 και m2, σε µια κρούση. Οι άσπροι κύκλοι δείχνουν τις 

θέσεις τους πριν από την κρούση, οι µαύροι µετά την κρούση. Αρχικά το m2 

ηρεµεί. Η παράµετρος κρούσης b είναι η απόσταση κατά την οποία η κρούση 

απέχει από το να είναι  µετωπική. 
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                 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2
ο
 

       ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΤΗΝ ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ 

1. Αρµονική  κίνηση 

Η  παρατήρηση  της  φύσης  µας  οδηγεί   στο  συµπέρασµα  ότι  πολλές  

φυσικές  διαδικασίες  είναι  επαναλαµβανόµενες. Χαρακτηριστικά  παραδείγµατα, 

η περιστροφή  της  Γης  γύρω  από  τον  άξονα  της  κάθε  24  ώρες , οι  

ταλαντώσεις  των  χορδών  των  µουσικών  οργάνων , ή  κίνηση  των  δεικτών  

ενός  ρολογιού , η  κίνηση  µιας  µάζας  που  κρέµεται  από  ένα  ελατήριο  όταν  

την  αποµακρύνουµε  από  τη  θέση  ισορροπίας  και  την  αφήσουµε  ελεύθερη. 

Οποιαδήποτε  κίνηση  επαναλαµβάνεται σε ίσα χρονικά  διαστήµατα λέγεται  

περιοδική  κίνηση. 

Η  περιοδική  κίνηση  χαρακτηρίζεται  από  το  χρόνο  που  απαιτείται  για  την  

επανάληψη της  και  που  ονοµάζεται  περίοδος Τ. Πιο  συχνά , χρησιµοποιείται  

η  συχνότητα  f , που  είναι  ο  αριθµός  των  επαναλήψεων της  περιοδικής  

κίνησης  στη  µονάδα  του  χρόνου.  Προφανώς  ισχύει  f=
Τ

1
  (1.1). 

Η  µετατόπιση (γραµµική  χ  ή  γωνιακή  φ) είναι  η  απόσταση  (γραµµική ή  

γωνιακή) του σώµατος που  κάνει  ταλάντωση  από  τη  θέση  ισορροπίας  του  

σε  οποιαδήποτε  χρονική  στιγµή. 

Το  πλάτος  Α ,  είναι  η  µέγιστη  µετατόπιση (δηλαδή η µέγιστη  τιµή  που  

µπορεί  να  πάρει  η  µεταβλητή χ ή φ) (βλέπε  σχήµα  1.1) 

 

                                                                 F=−Kx 

 

                                                              x 

 

 

                                    Α                                Α 

                                                  Θέση 

                                                  ισορροπίας 

                                     

                                          Σχήµα 1.1 

 

Όταν  η  µετατόπιση  χ ή φ  εκφράζεται  σε  συνάρτηση ηµιτόνου ή 

συνηµιτόνου, τότε η περιοδική κίνηση  λέγεται  αρµονική  κίνηση. 

Κάθε  περιοδική  κίνηση  στην  οποία  το  κινητό  πάει  κι  έρχεται  

ακολουθώντας  την  ίδια  τροχιά  λέγεται  ταλάντωση. Αν  η  τροχιά  είναι  ευθεία  

η  ταλάντωση  λέγεται  γραµµική  και  είναι  αυτή  µε  την  οποία  θα  
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ασχοληθούµε  κατά  κύριο  λόγο. Αν  δεν  υπάρχει  απώλεια  ενέργειας  λόγω  

τριβής , η  περιοδική  κίνηση  θα  συνεχίζεται , όπως  ακριβώς  ξεκίνησε  και  θα  

λέγεται  αµείωτη. 

 

2. Ο αρµονικός  ταλαντωτής 

Ας  θεωρήσουµε  ένα  απλό  µηχανικό  σύστηµα , όπως  µια  µάζα  m  που  είναι  

συνδεδεµένη σ΄ ένα  ελατήριο  όπως  στο  σχήµα  (2.1) 

                         

                                                     Σχήµα 2.1 

 

Αν  συµπιέσουµε  ένα  ελατήριο , µια  δύναµη  θα  τείνει  να  επαναφέρει  το  

ελατήριο  στην  αρχική  του  θέση  και  το  ίδιο  θα  συµβεί  αν  τεντώσουµε  το  

ελατήριο. Είναι  αξιοσηµείωτο  ότι  η  δύναµη  που  αναπτύσσεται  από το 

ελατήριο  είναι  ανάλογη  µε  την  µετατόπιση  από  τη  θέση  ισορροπίας. ∆ηλαδή 

, αν  η  θέση  ισορροπίας  είναι  αυτή  για  την  οποία  χ=0 , τότε  η  δύναµη  F θα  

δίνεται  από  τη  σχέση : F=−−−−Κ⋅⋅⋅⋅χ  (εξ. 2.1). Το  αρνητικό  σηµείο  δείχνει  ότι  η  

δύναµη  είναι  πάντα  αντίθετη  της  µετατόπισης , δηλαδή  η  δύναµη  τείνει  να  

επαναφέρει  το  σύστηµα  στην  ισορροπία. 

 

 Σηµείωση 1 : Η  γραµµική σχέση  (2.1)  εφαρµόζεται  όχι  µόνο  στα  ελατήρια 

αλλά  και  κατά την παραµόρφωση των περισσοτέρων στερεών  σωµάτων. Η  

σχέση  αυτή  είναι  γνωστή  ως νόµος  του  Hooke (1660). Ο  νόµος  του  Hooke  

ισχύει  όσο  η  δύναµη  δεν  περνάει  ένα  ορισµένο  όριο , που  ονοµάζεται  όριο  

ελαστικότητας. Αν  η  δύναµη  πάρει  τιµές  µεγαλύτερες  του  ορίου  

ελαστικότητας , το  σώµα  θα  υποστεί  µόνιµη παραµόρφωση  και  αν  η  δύναµη  

εξακολουθεί  να  µεγαλώνει  το  σώµα  θα  σπάσει (βλέπε  σχήµα 2.2) 
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 Σχήµα  2.2 

2.1 Εξισώσεις  της  απλής  αρµονικής  κίνησης 

Με  χρήση  του  νόµου  του  Νεύτωνα , έχουµε : F=−−−−Κ⋅⋅⋅⋅χ=m⋅⋅⋅⋅α=m⋅⋅⋅⋅
2

2

dt

xd
 

∆ηλαδή   έχουµε  
2

2

dt

xd
 + 

m

Κ
⋅⋅⋅⋅χ = 0   (2.1.1) , δηλαδή  µια  διαφορική  εξίσωση. 

 

Η  γενική  λύση  της  (2.1.1)  έχει  την  µορφή  χ = C⋅⋅⋅⋅συνωt + D⋅⋅⋅⋅ηµωt  (2.1.2)  ή  

την  ισοδύναµη  µορφή  χ = Α⋅⋅⋅⋅ηµ(ωt+δ)   (2.1.3) , όπου  ω= m/Κ   και   Α, δ  

σταθερές  που  προσδιορίζονται  από  τις  αρχικές  συνθήκες  κάθε  προβλήµατος 

(π.χ. οι  τιµές  µετατόπισης  και  ταχύτητας  για  t=0). 

A : η  µέγιστη  µετατόπιση  και  καλείται  πλάτος  της  ταλάντωσης, 

          ϕϕϕϕ =ωt+δ : γωνία  φάσης, 

           δ: αρχική  φάση , δηλαδή  η  φάση  για  t=0. 

 

Σηµείωση 2 : Η ισοδυναµία  των  λύσεων (2.1.2)  και (2.1.3)  γίνεται  εύκολα  ως  

εξής : χ=Αηµ(ωt+δ)=Αηµωt⋅⋅⋅⋅συνδ + Ασυνωt⋅⋅⋅⋅ηµδ = C⋅⋅⋅⋅συνωt + D⋅⋅⋅⋅ηµωt   µε  C=Αηµδ  

και  D=Ασυνδ  ή  Α= 22 DC +   και  εφδ=
D

C    που  είναι  πάντα  δυνατά. 

 

Εφαρµογή 1:  ∆είξτε  ότι  χ(t+T) = χ(t)  όπου  T=
ω
π2

=2π Κ
m  (2.1.4)   η  

περίοδος  της  ταλάντωσης. 

 

Η  λύση  στην  οποία  καταλήξαµε  είναι  εφαρµόσιµη  σε  όλα  τα  συστήµατα  

στα  οποία  ασκείται  µια  µοναδική  δύναµη  που  είναι  ανάλογη  µε  την  

µετατόπιση  από  τη  θέση  ισορροπίας. Η  ταλάντωση  που  κάνουν  αυτά  τα  
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συστήµατα  λέγεται  απλή  αρµονική  ταλάντωση . Η ταχύτητα  και  η  επιτάχυνση  

σε  µια  τέτοια  ταλάντωση  δίνονται  από τις  σχέσεις : 

 

v =
dt

dχ
= ωΑηµ(ωt+δ)   (2.1.5)  και  α = 

2

2

dt

d χ
 = −−−−ω 2 Αηµ(ωt+δ)   (2.1.6)        

2.2 Ελεύθερη  αρµονική  ταλάντωση  µε  τριβή 

 

Οι  ταλαντώσεις  που  έχουµε  θεωρήσει  µέχρι  τώρα  αναφέρονται  σε  

συστήµατα  που  ταλαντώνονται  χωρίς  να  έχουν  απώλεια  ενέργειας  λόγω  

τριβών. Η  πραγµατικότητα  ,όµως , είναι  πολύ  διαφορετική . Οι  τριβές  

υπάρχουν  και  η  µηχανική  ενέργεια  του  συστήµατος  ελαττώνεται  µε  την  

πάροδο  του  χρόνου . Οι  δυνάµεις  που  προκαλούν  τις  απώλειες  έχουν  

κατεύθυνση  αντίθετη  της  κίνησης και το µέτρο τους είναι συνήθως ανάλογο του 

µέτρου της ταχύτητας του σώµατος (π.χ. η  κίνηση  ενός  αντικειµένου  µέσα  σε  

υγρό).  Αν   θεωρήσουµε  τη  δύναµη  αυτή  ανάλογη  της  ταχύτητας  τότε  

µπορούµε  να  γράψουµε  το  δεύτερο  νόµο  του  Νεύτωνα ως  εξής: ΣF=mα  ή  

ΣF=−−−−Κχ−−−−bv=mα   , όπου  b  η  σταθερά  απόσβεσης  λόγω  της  κίνησης  στο  

υγρό. 

Η  παραπάνω  εξίσωση  γράφεται   
2

2

dt

d χ
+ 

m

b
⋅⋅⋅⋅

dt

dχ
+

m

Κ
⋅⋅⋅⋅x =0    (2.2.1) 

 

Η  µορφή  της  λύσης  της  διαφορικής  εξίσωσης  (2.2.1) (προσπαθήστε  να  την  

επιλύσετε) ,  εξαρτάται  από  τις  τιµές  του  συντελεστή  απόσβεσης  b. 

Α) Αν  ο  b  είναι  µικρός, (b<2mω0)  τότε : x(t)= Αexp(- t
m

b

2
)⋅⋅⋅⋅συν(ωt+δ)  (2.2.2)  µε  

την  κυκλική  συχνότητα  της  κίνησης  να  είναι  ω= ( 2

1

2))
2

(
m

b

m
−

Κ
   (2.2.3)  ενώ   

ω 0 =( 2

1

)
m

Κ
   (2.2.4)  και  την  µεταβολή  του  x(t) ,  όπως  στο  σχήµα: 
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Σχήµα  2.2.1                                                            

 

∆ηλαδή , η τριβή  προκαλεί  εκθετική  εξασθένιση  του  πλάτους  της  

ταλάντωσης και  ταυτόχρονα  µειώνει  τη  συχνότητα  της 

 

Β) Αν  έχουµε  µεγάλο  b, (b>2mω0) τότε  το  σώµα  δεν  κάνει  ούτε  µια  

ταλάντωση  και  φτάνει  στη  θέση  ισορροπίας  ύστερα  από  άπειρο  χρόνο. 

                                                                           

                                                Σχήµα  2.2.2 

2.3 Εξαναγκασµένη  αρµονική  ταλάντωση  χωρίς  τριβές 

 

Σ΄ αυτή  την  περίπτωση , εκτός  της  δύναµης  επαναφοράς  που  ασκείται  στο  

σώµα  που  ταλαντώνεται  από  το  ελατήριο , ασκείται  και  µια  εξωτερική  

δύναµη  που  µεταβάλλεται  µε  το  χρόνο. Μια  συνήθης  µορφή  τέτοιας  

δύναµης  είναι  η  ηµιτονοειδής , δηλαδή  F(t)=F 0 ηµωt  µε ω γενικά  διαφορετικό  

της  ω Ο   των  ελευθέρων  ταλαντώσεων  του  συστήµατος. Τότε  θα  έχουµε : 

 

 

Κ− ⋅⋅⋅⋅x + F Ο ηµωt =m
2

2

dt

xd
  ή   

2

2

dt

xd
+

m

Κ
x=

m

FO ηµωt   (2.3.1) 
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Η  γενική  λύση  της  (2.3.1)  είναι  : t
m

F
tttx O

O ηµω
ωω

συνωηµω
)(

)(
2221 −

+Α+Α=
Ο

Ο   

(2.3.2) 

Αν   η  ω  τείνει  να  γίνει  ίση  µε  την  ω Ο  , το  πλάτος  της  ταλάντωσης  τείνει  

να  αυξηθεί  απεριόριστα. 

 

2.4 Εξαναγκασµένη  αρµονική  ταλάντωση  µε  τριβή 

Το  πρόβληµα  γίνεται  αρκετά  πιο  δύσκολο  αν  η  εξαναγκασµένη  αρµονική  

ταλάντωση  γίνεται  µε  τριβή. Τότε  αν  θεωρήσουµε  ότι  η  δύναµη  τριβής  είναι  

ανάλογη  της  ταχύτητας , µπορούµε  να  γράψουµε  το  δεύτερο  νόµο  του  

Νεύτωνα  ως  εξής: 

 

m
2

2

dt

xd
=−−−−Κx−−−−λ

dt

dx
+F O ηµωt   ή  

2

2

dt

xd
+ t

m

F
x

mdt

dx

m

O ηµω
λ

=
Κ

+   (2.4.1) 

 

Μια  µερική  λύση  της  (2.4.1)  θα  έχει  τη  µορφή  x(t)=Α +tηµω1 Α 2 συνωt  (2.4.2)  

και  µετά  τον  προσδιορισµό  των  Α1 , Α 2  (προσπαθήστε  να  κάνετε  τον  

προσδιορισµό  τους) , η  µερική  λύση  θα  έχει  την  µορφή: 

x(t)= )(

4
4)(

2
2222

φωηµ
λ

ωωωο

+

+−

t

m
m

FO   (2.4.3)  µε  
)( 22 ωω

ωλ
εφφ

ο −
−=

m
 (2.4.4)  

 

Στην  µερική  λύση  (2.4.3) , πρέπει  να  προστεθεί  η  γενική  λύση  της  

αντίστοιχης  οµογενούς  εξίσωσης  της (2.4.1) , που  εξαρτάται  η  µορφή  της  

από  το  µέγεθος της  απόσβεσης. Στην  περίπτωση  που  η  απόσβεση  είναι  

ασθενής  η  γενική  λύση  της  οµογενούς  έχει  την  µορφή   

)()( 1211
2

1 ttetx
t

m συνωηµω
λ

Β+Β=
−

  (2.4.5)                                             

µε   
2

2
2

1
4m

λ
ωω ο −=    (2.4.6). 

Η  (2.4.5)  µετά  από  ορισµένο  χρονικό  διάστηµα  µπορεί  να  θεωρηθεί  

αµελητέα  και  αποµένει  µόνο  η  (2.4.3). Φυσικά  η  µορφή  της  λύσης  θα  

εξαρτάται  κάθε  φορά  από  τα  ειδικά  χαρακτηριστικά  του  προβλήµατος  που  

θέλουµε  να  επιλύσουµε. 

Μια  καλή  παρατήρηση  είναι  ότι  περίπτωση αυτή  η  ταλάντωση  γίνεται  µε  

την  συχνότητα  ω  της  εξωτερικής  δύναµης  και  όχι  µε  την  ιδιοσυχνότητα  του  

ελατηρίου. 
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2.5 Μη  αρµονικοί ταλαντωτές   

 

Θεωρήσαµε  µέχρι  τώρα  ταλαντώσεις  που  γίνονται  µε  την  επίδραση  

δύναµης  επαναφοράς  ανάλογης  µε  την  µετατόπιση  και  δύναµης  τριβής  

ανάλογης  µε  την  ταχύτητα. Η  προσέγγιση  αυτή  µας  διευκολύνει  αλλά  δεν  

ανταποκρίνεται  απόλυτα  στην  πραγµατικότητα  που  είναι  σαφώς  

διαφορετική. Αν  θεωρήσουµε  π.χ.  ότι  ένα  ελατήριο  υπακούει  στο  νόµο  του  

Hooke , ο  δεύτερος  νόµος  του  Νεύτωνα  για  ελεύθερη  ταλάντωση  χωρίς  

τριβές  µιας  µάζας m  που  είναι  προσδεδεµένη  στο  ελατήριο , θα  είναι  η  εξής  

Kx
dt

xd
mF −==

2

2

  (2.5.1). ∆εν  υπάρχει  όµως  πραγµατικό  ελατήριο  που  να  έχει  

τέτοια  συµπεριφορά. Η  πιο  απλή  µορφή  ασυµµετρίας  είναι  αυτή  στην  οποία  

η  δύναµη  επαναφοράς  είναι  ανάλογη  του  2x . Η  εξίσωση  της  κίνησης  σε  µια  

τέτοια  περίπτωση  θα  είναι  :  02

2

2

=+Κ+ axx
dt

xd
m   (2.5.2). Η  µορφή  της  (2.5.2)  

είναι  εύκολο  να  µας  οδηγήσει  στο  συµπέρασµα  ότι  η  tx οσυνωΑ=   δεν  

αποτελεί  λύση  της  (2.5.2) , δηλαδή  η  κίνηση  δεν  περιγράφεται  όπως  η  

αρµονική  µε  συγκεκριµένη  συχνότητα οω . Η  κίνηση  βέβαια  είναι  περιοδική  

αλλά  αντί  της  =x tοσυνωΑ  , βρίσκουµε  ότι  µια  άπειρη  οµάδα  αρµονικών  της  

οω   απαιτούνται  για  να  περιγράψουµε  την  κίνηση , δηλαδή   

x = )(
1

n

n

n tn δωσυν ο −Α∑
∞

=

  (2.5.3). 

Μια  αντίστοιχη  κατάσταση  θα  έχουµε  αν  η  F  είναι  ανάλογη  του  3x   ή  αν  

η  δύναµη  τριβής  είναι  ανάλογη  του  2u   ή  του  3u . Πιο  σύνθετη  είναι  η  

µελέτη  ταλάντωσης , όπως  οι  προηγούµενες  στις  οποίες  όµως  έχουµε  

επίδραση  εξωτερικής  µεταβαλλόµενης  µε  το  χρόνο  δύναµης  (π.χ.  

ηµιτονοειδούς). Μια  τέτοια  κίνηση  θα  περιγράφεται  π.χ.  από  την  εξίσωση  

κίνησης: tFaxx
dt

xd
m Oηµω=+Κ+ 2

2

2

  (2.5.4). 

 

2.6 Ταλαντώσεις  που  περιλαµβάνουν  ελατήρια  µε  µάζα. 

 

Μέχρι  τώρα  θεωρήσαµε ότι τα  ελατήρια  δεν  είχαν  µάζα  και 

συµπεριφέρονταν  σαν µια αποθήκη  δυναµικής  ενέργειας. Φυσικά , αυτό  ήταν  

µια  προσέγγιση  και  σε  πολλές  περιπτώσεις  η  µάζα  του  ελατηρίου  παίζει  
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τον  κύριο  ρόλο. Ας  εξετάσουµε  λοιπόν  το  πρόβληµα  που  αφορά  σύστηµα  

που  αποτελείται  από  µάζα  m  που  είναι  προσδεµένη  σε ελατήριο  σταθεράς 

Κ και µάζας  M  οµοιόµορφα  κατανεµηµένης. Θα  εξεταστεί  η  διαφορά  της  

περιόδου  ταλάντωσης  αυτού  του  συστήµατος  από  σύστηµα  που  

περιλαµβάνει  ελατήριο  µηδενικής  µάζας. Μια  πρώτη  εκτίµηση  είναι  ότι  η  

περίοδος  θα  µεγαλώσει. Πόσο  όµως;;;;  Μια  απλή  προσέγγιση  είναι  να  

υποθέσουµε  ότι  τα  διάφορα  µέρη  του  ελατηρίου  υφίστανται  µετατοπίσεις  

ανάλογες  µε  τις  αποστάσεις  τους  από  το  ακίνητο  άκρο , όπως  δείχνεται  

στο  σχήµα   2.6.1. 

 

Σχήµα 2.6.1   Οµοιόµορφη  έκταση  ελατηρίου  µε  µάζα. 

 

Θεωρούµε  ότι  το  φυσικό  µήκος  του  ελατηρίου  είναι  l   και  συµβολίζουµε  

την  απόσταση  ενός  µικρού  τµήµατος  του  ελατηρίου  από  το  ακίνητο  άκρο  

µε  s  όπου  ls ≤≤0 . H  µάζα  του  µικρού  τµήµατος  του  ελατηρίου   που  

βρίσκεται  µεταξύ  του  s   και  του  dss +  , δίνεται  από  τη  σχέση  ds
l

M
dM =   

(2.6.1) και  η  µετατόπιση  του  είναι  x
l

s
  (2.6.2) .  Έτσι  η  κινητική  του  ενέργεια  

δίνεται  από  την                                                     

 

.)(
2

))((
2

1 22

3

2 dss
dt

dx

l

M

dt

dx

l

s
ds

l

M
dK == (2.6.3) 

 

Η  ολική  κινητική  ενέργεια  του  ελατηρίου  βρίσκεται  µε  ολοκλήρωση  της  

παραπάνω  έκφρασης , µε  θεώρηση  του  
dt

dx
  ως  σταθερού  συντελεστή. 

Έτσι  έχουµε    2

0

22

3
)(

6

1
)(

2 dt

dx
dss

dt

dx

l

l

ί Μ=
Μ

=Κ ∫ουελατηρ   (2.6.4).  H  διατήρηση  της  

ενέργειας  για  το  σύστηµα  γίνεται  :   
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Ε=Κ+Μ+⋅ 222

2

1
)(

6

1
)(

2

1
x

dt

dx

dt

dx
m    (2.6.5) 

 

και  µας  δίνει  

3

2

Μ
+

Κ
=

m

ω    (2.6.6)  δηλαδή  αποτέλεσµα  αντίστοιχο  µε  αυτό  

που  θα  είχαµε  αν  σε  ελατήριο  χωρίς  µάζα  προσθέταµε  στην  προσδεµένη  

στο  ελατήριο  µάζα  m  µια  ακόµη  µάζα  ίση  µε  
3

Μ
  . Είναι  όµως  αυτό  αληθές ;;;; 

Ας  θεωρήσουµε  την  ακραία  περίπτωση  που   αποµακρύνουµε  την  µάζα  m  

και  αφήνουµε  το  σύστηµα  µόνο  µε  το  ελατήριο  το  οποίο  έχει  όλη  την  

κινητική  αλλά  και  δυναµική  ενέργεια. Θα  είναι  η  συχνότητα  της  ελεύθερης  

ταλάντωσης  
Μ

Κ
=

3
ω   ;;;;  Η  απάντηση  είναι  όχι. ∆ιότι  ο  παραπάνω  

υπολογισµός  θεωρεί  ότι η έκταση των τµηµάτων του ελατηρίου είναι  ανάλογη  

µε  την  απόσταση  από  το  σταθερό  άκρο . Αυτό  όµως  ισχύει  µόνο  αν  η  

δύναµη  που  ασκείται  είναι  ίδια  σε  όλα  τα  σηµεία  κατά  µήκος  του  

ελατηρίου. Η  συνθήκη  όµως  αυτή  δεν  ισχύει  και  έχουµε  µεταβολή  της  

δύναµης µε  την  απόσταση κατά  µήκος  του  ελατηρίου. Η  εξίσωση  λοιπόν  

3

2

Μ
+

Κ
=

m

ω   είναι  µόνο  µια  προσέγγιση. Αν  πάντως  δικαιολογείται  ότι   Μ<<<<<<<<m, 

τότε  η  δύναµη  κατά  µήκος  του  ελατηρίου  µπορεί  να  θεωρηθεί  σταθερή ( ενώ  

για   m=0 , η  δύναµη  θα  γίνει  µηδέν  στο  ελεύθερο  άκρο , στο  οποίο  θα  

υπάρχει  επιτάχυνση  αλλά  όχι  προσδεµένη  µάζα). 

 

Ένα  συµπέρασµα  που  µπορούµε  να  βγάλουµε  είναι  ότι  η  συχνότητα  

f(=ω/2π)  της  ελεύθερης  ταλάντωσης  ενός  οµοιόµορφου  ελατηρίου  µάζας  Μ  

και  σταθεράς  ελατηρίου  Κ  θα  δίνεται  από  µια  σχέση  της  µορφής  

f=σταθ.
Μ

Κ
  (όπου  η  σταθερά  είναι  ένας  καθαρός  αριθµητικός  συντελεστής)  

επειδή  αυτός  είναι  ο  µοναδικός  συνδυασµός  των  Κ  και  Μ   που  έχει  

διαστάσεις  συχνότητας.  Μπορούµε  να  πάµε  ένα  βήµα  παρακάτω , ανάλογα  

µε  την  εφαρµογή.  Υποθέτουµε  για  παράδειγµα  ότι  έχουµε  στερεά  ράβδο  , 

µήκους  l , διατοµής  Α , πυκνότητας  ρ  και  µέτρου  του  Young  Y.  Τότε  θα  

έχουµε  Μ=Α⋅⋅⋅⋅l   και  
ll

f
ΥΥΥΥ

====
.σταθσταθσταθσταθ

 , όπου  όµως  η  σταθερά  δεν  έχει  

προσδιοριστεί. 
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2.7 Σύνδεση  ελατηρίων 

 

Για  ιδανικά ελατήρια   που  συνδέονται  "παράλληλα"  θα  έχουµε  : 

xF 11 Κ=  , xF 22 Κ=   και   xFFF )( 2121 Κ+Κ=+= .  Τότε  21 Κ+Κ==Κ
x

F
ισοδ   (2.7.1)  

και  γενικά  ∑
=

Κ=Κ
n

i 1

ιισοδ (2.7.2) . 

 

 

 

                                          

                                               Σχήµα 2.7.1 

 

Για  ελατήρια  "σε  σειρά" ,  η  δύναµη  είναι  ίδια  σε  κάθε  ελατήριο , αλλά  η  

συνολική  παραµόρφωση  είναι  το  άθροισµα  των    επιµέρους 

παραµορφώσεων. Έτσι  θα  

 έχουµε :  2211 xxF Κ=Κ=    και  
21

21 Κ
+

Κ
=+=

FF
xxx  . 

Tότε :  

21

11

1

Κ
+

Κ

==Κ
x

F
ισοδ   (2.7.3)  και  γενικά  

∑
= Κ

=Κ
n

i 1

1

1

ιι

ισοδ   (2.7.4) . 

 

                                    

                                                        Σχήµα  2.7.2 
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3. Απλό  ή  µαθηµατικό  εκκρεµές 

 

Ένα  φυσικό  σύστηµα  που  προσεγγίζει  πολύ  την  απλή  αρµονική  κίνηση  

είναι  το  απλό  εκκρεµές. Το  εκκρεµές  αυτό  αποτελείται  από  σώµα 

«σηµειακής» µάζας  m , που  αναρτάται  στο  ένα  άκρο  νήµατος  αµελητέας  

µάζας  και  χωρίς  ελαστικότητα ,  το  άλλο  άκρο  του οποίου είναι  στερεωµένο. 

Στο σώµα ασκείται το βάρος Β και η δύναµη του νήµατος (Τάση) Ν 

                                            

                         

                                                             

                                                     φ 

                                                                 

 

                                                                 l 

 

                                                           Ν 

                                                                                  

 

                                                          Β Χ  

 

                                                                               Β Ψ  

                                                                    

                                                                        Β    

 

                                                                                       

                                                    Σχήµα 3.1 
 

Αναλύουµε  τη  δύναµη  Β  σε  δύο  συνιστώσες , µια  κατά  µήκος  του νήµατος  

mg=ΒΨ συνφ  και  µια  κάθετη  στο  νήµα   ηµφmg=ΒΧ .Η  ΨΒ είναι αντίθετη   της 

Ν.  Η  ΧΒ   επιταχύνει  τη  µάζα  m  κατά  µήκος  της  περιφέρειας  του  κύκλου  

ακτίνας  l  και  κέντρου  Ο.  Αν  η  µετατόπιση  από  το  σηµείο  Α   είναι  s , τότε  

έχουµε :
2

2

dt

sd
mmamgF ==−= ηµφ   (3.1). 

 

Η  µετατόπιση  s  δίνεται  από  τη  σχέση  s=l⋅⋅⋅⋅φ  οπότε  
2

2

2

2

dt

d
l

dt

sd φ
=    (3.2). 

Από  τις  (3.1)  και  (3.2)  έχουµε : lg =− ηµφ
2

2

dt

d φ
    (3.3). 

Για  µικρές  γωνίες  ισχύει  φηµφ ≅    και  η  (3.3)  γίνεται  0
2

2

=+ φ
φ

l

g

dt

d
  (3.4) , της  

οποίας  η  λύση  είναι  )( δωηµφφ += Ο t   (3.5)  όπου  δφ =Ο   σταθερές  και   

  
l

g
=ω  . Η περίοδος  της  κίνησης  είναι  

g

l
π

ω
π

2
2

==Τ   (3.6). 
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Σηµείωση 3.1 

Η  µετατόπιση είναι )( δωηµ += tss O   µε  δ,Os   σταθερές , αφού  ισχύει  φls =  , και   

).( δδδδωωωωσυνσυνσυνσυνωωωω ++++======== ts
dt

ds
u O  

 

Σηµείωση 3.2 

Η  δύναµη  "επαναφοράς"  ηµφmgF −=Β= Χ   είναι  ανάλογη  όχι  της  φ  αλλά    

του  ηµφ , έτσι  η  κίνηση  δεν  απλή  αρµονική. Αν  όµως  η  φ  είναι  µικρή , το  

)(radφηµφ ≅ . Για  παράδειγµα  όταν  )6(1,0 Orad ≤=φ  , τότε  0998,0=ηµφ  , δηλαδή  

διαφορά  µόλις  0,2%. 

 

 

3.1 ∆ιερεύνηση  της  εξίσωσης  που  δίνει  την  περίοδο  Τ 

 

Είδαµε  ότι  για  µικρές  αιωρήσεις   ισχύει   
g

l
π2=Τ   (3.1.1) .  Για  πιο  µεγάλα  

πλάτη  η  περίοδος  βρίσκεται  µε  τη  χρήση  ελλειπτικών  ολοκληρωµάτων. Μια  

πρώτη  προσέγγιση  για  την  περίοδο  δίνεται  από  τον  τύπο:
g

l
π

φ
2)

16
1(

2

Ο+=Τ   

(3.1.2) 

Από   τη  σχέση  (3.1.1)  προκύπτει  ότι  η  γραφική  παράσταση  της  περιόδου  

του  µαθηµατικού  εκκρεµούς  σε  συνάρτηση  µε  την  τετραγωνική  ρίζα  του  

µήκους  l  είναι  ευθεία . Aπό  την  ίδια  σχέση  προκύπτει  ότι  η  γραφική  

παράσταση  της  περιόδου  Τ  σε  συνάρτηση  µε  την  g   είναι  υπερβολή. 

T                                                        

                                    g σταθερό 

 

 

 

 

 

                                                                l         

 

             

T  

 

                l σταθερό 
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Σχήµα  3.1.1                                   g  

 

 

4. Στροφική  ταλάντωση 

 

          Έστω  Ι  η  ροπή  αδράνειας  του  δίσκου ,  γύρω  από  τον  άξονα 

περιστροφής  του. Αν  η  γωνιακή  µετατόπιση  είναι  θ , η  ροπή  επαναφοράς  

είναι M=−−−−Κ⋅⋅⋅⋅θ , όπου  Κ  η  σταθερά  στρέψης. Με  χρήση  του  δεύτερου  νόµου  

του Νεύτωνα για ένα  στερεό  σώµα :
2

2

dt

d θ
α Ι=Ι=ΣΜ   η  εξίσωση  της  κίνησης  

γράφεται: -Κθ=Ια  ή  θ
θ

Ι

Κ
−=

2

2

dt

d
 (4.1) . Η  εξίσωση  αυτή  µας  δίνει  

Ι

Κ
=ω   (4.2)  

και
Κ

Ι
=Τ π2  (4.3)   και  η κίνηση  περιγράφεται  από  τη  συνάρτηση : 

)( φωσυνθθ += Ο t  (4.4) , όπου  Οθ   το πλάτος  της  ταλάντωσης. 

                  

                                      Σχήµα  4.1 

 

5. Το  φυσικό  εκκρεµές 

 

Οποιοδήποτε  στερεό  σώµα  ελεύθερο  να  κάνει  ταλαντώσεις  γύρω  από  

σταθερό  οριζόντιο  άξονα  κάτω  από  την  επίδραση  της  βαρύτητας  καλείται  

φυσικό  εκκρεµές. 

Στο  σχήµα  5.1  φαίνεται  η  εγκάρσια  τοµή  ενός  εκκρεµούς  κάθετου  στον  

άξονα  στήριξης  µέσω  του  κέντρου  µάζας  του  εκκρεµούς. Έστω  Β  το  βάρος  

του εκκρεµούς , α  η  απόσταση  ΑS από το  κέντρο  µάζας  ως  τον  άξονα  

αιώρησης  και  Ι  η  ροπή  αδράνειας  του  εκκρεµούς  ως  προς  τον  άξονα  

αιώρησης. Προσδιορίζουµε  τη  θέση  του  εκκρεµούς  µε  την  βοήθεια  της  

γωνίας  φ  την  οποία  σχηµατίζει  η  AS σε  σχέση  µε  την  κατακόρυφο. Η  
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διαφορική  εξίσωση  της  περιστροφικής  κίνησης  είναι:   M=I
2

2

dt

d φ
  (5.1).  Στην  

περίπτωση  µας  ασυνφΒ−=Μ     ( Το  −−−−  δηλώνει  ότι  η  "κατεύθυνση"  της  

ροπής  είναι  αντίθετη  της  θετικής   κατεύθυνσης  της  γωνίας  φ).  Οπότε  

02

2

2

2

2

=Κ+→Β−=Ι ηµφ
φ

ασυνφ
φ

dt

d

dt

d
 (5.2)  ,  όπου  

Ι

Β
=Κ

α2   (5.3). 

Αυτή  η διαφορική  εξίσωση  δεν  µπορεί να  ολοκληρωθεί   όπως  οι  

συνηθισµένες εξισώσεις. Θεωρώντας  µόνο  µικρές ταλαντώσεις   οπότε  

προσεγγιστικά  ηµφ≅≅≅≅φ  (που  συµβαίνει  όταν φ<<<<1rad) έχουµε 02

2

2

=Κ+ φ
φ

dt

d
. Η  

εξίσωση αυτή  έχει  την  ίδια µορφή  µε  αυτή των  γραµµικών  ταλαντώσεων  

ενός σωµατίου  και  ανάλογα  η  γενική  της  λύση  έχει  την  

µορφή tCtC Κ+Κ= συνηµφ 21   (5.5). 

 

                                          

 

  

                                                    Σχήµα 5.1 

 

Θεωρώντας  ότι  την  χρονική  στιγµή  t=0 , το  εκκρεµές  αποκλίνει  κατά  µια  

µικρή  γωνία  Ο= φφ   και  αφήνεται  χωρίς  αρχική  ταχύτητα  ( 0=Οω )  έχουµε :   

00 21 συνηµφ CC +=Ο   →→→→   Ο= φ2C    και  επειδή  tCtKC
dt

d
ΚΚ−Κ== ηµσυν

φ
ω 21     

 →→→→ 00000 1121 =→Κ=→Κ−Κ==Ο CCCC ηµσυνω . Οπότε  θα  έχουµε tΚ= Οσυνφφ   

(5.6).  

Συνεπώς , µικρές  ταλαντώσεις  του  φυσικού  εκκρεµούς  είναι  αρµονική  

κίνηση. Η περίοδος  της  ταλάντωσης  δίνεται  από τη  σχέση :
α

π
π

Β

Ι
=

Κ
≅ΤΦΥΣ 2

2
  

(5.7). 

Έτσι  για  µικρές  ταλαντώσεις , η  περίοδος  δεν  εξαρτάται  από  την  αρχική  

γωνία  απόκλισης  Οφ . Αν  δεν  θεωρήσουµε  ότι  η  γωνία  Οφ   είναι  µικρή (οπότε  
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δεν  ισχύει  ότι  ηµφ≅≅≅≅φ )  τότε  η  ΦΥΣΤ   εξαρτάται  από  τη  Οφ . Κατά  προσέγγιση  

η εξάρτηση δίνεται από τον τύπο: )
16

1(2
2

Ο
ΦΥΣ +

Β

Ι
≅Τ

φ
α

π   (5.8) .  Αν  π.χ.  έχουµε  

)23(4,0 Orad ≅=Οφ   η  σχέση  π2=ΤΦΥΣ αΒ
Ι

  (5.9) , δίνει  την  περίοδο  της  

ταλάντωσης  µε ακρίβεια  1%. Τα  αποτελέσµατα  αυτά  ισχύουν  και  στην  

περίπτωση  του  απλού  εκκρεµούς , στο  οποίο  ένα  βάρος  µικρού  µεγέθους  

κρέµεται  από  ένα  µη  εκτατό  νήµα µήκους  l  και  αµελητέας  µάζας  σε  σχέση  

µε  τη  µάζα  του  εκκρεµούς . Έχουµε , τότε , ότι  22 l
g

ml
Β

==Ι  , α=AS=l . Με  

αντικατάσταση  αυτών  των  τιµών  στην  εξίσωση  της  περιόδου  έχουµε  

g

l
π2=ΤΑΠΛΟΥΕΚΚΡ   (5.10). Με  σύγκριση  των  δύο  εξισώσεων  παρατηρούµε  ότι  

για  µήκος  
αΜ

Ι
=

Β

Ι
=

a

g
l1   (5.11)  η  περίοδος  ταλάντωσης  του  απλού  

εκκρεµούς  είναι  ίση  µε  αυτήν  ενός  ισοδύναµου  φυσικού  εκκρεµούς. Το  

µήκος  1l   ενός  τέτοιου  απλού  εκκρεµούς  του  οποίου  η  περίοδος  

ταλάντωσης  είναι  ίση  µε  αυτήν  ενός  δοσµένου  φυσικού  εκκρεµούς  καλείται  

ισοδύναµο  µήκος  του  φυσικού  εκκρεµούς. Το  σηµείο  Κ  το  οποίο  βρίσκεται  

σε  απόσταση  AK= 1l   από  τον  άξονα  στήριξης  καλείται  κέντρο  της  

ταλάντωσης  του  φυσικού  εκκρεµούς. 

6.Παράδειγµα  υπολογισµού  σφάλµατος 

Έστω  ότι  θέλουµε  να  υπολογίσουµε  την  επιτάχυνση  g  της  βαρύτητας  , µε  

την  βοήθεια  ενός  απλού  εκκρεµούς. Η περίοδος  ενός  απλού  εκκρεµούς  

δίνεται  από  τη  σχέση:
2

24
2

Τ
=→=Τ

l
g

g

l π
π    (6.1) 

 και   
2

24

Τ
=

∂

∂ π
l

g
  (6.2) ,  

3

28

Τ
−=

Τ∂

∂ lg π
  (6.3) 

Έχουµε  όµως   2

3

2

2

2

22

2 )
2

()(4)()()(
Τ

Τ⋅
+

Τ
=→




 Τ
Τ∂

∂
+





∂

∂
=

δδ
πδδδδ

ll
g

g
l

l

g
g   

6.1 Υπολογισµός  σφάλµατος 

Αν  θέλουµε  να  υπολογίσουµε  την  ποσότητα  Α=φ(χ,ψ,�)  και  τα  µεγέθη  

χ,ψ,�  έχουν  σφάλµατα  δχ,δψ,�  τότε  σύµφωνα  µε  την  µαθηµατική  θεωρία  

των  σφαλµάτων  έχουµε  για  το  σφάλµα   της  Α : 
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...)()(

22

+








∂

Α∂
+









∂

Α∂
=Α δψ

ψ
δχ

χ
δ    

6.2 Πρόβληµα 

Να  δείξετε  ότι  αν  η  ποσότητα  Α  είναι  µόνο  γινόµενο  και  πηλίκο  των  

µεγεθών  χ,ψ,�,  τότε  ισχύει : ...)()()( 222 ++=
Α

Α

ψ
δψ

χ
δχδ
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        ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 3
ο

                                 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΓΙΑ ΤΟΝ  2ο ΝΟΜΟ ΤΟΥ NEWTON 

 

     Ο 2ος Νόµος του Newton. Κάθε θεµελιώδης νόµος ‘κίνησης’ λέει στην ουσία το 

εξής: ∆ώσε µου την παρούσα κατάσταση, προσδιόρισέ µου τα αίτια που 

προκαλούν την αλλαγή της, και εγώ θα σου πω πώς να προβλέψεις το µέλλον 

και πώς να αποκαλύψεις το παρελθόν. 

     Στην περίπτωση της κίνησης ενός υλικού σηµείου, η πρόβλεψη του µέλλοντος 

και η αποκάλυψη του παρελθόντος, ισοδυναµεί µε τον πλήρη καθορισµό της 

τροχιάς, δηλαδή µε τον προσδιορισµό της θέσης του υλικού σηµείου για κάθε 

χρονική στιγµή, είτε µέλλουσα είτε παρελθούσα. Πράγµατι, αν ξέρουµε τη θέση 

σαν συνάρτηση του χρόνου, µπορούµε να βρούµε την ταχύτητα, την επιτάχυνση 

και οποιαδήποτε άλλο µέγεθος µας ενδιαφέρει για κάθε χρονική στιγµή και 

εποµένως να καθορίσουµε πλήρως την κινητική κατάσταση του υλικού σηµείου 

     Το επόµενο βήµα είναι να δούµε τί ακριβώς σηµαίνει ο όρος ‘παρούσα 

κατάσταση’ για ένα κινούµενο υλικό σηµείο. Προφανώς απαραίτητο στοιχείο 

είναι η παρούσα θέση του υλικού σηµείου. Είναι εύκολο όµως να βεβαιωθούµε, 

ότι µόνο η θέση σε µια ορισµένη χρονική στιγµή δεν φτάνει για να καθορίσει την 

κατάσταση.               

     Πράγµατι από την ίδια θέση είναι δυνατόν να περάσουν άπειρες διαφορετικές 

τροχιές κάθε µία µε διαφορετική ταχύτητα στην υπόψη θέση. Οδηγείται λοιπόν 

κανείς στο συµπέρασµα ότι για τον καθορισµό της κινητικής κατάστασης ενός 

υλικού σηµείου σε µία ορισµένη χρονική στιγµή απαιτείται η γνώση της θέσης και 

της ταχύτητας κατά τη στιγµή αυτή. Φτάνουν όµως τα δύο αυτά µεγέθη ή µήπως 

απαιτείται και η γνώση π.χ. της επιτάχυνσης (την ίδια χρονική στιγµή); Η 

απάντηση στο ερώτηµα αυτό δεν είναι καθόλου προφανής, επειδή εξαρτάται από 

το ποιος είναι ο νόµος της κίνησης. Εάν ο νόµος κίνησης συνδέει την 

επιτάχυνση, την ταχύτητα και τη θέση -όπως κάνει ο νόµος του Newton ή ο 

γενικευµένος νόµος του Einstein – τότε  η θέση και η ταχύτητα σε µία ορισµένη 

χρονική στιγµή καθορίζουν πλήρως την κινητική κατάσταση του υλικού σηµείου 

τη στιγµή αυτή. 

     Η ισχύς του βασικού νόµου της κίνησης έχει τα όριά της δηλ. ∆εν ισχύει για 

πολύ µεγάλες ταχύτητες συγκρίσιµες µε την του φωτός (και πρέπει να 

αντικατασταθεί µε τον γενικευµένο νόµο του Einstein) και δεν ισχύει όταν η 

έννοια της τροχιάς είναι ανεπαρκής. 
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     Ο βασικός νόµος της κίνησης είναι η ληξιαρχική πράξη γέννησης της 

σύγχρονης επιστήµης και ένα µεγάλο ορόσηµο στην µακραίωνα πορεία του 

ανθρώπινου µυαλού για την κατανόηση της φύσης. 

     Ιδού λοιπόν τι λέει ο νόµος αυτός: 

   Η συνολική δύναµη που ασκείται σε ένα υλικό σωµάτιο, είναι ίση µε τη µάζα του 

επί την επιτάχυνσή του, ή ισοδύναµα µε σύµβολα 

                                                         
→→→→→→→→

==== ααααmF  

     Ο νόµος αυτός θα ήταν καλύτερα να γράφεται µε τον ισοδύναµο τρόπο: 

                                                          
m

F
→→→→

→→→→
====αααα  

για να τονισθεί ότι ο στόχος του είναι να προσδιορίσει την επιτάχυνση α από την 

δύναµη F και τη µάζα m. 

     Ο Νόµος της αδράνειας. Αν δεν υπάρχει δύναµη (δηλ. Αν F=0), τότε έπεται 

από το βασικό νόµο ότι η επιτάχυνση θα είναι ίση µε το  µηδέν, πράγµα που 

σηµαίνει ότι η ταχύτητα θα παραµείνει αµετάβλητη. Με άλλα λόγια , η έλλειψη 

δύναµης δεν συνεπάγεται κατ’ ανάγκη ακινησία ή σταµάτηµα της κίνησης, αλλά 

διατήρηση της κίνησης µε αµετάβλητη ταχύτητα! Το συµπέρασµα αυτό –γνωστό 

σαν νόµος της αδράνειας-φαίνεται να είναι σε πλήρη αντίφαση µε τις 

καθηµερινές µας εµπειρίες, όπου η διατήρηση της κίνησης µοιάζει να απαιτεί τη 

διαρκεί δράση κάποιας εξωτερικής δύναµης. 

    Τι είναι δύναµη.  Έχουµε όλοι µας τόσες άµεσες εµπειρίες δυνάµεων, ώστε 

από πρώτη άποψη το ερώτηµα «τι είναι δύναµη» να φαίνεται περιττό. Μετά όµως 

από κάποια σκέψη και έχοντας κανείς υπόψη του το θεµελιώδη νόµο κίνησης της 

Κλασικής Μηχανικής, θα µπορούσε να πει ότι η δύναµη είναι το αίτιο που 

προκαλεί µεταβολή της ταχύτητας.     

     Ο ορισµός αυτός, αν και ουσιαστικά βάσιµος, δηµιουργεί τον κίνδυνο να 

µετατραπεί ο βασικός αυτός νόµος σε απλό ορισµό της δύναµης. Για να 

αποφευχθεί αυτό, πρέπει η τελευταία να καθορίζεται από άλλους ανεξάρτητους 

νόµους και να µπορεί να προσδιορισθεί από µετρήσεις µη κινητικού 

χαρακτήρα. Με άλλα λόγια, για να έχει ο νόµος κίνησης ουσιαστικό 

περιεχόµενο, πρέπει να βρει κανείς απαντήσεις σε ερωτήµατα του τύπου: ποιες 

είναι οι γενικές ιδιότητες των δυνάµεων; Πόσες κατηγορίες δυνάµεων 

υπάρχουν; Για κάθε κατηγορία δυνάµεων ποια φυσικά µεγέθη τις καθορίζουν; 

Ποίοι είναι οι συγκεκριµένοι νόµοι βάσει των οποίων προσδιορίζεται το µέγεθος 

των δυνάµεων; 

   Σχολιάζοντας περισσότερο την έννοια της δύναµης. Όσον αφορά τη µέτρηση 

µιας δύναµης, υπάρχει βέβαια η περίπτωση χρήσης του ελατηρίου-
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δυναµόµετρου που µας δηµιουργεί τη σιγουριά ότι µπορούµε µε κάτι 

χειροπιαστό να τη µετρήσουµε. Τόσο όµως ο  ορισµός ( το ‘λέγεται’) όσο και η 

φυσική σηµασία ( το ‘είναι’) αυτής της έννοιας, βρίσκονται σε µεγάλη απόσταση 

από τις παραµορφώσεις που προκαλούνται στα διάφορα ελατήρια. 

     Η έννοια της δύναµης κατάγεται από τις ανθρώπινες µυϊκές προσπάθειες. 

Χιλιετηρίδες ολόκληρες πριν η λέξη χρησιµοποιηθεί από τη Φυσική, ο άνθρωπος 

έκοβε ξύλα, µετακινούσε βαριά αντικείµενα, τέντωνε το τόξο του και έκανε κουπί 

αξιοποιώντας τις µυϊκές του δυνατότητες. Σήµερα, στις καθηµερινές µας 

κουβέντες, η λέξη εµφανίζεται µε αρκετά µεγάλη συχνότητα, καθώς συµµετέχει σε 

φράσεις όπως ‘η δύναµη του χαρακτήρα’, ‘η δύναµη της φωνής’, ‘η δύναµη της 

συνήθειας’. 

     Στη γλώσσα της Φυσικής τα πράγµατα είναι διαφορετικά. Η δύναµη ενώ από 

τη µια εξακολουθεί να σχετίζεται µε ενέργειες σαν αυτές που περιγράφουν τα 

ρήµατα ‘σπρώχνω’, ‘τραβάω’, ‘πιέζω’, ‘κτυπώ’, ‘συγκρατώ’, από την άλλη 

επεκτείνεται πολύ πιο πέρα από την ανθρώπινη εµπειρία καθώς αποτελεί ένα 

από τα εκφραστικά µέσα που χρησιµοποιεί η επιστήµη προκειµένου να 

περιγράψει τις ποικίλες αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα υλικά σώµατα.  

   Η δύναµη όµως δεν είναι µόνο έννοια είναι και µέγεθος. Η µέτρησή της µπορεί 

να γίνει από τις µεταβολές της ταχύτητας που προκαλεί ( 
→→→→→→→→

==== ααααmF  ή 
dt

dP
F

→→→→
→→→→
==== ) ή τις 

παραµορφώσεις που προκαλεί (Ν. Hooke στις ελαστικές παραµορφώσεις). Ο 

στόχος είναι να µετρήσουµε αλλά όχι µόνο να µετρήσουµε. Χρειάζεται παραπέρα 

να κατανοηθεί, ότι οι δυνάµεις που τεντώνουν τα ελατήριά µας, είναι 

εννοιολογικά ταυτόσηµες µε τις δυνάµεις που αναγκάζουν τους πλανήτες να 

διαγράφουν ελλειπτικές περιφορές γύρω από τον Ήλιο όσο και µε τις δυνάµεις 

που  ‘βάζουν σε κίνηση’ τους  ποικίλων εφαρµογών ηλεκτρικούς κινητήρες.  

    Μάζα. Όπως προκύπτει από το βασικό νόµο της κίνησης, η µάζα είναι ένα 

µέτρο του πόσο δύσκολο είναι να επιταχύνει κανείς µία δοσµένη ποσότητα ύλης.  

     Κάθε κοµµάτι ύλης , έχει µία συγκεκριµένη σταθερή µάζα ανεξάρτητη από τις 

εξωτερικές δυνάµεις που ενδεχοµένως ασκούνται πάνω στην ύλη αυτή και 

ανεξάρτητη – σύµφωνα µε την Κλασική Μηχανική- από την κινητική κατάστασή 

της. 

     Εποµένως για κάθε κοµµάτι ύλης αρκεί να προσδιορίσουµε µια για πάντα 

πόση είναι η µάζα του. Ο προσδιορισµός αυτός µπορεί να γίνει βάσει του νόµου 

της κίνησης µε το να ασκήσουµε την πρότυπη δύναµη F0 πάνω στο υπόψη 

κοµµάτι ύλης και να µετρήσουµε την προκύπτουσα επιτάχυνση α0. Το πηλίκο  

F0/α0, σύµφωνα µε το νόµο θα µας δώσει τη µάζα m. 
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     Η µάζα στη φύση δεν εµφανίζεται µόνο ως µέτρο της δυσκολίας να αλλάξουµε 

την ταχύτητα ( ή µε άλλα λόγια ως µέτρο της αδράνειας ενός υλικού σώµατος), 

αλλά και σαν πηγή και αποδέκτης των λεγόµενων βαρυτικών δυνάµεων. 

Εποµένως υπάρχει ένας ακόµα ανεξάρτητος τρόπος προσδιορισµού της µάζας 

µέσω µέτρησης βαρυτικών δυνάµεων. 

     Τίθεται τώρα το εξής ερώτηµα: Η µάζα που προσδιορίστηκε από τη σχέση 

F0/α0    ( η οποία συνήθως αναφέρεται σαν αδρανειακή µάζα ) και η µάζα η 

βαρυτική (που προσδιορίζεται από µετρήσεις βαρυτικών δυνάµεων ), είναι 

πράγµατι ακριβώς οι ίδιες ή µήπως υπάρχει κάποια µικρή διαφορά; Η απάντηση 

στο ερώτηµα αυτό είναι ότι και οι πιο ακριβείς µετρήσεις που έχουν γίνει µέχρι 

σήµερα ,δεν έχουν διαπιστώσει διαφορά µεταξύ αδρανειακής και βαρυτικής 

µάζας. Εποµένως και µέχρις αποδείξεως του αντίθετου, θεωρούµε ότι η βαρυτική 

και η αδρανειακή µάζες συµπίπτουν. 

     Τέλος µία πολύ σηµαντική ιδιότητα της µάζας είναι η αθροιστικότητά της. 

∆ηλαδή η µάζα ενός υλικού συστήµατος ισούται µε το άθροισµα των µαζών των 

µερών του. Ας σηµειώσουµε όµως ότι τόσο η αθροιστικότητα της µάζας, όσο και 

η ανεξαρτησία της από την κινητική κατάσταση της ύλης, ισχύουν µόνο 

προσεγγιστικά. 
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                            ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 4
ο

  

 

 ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΤΑΧΥΝΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗΣΗ 

ΤΑΧΥΤΗΤΑ –ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ-ΕΥΘ. ΟΜΑΛΑ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗ ΚΙΝΗΣΗ 

 

Ταχύτητα 

dt

dr

t

r

t

→→→→

→→→→∆∆∆∆
====

∆∆∆∆

∆∆∆∆
====

ρ
ρ

0
limυυυυ     (1) 

∆ηλαδή η ταχύτητα 
→→→→
u  ορίζεται σαν η οριακή τιµή του 

t

r

∆∆∆∆

∆∆∆∆
→→→→

 καθώς το ∆t τείνει στο 

µηδέν. Η οριακή αυτή τιµή γράφεται 
dt

dr
→→→→

 και λέγεται παράγωγος του 
→→→→
r    ως προς 

t.  

  Η έννοια της ταχύτητας µας πληροφορεί για το πόσο γρήγορα αλλάζει η θέση 

του κινητού πάνω στην τροχιά του. 

Επιτάχυνση 

dt

d

tt

υυ
α

ρρ
ρ

=
∆
∆

=
→∆ 0

lim     (2)  

∆ηλαδή η επιτάχυνση 
→→→→
αααα  ορίζεται σαν η οριακή τιµή του 

t

u

∆∆∆∆

∆∆∆∆
→→→→

 καθώς το ∆t τείνει 

στο µηδέν. Η οριακή αυτή τιµή γράφεται 
dt

du
→→→→

 και λέγεται παράγωγος του 
→→→→
u    ως 

προς t.  

     Η αξία και η σηµασία της έγκειται στο γεγονός ότι είναι αυτή που συνδέεται 

άµεσα µε τη δύναµη. Γι’ αυτό το λόγο αν και δεν την ΄΄βλέπουµε΄΄, την 

αισθανόµαστε έµµεσα σαν δύναµη (στροφή, φρενάρισµα, ξεκίνηµα κ.λ.π.). 

(1) (2) : 
2

2

dt

rd

dt

rd

dt

d

dt

d
ρρρ

ρ
=







==
υ

α . 

Ευθύγραμμη ομαλά μεταβαλλόμενη κίνηση 

Στην περίπτωση αυτή η κίνηση γίνεται µε µεταβαλλόµενη ταχύτητα υ
ρ

. Ο ρυθµός 

µεταβολής της, η επιτάχυνση α
ρ

, είναι σταθερός κατά διεύθυνση και µέτρο, έχει δε 

σε αυτή ειδικά την περίπτωση µία επιπρόσθετη ιδιότητα: το διάνυσµα της 

µεταβολής της ταχύτητας υ
ρ

d  σε κάθε χρονικό διάστηµα dt , άρα και η επιτάχυνση 

α
ρ

, είναι συνεχώς παράλληλα της ταχύτητας υ
ρ

.  
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     Το γεγονός ότι στην περίπτωσή µας υποθέσαµε ότι σταθα =
ρ

 και ο 

περιορισµός ότι µελετάµε ένα σωµάτιο σταθερής µάζας ( σταθ=m ), µας οδηγούν 

στο συµπέρασµα βάσει του θεµελιώδους νόµου: α
ρρ

mF =Σ , ότι η δύναµη που 

εξαναγκάζει ένα κινητό σε ευθύγραµµη οµαλά µεταβαλλόµενη κίνηση, είναι 

σταθερή κατά διεύθυνση και µέτρο και µάλιστα συνεχώς παράλληλη της 

ταχύτητας υ
ρ

 αφού αααα
ρρ

//FΣΣΣΣ . 

                              
dt

dυ
α

ρ
ρ
=  

     Για .σταθα =
ρ

, άρα και µέτρο .σταθα =  παίρνουµε: 

 

)( 00

0 0 0

tt

dtdtd

dtd

t

t

t

t

−−−−====−−−−

========

====

∫∫∫∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫∫
ααααυυυυυυυυ

ααααααααυυυυ

ααααυυυυ
υυυυ

υυυυ

 

     Για 

t

t

ααααυυυυυυυυ

αναναναν

========

====

:0

,0

0

0

 

     Ενώ αν 

tααααυυυυυυυυυυυυ ++++====≠≠≠≠ 00 :0  

     Επίσης: 

tdtdtds

t
dt

ds

ααααυυυυ

ααααυυυυ

++++====

++++====

0  

∫∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====
t

t

t

t

s

s

tdtadtds

0 00

0υυυυ  

)(
2

1
)( 0

22
000 ttatttss −−−−++++−−−−====−−−− υυυυ  

     Για t0=0:      

2
00

2

1
ttss ααααυυυυ ++++++++====  

     Αν υ0=0  

     και s0=0:      

2

2

1
ts αααα====  

(Η επιτάχυνση α µπορεί να είναι θετική ή αρνητική) 
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                                Μονοδιάστατη κίνηση-Σταθερή επιτάχυνση 

   Ας περιορίσουµε τη µελέτη µας σε µία κίνηση, µονοδιάστατη (στον  άξονα χ), 

για την οποία αχ=α σταθερή. Για µία τέτοια σταθερή επιτάχυνση, η µέση 

επιτάχυνση, για κάθε χρονικό διάστηµα ,είναι ίση προς αυτή τη στιγµιαία 

επιτάχυνση αχ. 

Έστω t1=0 και έστω t2 ένας τυχαίος χρόνος t. Έστω υχ0  η τιµή της υχ τη χρονική 

στιγµή t=0 και έστω υχ η τιµή της την τυχαία χρονική στιγµή t. Με το συµβολισµό 

αυτό βρίσκουµε την αχ από την: 

0

0

−

−
=

∆
∆

=
tt

ax

χχ υυυ
 

ή              taχχχ υυ += 0 . 

   Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε τα εξής: 

(α) Πέντε διαδοχικά “στιγµιότυπα”  ευθύγραµµης κίνησης µε σταθερή 

επιτάχυνση. Τα βέλη στις σφαίρες παριστάνουν την υ, ενώ τα από κάτω την α. 

(β) Η µετατόπιση αυξάνεται ανάλογα µε  το τετράγωνο του χρόνου σύµφωνα µε 

την 2

0
2

1
tat χχυχ +=  (1) 

   Η κλίση της αυξάνεται οµαλά και κάθε στιγµή έχει την τιµή της ταχύτητας υχ. Ο 

ρυθµός αύξησης της κλίσης αυτής πρέπει να δίνει την επιτάχυνση αχ, που είναι 

σταθερή σ’ αυτή την περίπτωση. Η καµπύλη είναι παραβολή και η εξίσωση (1) 

είναι εξίσωση παραβολής µε κλίση υχ0 για t=0.  

   Με παραγώγιση της εξίσωσης (1) παίρνουµε: 

ta
dt

dx
xx += 0υ  

ή       taxxx += 0υυ  

η οποία δίνει την ταχύτητα υχ τη χρονική στιγµή  t 

και     x
x a

dt

d
=

υ
 

η οποία δίνει τη σταθερή επιτάχυνση. 

   Η παράσταση της µετατόπισης σαν συνάρτηση  του χρόνου για οµαλά 

επιταχυνόµενη ευθύγραµµη κίνηση, είναι λοιπόν πάντοτε παραβολή. 

 

(γ) Η ταχύτητα υχ αυξάνεται οµαλά ακολουθώντας την σχέση υχ=υχ0+αχt. Η κλίση 

της ευθείας uχ(t) είναι σταθερή και  κάθε στιγµή έχει την τιµή της επιτάχυνσης αχ. 

(δ) Η επιτάχυνση αχ έχει σταθερή τιµή. Η κλίση της ευθείας αχ(t) είναι µηδέν.  
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ ΕΠΙΠΕΔΟ 

Υπολογισμός της επιτάχυνσης 

Εισαγωγή 

     Ο Γαλιλαίος στα πειράµατά του σχετικά µε την πτώση των σωµάτων 

αντιµετώπιζε δύο σοβαρά εµπόδια 

1. ∆εν υπήρχαν αποτελεσµατικοί τρόποι για να γίνει µερικό κενό 

 2. ∆εν υπήρχαν συσκευές για χρονοµέτρηση των σωµάτων µε αρκετή 

ακρίβεια ώστε να παρθούν αξιόλογα αριθµητικά δεδοµένα. Τα σώµατα 

“βιάζονταν” πολύ να φθάσουν στο έδαφος και οι χρονοµετρήσεις µε τα 

όργανα της εποχής αδυνατούσαν να δώσουν κάτι αξιόπιστο. Παρ’ όλα αυτά 

απέδειξε το συµπέρασµά του δείχνοντας πρώτα  ότι ο χαρακτήρας της 

κίνησης µιας σφαίρας που κυλά σε κεκλιµένο επίπεδο είναι ο ίδιος µε εκείνον 

της σφαίρας που πέφτει ελεύθερα. Το κεκλιµένο επίπεδο απλώς µειώνει την 

ενεργό επιτάχυνση της βαρύτητας στην κίνηση και κάνει πιο αργή την κίνηση 

οπότε µελετάται χρονικά καλύτερα. 
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    Μέτρησε το χρόνο µε την κλεψύδρα νερού ένα όργανο γνωστό στους αρχαίους 

Έλληνες και τον χρησιµοποίησε για να ελέγξει την ταχύτητα και την επιτάχυνση 

της κίνησης. 

 

 

 

     Ο Γαλιλαίος έδειξε ότι αν η επιτάχυνση είναι σταθερή κατά µήκος του 

κεκλιµένου επιπέδου, το ίδιο πρέπει να γίνεται και µε την επιτάχυνση της 

βαρύτητας g, διότι η πρώτη είναι απλώς µία συνιστώσα της δεύτερης και κατά 

µήκος του κεκλιµένου επιπέδου σταθερής κλίσης ο λόγος των επιταχύνσεων 

παραµένει σταθερός. 

  ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ 

Μελέτη της κίνησης ενός κύβου πάνω σε κεκλιμένο επίπεδο 

 

                  

 

 

 

 

 

α) Στατική περίπτωση 

Ο κύβος ηρεµεί πάνω στο επίπεδο µε τη βοήθεια ενός σχοινιού. 

Οι δυνάµεις που ασκούνται επάνω του φαίνονται στο σχήµα. 

     Ο κύβος θα εξασκήσει δυνάµεις πάνω σε άλλα σώµατα του περιβάλλοντός του 

(το σχοινί, τη γη, την επιφάνεια του επιπέδου) σύµφωνα µε την αρχή της δράσης-

αντίδρασης. Οι δυνάµεις αυτές όµως δεν χρειάζονται για τον καθορισµό της 

κίνησης του κύβου γιατί δεν δρούν πάνω στον κύβο. 

     Αφού ο κύβος δεν επιταχύνεται παίρνουµε: 

01 =++ gMNF
ρρρ

 

     Είναι βολικό να διαλέξουµε τον άξονα χ του συστήµατος αναφοράς µας 

παράλληλο µε το επίπεδο και τον άξονα ψ κάθετο προς το επίπεδο. Έτσι µόνο η 

δύναµη Mg πρέπει να αναλυθεί σε συνιστώσες κατά τη λύση του προβλήµατος. 

Οι δύο βαθµωτές εξισώσεις που λαµβάνονται, αν αναλύσουµε την Mg στους 

άξονες χ και ψ είναι: 

F1-Mgsinθ=0     και      N-Mgcosθ=0 

από τις οποίες µπορούν να υπολογιστούν οι F1 και N αν δοθούν οι θ και M. 

N 

 

Mg 

F1 
N 
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β) ∆υναµική περίπτωση 

  1ον.   Αν υποθέσουµε ότι το σχοινί κόβεται, η F1 δηλ. η δύναµη που ασκείται από 

το σχοινί στον κύβο δεν θα υπάρχει. Η συνισταµένη δύναµη  στον κύβο δεν θα 

είναι πια µηδέν και ο κύβος θα επιταχυνθεί.  

Άρα        Μgsinθ=Μα 

    ή               α=gsinθ 

     Η επιτάχυνση έχει διεύθυνση προς τη βάση του κεκλιµένου επιπέδου µε µέτρο 

gsinθ. 

2ον.  Στην περίπτωση που το επίπεδο δεν είναι λείο, άρα υπάρχει δύναµη τριβής 

f και δεδοµένου ότι ο συντελεστής τριβής είναι n, έχουµε: 

Ν-Μgcosθ=0     και     Mgsinθ=Μα 

Οπότε:   Μgsinθ-ηΝ=Μα 

           Μgsinθ-nΜgcosθ=Μα 

                 α=gsinθ-ngcosθ 

δηλαδή η επιτάχυνση σε αυτή την περίπτωση είναι µικρότερη κατά την 

ποσότητα ngcosθ απ’ ότι ήταν στο λείο επίπεδο.     

  Μελέτη της κίνησης ενός κυλίνδρου που κυλίεται προς τα κάτω σε ένα 

κεκλιµένο επίπεδο: 

                                      

 

                                    Οι δυνάµεις φαίνονται στο διπλανό σχήµα.                                          

                                    Mg είναι το βάρος  του κυλίνδρου που δρα κατακό- 

                                    ρυφα στο κέντρο µάζας, Ν είναι η κάθετη δύναµη 

                                    που εξασκεί το επίπεδο πάνω στον κύλινδρο και f 

                                    είναι η δύναµη της στατικής τριβής που δρα κατά 

                                    κατά µήκος του επιπέδου στο σηµείο επαφής. 

                                         Η µεταφορική κίνηση ενός σώµατος λαµβάνεται  

                                    υποθέτοντας ότι όλες οι εξωτερικές δυνάµεις δρούν στο            

κέντρο µάζας του µάζας του Χρησιµοποιώντας το 2ο νόµο του Newton, έχουµε: 

     Η πρώτη σχέση για την κίνηση την κάθετη προς το επίπεδο και η δεύτερη 

κατά µήκος του επιπέδου. 

     Η περιστροφική κίνηση γύρω από το κέντρο µάζας προκύπτει από την: 

 

MafMg

MgN

=−

=−

θ
θ

sin

0cos

−−−−
ΙΙΙΙ==== ααααττττ cm

Mg 

N 
f 

C 
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τ είναι η ροπή, Ιcm η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς ένα άξονα που 

περνάει από το κέντρο µάζας και 
−−−−
αααα  η γωνιακή επιτάχυνση . 

     Ούτε η Ν ούτε η Μg µπορεί να προκαλέσει περιστροφή γύρω από το C γιατί οι 

γραµµές δράσεώς τους περνούν από το C και έχουν έτσι µηδενικούς βραχίονες 

ροπής. Η δύναµη της τριβής έχει ένα βραχίονα ροπής R γύρω από το C και έτσι  

 

όµως  

και 

 

όπου α (ο αριθµητής )είναι η γραµµική επιτάχυνση του κέντρου µάζας. 

οπότε 

     Αντικαθιστώντας την τελευταία, στη δεύτερη µεταφορική εξίσωση, βρίσκουµε 

ότι 

  

     Το αποτέλεσµα αυτό ισχύει για κάθε στιγµή ανεξάρτητα από τη θέση του 

κυλίνδρου πάνω στο επίπεδο. Το κέντρο µάζας κινείται µε σταθερή γραµµική 

επιτάχυνση. 

     Σηµειώνεται επίσης ότι η ελάχιστη δύναµη στατικής τριβής που απαιτείται για 

την κύλιση είναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

−−−−
==== ααααcmIfR

R

αααα
αααα ====
−−−−

2

αααα
αααα

M

R

I
f cm ========

−−−−
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3

2
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2

2

1
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θθ
α
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3

1
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3

2
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   ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 5
ο

 

 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΤΗΝ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 

 

Η  διατήρηση της ενέργειας 

Ισχύει το θεώρηµα έ ρ γ ο υ - ε ν έ ρ γ ε ι α ς .  To θεώρηµα αυτό λέει ότι, το 

έργο W που παράγει η συνισταµένη δύναµη F πάνω σε ένα σώµα κατά την 

κίνηση του από ένα σηµείο σ' ένα άλλο, ισούται προς τη µεταβολή ∆Κ της 

κινητικής ενέργειας του σωµατίου, ή 

                                                            W = ∆Κ (1) 

Συνήθως πάνω σ' ένα σωµάτιο δρουν αρκετές δυνάµεις, όποτε ή 

συνισταµένη δύναµη F είναι το διανυσµατικό άθροισµα τους, δηλαδή 
→→→→
F = 1

→→→→
F + 

2

→→→→
F  +�..+ 2

→→→→
F , όπου έχουµε υποθέσει ότι οι δυνάµεις είναι η στον αριθµό. Το 

έργο που παράγει η συνισταµένη δύναµη F είναι το αλγεβρικό άθροισµα των 

έργων πού παράγει η κάθε µια δύναµη, ή W = W, + W2 +u.+ Wn. Έτσι 

µπορούµε να γράψουµε το θεώρηµα έργου-ενέργειας (Εξ. 1) σαν 

                                            W, +W 2  + � � �  +Wn = ∆Κ. (2) 

Στις επόµενες παραγράφους θα µελετήσουµε συστήµατα στα οποία πάνω σ' 

ένα σωµάτιο εξασκούνται διάφορα είδη δυνάµεων και θα υπολογίσουµε τα W1, 

W2, κ.λ.π. για τις δυνάµεις αυτές. Αυτό θα µας οδηγήσει στον ορισµό διαφόρων 

µορφών ενέργειας όπως δυναµική και κινητική ενέργεια. Η διαδικασία αυτή 

καταλήγει στη διαµόρφωση µιας από τις µεγάλες αρχές της επιστήµης, της 

α ρ χ ή ς  δ ι α τ η ρ ή σ ε ω ς  τ η ς  ε νέ ρ γ ε ι α ς .  

Συντηρητικές δυνάμεις 

Ας κάνουµε πρώτα διάκριση µεταξύ δύο ειδών δυνάµεων, των σ υ ν τ η -

ρ η τ ι κ ώ ν  και των µη σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ώ ν .  Θα θεωρήσουµε ένα παράδειγµα 

από κάθε είδος. 

Έστω ένα ελατήριο, πού το ένα άκρο του στερεώνεται σ' ένα ακλόνητο τοίχο 

όπως στο Σχ.1. Ας σπρώξουµε ένα σώµα µάζας m µε ταχύτητα v προς τo 

ελατήριο. Υποθέτουµε ότι το οριζόντιο επίπεδο είναι εντελώς λείο και ότι το 

ελατήριο είναι ιδανικό, δηλαδή ότι υπακούει στο νόµο του Hooke  

                                          F= - KX       (3) 
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όπου F ή δύναµη πού εξασκεί το ελατήριο όταν το ελεύθερο άκρο του µε-

τατοπιστεί κατά χ. Υποθέτουµε ακόµα πως ή µάζα του ελατήριου είναι τόσο µικρή 

σε σχέση µε εκείνη του σώµατος, ώστε µπορούµε να αγνοήσουµε την κινητική 

ενέργεια του ελατήριου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 1 (α)Ένα σώµα µάζας m εκτοξεύεται µε ταχύτητα v προς το ελατήριο. (β) Το σώµα ηρεµεί µε 

τη δράση της δυνάµεως του ελατήριου, (γ) Το σώµα αποχτά ξανά την αρχική του ταχύτητα v καθώς 

επιστρέφει στο σηµείο που ξεκίνησε. 

Έτσι στο σύστηµα (σώµα + ελατήριο) όλη ή κινητική ενέργεια συγκεντρώνεται 

στο σώµα. 

Όταν το σώµα έρθει σε επαφή µε το ελατήριο η ταχύτητά του, άρα και ή κινητική 

του ενέργεια, αρχίζει να µειώνεται µέχρι πού τελικά το σώµα ηρεµεί εξ αιτίας της 

δράσης της δύναµης του ελατήριου, όπως στο Σχ.1β. Τώρα η κίνηση του 

σώµατος αντιστρέφεται καθώς το συµπιεσµένο ελατήριο ανοίγει. Κερδίζει 

ταχύτητα και κινητική ενέργεια και, όταν ξανάρθει στην αρχική θέση επαφής του 

µε το ελατήριο, βρίσκουµε ότι έχει την ίδια ταχύτητα και κινητική ενέργεια που είχε 

αρχικά, µόνο η φορά της κινήσεως έχει αλλάξει. Τα σώµα χάνει κινητική ενέργεια 

στη διάρκεια του πρώτου µέρους της κινήσεώς του αλλά ξαναπαίρνει όλη πάλι 

στη διάρκεια του δεύτερου µέρους της κίνησής του, καθώς επιστρέφει στο σηµείο 

που ξεκίνησε (Σχ. 1γ). 

Ερµηνεύσαµε την κινητική ενέργεια ενός σώµατος σαν την ικανότητά του να 

παράγει έργο εξ αιτίας της κίνησής του. Είναι φανερό πως µετά τη συµπλήρωση 

ενός ολόκληρου ταξιδιού, η ικανότητα του σώµατος του Σχ. 1 να κάνει έργο 

παραµένει η ίδια. Έχει σ υ ν τ η ρ η θ ε ί .  Η ελαστική δύναµη που εξασκεί ένα 

ιδανικό ελατήριο, αλλά και οι άλλες δυνάµεις που συµπεριφέρονται µε τον ίδιο 

τρόπο, λέγονται σ υ ν τ η ρ η τ ι κ έ ς .  Η δύναµη της βαρύτητας είναι επίσης 

συντηρητική. Αν ρίξουµε µια µπάλα κατακόρυφα προς τα πάνω, θα επιστρέψει 

στα χέρι µας (αν υποθέσουµε την αντίσταση του αέρα αµελητέα), µε την ίδια 

κινητική ενέργεια πού είχε όταν έφευγε από το χέρι µας. 

 



105 

Αν όµως ένα σωµάτιο πάνω στο οποίο δρουν µια ή περισσότερες δυνάµεις 

επιστρέφει στην αρχική θέση του, είτε µε περισσότερη είτε µε λιγότερη κινητική 

ενέργεια απ' ότι είχε αρχικά, τότε σ' ένα πλήρη κύκλο η ικανότητά του να κάνει 

έργο έχει µεταβληθεί. Στην περίπτωση αυτή η ικανότητά του για παραγωγή 

έργου   δ ε ν    έχει συντηρηθεί και τουλάχιστο µια από τις δυνάµεις θα 

χαρακτηριστεί σα µη   σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ή .  

Για την ερµηνεία των µη συντηρητικών δυνάµεων ας υποθέσουµε ότι οι 

επιφάνειες του σώµατος και του επίπεδου, στο Σχ. 1, δεν είναι λείες, αλλά ότι το 

επίπεδο εξασκεί µια δύναµη τριβής f πάνω στον κύβο. Η δύναµη τριβής 

αντιστέκεται στην κίνηση του σώµατος ανεξάρτητα από τη φορά της κίνησής του 

και βρίσκουµε ότι το σώµα επιστρέφει στο σηµείο που ξεκίνησε µε λ ι γ ό τ ε ρ η  

κινητική ενέργεια απ' αυτή πού είχε αρχικά. Αφού στο πρώτο πείραµά µας 

δείξαµε ότι η δύναµη του ελατήριου ήταν συντηρητική, πρέπει να αποδώσουµε 

το νέο αυτό αποτέλεσµα στη δράση της δυνάµεως τριβής. Λέµε ότι η δύναµη 

αυτή και οι άλλες δυνάµεις πού δρουν µε τον ίδιο τρόπο, είναι µη 

σ υ ν τ η ρ η τ ι κ έ ς .  Η δύναµη επαγωγής σ' ένα βήτατρο είναι επίσης µια µη 

συντηρητική δύναµη. Αντί όµως να δαπανά κινητική ενέργεια, παράγει, έτσι που 

ένα ηλεκτρόνιο το οποίο κινείται σε κυκλική τροχιά στο βήτατρο, επιστρέφει 

στην αρχική θέση του µε π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ η  κινητική ενέργεια απ' αυτή που 

αρχικά είχε. Σ' έναν πλήρη κύκλο το ηλεκτρόνιο κερδίζει κινητική ενέργεια, όπως 

πρέπει να συµβαίνει όταν το βήτατρο είναι αποτελεσµατικό. 

Μπορούµε να ορίσουµε τη συντηρητική δύναµη από µια άλλη άποψη, εκείνη 

του έργου που παράγει η δύναµη πάνω στο σωµάτιο. Στο πρώτο παράδειγµα 

µας παραπάνω, το έργο πού παράγει η ελαστική δύναµη του ελατήριου πάνω 

στο σώµα, κατά τη συµπίεση του ελατήριου, είναι αρνητική, γιατί η δύναµη πού 

εξασκεί το ελατήριο πάνω στο σώµα (προς τα αριστερά στο Σχ. 1α) έχει αντίθετη 

φορά από τη φορά της µετατοπίσεως του σώµατος (προς τα δεξιά στο Σχ. 1α). 

Όταν το ελατήριο τεντώνεται το έργο που παράγει η δύναµη του ελατήριου 

πάνω στα σώµα είναι θετικό (δύναµη και µετατόπιση έχουν την ίδια φορά). Στο 

πρώτο παράδειγµα µας το ολικό έργο που παράγει η δύναµη του ελατήριου 

πάνω στο σώµα στη διάρκεια ενός πλήρους κύκλου είναι µηδέν. 

Στο δεύτερο παράδειγµα µας θεωρήσαµε το αποτέλεσµα της δύναµης τριβής. 

Το έργο που παράχθηκε από τη δύναµη αυτή πάνω στο σώµα, είναι αρνητικό 

και στους δύο κύκλους, γιατί ή δύναµη τριβής αντιστέκεται πάντοτε στην κίνηση. 

Άρα το έργο που παράγει η τριβή σ' ένα ολόκληρο κύκλο δεν µπορεί να είναι 

µηδέν. Γενικά λοιπόν: Μ ι α  δ ύ ν α µ η  ε ί ν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ή  αν το έ ρ γ ο  π ο υ  

π α ρ ά γ ε ι  η δ ύ ν α µ η  α υ τή π ά ν ω  στο κ ι ν ο ύ µ ε ν ο  σ ω µ άτ ι ο ,  σε 
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οποιαδήποτε τυχαία  κλειστή διαδροµή, ε ί ν α ι  µηδέν.  Μ ι α  δύν αµ η  

δ ε ν  ε ί ν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ή  αν το έργο που π α ρ ά γ ε ι  η δ ύ ν α µ η  π ά ν ω  στο 

κ ι ν ο ύ µ ε ν ο  σ ω µ ά τ ι ο  σ' έ ν α ν  πλ ήρ η  κ ύ κ λ ο  δ ε ν  ε ί ν α ι  µηδέν.  

Το θεώρηµα έργου-ενέργειας δείχνει πώς ο δεύτερος αυτός τρόπος 

ορισµού των συντηρητικών και µη συντηρητικών δυνάµεων είναι τελείως 

ισοδύναµος προς τον πρώτο ορισµό µας. Αν δεν υπάρχει µεταβολή της 

κινητικής ενέργειας ενός σωµατίου που διαγράφει ένα κλειστό δρόµο, τότε ∆Κ 

=0 και, από την Εξ. 1, W = 0 και η συνισταµένη δύναµη πού δρα στο σωµάτιο 

πρέπει να είναι συντηρητική. Οµοίως, αν             

                                                     ∆Κ≠0  

τότε, από την Εξ. 1, 

                                                         W≠0  

και τουλάχιστο  µια  από τις  εξασκούµενες  δυνάµεις πρέπει να  είναι µη 

συντηρητική. 

Μπορούµε να δούµε το θέµα αυτό πιο λεπτοµερειακά. Όταν υπάρχει τριβή στο 

σύστηµα του Σχ. 1, πάνω στο σώµα εξασκούνται τέσσερις δυνάµεις και η 

συνισταµένη δύναµη είναι 

F=Fs+W+N+f 

όπου οι δυνάµεις είναι η δύναµη του ελατήριου Fs, το βάρος του σώµατος W, η 

κάθετη δύναµη Ν πού εξασκεί το επίπεδο πάνω στο σώµα και η δύναµη τριβής f. 

Μπορούµε να γράψουµε την Εξ. 2, το θεώρηµα έργου-ενέργειας δηλαδή, σαν 

Ws+ Ww + WN + Wf = ∆Κ, 

όπου οι όροι στα αριστερά είναι το έργο που παράγουν πάνω στο σώµα οι 

παραπάνω τέσσερις δυνάµεις. Έχουµε δει ότι για ένα κλειστό δρόµο Ws = 0. 

Οµοίως, Ww = WN = Ο γιατί οι αντίστοιχες δυνάµεις είναι κάθετες προς τη 

µετατόπιση του σώµατος. Έτσι η µεταβολή της κινητικής ενέργειας oφείλεται 

αποκλειστικά στο Wf, το έργο που παράγει η δύναµη τριβής. 

Μπορούµε να δούµε τη διαφορά µεταξύ συντηρητικών και µη συντηρητικών 

δυνάµεων και µ' ένα τρίτο τρόπο.  

                                                 

                                                      Σχ. 2 
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Υποθέστε ότι ένα σωµάτιο κινείται από το α στο b πάνω στο δρόµο 1 και 

γυρίζει πίσω από το b στο α από το δρόµο 2, όπως στο Σχ. 2α. Πάνω στο 

σωµάτιο µπορούν να εξασκούνται αρκετές δυνάµεις στη διάρκεια αυτού του 

κλειστού ταξιδιού. Θεωρούµε κάθε δύναµη ξεχωριστά. Αν η θεωρούµενη δύναµη 

είναι συντηρητική, το έργο πού παράγει πάνω στα σωµάτιο η συγκεκριµένη αυτή 

δύναµη στη κλειστή διαδροµή είναι µηδέν  

ή                 Wab,1+ Wba,2= 0, 

που µπορούµε να γράψουµε σαν   

                   Wab,1=-Wba,2                        

∆ηλαδή  τα έργο για να πάµε από το α στο  b από το δρόµο  1  είναι το αντίθετο 

του  έργου για να πάµε  από  το  b  στο α  από  το  δρόµο  2.  Αν  όµως  

αναγκάσουµε  το  σωµάτιο να πάει  από το α στο b από το δρόµο 2, όπως 

φαίνεται στο Σχ.  2β, απλώς αντιστρέφουµε τη φορά της προηγούµενης κίνησης 

µέσω του δρόµου 2 και έτσι 

                                      Wab,2=  -Wba,2 

Άρα 

                         Wab,1 =  Wab,2 

που µας λέει ότι τα έργο που παράγει πάνω στα σωµάτιο µια συντηρητική 

δύναµη στη διαδροµή από το α στο b είναι το ίδιο και για τους δυο δρόµους. 

Οι δρόµοι 1 και 2 µπορούν να είναι οποιοιδήποτε, φτάνει να πηγαίνουν από το 
α στο b� και τα σηµεία α και b µπορούν να είναι οποιαδήποτε δύο σηµεία. 
Βρίσκουµε πάντα το ίδιο αποτέλεσµα αν η δύναµη είναι συντηρητική. Άρα 
έχουµε ένα άλλο ισοδύναµο ορισµό των συντηρητικών και µη συντηρητικών 
δυνάµεων :  

Σχ. 3  Μια πέτρα ανυψώνεται από το α στο b από διάφορους δρόµους 1,2, 
3 και 4. 

Μ ι α  δ ύ ν α µ η  ε ί ν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ή ,  αν το έργο  πού π α ρ ά γ ε τ α ι  α π '  
αυ τ ή  π άνω  σ' έ να  σω µ ά τ ι ο  πού κ ι ν ε ί τ α ι  µεταξύ  δύο  σ η µ ε ί ω ν ,  
ε ξ α ρ τ ά τ α ι  µόνο  από τα σ η µ ε ί α  αυ τ ά  κ α ι  ό χ ι  απ ό  τ ο ν  α-
κ ο λ ο υ θ ο ύ µ ε ν ο  δ ρόµο.  Μ ι α  δ ύ ναµ η  ε ί ν α ι  µη σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ή  αν το έργο 
πού π α ρ ά γ ε ι  η δ ύ να µ η  α υ τ ή ,  π ά νω  σ' έ να  σ ω µ άτ ι ο  πού κ ι ν ε ί τ α ι  
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µ ε τ α ξ ύ  δύο  σ η µ ε ί ω ν ,  ε ξ α ρ τ άτ α ι  από τ ο ν  α κ ο λ ο υ θ ο ύ µ ε ν ο  µ ετ αξ ύ  
τω ν δύο  αυ τ ώ ν σ η µ ε ί ω ν  δρόµο.  

Για να αποσαφηνίσουµε αυτό τον τρίτο (ισοδύναµο) ορισµό των συντηρητικών 

δυνάµεων, ας εξετάσουµε τις βαρυτικές δυνάµεις που είναι συντηρητικές. 

Υποθέτουµε ότι πιάνουµε στα χέρια µας µια πέτρα µάζας m και την ανεβάζουµε 

σε ύψος h πάνω από το έδαφος, πηγαίνοντας από το α στο b, από αρκετούς 

διαφορετικούς δρόµους, όπως στο Σχ. 3. Ξέρουµε ήδη πως σ' ένα κλειστό δρόµο 

το ολικό έργο που παράγει µια συντηρητική δύναµη είναι µηδέν και ότι η δύναµη 

της παγκόσµιας έλξης είναι συντηρητική. Το έργο που παράγει π ά ν ω  στην 

πέτρα η βαρύτητα κατά την επιστροφή bcα είναι απλώς mgh. Άρα, αφού ή 

βαρύτητα είναι µια συντηρητική δύναµη, το έργο που παράγει η βαρύτητα πάνω 

στην πέτρα, κατά µήκος οποιουδήποτε δρόµου από το α στο b, πρέπει να είναι -

mgh, γιατί µόνο αν είναι έτσι το ολικό έργο πού παράγεται από τη βαρύτητα σ' 

ένα κλειστό ταξίδι θα είναι µηδέν. Αυτό σηµαίνει πώς η βαρύτητα προσφέρει 

αρνητικό έργο πάνω στην πέτρα καθώς κινείται από το α στο b, ή για να το 

τοποθετήσουµε αλλιώς, το έργο πρέπει να παράγεται α ν τ ί θ ε τ α  προς τη 

βαρύτητα κατά µήκος οποιουδήποτε από τους δρόµους αb. Μπορούµε να 

υπολογίσουµε απ' ευθείας ότι το έργο που παράγει η βαρύτητα κατά µήκος 

οποιουδήποτε δρόµου ab ισούται προς -mgh. Γιατί οποιοσδήποτε απ' αυτούς 

τους δρόµους µπορεί να αναλυθεί σε απειροστές µετατοπίσεις που είναι 

διαδοχικά οριζόντιες και κατακόρυφες. Στις οριζόντιες µετατοπίσεις δεν 

παράγεται έργο από τη βαρύτητα και η συνολική κατακόρυφη µετατόπιση είναι η 

ίδια σ' όλες τις περιπτώσεις. Άρα το έργο που παράγει η βαρύτητα πάνω στην 

πέτρα κατά την κίνηση της από το α στο b, εξαρτάται µόνο από τις θέσεις α και b 

και καθόλου από τον ακολουθούµενο δρόµο. 

Για µια µη συντηρητική δύναµη, όπως η τριβή, το παραγόµενο έργο   δ ε ν  είναι  

ανεξάρτητο του  δρόµου  που  ακολουθείται  µεταξύ  των δύο σταθερών σηµείων. 

Χρειάζεται µόνο να επισηµάνουµε ότι καθώς σπρώχνουµε ένα σώµα πάνω  σ'  

ένα  (ανώµαλο)  τραπέζι  µεταξύ  δύο  σηµείων  α  και b  από  διάφορους   

δρόµους,   η   διανυόµενη   απόσταση   µεταβάλλεται,  όπως   επίσης   και  το 

παραγόµενο από τη δύναµη τριβής έργο. Αυτό εξαρτάται από το δρόµο. 

Οι ορισµοί της συντηρητικής δύναµης, που έχουµε δώσει, είναι ισοδύναµοι 

µεταξύ τους. Ποιο θα χρησιµοποιήσουµε εξαρτάται µόνο από το ποιος µας 

συµφέρει. Ο ορισµός µε τους κλειστούς δρόµους δείχνει καθαρά πως ή κινητική 

ενέργεια διατηρείται, όταν δρουν συντηρητικές δυνάµεις. Για να αναπτύξουµε την 

ιδέα της δυναµικής ενέργειας όµως, προτιµάται ο ορισµός που λέει ότι το έργο 

είναι ανεξάρτητο από το δρόµο. 
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Δυναμική ενέργεια 

Στην παράγραφο αυτή θα συγκεντρώσουµε την προσοχή µας όχι στο κινού-

µενο σώµα του Σχ. 1, αλλά στο (αποµονωµένο) σύστηµα (σώµα + ελατήριο). 

Αντί να λέµε ότι το σώµα κινείται, προτιµάµε στη θεώρηση αυτή, να λέµε ότι η 

κατάσταση του συστήµατος µεταβάλλεται. Μετράµε τόσο τη θέση του σώµατος, 

όσο και την κατάσταση του συστήµατος σε κάθε στιγµή χρησιµοποιώντας την 

ίδια παράµετρο χ, δηλαδή τη µετατόπιση του ελεύθερου άκρου του ελατήριου 

από την κανονική θέση του, που αντιστοιχεί σε ελεύθερο ελατήριο. Η κινητική 

ενέργεια του συστήµατος είναι η ίδια µε εκείνη του σώµατος, γιατί έχουµε 

υποθέσει πώς το ελατήριο δεν έχει µάζα. 

Έχουµε δει πως η κινητική ενέργεια του συστήµατος του Σχ. 1 µειώνεται στη 

διάρκεια του πρώτου µισού της κινήσεως, γίνεται µηδέν και ακολούθως αυξάνεται 

στο δεύτερο µισό της κινήσεως. Αν δεν υπάρχει τριβή η κινητική ενέργεια του 

συστήµατος ξαναπαίρνει την αρχική τιµή της, όταν ξαναβρεθεί στην αρχική 

κατάσταση του. 

Κάτω απ' αυτές τις συνθήκες (όταν δρουν συντηρητικές δυνάµεις) εισάγουµε 

την έννοια της ε ν έ ρ γ ε ι α ς  κ α τ α σ τ ά σ ε ω ς ,  ή δ υ ν α µ ι κ ή ς  ενέργε ιας  U και 

λέµε ότι αν η Κ του συστήµατος µεταβληθεί κατά ∆Κ  όταν µεταβληθεί η διάταξη 

των σωµάτων (δηλαδή όταν το σώµα του συστήµατος του Σχ. 1 κινείται), τότε η 

U του συστήµατος πρέπει να µεταβληθεί κατά ένα ίσο ποσό αντιθέτως, ώστε 

το άθροισµα των δύο µεταβολών να είναι µηδέν, ή 

                                                    ∆Κ + ∆U = 0. (4α) 

Αλλιώς, λέµε ότι οποιαδήποτε µεταβολή της κινητικής ενέργειας Κ του συ-

στήµατος αντισταθµίζεται από µια ίση και αντίθετη µεταβολή της δυναµικής 

ενέργειας U του συστήµατος, ώστε το άθροισµα τους να παραµένει σταθερό 

στη διάρκεια της κινήσεως, ή 

                                                      Κ + U = σταθερό. (4β) 

Η δυναµική ενέργεια ενός συστήµατος παριστάνει µια µορφή αποθηκευµένης 

ενέργειας, που µπορεί πλήρως να µετατρέπεται σε κινητική ενέργεια. ∆εν 

µπορούµε να συνδέσουµε τη δυναµική ενέργεια µε µια µη συντηρητική δύναµη, 

όπως είναι η δύναµη τριβής, γιατί ή κινητική ενέργεια ενός συστήµατος πάνω 

στο οποίο δρουν τέτοιες δυνάµεις, δ ε ν  ξαναπαίρνει την αρχική τιµή της όταν 

τα σύστηµα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση. 

Οι Εξ. 4 ισχύουν για κλειστά συστήµατα σωµάτων που αλληλεπιδρούν, όπως 

το σύστηµα (σώµα + ελατήριο) του Σχ. 1. (Είναι όµως στην πραγµατικότητα 
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αυτό το σύστηµα κλειστό;). Στο παράδειγµα αυτό, επειδή θεωρούµε το 

ελατήριο πρακτικά χωρίς µάζα, η κινητική ενέργεια µπορεί να συνδεθεί µόνο µε 

την κινούµενη µάζα. Το σώµα επιβραδύνεται (ή επιταχύνεται) γιατί πάνω του 

εξασκείται η δύναµη α π ό  το ε λ α τ ή ρ ι ο. Είναι λογικό λοιπόν να συνδέσουµε 

τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος µε τη δύναµη αυτή, δηλαδή µε το 

ελατήριο. Έτσι στην απλή αυτή περίπτωση λέµε ότι η κινητική ενέργεια, που 

έχει η µάζα, ελαττώνεται στη διάρκεια του πρώτου µέρους της κινήσεως, ενώ η 

δυναµική ενέργεια, που αποταµιεύεται στο ελατήριο, αυξάνεται στη διάρκεια 

αυτού του ίδιου χρόνου. 

Οι Εξ. 4 είναι ουσιαστικά λογιστικές αναλύσεις για την ενέργεια. Αυτές οι 

εξισώσεις, καθώς και η έννοια της δυναµικής ενέργειας, δεν έχουν πραγµατική 

σηµασία αν δεν βρούµε τρόπο υπολογισµού της U, σε συνάρτηση της 

καταστάσεως του συστήµατος, µέσα στο οποίο δρουν οι συντηρητικές δυνάµεις- 

στο παράδειγµα του Σχ. 1 αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να κατορθώσουµε να 

υπολογίσουµε το U(x), όπου χ ή µετατόπιση του ελατηρίου. 

Για να ξεκαθαρίσουµε την έννοια της δυναµικής ενέργειας U, ας θεωρήσουµε 

το θεώρηµα έργου-ενέργειας, W = ∆Κ, όπου W  είναι το έργο πού παράγει η 

συνισταµένη δύναµη πάνω σ' ένα σωµάτιο καθώς κινείται από το α στο b. Για 

λόγους απλότητας ας υποθέσουµε ότι µόνο µια δύναµη F εξασκείται πάνω στο 

σωµάτιο. Αυτό ισχύει στην ουσία για τα σύστηµα του Σχ. 1. Αν ή F είναι 

συντηρητική µπορούµε να συνδυάσουµε το θεώρηµα έργου- ενέργειας (Εξ.1) µε 

την Εξ. 4α, οπότε παίρνουµε 

                                              W = ∆Κ = -∆U (5α) 

Το έργο W πού παράγει µια συντηρητική δύναµη εξαρτάται µόνο από το 

αρχικό και τελικό σηµείο της κινήσεως και όχι από τον ακολουθούµενο 

µεταξύ τους δρόµο. Μια τέτοια δύναµη µπορεί να εξαρτάται µόνο από τη 

θέση ενός σωµατίου. ∆εν εξαρτάται από την ταχύτητα του σωµατίου ή τον 

χρόνο, για παράδειγµα. Σε µονοδιάστατη κίνηση, η Εξ. 5α γίνεται 

                                                 ∆U= -W= - (((( ))))dxxF

x

x

∫∫∫∫
0

        (5β) 

 

όπου το σωµάτιο κινείται από το χ0 στο χ. Η Εξ. 5β δείχνει τον τρόπο 

υπολογισµού της µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ∆U όταν ένα σωµάτιο, 

πάνω στο οποίο δρα µια συντηρητική δύναµη F(x), κινείται από το σηµείο α, πού 

καθορίζεται µε το χ0, στο σηµείο b, που καθορίζεται µε το χ. Η εξίσωση δείχνει ότι 
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µπορούµε να υπολογίσουµε την ∆U αν η δύναµη F εξαρτάται µόνο από τη θέση 

του σωµατίου (δηλαδή από την κατάσταση του συστήµατος), που είναι 

ισοδύναµο µε το να πούµε ότι η δυναµική ενέργεια έχει νόηµα µόνο για 

συντηρητικές δυνάµεις. 

Τώρα πού ξέρουµε ότι η δυναµική ενέργεια U εξαρτάται µόνο από τη θέση του 

σωµατίου, µπορούµε να γράψουµε την Εξ. 4β σαν 

                                     2

2

1
mv + U(x) = Ε     (µια διάσταση) (6α) 

όπου η Ε, πού µένει σταθερή όταν κινείται το σωµάτιο, ονοµάζεται ο λ ι κή 

µ η χ α ν ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α .  Υποθέτουµε ότι το σωµάτιο κινείται από το σηµείο α 

(όπου η θέση του είναι χ0 και η ταχύτητα του v0) στα σηµείο b (όπου η θέση του 

είναι χ και ή ταχύτητα του v). Η ολική µηχανική ενέργεια Ε  πρέπει να είναι η ίδια 

για κάθε σχηµατισµό του συστήµατος όταν η δύναµη είναι συντηρητική, ή, από 

την Εξ.  6α 

                                           2

2

1
mv + U(x) = 2

0
2

1
mv + U(x0).        (6β) 

Η ποσότητα στα δεξιά εξαρτάται µόνο από την αρχική θέση χ0 και την αρχική 

ταχύτητα v0, πού έχουν καθορισµένες τιµές. Είναι λοιπόν σ τ α θ ε ρή σ τ η  

δ ι ά ρ κ ε ι α  τ η ς  κ ι ν ή σ ε ω ς .  Αυτή είναι η σταθερή ολική µηχανική ενέργεια Ε. 

Παρατηρούµε ότι η δύναµη και η επιτάχυνση δεν εµφανίζονται στην εξίσωση 

αυτή, µόνο η θέση και η ταχύτητα εµφανίζονται. Οι Εξ. 6 ονοµάζονται συχνά 

ν ό µ ο ς  δ ι α τ η ρ ή σ ε ω ς  τ η ς  µ η χ α ν ι κ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ι α ς  για συντηρητικές 

δυνάµεις. 

Σε πολλά προβλήµατα βρίσκουµε ότι, παρ' όλο που µερικές από τις δυνάµεις 

δεν είναι συντηρητικές, είναι τόσο µικρές ώστε µπορούµε να τις αγνοήσουµε. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις Εξ. 6 σα µια καλή 

προσέγγιση. Για παράδειγµα, η αντίσταση του αέρα µπορεί να υπάρχει αλλά 

µπορεί η επίδρασή της πάνω στην κίνηση να είναι τόσο µικρή ώστε να 

µπορούµε να την αγνοήσουµε. 

Παρατηρούµε ότι, αντί να ξεκινάµε µε τους νόµους του Newton, µπορούµε να 

απλοποιούµε τη λύση προβληµάτων, όταν εξασκούνται µόνο συντηρητικές δυ-

νάµεις, ξεκινώντας µε τις Εξ. 6. Η σχέση αυτή προκύπτει βέβαια από τους 

νόµους του Newton, αλλά είναι ένα βήµα πιο κοντά στη λύση (λεγόµενη πρώτο 

ολοκλήρωµα της κινήσεως). Συχνά λύνουµε προβλήµατα χωρίς να αναλύουµε 

τις δυνάµεις ή να γράφουµε τους νόµους του Newton, αναζητώντας αντί γι' αυτά, 
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µια ποσότητα στην κίνηση που να είναι σταθερή. Εδώ η µηχανική ενέργεια είναι 

σταθερή και µπορούµε να γράψουµε τις Εξ. 6 σαν πρώτο βήµα. 

Σε µονοδιάστατη κίνηση µπορούµε επίσης να γράψουµε τη σχέση µεταξύ 

δυνάµεως και δυναµικής ενέργειας (Εξ. 5β) σαν 

                                                     F(x) = -
dx

dU x   (7) 

 Η Εξ. 7 µας δίνει µια άλλη όψη της δυναµικής ενέργειας. Η δ υ ν α µ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α  

ε ί ν α ι  µ ι α  σ υ ν ά ρ τ η σ η  θ έ σ ε ω ς ,  τ η ς  οπ ο ί α ς  το  α ν τ ί θ ε τ ο  τ ης  

π α ρ α γ ώ γ ο υ  µα ς  δ ί ν ε ι  τη  δ ύ ν α µ η .  

Έστω ότι ένα σωµάτιο κινείται από το α στο b πάνω στον άξονα χ και ότι 

πάνω του εξασκείται µόνο µια συντηρητική δύναµη F(x). Για να αποδώσουµε 

µια τιµή στη δυναµική ενέργεια Ub στο σηµείο b, ας γράψουµε 

                               ∆ U = U b -  Uα, 

 ή (βλέπε Εξ. 5β) 

                                             Ub=∆U+Uα= (((( ))))dxxF

bx

x

∫∫∫∫−−−−
αααα

+Uα (8) 

∆εν µπορούµε να αποδώσουµε µια τιµή στην Ub εκτός κι αν αποδώσουµε τιµή 

στην Uα. Αν το σηµείο b είναι οποιαδήποτε τυχαία θέση χ, ώστε Ub =U(x), δίνουµε 

νόηµα στο U(x) εκλέγοντας το σηµείο α ώστε να είναι ένα βολικό σηµείο 

αναφοράς, που καθορίζεται από το χα = χ0 και δίνοντας  µια τιµή στη δυναµική 

ενέργεια Uα = U(x0) όταν το σώµα βρίσκεται στο σηµείο αυτό. Έτσι η Εξ. 8 γίνεται 

                                                U(x)= - dxxF

x

x

)(

0

∫∫∫∫ +U(x0) (9) 

∆ηλαδή η δυναµική ενέργεια σε κάθε σηµείο εξαρτάται από την τιµή που 

διαλέγουµε για το σηµείο αναφοράς. 

Είναι συχνά βολικό να διαλέγουµε σα σηµείο αναφοράς χ0 εκείνο στο οποίο η 

δύναµη πάνω στο σωµάτιο είναι µηδέν. Έτσι η δύναµη που εξασκεί ένα ελατήριο 

είναι µηδέν όταν βρίσκεται στην κανονική ατέντωτη κατάσταση του. Λέµε 

συνήθως πώς στην κατάσταση αυτή η δυναµική ενέργεια είναι επίσης µηδέν. 

Επίσης η έλξη της γης πάνω σ' ένα σώµα µειώνεται καθώς το σώµα 

αποµακρύνεται από τη γη και γίνεται µηδέν σε άπειρη απόσταση. Παίρνουµε 

συνήθως το άπειρο σαν τα σηµείο αναφοράς µας και αποδίνουµε την τιµή µηδέν 

στη δυναµική ενέργεια της δυνάµεως βαρύτητας στο σηµείο αυτό. Μέχρι τώρα 

όµως ασχοληθήκαµε µε τη δύναµη βαρύτητας πάνω σε σώµατα όπως οι µπάλες 
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του baseball κ.λ.π., που, σε σχέση µε την ακτίνα της γης, δεν αποµακρύνονται 

πολύ από τη γήινη επιφάνεια. Εδώ η δύναµη βαρύτητας ( W= mg) είναι 

ουσιαστικά σταθερή και το βρίσκουµε βολικό να παίρνουµε το µηδέν της 

δυναµικής ενέργειας, όχι στο άπειρο, αλλά στην επιφάνεια της γης. 

Η µεταβολή των συντεταγµένων του συνηθισµένου σηµείου αναφοράς χ0  ή της 

αυθαίρετης τιµής που αποδίνεται στην U(x0) έχει απλώς σα συνέπεια τη 

µεταβολή της τιµής της U(x) κατά µια προσθετική σταθερά. Η παρουσία µιας 

αυθαίρετης προσθετικής σταθεράς στην έκφραση της δυναµικής ενέργειας (Εξ. 9) 

δεν διαφοροποιεί τις εξισώσεις που έχουµε γράψει µέχρι τώρα. Απλώς 

προσθέτει τον ίδιο σταθερό όρο σε κάθε πλευρά της Εξ.  6β, για παράδειγµα, 

αφήνοντας την εξίσωση αυτή αµετάβλητη. Ακόµη, η µεταβολή της U(x) κατά µια 

προσθετική σταθερά δεν µεταβάλλει τη δύναµη που υπολογίζεται από την Εξ. 7, 

γιατί η παράγωγος µιας σταθεράς είναι µηδέν. Όλα αυτά σηµαίνουν πως η 

εκλογή ενός σηµείου αναφοράς για τη δυναµική ενέργεια δεν επηρεάζει τους 

υπολογισµούς µας γιατί ασχολούµαστε πάντα µε δ ι α φ ο ρ έ ς  δυναµικής 

ενέργειας και όχι µε απόλυτες τιµές της δυναµικής ενέργειας σ' ένα δοσµένο 

σηµείο. 

Για να προσδιορίσουµε την ταχύτητα και άρα την κινητική ενέργεια πρέπει να 

καθορίσουµε ένα σύστηµα αναφοράς. Η ταχύτητα ενός επιβάτη που κάθεται µέσα 

σ' ένα τραίνο είναι µηδέν, αν πάρουµε το τραίνο σα σύστηµα αναφοράς, δεν είναι 

όµως µηδέν για ένα παρατηρητή στο έδαφος, που βλέπει τον επιβάτη να κινείται 

µε οµαλή ταχύτητα. Η τιµή της κινητικής ενέργειας εξαρτάται από το 

χρησιµοποιούµενο, από τον παρατηρητή, σύστηµα αναφοράς. Άρα το σηµαντικό 

για τη µηχανική ενέργεια Ε, που είναι το άθροισµα της κινητικής και της 

δυναµικής ενέργειας, δεν είναι η πραγµατική τιµή της στη διάρκεια µιας 

δοσµένης κινήσεως (αυτή εξαρτιέται από τον παρατηρητή), αλλά το γεγονός ότι 

η τιµή αυτή δεν µεταβάλλεται στη διάρκεια της κινήσεως για οποιοδήποτε 

παρατηρητή  όταν οι δυνάµεις είναι συντηρητικές.  

 

Μονοδιάστατα συντηρητικά συστήματα 

Ας υπολογίσουµε τώρα τη δυναµική ενέργεια σε δυο µονοδιάστατα παρα-

δείγµατα συντηρητικών δυνάµεων, της δυνάµεως βαρύτητας για κινήσεις κοντά 

στη γήινη επιφάνεια και της ελαστικής δυνάµεως επαναφοράς ενός (ιδανικού) 

τεντωµένου ελατήριου. 

Για τη δύναµη βαρύτητας παίρνουµε τη µονοδιάστατη κίνηση κατακόρυφη, 

πάνω στον άξονα y. Η θετική κατεύθυνση του άξονα y λαβαίνετε προς τα πάνω. Η 
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δύναµη βαρύτητας έχει τότε την αρνητική y κατεύθυνση, δηλαδή προς τα κάτω. 

Έχουµε ότι F(y) = —mg, σταθερά. Η δυναµική ενέργεια στη θέση y βρίσκεται άπα 

την Εξ. 9, ή 

                     U(y) = - dyyF

y

)(

0

∫∫∫∫ +U(0) = - dymg

y

)(

0

−−−−∫∫∫∫ +U(0)= mgy +U(0) 

Η δυναµική ενέργεια µπορεί να θεωρηθεί µηδέν όταν y = Ο, ώστε U(0) = 0 και 

                                                              U(y) = mgy. (10) 

Η δυναµική ενέργεια βαρύτητας είναι λοιπόν mgy. Η σχέση F(y) = -dU/dy (Εξ. 7) 

ικανοποιείται, γιατί -d(mgy)/dy = —mg. ∆ιαλέγουµε να είναι y = Ο στην επιφάνεια 

της γης για λόγους ευκολίας, ώστε η δυναµική ενέργεια της βαρύτητας να είναι 

µηδέν στην επιφάνεια της γης και να αυξάνεται γραµµικά µε το ύψος y. 

Αν συγκρίνουµε τα σηµεία y και y = 0, η διατήρηση του αθροίσµατος κινητική 

συν δυναµική ενέργεια (Εξ. 6β) µας δίνει τη σχέση 

                                                       2

2

1
mv   + mgy = 2

0
2

1
mv  

Αυτή  είναι µαθηµατικά  ισοδύναµη  µε τα γνωστό αποτέλεσµα, 

                                                                    v2 = 2
0v -  2gy 

Αν το  σωµάτιο  µας  κινηθεί από ένα ύψος h1 σ’ ένα ύψος h2,  µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε την Εξ. 6β για να πάρουµε 

                                                 2
1

2

1
mv + mgh1=. 2

2
2

1
mv + mgh2 

Η ολική µηχανική ενέργεια Ε είναι σταθερή και διατηρείται στη διάρκεια της 

κινήσεως, παρ' όλο που η κινητική και η δυναµική ενέργεια µεταβάλλονται καθώς 

η κατάσταση του συστήµατος (σωµάτιο + γη) µεταβάλλεται. 

Ένα δεύτερο παράδειγµα συντηρητικής δυνάµεως είναι εκείνη πού εξασκεί ένα 

ελατήριο πάνω σε µια µάζα m πού συνδέεται µ' αυτό και κινείται σε λεία 

οριζόντια επιφάνεια. Αν πάρουµε χ0 = 0 για τη θέση του άκρου του ελατήριου 

στην κανονική κατάστασή του, η δύναµη που ασκείται πάνω στη µάζα, όταν το 

ελατήριο τεντωθεί κατά χ, είναι F = = - kx. Η δυναµική ενέργεια βρίσκεται από την 

Εξ. 9, 

                                      U(x)= - dxxF

x

)(

0

∫∫∫∫ +U(0) = - dxkx

x

)(

0

−−−−∫∫∫∫ + U(0)  
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Αν πάρουµε U(0)=0, η δυναµική ενέργεια, όπως και η δύναµη, είναι µηδέν όταν 

το ελατήριο είναι ελεύθερο και 

                                           U(x)= - dxkx

x

)(

0

−−−−∫∫∫∫ = 2

2

1
kx  

To αποτέλεσµα είναι το ίδιο είτε τεντώνουµε είτε συµπιέζουµε το ελατήριο, 

δηλαδή είτε το χ είναι θετικό είτε αρνητικό. 

Η σχέση F(x) = —dU/dx (Εξ.. 7) ικανοποιείται, γιατί - d(
2

1
kx2)/dx = -kx. Η ελαστική 

δυναµική ενέργεια του ελατήριου λοιπόν είναι 

                                             U(x)= 
2

1
kx2. (11) 

Το σώµα µάζας m θα εκτελέσει κίνηση στην οποία η ολική ενέργεια Ε διατηρείται. 

Από την Εξ. 6β έχουµε 

                                                2
0

22

2

1

2

1

2

1
mvkxmv ====++++  

Εδώ v0 είναι ή ταχύτητα του σωµατίου για χ = 0. Φυσικά πετυχαίνουµε µια 

τέτοια κατάσταση τεντώνοντας το ελατήριο κατά ορισµένο µήκος xm, ε-

φαρµόζοντας µια δύναµη και ακολούθως αφήνοντας το ελατήριο. Παρατηρούµε 

ότι για χ=0 η ενέργεια του συστήµατος (σώµα + ελατήριο) είναι όλη κινητική. Για 

χ = xm (µέγιστη τιµή του χ), ή υ πρέπει να είναι µηδέν και έτσι εδώ ή ενέργεια του 

συστήµατος είναι όλη δυναµική. Στο χ = xm, έχουµε: 

                                               
2

1
kxm

2 = 2
0

2

1
mv  

ή 

                                           xm = (((( )))) 2/1
/ km v0  

Για θέσεις µεταξύ των Χ1, και χ2 η Εξ. 6β δίνει 

                                          2
2

2
2

2
1

2
1

2

1

2

1

2

1

2

1
mvkxmvkx ++++====++++  

Είδαµε ότι ή κ ι ν η τ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α  ε ν ό ς  σ ώ µ α τ ο ς  ε ί ν α ι  το έ ρ γ ο  π ο ύ  

µ π ο ρ ε ί  να α π ο δ ώ σ ε ι  λ ό γ ω  τ η ς  κ ι ν ή σ ε ώ ς  τ ο υ .  Εκφράζουµε την 

κινητική ενέργεια µε τον τύπο Κ = mv2/2. ∆εν µπορούµε να δώσουµε ένα 

παρόµοιο γενικό τύπο µε τον οποίο να εκφράζεται η δυναµική ενέργεια. Η 

δ υ ν α µ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α  ε ν ό ς  σ υ σ τ ή µ α τ ο ς  σ ω µ ά τ ω ν ε ί ν α ι  το έρ γ ο  π ο ύ  

µ π ο ρ ε ί  να α π ο δ ώ σ ε ι  το σ ύ σ τ η µ α  τ ω ν  σ ω µ ά τ ω ν ,  λ ό γ ω  τ η ς  σ χ ε -

τ ι κ ή ς  θ έ σ ε ω ς  τ ω ν  µ ε λ ώ ν  τ ο υ ,  δ η λ α δ ή  λ ό γ ω  της κ α τ α σ τ ά σ ε ω ς  



116 

τ ο υ .  Σε κάθε περίπτωση πρέπει να προσδιορίζουµε πόσο έργο µπορεί να 

αποδώσει περνώντας από µια κατάσταση σε άλλη και ακολούθως να 

παίρνουµε αυτό το έργο σαν τη διαφορά της δυναµικής ενέργειας του 

συστήµατος µεταξύ των δύο αυτών καταστάσεων. 

Η δυναµική ενέργεια του ελατήριου εξαρτάται από τη σχετική θέση των 

τµηµάτων του. Έργο παράγεται αν αφήσουµε το ελατήριο να επιστρέψει από 

την τεντωµένη στην κανονική του κατάσταση, οπότε εξασκεί δύναµη κατά 

µήκος του δρόµου. Αν στο ελατήριο προσδεθεί µια µάζα, η µάζα επιταχύνεται 

από τη δύναµη αυτή και η δυναµική ενέργεια µετατρέπεται σε κινητική ενέργεια. 

Στην περίπτωση της βαρύτητας ένα σώµα παίρνει µια θέση σε σχέση προς τη 

γη. Η δυναµική ενέργεια είναι ένα φυσικό µέγεθος που χαρακτηρίζει το σύστηµα 

του σώµατος και της γης. Η σχετική θέση των µελών του συστήµατος αυτού είναι 

εκείνη που καθορίζει τη δυναµική ενέργεια. Η δυναµική ενέργεια είναι 

µεγαλύτερη όταν τα µέλη είναι αποµακρυσµένα παρά όταν βρίσκονται κοντά το 

ένα στο άλλο. Η απώλεια δυναµικής ενέργειας είναι ίση µε το έργο που 

παράγεται σ' αυτή τη διαδικασία. Το έργο αυτό µετατρέπεται σε κινητική 

ενέργεια των σωµάτων. Αρχικά, το σώµα αυτό εξασκεί δύναµη πάνω στη γη και 

την αναγκάζει να αποκτήσει επιτάχυνση, σε σχέση µε κάποιο αδρανειακό 

σύστηµα. Η µεταβολή της ταχύτητας όµως που προκύπτει, είναι εξαιρετικά 

µικρή και παρ' όλη την τεράστια µάζα της γης, η επιπρόσθετη κινητική της 

ενέργεια είναι αµελητέα σε σύγκριση µε εκείνη του σώµατος που πέφτει. Σε 

άλλες περιπτώσεις, όπως στην κίνηση των πλανητών όπου οι µάζες των 

σωµάτων στο σύστηµα µας είναι συγκρίσιµες, δεν µπορούµε να αγνοήσουµε 

οποιοδήποτε µέλος του συστήµατος. Γενικά, δ υ ν α µ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α  δεν 

αποδίνεται σε κάθε σώµα ξεχωριστά αλλά θ ε ω ρ ε ί τ α ι  σα µ ι α  κ ο ι ν ή  ι-

δ ι ό τ η τ α  τ ου  σ υ σ τ ή µ α τ ο ς .  

 

Διδιάστατα και τρισδιάστατα συντηρητικά συστήματα 

Μέχρι τώρα συζητήσαµε για τη δυναµική ενέργεια και τη διατήρηση της 

ενέργειας σε µονοδιάστατα συστήµατα, στα οποία η δύναµη είχε τη διεύθυνση 

της κίνησης. Μπορούµε εύκολα να γενικεύσουµε τη συζήτηση µας για 

τρισδιάστατη κίνηση. 

Αν το έργο πού παράγει η δύναµη F εξαρτάται µόνο από τα ακραία σηµεία της 

κινήσεως και είναι ανεξάρτητο του ακολουθούµενου µεταξύ των σηµείων αυτών 

δρόµου, η δύναµη είναι συντηρητική. Ορίζουµε τη δυναµική ενέργεια U σε 

αναλογία µε το µονοδιάστατο σύστηµα και βρίσκουµε ότι είναι µια συνάρτηση 
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των τριών συντεταγµένων χώρου, δηλαδή U = U(x,y,z). Παίρνουµε και πάλι µια 

έκφραση για τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας. 

Η γενίκευση της Εξ. 5β για τρισδιάστατη κίνηση είναι 

                                   dzFdyFdxFU z

z

z

y

y

y

X

x

x

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−−−−−−−−−====∆∆∆∆

000

 (5γ) 

ή πιο σύντοµα µε διανυσµατική µορφή 

                                       
→→→→→→→→

⋅⋅⋅⋅−−−−====∆∆∆∆ ∫∫∫∫ drrFU

L

)(  (5δ) 

όπου ∆U είναι η µεταβολή της δυναµικής ενέργειας του συστήµατος καθώς το 

σωµάτιο κινείται από το σηµείο (χ0,y0,zo), που περιγράφεται από το διάνυσµα 

θέσεως rΟ, στο σηµείο (x,y,z), πού περιγράφεται από το διάνυσµα θέσεως r.  Fx, 

Fy και Fz είναι οι συνιστώσες της συντηρητικής δυνάµεως F(r) = F(x,y,z). Η 

γενίκευση της Εξ. 6β για τρισδιάστατη κίνηση είναι 

                               
2

1
mv2 + U(x,y,z) = 

2

1
mv0

2 + U(x0,yo,zo) (6γ) 

η οποία σε διανυσµατική µορφή µπορεί να γραφτεί 

                                         )(
2

1
)(

2

1
000 rUvmvrUvmv ++++••••====++++••••  (6δ) 

όπου ν � ν = νχ
2 + vy

2 + vΖ
2 = v2   και   ν0 � ν0 = vοχ

2 + voy
2 + vΟΖ

2 = v0
2. 

Οµοίως η Εξ. 6α γίνεται 

                                            EzyxUmv ====++++ ),,(
2

1 2  

στις τρεις διαστάσεις, όπου Ε είναι η σταθερή ολική µηχανική ενέργεια. 

Τέλος, η γενίκευση της Εξ. 7 στις τρεις διαστάσεις είναι 

                                           
Z

U
k

y

U
j

X

U
irF

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−
∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−
∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====)(  

Αν αντικαταστήσουµε την έκφραση αυτή της F στην Εξ. 5δ παίρνουµε και πάλι 

ταυτότητα.  

Μη συντηρητικές δυνάμεις 

Μέχρι τώρα µελετήσαµε µόνο τη δράση µιας συντηρητικής δύναµης πάνω σ' 

ένα σωµάτιο. Ξεκινώντας από το θεώρηµα έργου - ενέργειας 

                                              W1+ W2 + . . . +Wn = ∆Κ  
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είδαµε ότι, αν µόνο µια δύναµη, έστω η F1 εξασκιόταν και αν ήταν συντη-

ρητική, τότε θα µπορούσαµε να παραστήσουµε το έργο W1 πού παράχθηκε 

πάνω στο σωµάτιο σα µια µείωση της δυναµικής ενέργειας ∆UΊ του συστή-

µατος (βλέπε Εξ.5α), ή 

                                          W1 = -∆U1 

 Συνδυάζοντας αυτό µε την Εξ.2 πήραµε 

                                          ∆Κ + ∆U1 = 0. 

Αν εξασκούνται πολλές συντηρητικές δυνάµεις όπως δύναµη βαρύτητας, 

ελαστική δύναµη ελατηρίου, ηλεκτροστατική δύναµη, κ.λ.π., µπορούµε 

εύκολα να επεκτείνουµε τις δύο αυτές εξισώσεις στις 

                                     Σ Wc= -Σ∆U (14α) 

και ∆K + Σ∆U = 0                                       (14β) 

όπου ΣWc είναι το άθροισµα των έργων που παράγουν οι διάφορες 

(συντηρητικές) δυνάµεις και ∆U είναι οι µεταβολές της δυναµικής ενέργειας 

του συστήµατος, που σχετίζεται µε τις δυνάµεις αυτές. Η ποσότητα στα 

αριστερά της Εξ. 14β είναι απλώς η µεταβολή της ολικής µηχανικής 

ενέργειας ∆Ε, για την περίπτωση που πολλές συντηρητικές δυνάµεις 

δρουν πάνω σ' ένα σωµάτιο. Μπορούµε να γράψουµε την εξίσωση αυτή σαν 

                                      ∆Ε= 0 (συντηρητικές δυνάµεις)                         (15) 

που µας λέει, ότι καθώς ο σχηµατισµός του συστήµατος µεταβάλλεται, η ολική 

µηχανική ενέργεια Ε του συστήµατος παραµένει σταθερή. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι, επιπρόσθετα µε τις πολλές συντηρητικές δυνάµεις, 

πάνω στο σωµάτιο εξασκείται και µια µη συντηρητική δύναµη τριβής. Τότε 

µπορούµε να γράψουµε την Εξ. 2 σαν 

                                                  Wf + Σ Wc = ∆Κ 

όπου ΣWc είναι και πάλι το άθροισµα των έργων που παράγουν οι συντη-

ρητικές δυνάµεις και Wf το έργο που παράγει η τριβή. Μπορούµε να ξανα-

γράψουµε την τελευταία (βλέπε Εξ. 14β) σαν 

                                                       ∆Κ + Σ∆U=Wf (16) 

Η Εξ. 16 δείχνει ότι αν δρα µια δύναµη τριβής, η ολική µηχανική ενέργεια 

δ ε ν  είναι σταθερή, αλλά µεταβάλλεται κατά το ποσό του έργου, που 

παράγει η δύναµη τριβής. Μπορούµε να γράψουµε την Εξ. 16 σαν 

                                             ∆Ε = Ε – Ε0 = Wf (17) 
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Αφού το έργο Wf, πού παράγει η δύναµη τριβής π ά ν ω  στο σωµάτιο, είναι 

πάντα αρνητικό, βγαίνει από την Εξ. 17 ότι η τελική µηχανική ενέργεια Ε (= 

Κ + ΣU), είναι µικρότερη από την αρχική µηχανική ενέργεια Ε0 ( = Κ0 + ΣU0). 

Η τριβή είναι ένα παράδειγµα µιας δύναµης που παράγει αρνητικό έργο πάνω 

στο σώµα και τείνει να µειώσει την ολική µηχανική ενέργεια του συστήµατος. Αν 

χρησιµοποιούσαµε µια άλλη µη συντηρητική δύναµη, τότε το Wf στις Εξ. 16 και 

17 θα αντικατασταινόταν από τον όρο Wnc, που δείχνει και πάλι ότι η ολική 

µηχανική ενέργεια Ε του συστήµατος δεν είναι σταθερή, αλλά µεταβάλλεται κατά 

το ποσό του έργου που παράγει η µη συντηρητική δύναµη. Άρα, µ ό ν ο  ό τ α ν  

δ ε ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  µη σ υ ν τ η ρ η τ ι κ έ ς  δ υ ν ά µ ε ι ς ,  ή ό τ α ν  µ π ο ρ ο ύ µ ε  να 

α γ ν ο ή σ ο υ µ ε  το έργο π ο ύ  π α ρ ά γ ο υ ν ,  µ π ο ρ ο ύ µ ε  να  υ π ο θ έ σ ο υ µ ε  

τη δ ι α τ ή ρ η σ η  τ η ς  µ η χ α ν ι κ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ι α ς .  

Τι έγινε µε τη "χαµένη" µηχανική ενέργεια στην περίπτωση της τριβής; 

Μετασχηµατίζεται σε εσωτερική ενέργεια Uεσ, προκαλώντας π.χ.  την αύξηση 

της θερµοκρασίας. Η εσωτερική ενέργεια που παράχθηκε, είναι ακριβώς ίση 

µε τη µηχανική ενέργεια που δαπανήθηκε. 

Ακριβώς, όπως το έργο που παράγει µια συντηρητική δύναµη π ά ν ω  σ' ένα 

σώµα, είναι το αντίθετο της αυξήσεως της δυναµικής ενέργειας, έτσι και το 

έργο που παράγει ή τριβή πάνω σ' ένα σώµα είναι το αντίθετο της αυξήσεως 

της εσωτερικής ενέργειας. Με άλλα λόγια η παραγόµενη εσωτερική ενέργεια 

ισούται µε το έργο που παράγεται α π ό  το σώµα. Τότε µπορούµε να 

αντικαταστήσουµε το Wf στην Εξ. 17 µε το –Uεσt, όπου Uεσt είναι η 

παραγόµενη εσωτερική ενέργεια, ή 

                                                        ∆Ε +Uεσ = 0 (18) 

Η τελευταία λέει ότι δεν υπάρχει µεταβολή στο άθροισµα της µηχανικής και 

εσωτερικής ενέργειας του συστήµατος όταν πάνω στο σύστηµα εξασκούνται 

µόνο συντηρητικές και δυνάµεις τριβής. Γράφοντας την εξίσωση αυτή σαν 

Uεσ=-∆Ε βλέπουµε ότι η απώλεια µηχανικής ενέργειας ισούται µε την αύξηση 

της εσωτερικής ενέργειας. 

 

Η  διατήρηση της ενέργειας 

Μπορούµε να επεκτείνουµε τη συζήτηση της προηγουµένης παραγράφου, 

θεωρώντας όχι µόνο συντηρητικές δυνάµεις και δυνάµεις τριβής, αλλά επίσης 

και άλλες, µη συντηρητικές δυνάµεις και εκτός της τριβής. Μπορούµε να 

ξαναγράψουµε το θεώρηµα έργου-ενέργειας 
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                                     W1 + W2 + . . . +Wn = ∆Ε  

σαν 

                                           ΣWc + Wf + Σ Wnc = ∆Κ (19) 

όπου ΣWc είναι το ολικό έργο που παράγουν πάνω στο σωµάτιο οι συντη-

ρητικές δυνάµεις, Wf το έργο που παράγει η τριβή και ΣWnc το ολικό έργο που 

παράγουν οι άλλες µη συντηρητικές δυνάµεις εκτός της τριβής. Έχουµε δει ότι 

κάθε συντηρητική δύναµη, µπορεί να συνδεθεί µε µια δυναµική ενέργεια και ότι ή 

τριβή σχετίζεται µε την εσωτερική ενέργεια, ή 

                                          ΣWC = -Σ ∆U 

 και 

                                              Wf= -Uεσ 

οπότε η Εξ. 19 γίνεται 

                                   ΣWnc = ∆K + Σ∆U + Uεσ 

Τώρα όποια κι αν είναι τα Wnc, είναι πάντοτε δυνατό να βρίσκουµε νέες µορφές 

ενέργειας που αντιστοιχούν σ' αυτό το ολικό έργο. Μπορούµε τότε να 

παραστήσουµε το ΣWnc µε ένα άλλο όρο µεταβολής ενέργειας στο δεξιό µέρος της 

εξισώσεως, µε αποτέλεσµα να µπορούµε πάντοτε να γράψουµε το θεώρηµα 

έργου-ενέργειας σαν 

                      0= ∆Κ + Σ ∆U+ Uεσ + (µεταβολή άλλων µορφών ενέργειας) 

Με άλλα λόγια, η ολική ενέργεια - κινητική συν δυναµική συν εσωτερική συν 

όλες οι άλλες µορφές — δεν µεταβάλλεται. Η ε ν έ ρ γ ε ι α  µ π ο ρ ε ί  να 

µ ε τ α σ χ η µ α τ ί ζ ε τ α ι  από µ ια  µορφή σε ά λλη ,  α λ λά δ ε ν  µ π ο ρ ε ί  να 

δ η µ ι ο υ ρ γ η θ ε ί  ή να κ α τ α σ τ ρ α φ ε ί .  Η  ο λ ι κ ή  ε ν έ ρ γ ε ι α  ε ί ν α ι  

σταθερή .  

Η πρόταση αυτή είναι µια γενίκευση της εµπειρίας µας, που µέχρι τώρα δεν 

διαψεύστηκε από φυσικές παρατηρήσεις. Λέγεται α ρ χ ή  δ ι α τ η ρ ή σ ε ω ς  τ η ς  

ε ν έ ρ γ ε ι α ς .  Πολλές φορές στην ιστορία της φυσικής, η αρχή αυτή φαινόταν να 

αποτυχαίνει. Η φαινοµενική όµως αποτυχία της, ωθούσε την έρευνα για τα 

αίτια. Οι πειραµατιστές αναζητούσαν φυσικά φαινόµενα, εκτός από την κίνηση, 

που συσχετίζονται µε τις δυνάµεις αλληλεπιδράσεως µεταξύ σωµάτων. Τέτοια 

φαινόµενα βρίσκονται πάντοτε. Με το έργο που προσφέρεται για την 

υπερνίκηση της τριβής παράγεται εσωτερική ενέργεια. Σε άλλες 

αλληλεπιδράσεις µπορεί να παραχθεί ενέργεια µε µορφή ήχου, φωτός, 

ηλεκτρισµού, κ.λ.π. Η έννοια λοιπόν της ενέργειας γενικεύτηκε για να περιλάβει 

µορφές εκτός από την κινητική και τη δυναµική ενέργεια των άµεσα 
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παρατηρήσιµων σωµάτων. Η διαδικασία αυτή που συνδέει τη µηχανική των 

κινουµένων σωµάτων µε φαινόµενα που δεν είναι µηχανικά ή στα οποία δεν 

παρατηρείται άµεσα κίνηση, συνδέει τη µηχανική µε άλλες περιοχές της 

φυσικής. Η έννοια της ενέργειας απλώνεται τώρα σε όλη τη φυσική επιστήµη και 

έχει γίνει µια από τις ενοποιητικές έννοιες της φυσικής. 

Παρ' όλο που η αρχή διατηρήσεως του αθροίσµατος της κινητικής και της 

δυναµικής ενέργειας είναι συχνά χρήσιµη, βλέπουµε πως είναι µια ειδική πε-

ρίπτωση µιας γενικότερης αρχής διατηρήσεως της ενέργειας. Το άθροισµα κι-

νητικής και δυναµικής ενέργειας διατηρείται µόνο όταν δρουν συντηρητικές 

δυνάµεις. Η ολική ενέργεια διατηρείται π ά ν τ ο τ ε .  
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                       ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

                   

Η ανάπτυξη των θεµάτων από τους επιµορφούµενους 

πραγµατοποιήθηκε ως εξής: 

1. Τα πειράµατα 1ο , 2ο , 9ο  και η αναλυτική θεωρία από τον 

Γεώργιο Φιτσιάλη 

2. Τα πειράµατα 3ο , 4ο , 5ο  και η αναλυτική θεωρία από τον 

Παρασκευά Καλαϊτζάκη 

3. Τα πειράµατα 6ο , 7ο, 8ο  και η αναλυτική θεωρία από Βαλάση 

Καµαρινό 

 

Η εκτέλεση των πειραµάτων πραγµατοποιήθηκε σε συνεργασία και από τους 
τρεις επιµορφούµενους. 

 

Η µορφοποίηση του κειµένου πραγµατοποιήθηκε από τον 

 Γεώργιο Φιτσιάλη. 

Η επεξεργασία των µετρήσεων και οι διορθώσεις 

 πραγµατοποιήθηκαν από τον Παρασκευά Καλαϊτζάκη 

Ο έλεγχος πραγµατοποιήθηκε από τον Βαλάση Καµαρινό 
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