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ΕΠΑΝΑΛΗΠΣΙΚΟ   ΠΡΟΒΛΗΜΑ   ΢ΣΗ   ΢ΤMΒΟΛΗ   ΚΤΜΑΣΩΝ

Δύν ζύγρξνλεο πεγέο Π1 θαη Π2 πνπ απέρνπλ απόζηαζε d=8m, παξάγνπλ ζηελ επηθάλεηα ελόο πγξνύ 

αξκνληθά θύκαηα πνπ έρνπλ ηαρύηεηα δηάδνζεο π=20m/s. Η εμίζωζε ηεο απνκάθξπλζεο ηωλ πεγώλ 

ζε ζπλάξηεζε κε ην ρξόλν δίλεηαη από ηε ζρέζε y=0,4εκ20πt  (S.I.). 

1. ΢ε έλα ζεκείν ΢ ηεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνύ πνπ απέρεη απόζηαζε r1=4m από ηελ πεγή Π1 θαη 

απόζηαζε r2 από ηελ πεγή Π2 κε r2> r1, ηα δύν θύκαηα θηάλνπλ κε ρξνληθή θαζπζηέξεζε 

Δt=0,2s. 

α)  Να δηεξεπλήζεηε αλ ζην ζεκείν ΢ έρνπκε εληζρπηηθή ή απνζβεζηηθή ζπκβνιή. 

β)  Να βξεζεί ε απόζηαζε r2. 

γ)  Να βξεζεί ε ππεξβνιή ελίζρπζεο ή απόζβεζεο ζηελ νπνία βξίζθεηαη ην ζεκείν ΢. 

δ) Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο απνκάθξπλζεο ηνπ ζεκείνπ ΢ ζε ζπλάξηεζε κε ην 

ρξόλν γηα t≥0. 

ε) Να ππνινγίζεηε ηελ ηαρύηεηα ηαιάληωζεο ηνπ ΢ ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0,45s. 

δ) Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δύλακεο επαλαθνξάο πνπ δέρεηαη ην πιηθό ζεκείν ΢ 

ζε ζπλάξηεζε κε ην ρξόλν γηα t≥0 αλ ζεωξήζνπκε όηη ε ζηνηρεηώδεο κάδα ηνπ πιηθνύ ζεκείνπ ΢ 

είλαη m=510
-3

 Kg. 

ε) Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ πιάηνπο ηαιάληωζεο ηνπ ζεκείνπ ΢ ζε ζπλάξηεζε 

κε ην ρξόλν γηα t≥0. 

2. Γηα έλα ζεκείν Ρ πνπ βξίζθεηαη πάλω ζην επζύγξακκν ηκήκα Π1Π2 θαη απέρεη x1 θαη x2 (x1>x2) 

από ηηο πεγέο Π1 θαη Π2 αληίζηνηρα, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ηαρύηεηαο ηαιάληωζήο ηνπ ζε 

ζπλάξηεζε κε ην ρξόλν δίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα: 

α)  Να δηεξεπλήζεηε αλ ζην ζεκείν Ρ έρνπκε εληζρπηηθή ή απνζβεζηηθή ζπκβνιή. 

β)  Να βξεζνύλ νη απνζηάζεηο x1 θαη x2. ΢ε πνηα ππεξβνιή ελίζρπζεο ή απόζβεζεο βξίζθεηαη ην 

ζεκείν Ρ; 

γ)  Να γίλνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο απνκάθξπλζεο ηνπ ζεκείνπ Ρ ζε ζπλάξηεζε κε ην 

ρξόλν, γηα θάζε θύκα μερωξηζηά. Πνηα αξρή επηβεβαηώλεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο; 

3. Να βξείηε πνηα ζεκεία κεηαμύ ηωλ Π1 θαη Π2 ηαιαληώλνληαη κε ελέξγεηα ηαιάληωζεο ίζε κε ηελ

ελέξγεηα ηαιάληωζεο ηνπ ζεκείνπ ΢ θαη πνηα ζεκεία κεηαμύ ηωλ Π1 θαη Π2 ηαιαληώλνληαη κε 

ελέξγεηα ηαιάληωζεο ίζε κε ηελ ελέξγεηα ηαιάληωζεο ηνπ ζεκείνπ Ρ αλ ζεωξήζνπκε όηη όια ηα 

πιηθά ζεκεία κεηαμύ ηωλ πεγώλ έρνπλ ηελ ίδηα ζηνηρεηώδε κάδα κε ην ΢. 

4. Να ζρεδηάζεηε ηηο ππεξβνιέο ελίζρπζεο θαη απόζβεζεο κεηαμύ ηωλ πεγώλ Π1 θαη Π2. 

5. Να βξείηε ηε δηαθνξά ηωλ απνζηάζεωλ από ηηο δύν πεγέο γηα έλα ζεκείν Λ πνπ αλήθεη ζηελ 2
ε

ππεξβνιή απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο δεμηά ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ Π1Π2. 

6.  Έλα ζεκείν Κ ηεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνύ πνπ αλήθεη ζηελ  5
ε
 ππεξβνιή εληζρπηηθήο ζπκβνιήο δεμηά 

ηεο ππεξβνιήο ηνπ ΢, κεηά ηε ζπκβνιή ηωλ δύν θπκάηωλ ζε απηό ηαιαληώλεηαη κε εμίζωζε 

y=0,8εκ(20πt-5π) (S.I.). Να βξείηε ηηο απνζηάζεηο d1  θαη d2 ηνπ ζεκείνπ Κ από ηηο πεγέο Π1 θαη 

Π2. Δίλεηαη: π
2
=10. 

π (m/s) 
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Απάνηεζε: 

1. Από ηελ εμίζωζε ηαιάληωζεο ηωλ πεγώλ y=Aεκωt  θαη ηε δνζείζα έρω: Α=0,4m, ω=20π rad/s 

νπόηε Σ=2π/ω T=0,1s ,  f=10 hz θαη π=ιf ή ι=π/f  ή ι=20/10 ή ι=2m. 

α)  Μεηά ηε ζπκβνιή ηωλ δύν θπκάηωλ ζην ΢ απηό ηαιαληώλεηαη κε πιάηνο |Α´΢| = 

2Α|ζπλ2π 1 2

2

r r
| |Α´΢| = 2Α|ζπλ2π 1 2

2

t t
| |Α´΢| = 2Α|ζπλπ

1 2( )t t |  |Α´΢| = 

2Α|ζπλπfΓt| |Α´΢| = 2Α|ζπλπ100,2| |Α´΢|= 2Α|ζπλ2π| |Α´΢| = 2Α άξα ζην ΢ έρνπκε 

εληζρπηηθή ζπκβνιή. 

β)  Σν θύκα ηεο πεγήο Π1 θηάλεη ζην ΢ ηελ t1= 1 4

20

r
t1 = 0,2s  ελώ ην θύκα ηεο Π2 θηάλεη 

ζην ΢ ηελ t2=t1+Γt=0,2+0,2  t2 = 0,4s  αθνύ r2> r1. Άξα r2=πt2 r2=200,4 r2 = 8m. 

γ)  Αθνύ ζην ΢ έρνπκε εληζρπηηθή ζπκβνιή ηζρύεη r1-r2=Nι 4-8=Ν2 -4 = Ν2 Ν = -2. 

Γειαδή ην ΢ αλήθεη ζηε δεύηεξε ππεξβνιή ελίζρπζεο αξηζηεξά ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ Π1Π2. 

δ)   Γηα 0  t < 0,2 s   y΢ = 0  (1)  αθνύ θαλέλα θύκα δελ έρεη θηάζεη ζην ΢. 

Γηα 0,2  t < 0,4 s  έρω: y΢ = Αεκ2π 1( )
rt

T
y΢ = 0,4εκ2π(10t – 2)  (S.I.) (2) αθνύ ην ΢ 

ηαιαληώλεηαη ιόγω ηνπ θύκαηνο ηεο Π1.  

Γηα t  0,4 s έρω: y΢ = 2Α ζπλ2π 1 2

2

r r
εκ2π( 1 2

2

r rt

T
)  y΢ = 0,8εκ2π(10t – 3)  (S.I.) (3) 

αθνύ ζην ΢ ηώξα έρνπλ θηάζεη θαη ηα δύν θύκαηα. Οπόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο y΢ = f(t) 

είλαη ε παξαθάηω: 

ε) 1
ος

 Τρόπος: Σε ρξνληθή ζηηγκή t = 0,45 s ζην ΢ έρνπκε ζπκβνιή , άξα ηαιαληώλεηαη ζύκθωλα 

κε ηελ εμίζωζε (3) νπόηε π΢ =ω(+Α´΢)ζπλ2π(10t–3)  θαη αληηθαζηζηώληαο έρνπκε :  

       π΢ = 20π0,8ζπλ(20π0,45 – 6π)    π΢ = 16πζπλ(9π – 6π) π΢ = 16πζπλ(3π)                      

π΢ = -16π m/s.  

2
ος

 Τρόπος: Σε ρξνληθή ζηηγκή t = 0,45 s ην ζεκείν ΢ βξίζθεηαη ζηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηνπ 

θηλνύκελν πξνο ηα αξλεηηθά, όπωο πξνθύπηεη από ηελ πξνεγνύκελε γξαθηθή παξάζηαζε άξα 

π΢ = - πmax(΢)  = - ω|Α´΢| = - 20π0,8  π΢ = -16π m/s. 
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δ)  Γηα ηε δύλακε επαλαθνξάο ηζρύεη: Fεπαλ = -mω
2
y΢    Fεπαλ = -510

-3
20

2
π

2
y΢                       

Fεπαλ = -2010
-3
10

+3
y΢          Fεπαλ = -20y΢   νπόηε από ηηο ζρέζεηο (1), (2), (3) ηνπ 

εξωηήκαηνο δ έρω:  

Γηα 0  t < 0,2 s      Fεπαλ = 0  αθνύ θαλέλα θύκα δελ έρεη θηάζεη ζην ΢.  

Γηα 0,2  t < 0,4 s  Fεπαλ = - 8εκ2π(10t – 2)  (S.I.) 

Γηα t  0,4 s            Fεπαλ = - 16εκ2π(10t – 3)  (S.I.)  θαη ε αληίζηνηρε γξαθηθή παξάζηαζε 

θαίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

    

ε) Γηα ην πιάηνο ηαιάληωζεο ηνπ ΢ έρω:

Γηα 0  t < 0,2 s      Α΢ = 0

Γηα 0,2  t < 0,4 s   Α΢ = 0,4m 

Γηα t  0,4 s    Α΢ = 0,8m 

2. α)  Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηαρύηεηαο ρξόλνπ παξαηεξνύκε όηη κεηά ηε ρξνληθή ζηηγκή     

t2 = 0,375 s ην ζεκείν Ρ δελ ηαιαληώλεηαη, άξα ην ζεκείν Ρ είλαη ζεκείν απνζβεζηηθήο 

ζπκβνιήο. 

β) Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηαρύηεηαο ρξόλνπ παξαηεξνύκε όηη ην θύκα ηεο πην θνληηλήο 

πεγήο Π2 (x2<x1)  θηάλεη ζην Ρ ηελ t1 = 0,025 s άξα x2 = πt1  ή    x2 = 200,025  ή  x2 = 0,5m. 

Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηαρύηεηαο ρξόλνπ παξαηεξνύκε όηη ην θύκα ηεο πην καθξηλήο 

πεγήο Π1 (x2<x1)  θηάλεη ζην Ρ ηελ t2 = 0,375 s άξα x1 = πt2  ή    x1 = 200,375  ή  x1 = 7,5m. 

Αθνύ ην Ρ είλαη ζεκείν απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο έρω:  x1 – x2 = (2Ν+1)ι/2    άξα  7,5-0,5 = 

(2Ν+1)1  άξα 7 = 2Ν+1    Ν = 3, άξα ην ζεκείν Ρ είλαη ζεκείν ηεο ηέηαξηεο!!! ππεξβνιήο 

απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο δεμηά ηεο κεζνθαζέηνπ ηνπ Π1Π2. (Ν= 0, 1, 2, 3). 

γ) Σν θύκα ηεο Π2 γηα ην Ρ δίλεη y2=Αεκ2π(t/T- x2/ι)  άξα  y2=0,4εκ2π(10t- 0,5/2) άξα 

  y2=0,4εκ(20πt- 0,5π)   γηα t 0,025 s. 
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Σν θύκα ηεο Π1 γηα ην Ρ δίλεη y1=Αεκ2π(t/T- x1/ι)  άξα  y1=0,4εκ2π(10t- 7,5/2) άξα 

  y1=0,4εκ(20πt- 7,5π)   γηα t 0,375 s. Με ηηο εμήο γξαθηθέο παξαζηάζεηο:  

(Παξαηεξείζηε όηη ζε ρξόλν Γt = 0,375-0,025 = 0,35s = 0,3+0,05=3T+T/2 ην ζεκείν Ρ έρεη 

εθηειέζεη 3,5 ηαιαληώζεηο). 

Παξαηεξνύκε όηη επηβεβαηώλεηαη ε αξρή ηεο επαιιειίαο. Δηδηθά κεηά ηελ t = 0,375s όηαλ 

ιόγνπ ηνπ θύκαηνο ηεο Π1 ην ζεκείν Ρ είλαη ζηε ζέζε +Α, ιόγω ηνπ θύκαηνο ηεο Π2 είλαη ζηε 

ζέζε -Α νπόηε κεηά ηελ  t = 0,375s ,   y1 = -y2  άξα y1+y2=0. Άξα απνζβεζηηθή ζπκβνιή. 

3. Ίδηα ελέξγεηα ηαιάληωζεο κε ην ΢ έρνπλ ηα ζεκεία ηνπ Π1Π2 πνπ ηαιαληώλνληαη κε πιάηνο 2Α

αθνύ έρνπλ ηελ ίδηα κάδα κε ην ΢. Γειαδή δεηνύληαη ηα ζεκεία εληζρπηηθήο ζπκβνιήο. Γηα ηα 

ζεκεία εληζρπηηθήο ζπκβνιήο ηνπ Π1Π2 έρω:  

r1 – r2 = Νι   

r1 + r2 = d                 2r1 = Nι + d  2r1 = N2+8    r1 = N+4 .   

Όκωο 0 <Ν+4<8    -4  < Ν < 4    άξα    Ν= -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3  

   Γειαδή έρνπκε 7 ζεκεία εληζρπηηθήο ζπκβνιήο κεηαμύ ηωλ Π1Π2 ζηηο ζέζεηο:  

Γηα Ν=-3  r1=1m,  γηα Ν=-2  r1=2m ,  γηα Ν=-1  r1=3m, γηα Ν=0  r1=4m,   γηα Ν=1  r1=5m,         

γηα Ν=2  r1=6m,  γηα Ν=3  r1=7m. 

Ίδηα ελέξγεηα ηαιάληωζεο κε ην Ρ έρνπλ ηα ζεκεία ηνπ Π1Π2 πνπ ηαιαληώλνληαη κε πιάηνο 0 

αθνύ έρνπλ ηελ ίδηα κάδα κε ην Ρ.  Γηα ηα ζεκεία απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο ηνπ Π1Π2 έρω: 

r1 – r2 = (2Ν+1)ι/2   

             άξα   2r1 = (2N+1)ι/2 + d    r1 = (2Ν+1)1/2+4.                                     

r1 + r2 = d               Όκωο 0 <(2Ν+1)1/2+4<8    -4<(2Ν+1)1/2< 4   -8 <2Ν+1< 8                   

       -9 <2Ν< 7         -4,5 < Ν < 3,5  άξα    Ν= -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, . 

y1 (m) 

t (s) 
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Γειαδή έρνπκε 8 ζεκεία απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο (καδί κε ην Ρ) κεηαμύ ηωλ Π1Π2 ζηηο ζέζεηο:       

Γηα Ν=-4  r1=0,5m,  γηα Ν=-3  r1=1,5m,  γηα Ν=-2  r1=2,5m, γηα Ν=-1  r1=3,5m,   γηα Ν=0  

r1=4,5m,         γηα Ν=1  r1=5,5m,  γηα Ν=2  r1=6,5m  θαη γηα Ν=3  r1=7,5m  (΢εκείν Ρ). 

Άξα άιια 7 ζεκεία κεηαμύ ηωλ Π1Π2 έρνπλ  ελέξγεηα ηαιάληωζεο ίζε κε ηελ ελέξγεηα 

ηαιάληωζεο ηνπ ζεκείνπ Ρ. 

4. Δπνκέλωο νη αληίζηνηρεο ππεξβνιέο θαίλνληαη ζην παξαθάηω ζρήκα:  

             

απόζβεζε        θαη       ελίζρπζε  

5.  Σν ζεκείν Λ πνπ αλήθεη ζηε 2
ε
 ππεξβνιή απνζβεζηηθήο ζπκβνιήο αληηζηνηρεί ζην Ν=1                       

άξα x1- x2 = (2N+1)ι/2  x1- x2 = (2+1)2/2      x1- x2 = 3m.   

6. Βξήθακε ζην εξώηεκα 1γ όηη ην ζεκείν ΢ αλήθεη ζηελ ππεξβνιή εληζρπηηθήο ζπκβνιήο κε             

Ν= -2  επνκέλωο ην ζεκείν Κ αθνύ είλαη ζηελ 5
ε
 ππεξβνιή δεμηά ηνπ ΢ ζα έρεη Ν=3  άξα:

d1- d2 = 3ι    d1- d2 =  6m  (4).    

Από ηελ εθθώλεζε γηα ηελ ηαιάληωζε ηνπ Κ  έρω: yΚ = 0,8εμ(20πt-5π)  (5)  (S.I.)  

όκωο       yΚ = 2Αζπλπ 1 2d d
εκ2π(10t- 1 2

2

d d
)  ή  yΚ = 2Αζπλ(3π)εκ2π(10t- 1 2

2

d d
) ή    

yΚ = -0,8εκ (20πt- 2π 1 2

2

d d
)   ή yΚ = 0,8εμ(20πt- π 1 2

d + d

λ
+π)   (6)  νπόηε ζπγθξίλνληαο ηηο 

δύν ζρέζεηο (5) θαη (6) έρω: -π 1 2d d
+π = -5π     π 1 2d d

= 5π+π    d1+ d2 = 12 m  (7). 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα ηωλ (4)  θαη (7)  έρω   d1 = 9m  θαη   d2 = 3m. 

 

 ΢ 

Ρ 

Π1 Π2 

Ν=0 Ν=1

0 

Ν=2 Ν=3 

Ν=0 Ν=1 Ν=2 Ν=3 

Ν=-1Ν=-2 Ν=-3 

Ν= -1 
Ν= -2 Ν = -3 

Ν= -4 
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