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Δ Υ Ο  Α Ξ Ι Ο Σ Η Μ Ε Ι Ω Τ Α  Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α Τ Α 

Τ Ο Υ  Α Π Ε Ι Ρ Ο Σ Τ Ι Κ Ο Υ  Λ Ο Γ Ι Σ Μ Ο Υ 

Κ Α Ι  Μ Ε Ρ Ι Κ Ε Σ  Ε Π Ε Κ Τ Α Σ Ε Ι Σ  Τ Ο Υ Σ 

 

 

 
 

( ) ( )d f t dt f
d







   

 
 

 
 
Η έννοια της παραγώγου και του ορισμένου ολοκληρώματος έχουν εισαχθεί ανεξάρτητα η μία 
από την άλλη. 
1 Η εμφάνιση των Newton και Leibniz περί το 1675 χαρακτηρίζεται από την ταυτόχρονη περίπου 
απόδειξη του θεμελιώδους θεωρήματος του Απειροστικού Λογισμού  και την τόσο θεωρητική 
όσο και υπολογιστική σύνδεση του Ολοκληρωτικού Λογισμού με τον Διαφορικό Λογι-
σμό.Συνέπεια αυτού θα είναι ο Ολοκληρωτικός Λογισμός να ενταχθεί στον Απειροστικό Λογισμό 
όπου κυρίαρχη έννοια τείνει να είναι η διαφόριση και όπου το ολοκλήρωμα είναι απλώς το αντί-
στροφο της παραγώγου.Η υπολογιστική δύναμη αυτού του νέου εργαλείου,που σχετίζει τη διαφό-
ριση με το ολοκλήρωμα του Απειροστικού Λογισμού,και η χρησιμότητά του στις φυσικές εφαρ-
μογές,είχε εκθαμβωτική αποτελεσματικότητα,ιδίως σε σύγκριση με την ακαμψία που χαρακτήριζε 
τη μέθοδο της εξάντλησης και όλων των συναφών μεθόδων ολοκλήρωσης,που είχαν αναπτυχθεί 
μέχρι τότε,ώστε σύντομα επικράτησε,δημιουργώντας ένα απότομο και πολυσήμαντο ρήγμα σε μία 
παράδοση ανάπτυξης της Ολοκλήρωσης δύο χιλιάδων ετών.// 
 

Μια συνάρτηση φραγμένη στο διάστημα [ , ]   είναι ολοκληρώσιμη κατά Riemann. 
Θα ασχοληθούμε με την κλάση των συνεχών συναρτήσεων στο διάστημα [ , ]   που είναι φραγ-
μένες οπότε είναι ολοκληρώσιμες. 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
1 Απόσπασμα από το βιβλίο «Απειροστικός Λογισμός» των Νεγρεπόντη-Γιωτόπουλου-Γιαννακούλα. 
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Χ Ρ Η Σ Ι Μ Ε Σ  Θ Ε Ω Ρ Η Τ Ι Κ Ε Σ  Ε Π Ι Σ Η Μ Α Ν Σ Ε Ι Σ 
 
 

1ο Θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού. 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και   ένας σταθερός αριθμός από το   

τότε: Ορίζεται η συνάρτηση ( ) ( ) ,F f t dt



    η οποία είναι παραγωγίσιμη στο   με 

( ) ( )F f   ,για κάθε  .  
Απόδειξη. 

Αφού η f  είναι συνεχής στο   και    για κάθε    ορίζεται το ολοκλήρωμα ( )f t dt


 . 

Έστω τυχαίο 0  .Για    με 0   έχουμε:  
0

0 00

0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) f t dt f t dt f t dtf t dt f t dtF F
   

    
       


  

   
      (1). 

 Έστω ότι το 0  είναι εσωτερικό σημείο του  .  

Αν 0  ,στο διάστημα 0[ , ]   η f  είναι συνεχής οπότε στο διάστημα αυτό θα παρουσιάζει 

μία ελάχιστη και μία μέγιστη τιμή.Δηλαδή υπάρχουν 1 2 0, [ , ]t t    τέτοια ώστε: Για κάθε 

0[ , ]t   ,
0 0 0

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) dt ( ) ( )f t f t f t f t f t dt f t dt
  

  
          

0

0
0 1 0 2 1 2

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f t dt
f t f t dt f t f t f t



 


   

 
      




  (2). 

Περίπτωση 1η: 0
1

0

( )
( )

f t dt
f t





 





 ή 0
2

0

( )
( )

f t dt
f t





 





. 

Περίπτωση 2η: 0
1 2

0

( )
( ) ( )

f t dt
f t f t





 
 




.Σύμφωνα με το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών υπάρχει 

ένα τουλάχιστον 0 1 2( , )t t t  τέτοιο ώστε 0
0

0

( )
( )

f t dt
f t





 





. 

Συνοψίζοντας υπάρχει ένα τουλάχιστον 1 2 0[t , ] [ , ]t     τέτοιο ώστε: 0

0

( )
( )

f t dt
f




  





. 

Η (1) γράφεται 0

0

( ) ( ) ( )F F f 
 


 





. Είναι 0     .Όταν 0    τότε 0   . 

0 0 0 0

0
0

0

( ) ( )
lim lim ( ) lim ( ) ( )

F F f f f
 


       

 
  

    



   


  


,αφού η f  είναι συνεχής στο 0 .  
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Όμοια εργαζόμαστε όταν 0   και έχουμε 
0

0
0

0

( ) ( )lim ( )F F f
 

 


 





. 

 Αν το 0  είναι άκρο του    το πλευρικό όριο του λόγου μεταβολής της F  στο 0  συμπίπτει 

με το όριο του λόγου μεταβολής της F στο 0 .   

Έτσι είναι 
0

0
0

0

( ) ( )lim ( )F F f
 

 


 





. 

Άρα η F  είναι παραγωγίσιμη στο τυχαίο 0   με 0 0( ) ( )F f   ,οπότε είναι παραγωγίσιμη 
στο   με ( ) ( )F f    για κάθε   . █ 
 

Σημείωση: Η F  ονομάζεται αρχική ή αντιπαράγωγος ή παράγουσα της f  στο διάστημα   γιατί 
η παράγωγός της μας παράγει την αρχική συνάρτηση f . 
Αν η f  είναι συνεχής στο διάστημα  ,τότε έχει οπωσδήποτε στο   παράγουσα.Το αντίστροφο 
δεν ισχύει.  
Από το παραπάνω θεώρημα φαίνεται ότι η ολοκλήρωση και η παραγώγιση είναι πράξεις αντί-
στροφες. 
 
Γεωμετρική Ερμηνεία 
Έστω ότι (t) 0f   για κάθε [ , ]t      και ( , ]   . 
Η συνάρτηση ( ),F   εκφράζει το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την fC  ,τον άξονα των 

τετμημένων και τις ευθείες t   και t  . Το παραπάνω θεώρημα μας λέει ότι ο ρυθμός μετα-
βολής του εμβαδού όταν t   ισούται με ( )f  .  
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Σχόλια - Επεκτάσεις  
 
 1. Δεδομένου ότι το αόριστο ολοκλήρωμα της f  στο διάστημα   είναι το σύνολο των παρα-

γουσών της f  στο  ,όταν η f  είναι συνεχής στο   έχουμε: ( ) d ( ) ,f f t dt c



       

όπου c  αυθαίρετη σταθερά από το R .Προφανώς  ( ) ( )f d f     και ( ) ( )f d f c     .    

  
 2. Γενικευμένα Ολοκληρώματα 
Μπορούμε να επεκτείνουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα στις παρακάτω περιπτώσεις: 
 

 Αν    ή    και η f  είναι συνεχής στα αντίστοιχα διαστήματα, τα όρια

lim ( ) , lim ( )
x x

f t dt f t dt
 

     τα συμβολίζουμε αντίστοιχα: ( ) , ( )f t dt f t dt






   και τα ονομά-

ζουμε 1ου  είδους γενικευμένα ολοκληρώματα της f . 

Αξιοσημείωτο γενικευμένο ολοκλήρωμα είναι η « συνάρτηση Γάμμα» 1

0
( ) , 0x tt e dt 

     .  

 

 Αν η  συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ , )   και  απειρίζεται όταν    το lim ( )f t dt


     

το ονομάζουμε 2ου είδους γενικευμένο ολοκλήρωμα της f  και το συμβολίζουμε ( )f t dt






 .  

Όμοια αν η συνάρτηση g  είναι συνεχής στο ( , ]   και απειρίζεται όταν    το lim g( )t dt


     

το ονομάζουμε 2ου είδους γενικευμένο ολοκλήρωμα της g  και το συμβολίζουμε g( )t dt


  . 

 

 Τα γενικευμένα ολοκληρώματα αν υπάρχουν μπορεί να μην είναι πραγματικοί αριθμοί.Αν εί-
ναι πραγματικοί αριθμοί λέμε ότι συγκλίνουν  είναι   λέμε ότι αποκλίνουν στο   ή   αντί-
στοιχα.Αν δεν υπάρχουν τα όρια λέμε ότι τα γενικευμένα ολοκληρώματα  αποκλίνουν χωρίς τιμή.  
 

 Αν η συνάρτηση h  είναι συνεχής στο 0 0[ , ) ( , ]     και στο 0  πλευρικά απειρίζεται, τότε 

μιλάμε για το γενικευμένο ολοκλήρωμα 0

0

( ) (x) ( )h d h d h d
  

  
    




     (1). 

Από την (1) βρίσκουμε το ( )h d



   εκτός της περίπτωσης που το 2ο μέλος της (1) μας οδηγεί σε 

απροσδιοριστία ( ) ( )    ή ( ) ( )   . Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το ( )h d



   απο-

κλίνει χωρίς τιμή. 
 
Σημείωση: Ένα γενικευμένο ολοκλήρωμα μπορεί να είναι συνδυασμός γενικευμένων ολοκληρω-
μάτων 1ου είδους και 2ου είδους.Στην περίπτωση αυτή μιλάμε για γενικευμένο ολοκλήρωμα 3ου 
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είδους,π.χ 
0

ln d 


  , (
0 0

ln ln ln
c

c
d d d     



 
    ,όπου c  οποιαδήποτε σταθερά από 

το (0, ) ).  
 

 
 

Το παρακάτω θεώρημα μας δίνει ένα πρώτο υπολογισμό του ορισμένου ολοκληρώματος και είναι 
ουσιαστικά πόρισμα του παραπάνω θεωρήματος. 
 
2ο Θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού. 

Η συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα   και G  μια παράγουσα της f  στο  . 

Αν ,   ,τότε  ( ) ( ) ( ) G( )f t dt G G a


 
     (1). 

Απόδειξη 
Προφανώς αν    η (1) ισχύει. 

Έστω   .Η συνάρτηση ( ) ( ) ,F f t dt



    είναι παράγουσα της f  στο   οπότε 

για κάθε    είναι ( ) ( )F G c    (2),όπου c R  αυθαίρετη σταθερά. 

(2) ( ) ( )f t dt G c



    (3) για κάθε    .Για    από την (3) παίρνουμε ( )c G   . 

(3) ( ) ( ) ( )f t dt G G



     (4) .Για   , (4) ( ) ( ) ( )f t dt G G




    . █   

 
Σχόλιο: Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ( , ]   και F  μια παράγουσα της F  στο ( , ]   

τότε ( ) d F( ) lim ( )
x

f F


 
   

 
  . 

Όμοια με τις κατάλληλες προϋποθέσεις:  

( )d lim ( ) ( ) , ( ) d lim ( ) ( ) , ( ) d F( ) lim ( )
x xx

f F F f F F f F
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Ε Φ Α Ρ Μ Ο Γ Ε Σ 
 
 
 
1η. Η συνάρτηση : (0, )f R   είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: 

4( ) ( )f e f          (1) για κάθε (0, )   .Αν (1)f e ,να βρείτε τον τύπο 

της f  . 
Λύση 

(1)휒푓 ′(휒) − 푓(휒) + 휒 = 휒 푒 
휒푓 ′(휒) − 푓(휒)

χ
+
1
χ
= 휒 푒 

푓(휒)
χ

+ ln휒
′

= 휒 푒 	(2) 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 퐹(휒) = ∫ 푡 푒 푑푡, 휒 > 0.Η 퐹 είναι μία παράγουσα της 휒 푒  στο 
(0,+∞). 

퐹(휒) = (푒 )′푡 푑푡 = [푒 푡 ] − 2푡푒 푑푡 = [푒 푡 ] − 2 (푒 )′푡 푑푡 = 

[푒 푡 ] − 2 [푒 푡] − 푒 푑푡 = [푒 푡 ] − 2[푒 푡] + 2[푒 ] = 

휒 푒 − 2휒푒 + 2푒 − 푒.Παρατηρούμε ότι και η συνάρτηση 퐺(휒) = 휒 푒 − 2휒푒 + 2푒  είναι 
παράγουσα της 휒 푒  στο (0,+∞). 

Άρα (2) ( )
χ
+ ln휒

′
=	 (휒 푒 − 2휒푒 + 2푒 )′ ( )

χ
+ ln휒 = 휒 푒 − 2휒푒 + 2푒 + 푐 (3) 

Για 휒 = 1 από την (3) παίρνουμε 푓(1) = 푒 + 푐	푐 = 0. 

(3)푓(휒) = 휒 푒 − 2휒 푒 + 2휒푒 − 휒푙푛휒, 휒 > 0. 

 

 
 

2η. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: ( )df



 

   αν 
, 0

( )
,0

f
  


  

  
   

. 

Λύση 
Εύκολα προκύπτει ότι η f  είναι συνεχής στο [ , ]   ,οπότε είναι ολοκληρώσιμη στο [ , ]    

0

0
( ) ( ) ( )f d f d f d

 

 
     

 
     (1). 

02 20 0
( )

2 2
f d d

 


 
   

 


 
    

 
  . 

Η συνάρτηση ( ) ( ) , [ , ]f t dt f t dt
 

 
        είναι συνεχής ως παραγωγίσιμη,οπότε 

0 00
lim ( ) ( ) ( )
x

f t dt f t dt f d
  


 


    .    

Για (0, ]    ( ) 1f t dt tdt t
  

 
        . 
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00 0
lim ( ) lim (1 ) 2 ( ) 2
x x

f t dt f d
 


  

  
      . 

Άρα   
2

(1) ( ) 2
2

f d




 


   . 

 

 
 

3η. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: α) 1 1

1 d
 


    ,  β) 

3

2 0

1 d


     

 γ) 
1

3 0
ln d 


    , δ) 

4

4 1

1
2

d


 
 .  

Λύση 

α) Η συνάρτηση 1( ) , [1, )f  
 

    είναι συνεχής.Το 1  είναι γενικευμένο ολοκλήρωμα 

1ου είδους. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
1

1( ) , [1, )F dt
t t


    .

3
21 

 


  ,οπότε μία παράγουσα της f  

είναι η 

1
2 2

1
2






 


 .
1

2 2( ) 2
x

F
t




       
. 

1 lim ( ) 2
x

F 


   .(Το 2  συγκλίνει στο 2 ) 

 

Το 1  εκφράζει το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου που ορίζεται από την 1
 

 , τον 

άξονα    και την ευθεία 1  .   

β) Η συνάρτηση 1( ) , (0,3]f  


   είναι συνεχής και επειδή 
0

1lim
x 

  ,το 2  είναι ολοκλή-

ρωμα 2ου είδους.Η συνάρτηση ( ) ln , (0,3]F      είναι μία παράγουσα της f  στο (0,3] . 

0
lim ( )
x

F 


  . Άρα 2 0
lim ( )
x

F 


    .(Το 2  αποκλίνει στο  )  
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γ) Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το 3  είναι ολοκλήρωμα 2ου είδους. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
1

( ) ln , (0,1]F tdt


   . 

 
1 11( ) ( ) ln ln 1 ln 1F t tdt t t dt 

           . 

 
0 0 0 0

lnlnlim ( ln ) lim lim lim( ) 01 1x x x x

  

 

   

 
  

   


    

 
 
 

. 

Άρα 3 0
lim ( ) 1F





    .(Το 3  συγκλίνει στο -1) 

 
Η απόλυτη τιμή του 3  δηλαδή 3 1   εκφράζει το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου που 

ορίζεται από την γραφική παράσταση του ln  τον άξονα    ,την ευθεία 1   και την ασύμπτω-
τη 0  .  



9 
 

© Σπύρος Γιαννακόπουλος 
 

δ) Η συνάρτηση 1( ) , [ 1,2) (2, 4)
2

f  


   


 είναι συνεχής με 
2

lim ( )
x

f 


   και 

2
lim ( )
x

f 


  . 

Θεωρούμε τις συνάρτηση 
4

1

1 1( ) , [ 1, 2),G( ) , (2, 4]
2 2

F dt dt
t t




   


    

   .   

1
( ) ln 2 ln 2 ln 3F t


 


        . 

2

12

1lim ( )
2x

F 




 
   

 .   

4
( ) ln 2 ln 2 ln 2G t


         . 

4

22

1limG( )
2x

d 


   
 . 

Άρα το 4   αποκλίνει χωρίς τιμή. 

 
 

 
 
4η: Η συνάρτηση 풇: (ퟎ,+∞) → 푹 είναι συνεχής με 풇(흌) ≠ ퟎ για κάθε  흌 ∈ (ퟎ,+∞). 
Θεωρούμε τη συνάρτηση 품(흌) = ∫ 풇(풆풕)풅풕풍풏흌

ퟏ . 
α. i. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της g . 
ii. Να λύσετε την εξίσωση 품(흌) = ퟎ. 
β. Έστω ότι  풇(ퟏ) < ퟎ. Αν  푬(휴) είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την  푪품,τον 
άξονα  흌΄흌 και τις ευθείες  흌 = ퟏ και  흌 = 풆,επίσης  푬(휴ퟏ) το εμβαδόν του χωρίου που ορί-
ζεται από την  푪풇,τον άξονα  흌΄흌  και τις ευθείες  흌 = ퟏ και  흌 = 풆,δείξτε ότι:  
i.  품(ퟏ) = 푬(휴ퟏ) − 휠(휴). 
ii. Yπάρχει  ένα τουλάχιστον 흃 ∈ (ퟎ,+∞) τέτοιο,ώστε  (풆 − ퟏ)풇(흃) = 흃[휠(휴) − 휠(휴ퟏ)]. 
Λύση 
α. i. Θεωρούμε τη συνάρτηση 퐹(휒) = ∫ 푓(푒 )푑푡  και τη συνάρτηση  ℎ(푡) = 푓(푒 ).Για το πεδίο 
ορισμού της  ℎ πρέπει 푒 > 0 που ισχύει για κάθε  푡 ∈ 푅.Άρα 퐷 = 푅. 
Η ℎ είναι συνεχής στο 푅 και επειδή 1 ∈ 푅 το πεδίο ορισμού της  퐹 είναι  퐷 = 푅. 
푔(휒) = 퐹(푙푛 휒). 
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Για το πεδίο ορισμού της 푔 πρέπει: 
휒 > 0
휅훼휄

푙푛휒 ∈ 퐷
⇔ 휒 > 0. 

Άρα  퐷 = (0,+∞). 
ii. Παρατηρούμε ότι 푔(푒) = 0.Για κάθε 휒 ∈ (0,+∞) είναι  푔 (휒) = 푓(푒 ) = ( ) ≠ 0. 
Επιπλέον στο  (0,+∞) η 푔  είναι συνεχής,οπότε διατηρεί σταθερό πρόσημο.Άρα η 푔 είναι γνησί-
ως μονότονη .Συνεπώς το 푒 είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης 푔(휒) = 0. 
β. i. Αν  푓(1) < 0 είναι 푔 (1) < 0 και αφού η 푔′ διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  (0,+∞) είναι 
푔 (휒) < 0 για κάθε 휒 ∈ (0,+∞).Άρα η 푔 είναι γνησίως φθίνουσα. 
1 ≤ 휒 ≤ 푒 ⇒ 푔(휒) ≥ 푔(푒) = 0.Είναι  퐸(훺) = ∫ 푔(휒)푑휒. 
Επίσης η 푓 διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,+∞) και αφού 푓(1) < 0 είναι 푓(휒) < 0 για κάθε 
휒 ∈ (0,+∞). 
Άρα 훦(훺 ) = −∫ 푓(휒)푑휒. 
훦(훺) = ∫ 푔(휒)푑휒 = ∫ (휒) 푔(휒)푑휒 = [휒푔(휒)] − ∫ 푓(휒)푑휒 = −푔(1) + 퐸(훺 ) ⇔ 푔(1) =
퐸(훺 ) − 훦(훺). 
ii. H 푔 συνεχής στο [1, 푒] και παραγωγίσιμη στο (1, 푒) με 
푔 (휒) = ( ).Σύμφωνα με το θεώρημα της μέσης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον  
휉 ∈ (1, 푒)(0,+∞) τέτοιο ώστε: 

푔 (휉) = ( ) ( ) ⇔ ( ) = − ( ) ( )⇔ (푒 − 1)푓(휉) = 휉[훦(훺) − 훦(훺 )]. 
 


