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ΘΕΜΑ Β.  
B.1 Για το πεδίο ορισμού της f g h . 

 g h h gD x D / h(x) D {x 0 / lnx } (0, )       R  

 
Για τον τύπο της f έχουμε 

22lnx lnx 2

lnx

4 e 4 e 4 x
f(x) g(h(x)) g(lnx) ,x 0

e x x

  
       

 
B.2  

i. Η f είναι συνεχής στο  0,  ως ρητή και παραγωγίσιμη στο  0,  με 

   2 22 2 2

2 2 2 2

2x x 4 x x 42x 4 x x 4
f (x) 0

x x x x

   


     
      

στο  0,  , οπότε η 𝑓 𝛾𝜈ή𝜎𝜄𝛼 𝜑𝜃ί𝜈𝜊𝜐𝜎𝛼 στο  0,  . 

𝜂 𝑓 ↓  
  

ii. Έχουμε:
2 24 4 e

e f( ) f(e)
e

 
       


 

   2 24 4    e e  διαιρούμε με  2e 4 e 0   οπότε προκύπτει:
2

2

4

4 e e

 



 

 
B.3.  
Κατακόρυφη (υποψήφια η 𝑥 = 0)  

2

x 0 x 0

4 x
limf(x) lim

x 


   , άρα η x=0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

Οριζόντια – Πλάγια 

Έχουμε 
2 24 x 4 x 4

f(x) f(x) f(x) x
x x x x


       

4
f(x) ( x)

x
    

με 
x x

4
lim 0,ά lim [f(x) ( x)] 0

x 
      

οπότε από τον ορισμό της πλάγιας ασύμπτωτης η ευθεία 𝑦 = −𝑥 είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  𝜎𝜏𝜊  . 

Οριζόντια ασύμπτωτη δεν έχει.  
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Β4.  

Για το όριο 
 2

x

v 1 x
lim

f(x)

 
υπολογίζουμε πρώτα το όριο της 𝑓(𝑥) 

Έχουμε 
2 2

x x x x

4 x x
lim f(x) lim lim lim ( x) .

x x   

 
       

Οπότε 
x

1
lim 0

f(x)
  

Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση  2y v 1 x   είναι φραγμένη, αφού ισχύει 

   2 21 v 1 x 1  ά  x   ή  v 1 x 1          R  

 

Έχουμε 
     22 2v 1 xv 1 x v 1 x1 1 1

.A
f(x) |f(x)| |f(x)| |f(x)| |f(x)| |f(x)|

    
     . 

 

Επειδή 
x x

1 1
lim 0, lim 0

|f(x)| |f(x)| 

 
   
 

από το κριτήριο παρεμβολής παίρνουμε 
 2

x

v 1 x
lim 0.

f(x)

 
  

 
ΘΕΜΑ Γ.  

Γ1. Η f στο [2,3] έχει τύπο 
1

f(x)
x

  και η 

1
y x f(x) x 1 x

x

 
         

 
 είναι συνεχής οπότε 

32 2
3 3
2 2

2

x 2
xf(x)dx (1 x)dx x 3 9 2

2 2 2

    
                

    
 

9 4 5 5
3 2 1  оπότ  1 1 0

2 2 2 2

   
           

 
Γ2. i) Θα αποδείξουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=1. 

2 2

x 1 x 1 x 1

f(x) f(1) x 3x 3 1 x 3x 2
lim lim lim

x 1 x 1 x 1    

     
  

  
 

x 1 x 1

(x 2)(x 1)
lim lim(x 2) 1

x 1  

 
   


 

x 1 x 1 x 1 x 1

1 1 x
1

f(x) f(1) 1 xx x 1lim lim lim lim
x 1x 1 x 1 x(x 1)

1

      




    
  

 

x 1

1
lim 1

x


   

 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 1  f (1) 1    . 

 
ii) Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι  

( ): y f(1) f (1) (x 1)

y 1 1 (x 1) y 1 x 1 y x 2

     

    



        
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Επειδή 
`

f (1) 1 1 135       αφού 0 180 . 

 

Γ3. Έχουμε 

2x 3x 3,x 1

f(x) 1
          ,   x 1

x

   


 




 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο ( ,1) f (x) 2x 3      

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
2

1
(1, ) f (x)

x
     

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1 (ερώτημα Γ2i) άρα η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ οπότε και συνεχής στο 
ℝ.  

Στο 
3

( ,1)  f (x) 0 2x 3 0 x
2

        (απορρίπτεται). 

Στο (1, )  f (x) 0    

Για το πρόσημο της f (x) έχουμε 

 

Στο 
3

( ,1): x 1 x 2x 3 0 f (x) 0
2

          

Στο 
2

1
(1, ): f (x) 0

x
    . Επίσης f (1) 1   άρα 

f (x) 0  για κάθε R οπότε η f γνήσια φθίνουσα στο R άρα και 1-1. 

Για το σύνολο τιμών της: 
 

 2 2lim ( ) lim 3 3 lim
  

     
x x x

f x x x x
  

  

1
lim ( ) lim 0
 

 
x x

f x
x 

 

Άρα με 𝑓 γνήσια φθίνουσα παίρνουμε  

 f(( , )) limf(x),limf(x) (0, )
 

      

 
Γ4. Ζητείται εμβαδόν ενός χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων, της f

1
f(x) ,  ( ): y x 2

x
      και του x’x άξονα δηλαδή της y = 0. Θα κάνουμε σχήμα. 
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Είναι: A(1,1),Δ(1,0),Γ(e,0),Z(2,0)  

 
Το 𝛦(𝛺) είναι το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου.  
Το ζητούμενο εμβαδό θα το υπολογίσουμε ως τη διαφορά του (𝛢𝛥𝛧) από το εμβαδό (𝛢𝛥𝛤𝛣).  

Έχουμε e e e e
1 1 1 1

1
(AΔΓB) f(x)dx dx [ln|x|] [lnx]

x
        

lne ln1 1 . .     

1 1 1
(AΔZ) (ΔZ) (AΔ) (2 1) 1 . .

2 2 2
           

Άρα 
1 1

E(Ω) 1 . .
2 2

      

 
ΘΕΜΑ Δ  
Δ.1.  

Για 𝑥 ∈ (0,2) 𝜅𝛼𝜄 𝑥 ≠ 1 θέτουμε 
f(x) 2x

g(x)
x 1





οπότε 

x 1
limg(x)


 . 

Έχουμε f(x) 2x (x 1) g(x) f(x) 2x (x 1) g(x)         και 
x 1 x 1
limf(x) lim[2x (x 1) g(x)] 2 0 2
 

         

Επίσης, 
x 1 x 1

1
limf(x) lim ln(2 x) x ln1 1 x x 1

x 

 
         

 
 

Άρα 1 2 3     , οπότε 
1

f(x) ln(2 x) 3,x (0,2)
x

      

 
Δ2.  
Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0,2) ως άθροισμα συνεχών και παραγωγίσιμη με  

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 x x 2
f (x) (2 x)

2 x x 2 x x x 2 x x


  
        

 



  

2f (x) 0 x x 2 0 x 1  x 2           (απορρ.) 

Για το πρόσημο της f’(x) έχουμε  

 

x 0 x 0

1
limf(x) lim ln(2 x) 3

x  

 
      

 
 αφού 

x 0

1
lim

x
   και ln2 3 R . 

Ακόμη 

x 2 x 2

1
limf(x) lim ln(2 x) 3

x  

 
      

 
αφού 

 
x 2 u 0
limln(2 x) έ 2 x u οπότε u 0 limlnu

 



 
           
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Οπότε με f γνήσια αύξουσα στο   
x 0

(0,1]: f((0,1]) limf(x),f(1) ,2


  


. 

Το 0 ( ,2]  οπότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 1x (0,1) ώστε  1f x 0 και αφού η f γνησίως αύξουσα 

στο (0,1) το x1 μοναδικό με x1<1. 

 
x 2 x 1

f((1,2)) limf(x), limf(x) ( ,2).
  

    

To 0 ( ,2]  οπότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 2x (1,2) ώστε  2f x 0 και αφού f γνησίως φθίνουσα στο 

(1,2) το x2 μοναδικό με 2x 1 . 

Άρα η f(x)=0 έχει ακριβώς 2 ρίζες 1 2 1 2x ,x  x 1 x .     

Επειδή 
1 1 1 5

f ln 2 3 ln 3 3 ln5 ln3 0
13 3 3
3

   
            

   
, άρα η ρίζα 1

1
x

3
 . 

Σημείωση: 

Έχουμε: 
ln

5 3 ln 5 ln 3

               ln 5 ln 3 0

 

   

 

y x

 

 
 
Δ3. 

Θα δείξουμε ότι υπάρχει (0,1)  ώστε 
1

1
3 f

3
f ( )

1 3x






  
  


. 

Αφού 1

1
x

3
 , ορίζεται το διάστημα 1

1
x ,

3

 
 
 

. 

Η f είναι συνεχής στο 1

1
x ,

3

 
 
 

ως πράξεις συνεχών. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο 1

1
x ,

3

 
 
 

. 

Άρα από το Θ.Μ.Τ. υπάρχει τουλάχιστον ένα 1

1
x , (0,1)

3

 
  

 
 τέτοιο ώστε: 

 1

1 1
1

1 1 1
f f x f 0 3 f

3 3 3
f ( ) f ( ) f ( )

1 1 3x 1 3xx
3 3

     
       

            
 

 



 

Ακόμη  

2 3

1 2
f (x) 0

(x 2) x
    


. 

 
Άρα η f’ είναι γνησίως φθίνουσα άρα το ξ είναι μοναδικό. 
 
 
Δ4. 
i. Αφού 𝐹, 𝐺 αρχικές συναρτήσεις της 𝑓 στο (0,2) θα ισχύουν 
F (x) f(x),G (x) f(x)  F(x) G(x) C        

     1 1 1 1H(1)  x x :F x G x C 0 G x C         

 1C G x .  
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Η (1) για      2 2 2 2x x :F x G x C F x 0 C       

 2F x C   

 

Έτσι:        1 2 2 1G x F x F x G x 0      

ii. Θεωρώ    1 2 2 1 2 1 2h(x) x F(x) x G x 2x x x ,x x ,x        . 

Η h είναι συνεχής στο  1 2,x x ως πράξεις συνεχών, αφού ( ), ( )F x G x είναι συνεχείς ως παραγωγίσιμες. 

   1 1 1h x x F x     2 1 1 1 2 2 1 1 2x G x 2x x x x G x x x          

     2 2 1 2 1 2x F x x x ύ G x F x      

     2 22 1 2h x x F x x G x   2 1 2 1 2 2 12x x x x F x x x        

 

Είναι F (x) f(x) για κάθε x (0,2) οπότε  
f

1 1x x 1 f x


    f(x) 0 f(x)  και 

 
f

2 21 x x f(x) f x f(x) 0


      οπότε η f(x)>0 στο      1 2 1 2 1 2x ,x F (x) 0 o x ,x  οπότε F o x ,x .    

Για      
F

1 2 1 2 2x x F x F x 0 F x


      

Άρα,  2 2x F x 0  και επειδή 1 2x x 0  έχουμε  1h x 0 . 

Επίσης    1 2 2 1 2x F x 0,x x 0 h x 0.       

Άρα    1 2h x h x 0  οπότε από Θεώρημα Bolzano έχουμε ότι υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της 

 1 2h(x) 0  x ,x .   

 
Για την μοναδικότητα: 

1 2h (x) x F (x) x G (x) 2         

 1 2 1 2x f(x) x f(x) 2 0  για κά  x x ,x .       

 
Άρα η ℎ 𝛾𝜈. 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 στο [𝑥1 , 𝑥2 ] οπότε η ρίζα που εξασφαλίσαμε με το Θ. Bolzano είναι μοναδική 


