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ΘΕΜΑ Α

A1. Έστω μια συνάρτηση 
[image: image1.wmf]f

ορισμένη σε ένα διάστημα 
[image: image2.wmf]D

. Αν η 
[image: image3.wmf]F

 είναι μια παράγουσα της 
[image: image4.wmf]f

 στο 
[image: image5.wmf]D

, τότε να αποδείξετε ότι:

όλες οι συναρτήσεις της μορφής 
[image: image6.wmf]G(x)F(x)c
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, 
[image: image7.wmf]cR
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 είναι παράγουσες της 
[image: image8.wmf]f

 στο 
[image: image9.wmf]D

, και

κάθε άλλη παράγουσα 
[image: image10.wmf]G

της 
[image: image11.wmf]f

 στο 
[image: image12.wmf]D

 παίρνει τη μορφή 
[image: image13.wmf]G(x)F(x)c
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, 
[image: image14.wmf]cR
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A2. Πότε μια συνάρτηση 
[image: image15.wmf]f:A

 λέγεται συνάρτηση 
[image: image16.wmf]11
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A3. Πότε η ευθεία 
[image: image17.wmf]0

xx

=

 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας 
συνάρτησης 
[image: image18.wmf]f
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A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι

λανθασμένη.

α) Αν 
[image: image19.wmf]zC
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, τότε 
[image: image20.wmf]vv

(z)(z)
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, όπου 
[image: image21.wmf]v

 θετικός ακέραιος.

β) Αν οι συναρτήσεις 
[image: image22.wmf]f,g

 έχουν όριο στο 
[image: image23.wmf]0

x

 και ισχύει 
[image: image24.wmf]f(x)g(x)

£

 κοντά στο 
[image: image25.wmf]0

x

, τότε


[image: image26.wmf]00
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limf(x)limg(x)
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γ) Αν 
[image: image27.wmf]0

xx

limf(x)

®

=-¥

, τότε 
[image: image28.wmf]f(x)0

>

 κοντά στο 
[image: image29.wmf]0

x

.

δ) Υπάρχει πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του 2, της οποίας η γραφική παράσταση έχει ασύμπτωτη.
ε) Αν 
[image: image30.wmf]f

 είναι μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα 
[image: image31.wmf][,]

ab

 και 
[image: image32.wmf]G

 είναι μία παράγουσα της 
[image: image33.wmf]f

 στο 
[image: image34.wmf][,]

ab

τότε πάντοτε ισχύει: 
[image: image35.wmf]f(t)dtG()G()
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ΘΕΜΑ Β 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image36.wmf]z,w

 για τους οποίους ισχύουν:  

· 
[image: image37.wmf]22

z3i18z3
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· 
[image: image38.wmf]wiIm(w)1
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B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών 
[image: image39.wmf]z

 είναι η ευθεία με εξίσωση 
[image: image40.wmf]xy30
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B2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών 
[image: image41.wmf]w

είναι η παραβολή με εξίσωση 
[image: image42.wmf]2
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B3. Για τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς 
[image: image43.wmf]z,w

 να βρείτε την ελάχιστη τιμή του μέτρου 
[image: image44.wmf]zw

-

.  
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ΘΕΜΑ Γ 
Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image45.wmf]x1

f(x)elnx

-

=-

, 
[image: image46.wmf]x(0,)

Î+¥
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Γ1. Να μελετήσετε τη συνάρτηση 
[image: image47.wmf]f

ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
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Γ2. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
[image: image48.wmf]g

με 
[image: image49.wmf]h(x)
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g(x)t1dt
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,  όπου  

[image: image50.wmf]2

h(x)f(x1)f(2)1
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Γ3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image51.wmf]1

ff(x)1
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 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες 
[image: image52.wmf]12

x,x
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Γ4. Αν για τις ρίζες 
[image: image53.wmf]12

x,x

 του ερωτήματος Γ3 ισχύει ότι 
[image: image54.wmf]12

xx

<

τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 
[image: image55.wmf]1

(x,1)

xÎ

 τέτοιο , ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
[image: image56.wmf]f

 στο σημείο 

[image: image57.wmf](,f())

xx

 να διέρχεται από το σημείο 
[image: image58.wmf]3

(0,)
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ΘΕΜΑ Δ 
Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image59.wmf]f:(0,)R

+¥®

 για την οποία ισχύει: 


[image: image60.wmf]2

(xx)f

΄(x)xf(x)1

-×+×=

 για κάθε 
[image: image61.wmf]x(0,)
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.
Δ1. Να αποδείξετε ότι 
[image: image62.wmf]lnx

,0x1

f(x)
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Δ2. Να αποδείξετε ότι 
[image: image63.wmf]x1

1

1

x

f(t)

f(t)dtdt

t
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,  για κάθε 
[image: image64.wmf]x(0,)

Î+¥
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Δ3. α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image65.wmf]1

x

1

f(t)

g(x)dt

t

=-

ò

 , 
[image: image66.wmf]x(0,)

Î+¥

 είναι κοίλη.            (μονάδες 5) 

β. Έστω 
[image: image67.wmf]E

το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
[image: image68.wmf]g

, την 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
[image: image69.wmf]g

 στο σημείο που η γραφική παράσταση της 
[image: image70.wmf]g


τέμνει τον άξονα 
[image: image71.wmf]x

΄x

 και την ευθεία 
[image: image72.wmf]x3
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. Να αποδείξετε ότι 
[image: image73.wmf]E2
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.                                    (μονάδες 4)
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Δ4. Να αποδείξετε ότι 
[image: image74.wmf]xx

11

xx

1

f(t)dttf(t)dt

x
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, για κάθε 
[image: image75.wmf]x(0,)
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