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Πεξίιεςε 
 

Η παξνχζα εξγαζία απνηειεί κέξνο κηαο επξχηεξεο κειέηεο πνπ έρεη σο γεληθφ 

ζέκα ηε δηδαζθαιία θαη κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ. Οη 

ελαιιαθηηθέο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ ζθηαγξαθνχληαη είλαη ζπλπθαζκέλεο κε 

ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα. Ο πεηξακαηηζκφο δηελεξγείηαη ζηελ πξαγκαηηθή ζρνιηθή 

ηάμε απφ έλα δάζθαιν-εξεπλεηή πνπ πξνζπαζεί λα εκπιέμεη ηνπο καζεηέο ζηελ 

ελεξγεηηθή αλαθάιπςε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο. Δηδηθφηεξα, ζηελ ελ ιφγσ 

έξεπλα παξνπζηάδνληαη νξηζκέλα δηδαθηηθά πεηξάκαηα πνπ επηθεληξψλνληαη ζηελ 

αλάδεημε ηεο επηζηεκνληθήο ζπδήηεζεο θαη ηελ εκβάζπλζε ζηελ θαηαλφεζε. Ο 

έιεγρνο ησλ εηθαζηψλ θαη ν αδηάιεηπηνο καζεκαηηθφο δηάινγνο ζηε ζχγρξνλε 

ζρνιηθή ηάμε θαιιηεξγεί δεκνθξαηηθά βηψκαηα πνπ ζπληεινχλ ζηε δηακφξθσζε 

ηεο πξνζσπηθφηεηαο ηνπ ππεχζπλνπ πνιίηε. Απηή ε απνζηνιή ηνπ ζρνιείνπ είλαη 

πάληα επίθαηξε. 
 

Δηθαζία θαη απόδεημε ζην Γπκλάζην  
 

Δδψ θαη πνιιέο δεθαεηίεο, απνηειεί θνηλή δηαπίζησζε φηη ε παξνπζίαζε ησλ 

καζεκαηηθψλ ηφζν απφ ηνπο δηδάζθνληεο φζν θαη απφ ηα ζρνιηθά εγρεηξίδηα 

αθνινπζεί θαηά θαλφλα ην πξφηππν: Οξηζκφο-Θεψξεκα-Απφδεημε (Davis & Hersh 

1991). Απηφο ν ηξφπνο παξνπζίαζεο ηεο γλψζεο ζε ζπλδπαζκφ κε άιιεο 

δηδαθηηθέο ηξνπνπνηήζεηο πνπ επηηάζζεη ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα επεξεάδεη ηφζν 

ηελ θαηαλφεζε φζν θαη ηε ζηάζε ηνπ καζεηή γηα ηα καζεκαηηθά. Μειεηψληαο ηε 

ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ ηνπ Γπκλαζίνπ δηαπηζηψλνπκε φηη απιψο αζρνινχληαη 

κεραληθά κε ηηο «δξαζηεξηφηεηεο» ηνπ εγρεηξηδίνπ, νη νπνίεο ηηο πεξηζζφηεξεο 

θνξέο είλαη ιπκέλεο αζθήζεηο παξαδνζηαθνχ ηχπνπ. Η πιεηνλφηεηα ησλ καζεηψλ 

δελ αηζζάλεηαη ηελ αλάγθε γηα απνδείμεηο, αηηηνινγήζεηο ή επεμεξγαζία 

απνδεηθηηθψλ ζπιινγηζκψλ. Βξίζθνπλ έλα απνηέιεζκα ρσξίο επηρεηξεκαηνινγία 

θαη ην αηηηνινγνχλ ή ην επαιεζεχνπλ κφλν φηαλ ηνχο ην δεηνχκε. Δπίζεο έρνπλ 

ειάρηζηε θξηηηθή δηάζεζε απέλαληη ζε έλα ζπιινγηζκφ.  
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Με ηνλ φξν εηθαζία ελλννχκε έλα ππνζεηηθφ ζπκπέξαζκα, επαγσγηθφ ή 

αλαινγηθφ, κηα ππφζεζε, κηα πξφβιεςε, κηα πξνζσξηλή ζέζε. Δίλαη έλα εξψηεκα 

γηα δηεξεχλεζε θάηη ζαλ ην αλνηρηφ πξφβιεκα ή ην Problem Posing. Η εηθαζία έρεη 

ραξαθηήξα ππνθεηκεληθφ θαη δηαηππψλεηαη κε εθθξάζεηο φπσο: «λνκίδσ», «κνπ 

θαίλεηαη», «ζα πξέπεη», «κάιινλ» θιπ. Καηά ηε καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα 

εηθαζία θαη απφδεημε αιιεινδηαπιέθνληαη. Όκσο ζηε δηδαζθαιία απνδίδνπκε 

κεγαιχηεξε ζεκαζία ζηελ απφδεημε θαη ππνδεέζηεξε ζηελ  εηθαζία. Μφλν ε 

απφδεημε απνθαίλεηαη γηα ηελ ηζρχ θαη ηελ νξζφηεηά ηεο. (Φαιάηζεο, 1993). Παξά 

ηαχηα, νη καζεκαηηθνί φισλ ησλ επνρψλ θαίλεηαη φηη απέδηδαλ εμίζνπ κεγάιε 

ζεκαζία θαη ζηελ εηθαζία. Τα ζεσξήκαηα, ζε αληίζεζε κε ηα πνξίζκαηα πνπ ήηαλ 

άκεζε απφξξνηα ησλ ζεσξεκάησλ, ζηελ πξψηε θάζε είραλ ραξαθηήξα εηθαζίαο. 

Όιεο νη αζέαηεο θαη δπζεληφπηζηεο καζεκαηηθέο δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

πξνεγήζεθαλ απφ ηνπο νξηζκνχο, ηα αμηψκαηα θαη ηα ζεσξήκαηα απνζησπνχληαη 

θαη απνηππψλεηαη κφλν ην ηειηθφ πξντφλ. Οη θνκςέο απνδείμεηο είλαη 

νινθιεξσκέλεο δεκηνπξγίεο πνπ έρνπλ ινγηθή ζπλνρή πνπ ζβήλνπλ φκσο ηηο  

πξνφδνπο θαη ηα πηζσγπξίζκαηα, ηα νπνία ζπλέηεηλαλ ζηε κνξθνπνίεζή ηνπο 

(Lakatos 1986).  

Σε έλαλ θφζκν πνπ δηαξθψο αιιάδεη, νη απφιπηεο θαη αλέθθιεηεο βεβαηφηεηεο 

ζπαλίδνπλ. Ωζηφζν ζηε καζεκαηηθή δηδαζθαιία ηίπνηε δε κνηάδεη ηπραίν, αβέβαην 

ή πξνζσξηλφ, φια επαιεζεχνληαη θαη καηαηψλνπλ επηηφπνπ θάζε απφπεηξα  

ακθηζβήηεζεο. Σπάληα ν καζεηήο έξρεηαη αληηκέησπνο κε κηα αλνηρηή εξεπλεηηθή 

θαηάζηαζε, φπνπ πξέπεη λα δηαηππψζεη ή λα ειέγμεη εηθαζίεο, λα ςάμεη γηα έλα 

πξφζθνξν αληηπαξάδεηγκα, λα ππνζηεξίμεη ηα δηθά ηνπ επηρεηξήκαηα γηα λα πείζεη 

ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπ θαη ην δάζθαιν γηα ηελ νξζφηεηα ησλ ηζρπξηζκψλ ηνπ.  
  

Αλνηρηή ζπδήηεζε ησλ εηθαζηώλ ζηελ ηάμε 
 

Σην παξαδνζηαθφ ζρνιηθφ πιαίζην δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ νη καζεηέο 

ζηαδηαθά εκβαζχλνπλ φιν θαη ιηγφηεξν ζηηο γλψζεηο ηνπο. Η θαηάζηαζε απηή δελ 

είλαη νχηε αλαπφθεπθηε νχηε κε αλαηξέςηκε.  

 Η κάζεζε είλαη κηα ζρέζε ππνθεηκέλνπ-αληηθεηκέλνπ πνπ είλαη άξξεθηα 

ζπλπθαζκέλε κε ην θνηλσληθν-πνιηηηζκηθφ πιαίζην. Αληί ηεο γξήγνξεο κεηάδνζεο 

ηεο επηζηεκνληθήο θιεξνλνκηάο ζηνπο καζεηέο, ε αηνκηθή ή ζπιινγηθή 

ελαζρφιεζή ηνπο κε πξνβιήκαηα, εξσηήκαηα θαη εηθαζίεο ζηε ζρνιηθή ηάμε ηνχο 

βνεζά λα νηθεηνπνηνχληαη καζεκαηηθέο έλλνηεο βηψλνληαο ηα κνλνπάηηα ηεο 

δεκηνπξγίαο ηνπο. Μπνξεί νη καζεηέο λα θιεζνχλ λα δηεξεπλήζνπλ κηα 

θαηάζηαζε-πιαίζην, γηα λα ζέζνπλ νη ίδηνη εξσηήκαηα θαη πξνβιήκαηα πνπ 

επηδέρνληαη καζεκαηηθή ιχζε (Silver, 1994) ή λα ηνχο εθρσξεζεί έλα αλνηρηφ 
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πξφβιεκα γηα νκαδηθή επίιπζε (Arsac & Mante, 2007). Η επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο αλαηίζεηαη ζηε ζρνιηθή ηάμε κε ηε κνξθή α-δηδαθηηθήο θαηάζηαζεο 

επηδεηψληαο ηελ απηνλνκία ηνπ καζεηή (Brousseau, 1986).  

Τα ηειεπηαία ρξφληα ε έξεπλα ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ απνδίδεη 

βαξχλνπζα ζεκαζία ζηελ θνηλσληθή δηάζηαζε ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο. Πνιινί 

εξεπλεηέο κειεηνχλ ηηο επηθνηλσληαθέο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο νη καζεηέο 

ζρεκαηίδνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο κέζα απφ δηαδηθαζίεο δηαπξαγκάηεπζεο 

καζεκαηηθψλ λνεκάησλ (Cobb 1990, Bauersfeld 1995). Κξίζηκα είλαη ηα 

αθφινπζα εξσηήκαηα: 
 

 Πνην είλαη ην λφεκα ηνπ ζσζηνχ θαη ηνπ ιάζνπο ζηελ ηάμε; 

 Πνηα ζέζε ππάξρεη γηα ηελ αβεβαηφηεηα;  

 Σε ηη εμππεξεηεί ε αηηηνιφγεζε ή ε απφδεημε; 
 

Σπλήζσο ην ιάζνο ζεσξείηαη σο κεκνλσκέλν θαηλφκελν πνπ αλάγεηαη κνλνκεξψο 

ζηηο ειιείςεηο θαη αλεπάξθεηεο ηνπ καζεηή. Σχκθσλα κε ηηο ζχγρξνλεο εξκελείεο, 

ην ιάζνο είλαη κηα κνξθή γλψζεο πνπ έρεη λφεκα γηα ην καζεηή. Έρεη ηελ 

πξνέιεπζή ηνπ ζην ζχζηεκα ησλ πξνεγνχκελσλ γλψζεσλ ηνπ καζεηή θαη 

ιεηηνπξγεί σο έλα παγησκέλν γλσζηηθφ ζρήκα πνπ ζηέθεηαη σο εκπφδην ζηελ 

απφθηεζε λέαο γλψζεο (Brousseau, 1983. Η επηκνλή ζην ζσζηφ θαη ν εμνξθηζκφο 

ηνπ ιάζνπο ηφζν απφ ηα εγρεηξίδηα φζν θαη ζηε δηδαζθαιία απαηηεί λα 

πξνζθέξεηαη κφλν ε ζσζηή γλψζε, δειαδή ηα ζεσξήκαηα θαη νη αιγφξηζκνη, θαη 

θαζφινπ ηα ιαλζαζκέλα κνλνπάηηα πνπ αθνινχζεζε ε αλζξψπηλε ζθέςε.  

Δθηφο απφ ηελ θνηλή ζπδήηεζε ησλ ιαζψλ ν ηξφπνο πνπ είλαη δηαηππσκέλε ε 

εθθψλεζε κπνξεί λα ζπκβάιεη ζηε δεκηνπξγία θιίκαηνο αβεβαηφηεηαο. 

Υπνρξεψλεη ηνπο καζεηέο λα δηαηππψλνπλ εηθαζίεο, πνπ ίζσο ηζρχνπλ αιιά δελ 

έρνπλ επαιεζεπηεί, θαη λα βηψλνπλ έθπιεμε, ακθηβνιία ή ζχγθξνπζε. Οη δηάθνξεο 

απαληήζεηο ή ζέζεηο πνπ δηαηππψλνπλ ηα παηδηά ζην πξφβιεκα είλαη ζπρλά 

αληηθαηηθέο ή δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο. Γηα λα δεκηνπξγήζνπκε ηελ αλάγθε 

επαιήζεπζεο, αηηηνιφγεζεο θαη «απφδεημεο», πξέπεη λα αθήζνπκε λα πξνθιεζεί 

ζηελ ηάμε κεγάιε επηζηεκνληθή αβεβαηφηεηα (Legrand, 1993). 

Μέζα ζε έλα ηέηνην πιαίζην ν δηάινγνο θαη ε απφδεημε ζπλάδνπλ κε ην 

«πείζεηλ θαη πείζεζζαη». Οη ζχγρξνλνη καζεηέο αηηηνινγνχλ κε απνδεηθηηθά 

επηρεηξήκαηα, απνξξίπηνπλ κηα «απφδεημε», βξίζθνπλ έλα αληηπαξάδεηγκα γηα λα 

δηαςεχζνπλ έλαλ ηζρπξηζκφ, αλαδχνληαη λέεο εηθαζίεο ηηο νπνίεο ειέγρνπλ... Όηαλ 

ιέκε επηρείξεκα, ελλννχκε κηα αηηηνιφγεζε ε νπνία κάο ππνρξεψλεη λα 

αλαγλσξίζνπκε ηελ ηζρχ κηαο εηθαζίαο. Τν θχξην γλψξηζκα ελφο επηρεηξήκαηνο 

είλαη ε πεηζηηθή ηνπ δχλακε. Η επηρεηξεκαηνινγία δελ έρεη πάληα ζθνπφ λα 
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απνδείμεη ηελ αιήζεηα κηαο εηθαζίαο ή κηα ηδέαο. Μπνξεί απιψο λα αλαδείμεη ηελ 

επηθξαηέζηεξε εθδνρή αλάκεζα ζε ζπγθξνπφκελεο ζέζεηο. Μηα ηππηθή απφδεημε 

είλαη ζσζηή ή ιάζνο, ελψ κηα επηρεηξεκαηνινγία είλαη πεξηζζφηεξν ή ιηγφηεξν 

ηζρπξή (Balacheff 1987).  

Ο δάζθαινο απνζχξεηαη ζην παξαζθήλην θαη “μεζσξηάδεη”, αιιά απηφ δελ 

ζεκαίλεη φηη δελ παξεκβαίλεη θαηά ηελ εθηχιημε ηνπ παηγληδηνχ. Τν θχξην κέιεκα 

ηνπ δαζθάινπ ησλ καζεκαηηθψλ είλαη λα επαγξππλά, γηα λα θξαηήζεη αλνηρηή ηελ 

πξνβιεκαηηθή θαηάζηαζε, δηαηεξψληαο έλα ζηαζεξφ θιίκα έξεπλαο. Μεηά ηελ 

νηθεηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηελ παξαγσγή αηνκηθψλ ή νκαδηθψλ εξγαζηψλ 

ησλ καζεηψλ αθνινπζεί «καζεκαηηθή δηακάρε» ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε. Απφ φζα 

κπνξνχλ λα δηαδξακαηηζηνχλ ζηελ ηάμε ζα αλαθέξνπκε κεξηθέο ελδεηθηηθέο 

ελέξγεηεο:  
 

Πξώηνλ: Οη εηθαζίεο, νη ηδέεο θαη νη επηζηεκνληθέο ζέζεηο ησλ καζεηψλ 

γξάθνληαη απξφζσπα ζηνλ πίλαθα απφ ηνλ δηδάζθνληα γηα λα πεξηνξηζηεί ε 

επίδξαζε ζπλαηζζεκαηηθψλ παξαγφλησλ θαηά ηε ζπδήηεζε. Η ηάμε απνθαζίδεη 

πνηεο είλαη θαηάιιειεο ή ζεκαληηθέο γηα λα ζπδεηεζνχλ. Όζεο πξνηάζεηο ή 

δειψζεηο είλαη αλαθξηβείο ή απξνζδηφξηζηεο, αλαδηαηππψλνληαη ζε ειέγμηκε 

κνξθή εηθαζίαο, ψζηε λα είλαη ζπδεηήζηκεο ζηελ ηάμε (νη απιέο γλψκεο θαη νη 

αζαθείο ή ακθηιεγφκελεο εθθσλήζεηο εμαιείθνληαη). Η επίζεκε έθζεζε ζηνλ 

πίλαθα εμαζθαιίδεη ηνλ αλνηρηφ ραξαθηήξα ηεο ζπδήηεζεο κε νιφθιεξε ηελ ηάμε.  
 

Γεύηεξνλ: Σηε ζπλέρεηα νη εηθαζίεο ελφςεη ηεο ιήςεο κηαο απφθαζεο 

ππνβάιινληαη ζε θξηηηθφ έιεγρν. Ο δάζθαινο απνζχξεηαη ζην παξαζθήλην 

δηεπθξηλίδνληαο ην λέν ηνπ ξφιν: «Γελ βξίζθνκαη εδώ γηα λα ζαο πσ αλ είλαη 

ζσζηό ή ιάζνο. Δζείο ζα ην βξείηε». Έηζη ρσξίο πξνζθπγή ζηε ζεζκηθή αιήζεηα ν 

καζεηήο ζθέθηεηαη θαη παίξλεη ζέζε πάλσ ζηελ εγθπξφηεηά ησλ εηθαζηψλ θαη ησλ 

ππνζέζεσλ. 
 

 Ννκίδσ όηη είλαη ζσζηό. 

 Σθέθηνκαη όηη είλαη ιάζνο. 

 Γελ είκαη ζε ζέζε λα απνθαζίζσ. 
 

Όηαλ νη γλψκεο κνηξάδνληαη, ε «επηζηεκνληθή δηακάρε» αξρίδεη. Έηζη 

δεκηνπξγείηαη έλα επλντθφ θιίκα δηαξθνχο αλαδήηεζεο θαη απξφζθνπηεο  

δηαθίλεζεο ηδεψλ. Καζέλαο κπνξεί λα πείζεη ηνλ άιινλ γηα ηελ νξζφηεηα ηεο 

γλψκεο ηνπ. Έηζη νη καζεηέο εκπιέθνληαη πξνζσπηθά ζηελ άζθεζε θξηηηθήο θαη 

ππνρξεψλνληαη λα εμεγνχλ θάζε θνξά ηηο επηινγέο ηνπο. Μέζα απφ επηθνηλσληαθέο 
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δηαπξαγκαηεχζεηο, δηαζηαπξψζεηο θαη αμηνινγήζεηο επηρεηξεκάησλ, θπνθνξείηαη 

ζηε ζθέςε ησλ καζεηψλ ε δηυπνθεηκεληθή ζπγθξφηεζε ησλ ελλνηψλ.  
 

Τξίηνλ: Σε έλα ηειεπηαίν κέξνο νη εθθσλήζεηο πνπ επηθπξψζεθαλ 

επηζεκνπνηνχληαη παίξλνληαο ραξαθηήξα ζεσξεκάησλ θαη νη ιαλζαζκέλεο 

εθθσλήζεηο ζπλνδεχνληαη απφ έλα αληηπαξάδεηγκα... Υπάξρεη ζπλερήο 

αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζην πξνζσπηθφ λφεκα, πνπ νηθνδνκεί ν καζεηήο θαη 

ζηελ θνηλσληθή δηάζηαζε ηεο γλψζεο ζην πιαίζην ηεο ζρνιηθήο ηάμεο. Τα 

πξνζσπηθά λνήκαηα κέζα ζηελ ηάμε πξέπεη λα ελαξκνληζηνχλ θαη λα γίλνπλ 

ζπκβαηά θαη ζπλεπή κε φ,ηη δέρεηαη ε καζεκαηηθή θνηλφηεηα (Lampert, 1990). 

Μέζσ ησλ αιιειεπηδξάζεσλ ζην πιαίζην ηεο ζρνιηθήο ηάμεο ε 

δηυπνθεηκεληθφηεηα δίλεη πξννδεπηηθά ηε ζέζε ηεο ζηελ «αληηθεηκεληθφηεηα».  
 

Γηδαθηηθά επεηζόδηα από ην Γπκλάζην 
 

Σηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε ζχληνκα δεδνκέλα απφ κεξηθά δηδαθηηθά πεηξάκαηα 

πνπ πινπνηήζεθαλ ζην πιαίζην κηαο επξχηεξεο κειέηεο θαηά ηε δηάξθεηα ησλ 

ζρνιηθψλ εηψλ 2007-2008 θαη 2008-2009 ζην 1
ν
 Πεηξακαηηθφ Γπκλάζην Αζελψλ. 

Οη δηδαθηηθνί πεηξακαηηζκνί είλαη άκεζα εληαγκέλνη ζην αλαιπηηθφ πξφγξακκα 

καζεκαηηθψλ ηνπ Γπκλαζίνπ. 
 

α) Δηθαζίεο από ηελ Αξηζκεηηθή θαη ηελ Άιγεβξα  
 

Ο δάζθαινο ησλ καζεκαηηθψλ ζέηεη ζην ζχλνιν ηεο ηάμεο ή ζηηο νκάδεο αλνηρηά 

εξσηήκαηα ή ιαλζαζκέλεο αξηζκεηηθέο ή αιγεβξηθέο ηζφηεηεο. Τίζεληαη ζε κνξθή 

ειέγμηκσλ εηθαζηψλ γηα έξεπλα θαη έιεγρν εγθπξφηεηαο.  
 

Δηθαζίεο κε κνξθή αλνηρηνύ εξσηήκαηνο γηα δηεξεύλεζε:   
 

1. Υπάξρεη ξεηόο αξηζκόο αλάκεζα ζην 7,7 θαη ην 7,8; 

2. Υπάξρεη ξεηόο αξηζκόο αλάκεζα ζην 
1

5  
θαη ην 

2

5
; 

3.  Καηά ηε γλώκε ζαο είλαη ζσζηέο νη ηζόηεηεο; 0,99=1,  0,999=1 θαη  0,999...=1. 

Θα θαηαγξάςνπκε ηξεηο αηηηνινγήζεηο πνπ έδσζαλ ηζάξηζκνη καζεηέο ηεο Β΄ 

Γπκλαζίνπ ζην εξψηεκα: «Μπνξεί λα ηζρύεη ε ηζόηεηα 0,999...=1 ή όρη; Καη 

γηαηί;». Η πιεηνλφηεηα ησλ καζεηψλ ζην εξψηεκα ηεο ζχγθξηζεο ησλ δχν αξηζκψλ 

έδσζε άκεζα ηελ απάληεζε: 1>0,999... Η έθπιεμή ηνπο ήηαλ έθδειε, φηαλ 

πιεξνθνξήζεθαλ φηη νη δχν αξηζκνί είλαη ίζνη. Σε αλάινγα ζπκπεξάζκαηα έρνπλ 

θαηαιήμεη θαη άιινη εξεπλεηέο (Fischbein, 2002). Σηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ κε 

ηνπο απεηξνςήθηνπο πεξηνδηθνχο δεθαδηθνχο αξηζκνχο ππεηζέξρνληαη πνιηηηζκηθά 
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θαη επηζηεκνινγηθά αίηηα. Τα παξαθάησ ζηηγκηφηππα εθηίζεληαη, επεηδή 

ζεσξήζεθαλ αμηνπαξαηήξεηα. 
 

Δ:    Βξήθακε:

 

1
= 0,111...

9
(αλαθέξεηαη ζε παξάδεηγκα πνπ είρε πξνεγεζεί). Αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο ηζόηεηαο κε ην 9 έρνπκε: 
1

9 = 9 0,111...
9
    ή  

1=0,999...  δειαδή ε ηζόηεηα είλαη ζσζηή.  
 

Μ:  Η ηζόηεηα 0,999...=1 είλαη ζσζηή, γηαηί δελ κπνξνύκε λα βξνύκε άιινλ αξηζκό κεηαμύ ηνπ 

0,999... θαη ηνπ 1. Σηελ αξρή ζθέθηεθα όηη όζα ελληάξηα θαη λα πάξνπκε πνηέ δε ζα παηήζνπκε 

ζην 1, γηαηί θάηη ζα ιείπεη, θάηη ζα ζθόλε. Όκσο, αλ ηα ελληάξηα είλαη άπεηξα, δελ ππάξρεη θάηη 

άιιν κέρξη ην 1.  
 

Β:     Γε γίλεηαη έλαο αξηζκόο λα γξάθεηαη κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο.  
 

Με βάζε ηα πξνεγνχκελα ζηηγκηφηππα απιψο ζα ζρνιηάζνπκε ηηο απαληήζεηο 

ζίγνληαο κφλν νξηζκέλεο πιεπξέο ηνπ ζέκαηνο: 
 

 Η πξψηε καζήηξηα, ελψ αλακελφηαλ λα αθνινπζήζεη ηελ ηππνπνηεκέλε 

απφδεημε ηνπ βηβιίνπ ( x = 0, 9  ή 10x = 9,999...  ή 10x - x = 9,999... - 0,999...  

ή 9x=9 θαη ηειηθά x=1) αθνινχζεζε άιιε ζηξαηεγηθή: ρξεζηκνπνίεζε ην 

παξάδεηγκα ηεο δηαίξεζεο 9:1=1,111... πνπ είρε γίλεη ζηελ ηάμε θαη 

πνιιαπιαζίαζε εχζηνρα θαη ηα δχν κέιε ηεο ηζφηεηαο κε ην 9. Παξφηη δε δίλεη 

απάληεζε ζην εξψηεκα «γηαηί ηζρύεη 0,999...=1;», πξνβαίλεη ζε κηα αλαινγηθή 

εμήγεζε: αθνύ 
1

= 0,111...
9  

ηόηε ζα ηζρύεη θαη 1=0,999...  

 Ο δεχηεξνο καζεηήο πξφβαιε ην επηρείξεκα «Η ηζόηεηα 0,999...=1 είλαη 

ζσζηή, γηαηί δελ κπνξνύκε λα βξνύκε άιινλ αξηζκό κεηαμύ ηνπ 0,999... θαη ηνπ 

1». Πξφθεηηαη γηα έλα ζαπκάζην απζφξκεην επηρείξεκα κε ηζρπξή πεηζηηθή 

δχλακε πνπ δελ έρεη ζρέζε κε ηηο ηππηθέο απνδείμεηο.  

 Ο ηξίηνο καζεηήο δηαηχπσζε έλα γεληθφ θαλφλα, πνπ κάιινλ απνηειεί 

πεπνίζεζε πνιιψλ καζεηψλ: θάζε αξηζκφο έρεη κνλαδηθή γξαθή. Γελ είλαη 

δπλαηφλ δχν αξηζκνί λα γξάθνληαη δηαθνξεηηθά θαη παξά ηαχηα λα είλαη ίζνη. 

Έηζη νη αξηζκνί 0,999... θαη 1 είλαη άληζνη.  

 

Γηα έλαλ «αξράξην» ζηα καζεκαηηθά, ε θαηαλφεζε φηη δηαθνξεηηθά ζχκβνια 

κπνξνχλ λα αληηζηνηρνχλ ζην ίδην αληηθείκελν είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιε 

(Markovitz & Sowder 1991). Σχκθσλα κε ηηο Βακβαθνχζε & Βνζληάδνπ (2007), ε 

δπζθνιία απηή κπνξεί ελδερνκέλσο λα απνδνζεί ζην φηη νη αξράξηνη έρνπλ ηελ 
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ηάζε λα θαηεγνξηνπνηνχλ αληηθείκελα κε βάζε επηθαλεηαθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπο, 

κηα ηάζε πνπ ζηελ πεξίπησζε ησλ αξηζκψλ ελδερνκέλσο εληζρχεηαη απφ ην 

γεγνλφο φηη ηα θιάζκαηα θαη νη δεθαδηθνί δηαθέξνπλ σο πξνο ηε δηάηαμε θαη σο 

πξνο ηηο πξάμεηο. Με απηφ ην ζθεπηηθφ, ελδέρεηαη νη καζεηέο λα ζεσξνχλ ηνπο 

δεθαδηθνχο θαη ηα θιάζκαηα σο μέλα κεηαμχ ηνπο ππνζχλνια ησλ ξεηψλ. 
 

Σπλήζε ιάζε πνπ ηίζεληαη κε κνξθή εηθαζίαο 
 

Πξνηείλακε ζηνπο καζεηέο δηαθφξσλ ηάμεσλ ηνπ Γπκλαζίνπ λα αζρνιεζνχλ κε 

ηελ ηζρχ ηζνηήησλ, φπσο νη αθφινπζεο:  
 

 
5 2 7

3 5 8
  ,  

3 21
7

11 77
   ,   

5 5
2 2

7 7
 

 
θαη 

7 2 7

13 2 13





.

3 3 5 5
0 0

4 4 6 6
      

 α·(β-γ)=α·β-α,  α(·β+γ)=α·β+α θαη 2·(x+y)·(α-β)= (2x+2y)·(2α-2β). 

 x x= 2x ,   
2

23 62x y = 2x y ,  5 4 9α a = a   θαη   
2 2 2α+ β = α + β . 

 
2

3 3
-1 = -1

4 4

 
 
 

,  a+ β = a + β   θαη a - β = a - β . 

 

Ιζφηεηεο φπσο νη παξαπάλσ, είλαη ελδεηθηηθέο θαη εληάζζνληαη ζην θαζεκεξηλφ 

κάζεκα ή ε αλάγθε ζπδήηεζήο ηνπο πξνθχπηεη απζφξκεηα απφ απνξίεο ησλ 

καζεηψλ. Αο δνχκε έλα επεηζφδην απφ ηνλ έιεγρν κηαο απφ απηέο: 
 

Δηθαζία γηα θνηλή ζπδήηεζε θαη θξηηηθό έιεγρν: «αλ α, β, γ πξαγκαηηθνί αξηζκνί 

ηόηε: α(β-γ)=αβ-α. Καηά ηε γλώκε ζαο ε ηζόηεηα είλαη ζσζηή ή ιάζνο;»  (Γ΄ 

Γπκλαζίνπ) 
 

Λ:          Δίλαη ζσζηή, γηαηί είλαη ε επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα! 

Ά:          Η ηζόηεηα δελ ηζρύεη, γηαηί ε επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα δελ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζσζηά.  

Η:          Η επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ σο πξνο ηελ αθαίξεζε είλαη δηαθνξεηηθή. Έρεη 

ηε κνξθή α(β-γ)=αβ-αγ. Αο βάινπκε όκσο ηπραίνπο αξηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα α=5, β=2 θαη 

γ=7. Έρνπκε 5·(2-7)= 5·(-5)=-25. Δπίζεο 5·2 -5= 10-5=5. Έηζη βξίζθνπκε ηελ αληζόηεηα -

25<5. Η ηζόηεηα είλαη ιάζνο, γηαηί δελ ηζρύεη -25=5.  

Δ:          Δγώ δνθίκαζα ηνπο αξηζκνύο α=1, β=2 θαη γ=1.  

        Πξώην κέινο: 1·(2-1)= 1·1=1.  

        Γεύηεξν κέινο: 1·2 -1= 2-1=1.  

        Η ηζόηεηα ηζρύεη, γηαηί ηα δεύηεξα κέιε είλαη ίζα. Δζείο ηη ιέηε, θύξηε; 

Γάζθ:    Πξνηείλσ λα ζθεθηείηε εζείο! Τη λνκίδεηε;  

Α:          Ννκίδσ όηη ε ηζόηεηα είλαη ζσζηή. Έβαια θαη άιινπο αξηζκνύο.   

Γάζθ:    Έια ζηνλ πίλαθα Α.  

Α:          (Η καζήηξηα γξάθεη ζηνλ πίλαθα).  Γηα ,  
1 1

α = 0,  β = =
2 3

  είλαη ζσζηή αθνύ:  
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1 1
0 = 0

2 3

 
  
 

 θαη 
1

0 0 = 0 0 0
2
    . 

Η:            Γηα άξξεηνπο δελ ηζρύεη! 

Α:          Ιζρύεη θαη γηα άξξεηνπο αξηζκνύο. Αο πάξσ ,  α = 3,  β = 2 = 1 .  (γξάθεη ζηνλ πίλαθα)  
 

 3 2 1 = 3 2 3 1= 6 3     
 
θαη 3 2 3 = 6 3   .   

 

              Πάιη ηζρύεη. 

Η:           Μνπ θαίλεηαη όηη γηα γ=1 θαη α=0 πάληνηε είλαη ζσζηή. Αλ αληί γηα γ=1 πάξνπκε άιινλ   

              αξηζκό ηζρύεη;  

Α:          Πνηνλ αξηζκό λα δνθηκάζσ; 

Η:           Πάξε  ,  α = 3,  β = 3 = 2  . 

Α:         (γξάθεη ζηνλ πίλαθα)  Γηα λα δνύκε:  

                       
2

3 3 2 = 3 3 3 2 3 6 3 6        
 

                     
2

3 3 2 = 3 2 3 2     . 

Η:           Άξα δελ ηζρύεη ε ηζόηεηα! Τα 3 6  θαη 3 2 είλαη άληζα.  

Α:          Έηζη είλαη. Δίλαη ιάζνο ε άζθεζε! 

Γάζθ.:   Κάζηζε. Να έξζεη ε Έ. Τη έρεηο λα πξνηείλεηο;  (ζεθψλεη ην ρέξη) 

Έ:          Αο βάινπκε άιινπο αξηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα α=50, β=2 θαη γ=1. Έρνπκε 

                 50·(2-1)= 50·1=50. Δπίζεο 50·2 -50=100-50=50. Πάιη ηζρύεη! Μάιινλ ζα πξέπεη λα  

                 ηζρύεη θαη γηα 100·(2-1) θαη 100·(3-1)... 

Γάζθ.:   Κάζηζε. Γηα λα ηζρύεη ε ηζόηεηα πόζεο πεξηπηώζεηο πξέπεη λα βξνύκε;  

Φ:          Πξέπεη λα πάξνπκε όινπο ηνπο αξηζκνύο. 

Β:          Πξέπεη λα δνθηκάζνπκε όινπο ηνπο ξεηνύο θαη ηνπο άξξεηνπο, όκσο απηό δε γίλεηαη! 

Γάζθ. :  Τόηε θαηά ηε γλώκε ζαο ε ηζόηεηα είλαη ζσζηή ή ιάζνο; Τη λνκίδεηε; 

Φ:         Δγώ λνκίδσ όηη είλαη ζσζηή, γηαηί βξήθακε ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξα παξαδείγκαηα  

              πνπ ηζρύεη θαη δύν πνπ δελ ηζρύεη. 

Γάζθ.:  Πόζα παξαδείγκαηα ρξεηάδνληαη, γηα λα είλαη ιάζνο ε ηζόηεηα;  

Η:           Ννκίδσ όηη αξθεί έλα κόλν παξάδεηγκα, γηα λα δηαςεύζεη κηα ππόζεζε πνπ ζέινπκε λα ηζρύεη 

γηα όινπο γεληθά ηνπο αξηζκνύο. Πεξηζζόηεξα είλαη πεξηηηά!          

Γάζθ.:   Ναη. Η Έ.  

Έ:         Τώξα θαηάιαβα! Με έλα ιάζνο παξάδεηγκα ε ηζόηεηα είλαη ιάζνο. Τώξα δελ ηζρύεη γεληθά  

              γηα θάζε αξηζκό θαη γη’ απηό δελ ρξεηάδνληαη άιιεο δνθηκέο.  

Γάζθ.: Βεβαίσο. Αξθεί λα βξνύκε έλα θαηάιιειν αληηπαξάδεηγκα. Με έλα κόλν αληηπαξάδεηγκα 

θαηαξξίπηεηαη ε εηθαζία. Γελ ρξεηάδνληαη πνιιέο ηξηάδεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Ο Ισάλλεο.  

Η:           Μπνξώ λα γξάςσ ζηνλ πίλαθα; (ζεθψλεηαη ζηνλ πίλαθα) 

              Έρνπκε α(β-γ)=αβ-α. Αο θάλνπκε ηηο πξάμεηο:  
 

αβ-αγ=αβ-α ή -αγ=-α ή αγ=α ή αγ-α=0 ή α(γ-1)=0 
 

              νπόηε βξίζθνπκε α=0 ή γ=1. Μόλν γηα απηέο ηηο ηηκέο ηζρύεη ε ηζόηεηα… 
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Οη παξαηεξήζεηο καο δείρλνπλ φηη ζπρλά νη καζεηέο βιέπνπλ ηα αληηπαξαδείγκαηα 

σο απνηπρία γη’ απηφ παζρίδνπλ αθαηάπαπζηα λα απνδείμνπλ ην ζσζηφ. Η 

δηάςεπζε ηεο ηζφηεηαο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη «ε άζθεζε είλαη ιάζνο». Γη’ 

απηφ θαη αλαθαιχπηνπλ πνιιέο ηξηάδεο πνπ επαιεζεχνπλ ηελ ηζφηεηα. Όκσο ε 

εκκνλή ζην ζσζηφ απφ ηε κηα είλαη κηα έλδεημε φηη ζθέπηνληαη θαη απφ ηελ άιιε 

έλα έλαπζκα γηα κηα θαιχηεξε αηηηνιφγεζε. Δλδηαθέξνπζεο είλαη νη εηθαζίεο πνπ 

αλαθαιχπηνπλ:  
 

 Μνπ θαίλεηαη όηη γηα γ=1 θαη α=0 πάληνηε είλαη ζσζηή. Αλ αληί γηα γ=1 πάξνπκε άιινλ 

αξηζκό ηζρύεη;  

 Μάιινλ ζα πξέπεη λα ηζρύεη θαη γηα 100·(2-1) θαη 100·(3-1).  
 

Έλαο καζεηήο απέδεημε αιγεβξηθά φηη ε ηζφηεηα ηζρχεη κφλν γηα α=0 θαη γ=1. 

Καηά θαλφλα φηαλ νη καζεηέο επηβεβαηψλνπλ κηα εηθαζία κε έλα παξάδεηγκα 

ζπκπεξαίλνπλ φηη είλαη αιεζήο. Γπζθνιεχνληαη λα αληηιεθζνχλ φηη «έλα 

παξάδεηγκα δελ απνηειεί απόδεημε». Η πνηθηιία εκπεηξηψλ ζηελ ηάμε είλαη 

αλαγθαία. Όηαλ νη καζεηέο ζπδεηνχλ ηηο εηθαζίεο ηνπο ζηελ ηάμε αλαζηνράδνληαη 

πάλσ ζηελ εκπεηξία ηνπο θαη κπνξνχλ πξννδεπηηθά λα αιιάμνπλ ηηο αληηιήςεηο 

πνπ έρνπλ ξηδψζεη κε ηε δχλακε ηεο ζπλήζεηαο. Απηφ ζπλέβε κε ηε καζήηξηα πνπ 

αλέθεξε: «Τώξα θαηάιαβα! Με έλα ιάζνο παξάδεηγκα ε ηζόηεηα είλαη ιάζνο. Τώξα 

δελ ηζρύεη γεληθά γηα θάζε αξηζκό θαη γη’ απηό δελ ρξεηάδνληαη άιιεο δνθηκέο». 
 

β) Παξαγσγή εηθαζηώλ ζηε Γεσκεηξία: ην Θεώξεκα ηνπ Θαιή 
 

Οη καζεηέο είραλ δηδαρηεί ην Θεψξεκα ηνπ Θαιή (Θ. Θ.) ζηελ θιαζηθή 

πεξίπησζε. Έηζη κπνξνχζαλ λα πεξάζνπλ ζηελ εθδνρή ηεο «πεηαινχδαο», φπνπ νη 

δχν κε παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη κεηαμχ ησλ παξαιιήισλ.   
 

Αλνηρηή πξνβιεκαηηθή θαηάζηαζε-πιαίζην: Σην αθόινπζν ζρήκα δίλνληαη: 

ΑΒ//ΓΓ θαη Δ είλαη ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΓ θαη ΓΒ. Να δηαηππώζεηε εηθαζίεο. (Γ΄ 

Γπκλαζίνπ) 
 

 
 

 A B

Γ

E

Γ

Καηά ηε κεηαθνξά ησλ εηθαζηψλ ζηνλ 

πίλαθα ρξεζηκνπνηείηαη ελδεδεηγκέλνο 

καζεκαηηθφο ζπκβνιηζκφο θαη θαηάιιειν 

ιεμηιφγην. Γελ είλαη απαξαίηεην νη εηθαζίεο 

λα πάξνπλ ηελ ηππηθή κνξθή ησλ 

ππνζεηηθψλ πξνηάζεσλ «αλ Α, ηόηε Β». 
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Όκσο, θαζψο νη καζεηέο δηαηππψλνπλ ηηο δηθέο ηνπο εηθαζίεο, είλαη κηα ζαπκάζηα 

επθαηξία λα θάλνπλ ηε δηάθξηζε αλάκεζα ζε αλαγθαίεο θαη ηθαλέο ζπλζήθεο.  
 

1. Τα ζεκεία Γ, Δ, Β είλαη 

ζπλεπζεηαθά. Τν ίδην ηα ζεκεία 

Α, Δ, Γ. 

2. Τν ηξίγσλν ΑΒE είλαη 

κεγέζπλζε ηνπ ΓΓΔ.  

3. Τα ζεκεία Γ, Δ, Γ είλαη 

ζπκκεηξηθά ησλ Β, Δ, Α σο πξνο 

ην Δ. 

4. Τα ζεκεία Γ, Δ, Γ είλαη 

νκνηόζεηα ησλ Β, Δ, Α σο πξνο 

ην Δ. 

5. ΑΓ=ΓΒ 6. ˆˆΔΓΓ= BAΔ  

7. ˆ ˆΓΔΓ = AΔB  
8. 

AE BΔ
=

EΓ EΓ
 

9. 
AE EΓ

=
BΔ EΓ

 10. 
AE EΓ

=
BΔ EΓ

 

 
 

Οη εηθαζίεο ειέγρνληαη κε δεκφζηα ζπδήηεζε ζηελ νινκέιεηα ηεο ηάμεο. Αλάκεζα 

ζηηο εηθαζίεο νξηζκέλεο είλαη πξνθαλείο θαη νη καζεηέο ηηο πξνηείλνπλ γλσξίδνληαο 

φηη είλαη αιεζείο πξνηάζεηο. Έηζη ζηα αθφινπζα παξαδείγκαηα νη καζεηέο είλαη 

βέβαηνη γηα ηελ εγθπξφηεηα ησλ εηθαζηψλ πνπ πξνηείλνπλ γηα έιεγρν. 
 

 «Τα ζεκεία Γ, Δ, Β είλαη ζπλεπζεηαθά από ην ζρήκα. Τν ίδην ηα ζεκεία Α, Δ, Γ». 

 «Οη γσλίεο ˆ ˆΓΔΓ θαη AΔB είλαη ίζεο επεηδή είλαη θαηαθνξπθήλ». 

 «Ιζρύεη ˆˆΔΓΓ= BAΔ , γηαηί νη δύν γσλίεο είλαη εληόο ελαιιάμ». 
 

Με αθνξκή ηηο αλαινγίεο ζπδεηήζεθε ε ζσζηή εθαξκνγή ηνπ Θ. Θ. Ο αθφινπζνο 

δηάινγνο είλαη ραξαθηεξηζηηθφο:  
 

Λ:          Δγώ λνκίδσ όηη ζσζηή είλαη ε αλαινγία 8, ελώ νη άιιεο είλαη ιάζνο.  

Ν:          Γελ ζπκθσλώ. Σσζηή είλαη ε αλαινγία 9, γηα ηηο άιιεο δελ μέξσ. 

Γαζθ.    Γηα αλαινγηζηείηε. Παξαηεξήζηε ην ζρήκα, βξείηε ηηο παξάιιειεο θαη ηηο  

              ηέκλνπζεο θαη ζηε ζπλέρεηα ειέγμηε πνηεο αλαινγίεο είλαη ζσζηέο θαη πνηεο όρη.  

Λ:          Δγώ λνκίδσ όηη νη αλαινγίεο 8 θαη 9 είλαη ίδηεο. Απιώο έρεη γίλεη αιιαγή ησλ κέζσλ.  

Β:          Ναη! Δίλαη ίδηεο θαη είλαη θαη νη δύν ζσζηέο!  

Γαζθ.:   Οη ππόινηπνη ηη γλώκε έρεηε; Σπκθσλείηε ή δηαθσλείηε; Ο Θ. 

Θ:         Ναη ζπκθσλώ νη αλαινγίεο 
AE BΔ

=
EΓ EΓ

 θαη 
AE EΓ

=
BΔ EΓ

 είλαη ίδηεο.  

             Δίλαη ζσζηέο. Όκσο ε ηειεπηαία είλαη ιάζνο.  

Γαζθ.:  Γηαηί; 

Θ:        Μπνξνύκε λα θέξνπκε κηα παξάιιειε από ην Δ;  

Γαζθ.:  Γειαδή; 

Θ:        Μπνξώ λα ην δείμσ; 

Γαζθ.:  Βεβαίσο.(Σεθψλεηαη ζηνλ πίλαθα θαη ζρεδηάδεη κηα ηξίηε παξάιιειε απφ ην ζεκείν Δ) 
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Σηνλ πξναλαθεξφκελν δηάινγν, ν ηειεπηαίνο καζεηήο εηθάδεη γηα ηε βνεζεηηθή 

επζεία πνπ απαηηείηαη γηα ηε ρξήζε ηνπ Θ. Θ.: «Μπνξνύκε λα θέξνπκε κηα 

παξάιιειε από ην Δ;» Δπίζεο ε κεζνδηθή γξαθή ησλ ιφγσλ βνεζά αλακθηζβήηεηα 

ζηελ απνθπγή ιαζψλ πνπ εκθαλίδνληαη ζπζηεκαηηθά.   

     
 

 
 

Σε ζχγθξηζε κε ην θιαζζηθφ ζρήκα ηνπ Θ. Θ., ζηελ «πεηαινχδα» έρνπκε 

κεηαβνιή ηνπ πξνζαλαηνιηζκνχ ησλ ηκεκάησλ πνπ δεκηνπξγνχληαη πάλσ ζηηο 

ηεκλφκελεο επζείεο. Αλ νη καζεηέο «δηαβάζνπλ» κεραληθά απφ ηε ρσξηθή δηάηαμε 

ηνπ ζρήκαηνο ηεο «πεηαινχδαο» ηελ ίδηα αλαινγία κε ην θιαζηθφ ζρήκα ηνπ Θ. 

Θ., ηφηε νδεγνχληαη ζε ιάζνο. Τν ιάζνο νθείιεηαη ζηελ πξφηεξε γλψζε ηνπο, ηελ 

νπνία αληί ηεο αηαίξηαζηεο κεηαθνξάο πξέπεη λα ηελ επεθηείλνπλ ζε έλα 

πιεξέζηεξν γλσζηηθφ ζρήκα. Σηηο θνηλέο ζπδεηήζεηο νη καζεηέο αλαζηνράδνληαη 

ηα ιάζε ηνπο θαη εκβαζχλνπλ ζηελ ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε.  

Πψο κπνξνχλ νη καζεηέο λα ςάμνπλ γηα αληηπαξαδείγκαηα; Αλάινγα κε ην 

είδνο ηνπ πξνβιήκαηνο κπνξνχλ λα εμεηάζνπλ αθξαίεο ή εηδηθέο πεξηπηψζεηο. (π.ρ. 

ζπξξίθλσζε ελφο ηξηγψλνπ ζε κηα δηάζηαζε,  ζπκκεηξίεο θιπ.). Γηα ηελ απφξξηςε 

ηεο εηθαζίαο ΑΓ=ΓΒ έλαο καζεηήο αλέθεξε: 
 

Μαζεηήο: «Τα επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΓΒ δελ είλαη πάληα ίζα. Δίλαη ίζα κόλν ζε 

κηα πεξίπησζε. Σε όιεο ηηο άιιεο δελ είλαη. Μπνξνύκε ην ΑΓ λα ην θηηάμνπκε πεξίπνπ 

θάζεην θαη ην ΓΒ πνιύ πιάγην πξνο ην άπεηξν». 
 

 Έηζη ην αθφινπζν ζρήκα είλαη πνιχ πεηζηηθφ:  

 A B

Γ

E

Γ

 A B

Γ

Z

Γ

H

Θ:         Λνηπόλ! Δθαξκόδνπκε ην Θ. Θ.  

             Σηνπο αξηζκεηέο βάδνπκε ηα ηκήκαηα ηεο  

             επζείαο ΑΓ θαη ζηνπο παξνλνκαζηέο ηα  

             αληίζηνηρα αλάινγα ηκήκαηα ηεο επζείαο ΒΓ.  

             Τόηε βξίζθνπκε   

             θαη όρη
   

 πνπ είλαη ιάζνο.  

 

Η αηηία ηνπ ιάζνπο αλάγεηαη ζηελ παγησκέλε γλσζηηθή 

δνκή ηεο θιαζηθήο πεξίπησζεο ηνπ Θ. Θ.:  

(ζρήκα αξηζηεξά).  

Σηελ πεξίπησζε ηεο «πεηαινχδαο» ηα ηκήκαηα πνπ είλαη 

αξηζηεξά δελ είλαη αλάινγα πξνο ηα ηκήκαηα πνπ είλαη δεμηά 

αιιά ηζρχεη: ( ζρήκα «πεηαινχδαο»). 
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Τν πξνεγνχκελν ζρήκα θαηαξξίπηεη ηελ εηθαζία ΑΓ=ΓΒ. Γεληθά νη ιαλζαζκέλεο 

εηθαζίεο κπνξνχλ λα απνξξηθζνχλ κε έλα θαηάιιειν ζρήκα πνπ ιεηηνπξγεί σο 

αληηπαξάδεηγκα. Τέινο, κε αθνξκή ηελ εηθαζία «Τν ηξίγσλν ΑΒE είλαη κεγέζπλζε 

ηνπ ΓΓΔ», έλαο καζεηήο παξαηήξεζε φηη «ηα ηξίγσλα ΑΒE θαη ΓΓΔ είλαη όκνηα». 

Έηζη κηα εηθαζία γελλά λέεο εηθαζίεο πνπ παξαπέκπνπλ ζηελ νκνηνζεζία θαη ηελ 

νκνηφηεηα.  
 

Αλνηρηά ζπκπεξάζκαηα 
 

Σηελ παξνχζα εξγαζία εζηηάδνπκε ην ελδηαθέξνλ ηεο πξνζπάζεηάο καο ζηελ 

αιιαγή ησλ αληηιήςεσλ πνπ θπξηαξρνχλ ζην ρψξν ηεο δηδαζθαιίαο. Δπηδηψθνπκε 

λα θαιιηεξγήζνπκε ζηελ ηάμε έλα θιίκα έξεπλαο, πξνβιεκαηηζκνχ, επηθνηλσλίαο 

θαη αλαζηνραζκνχ πνπ δηεπθνιχλεη ηνπο καζεηέο λα αζθήζνπλ ηε θαληαζία ηνπο 

θαη λα δηαηππψζνπλ ηα δηθά ηνπο εξσηήκαηα θαη ηηο δηθέο ηνπο εηθαζίεο.  

Οδεγνχκαζηε ζπλεπψο ζην ζπκπέξαζκα λα δψζνπκε θαηά ηε δηδαζθαιία 

βαξχλνπζα ζεκαζία ζηελ εηθαζία. Η απφδεημε είλαη ζεκειηψδεο γηα ηα 

καζεκαηηθά. Απνηειεί ζεκαληηθφ γλψξηζκα ηνπ πνιηηηζκνχ ηεο αλζξσπφηεηαο. 

Δίλαη ζπνπδαίν νη καζεηέο λα αηηηνινγνχλ θαη λα απνδεηθλχνπλ, αιιά είλαη εμίζνπ 

ζπνπδαίν λα κπεζνχλ ζηε καζεκαηηθή εξεπλεηηθή δεκηνπξγία. Γεκηνπξγψληαο 

έλα θαηάιιειν θιίκα αδηάιεηπηεο αλνηρηήο ζπδήηεζεο ζηελ ηάμε ελζαξξχλνπκε 

ηνπο καζεηέο λα δηαηππψλνπλ εηθαζίεο θαη λα ηηο ειέγρνπλ. Οξηζκέλεο εηθαζίεο 

απνξξίπηνληαη απφ ηε ζπδήηεζε, ελψ άιιεο πείζνπλ γηα ηελ εγθπξφηεηά ηνπο θαη 

επηθξαηνχλ.  

Οη ελδεηθηηθέο θαηαζηάζεηο πξνβιεκαηηζκνχ ηηο νπνίεο δεκηνπξγήζακε 

ζπλέβαιαλ ζηελ αλάπηπμε ηεο πξσηνβνπιίαο θαη ηεο απηελέξγεηαο θαη ζηελ 

αλάδπζε νξηζκέλσλ ηθαλνηήησλ κεζνδνινγηθνχ ραξαθηήξα: ηα παηδηά άιινηε 

πεξηζζφηεξν θαη άιινηε ιηγφηεξν κπνξνχζαλ λα αληρλεχνπλ ελαιιαθηηθνχο 

ηξφπνπο ιχζεο, λα θηίδνπλ ππνζέζεηο θαη λα εκπιέθνληαη ζηελ επαιήζεπζή ηνπο, 

λα δνθηκάδνπλ ηδέεο, λα “απνδεηθλχνπλ” ηελ ηζρχ ηνπο, λα επηρεηξεκαηνινγνχλ, λα 

αηηηνινγνχλ, λα αλαπηχζζνπλ ππεπζπλφηεηα ζηελ αηνκηθή θαη ζπιινγηθή εξγαζία. 

 A B

Γ

E

Γ
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Όια απηά απνδεηθλχνπλ φηη ηφζν κηα αλνηρηή θαηάζηαζε-πιαίζην φζν θαη 

ζχληνκεο αξηζκεηηθέο ή αιγεβξηθέο εηθαζίεο γηα ηε δηδαθηηθή αμηνπνίεζε ησλ 

ιαζψλ, απνηεινχλ πξφζθνξα κέζα γηα ηελ θαιιηέξγεηα ηεο εξεπλεηηθήο ζηάζεο 

ησλ καζεηψλ.  

Σχκθσλα κε ηε ζπλήζε πξαθηηθή ζεσξείηαη δεδνκέλν φηη ν δάζθαινο ησλ 

καζεκαηηθψλ γλσξίδεη ηηο ζσζηέο απαληήζεηο πάλσ ζηηο εξσηήζεηο πνπ ζέηεη, είλαη 

αιάλζαζηνο, ελψ νη καζεηέο γλσξίδνπλ κε βεβαηφηεηα φηη νη εξσηήζεηο απηέο 

επηδέρνληαη κηα απάληεζε ζηελ νπνία έλαο θαιφο καζεηήο κπνξεί λα απαληήζεη. 

Πξννδεπηηθά είλαη απαξαίηεην λα ηξνπνπνηεζνχλ νη φξνη ηνπ ζπκβνιαίνπ πνπ 

παγηψλνπλ ην δάζθαιν ζην ξφιν ηνπ απνθιεηζηηθνχ θαη αδηακθηζβήηεηνπ θαηφρνπ 

ηνπ ζσζηνχ θαη ηνπ ιάζνπο. Δθφζνλ ν δάζθαινο δελ έρεη ην ξφιν λα πξνζθέξεη 

γξήγνξα κηα παθεηαξηζκέλε επηζηεκνληθή θιεξνλνκηά, νη αδεμηφηεηεο θαη ηα ιάζε 

είλαη αλαπφθεπθηα.  

Οη παξαηεξήζεηο καο δείρλνπλ φηη κηα καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα δελ έρεη 

θαλέλα λφεκα, αλ δελ αθήλνπκε ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνχλ απφ κφλνη ηνπο 

απνθαιχπηνληαο πνηθίιεο δηαβαζκίζεηο θαηαλφεζεο θαη αλ δελ εληζρχνπκε ηνπο 

δηθνχο ηνπο ζπιινγηζκνχο θαη ηηο απζφξκεηεο ζηξαηεγηθέο ηνπο. Πνιχ ζπρλά νη 

καζεηέο ζεσξνχλ ηε καζεκαηηθή αιήζεηα ππφζεζε ηνπ δηδάζθνληα θαη δελ 

ζηνράδνληαη. Γηαπηζηψζακε φηη νη καζεηέο ζπλήζσο θξχβνπλ ηελ αβεβαηφηεηα, 

ηνπο δηζηαγκνχο θαη ηηο ακθηβνιίεο ηνπο. Οξηζκέλνη δηζηάδνπλ θαη θαινχλ ηνλ 

θαζεγεηή λα κεζνιαβήζεη γηα λα ηνχο βγάιεη απφ ην αδηέμνδν. Δπίζεο ρσξίο 

βηαζηηθνχο ραξαθηεξηζκνχο θαη άκεζεο επηθπξψζεηο ηνπ ηχπνπ «είλαη ζσζηό» ή 

«είλαη ιάζνο» είλαη αλαγθαίν λα έρνπκε πεξηζζφηεξε εκπηζηνζχλε ζηνπο καζεηέο 

θαη ηηο δπλαηφηεηέο ηνπο θαηά ην κάζεκα ησλ καζεκαηηθψλ. 

Καηά ηελ πινχζηα επηζηεκνληθή αληηπαξάζεζε νη καζεηέο βηψλνπλ έλα 

αλάκεηθην θιίκα βεβαηφηεηαο θαη ακθηβνιίαο. Η ακθηβνιία αθππλίδεη ηελ 

πεξηέξγεηα θαη ην ελδηαθέξνλ ηνπο θαη ε βεβαηφηεηα ηνχο δίλεη ηε δχλακε λα 

πξνβάινπλ θαη λα ππνζηεξίμνπλ ηα επηρεηξήκαηά ηνπο. Οη καζεηέο πνπ παίξλνπλ 

ην ιφγν εθθξάδνληαη ζηελ θαζεκεξηλή ηνπο γιψζζα μεθηλψληαο απφ ηνπο δηθνχο 

ηνπο πξνβιεκαηηζκνχο. Αθήλνληαο ηνπο καζεηέο λα κηινχλ ειεχζεξα, λα ζέηνπλ 

αζρεκάηηζηα θαη αθαηέξγαζηα ηηο εξσηήζεηο θαη ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο, κάο 

παληθνβάιιεη, γηαηί δελ είλαη εχθνιν λα δίλνπκε θάζε θνξά ηελ θαηάιιειε 

απάληεζε. Τφηε εθδειψλεηαη ζχγρπζε, αζάθεηα ή παξαλφεζε, παξφηη ζπρλά 

πηζηεχνπκε φηη «νη καζεηέο ηα έρνπλ θαηαιάβεη όια θαιά». Πξέπεη λα ιακβάλνπκε 

ππφςε ην “θινπ” πνπ βαζηιεχεη ζηα κπαιά ησλ καζεηψλ.  

Δίλαη κεγάιε απηαπάηε λα ζεσξνχκε φηη ε καζεκαηηθή γλψζε ζπιιακβάλεηαη 

ή απνξξνθάηαη ζηηγκηαία απφ ην καζεηή. Οη καζεζηαθέο αιιαγέο είλαη αξγέο, γηαηί 
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ν ζρεκαηηζκφο ησλ γλψζεσλ ζέιεη ρξφλν, γηα λα σξηκάζεη ζηε ζθέςε ησλ 

καζεηψλ. Μπνξνχκε λα αθηεξψλνπκε αξθεηφ ρξφλν πάλσ ζε έλα πξφβιεκα ή κηα 

έλλνηα, πνπ είλαη ζπλπθαζκέλα κε ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα. Όκσο ηη είλαη 

θαιχηεξν: λα θαιχςνπκε ηελ χιε θαη λα κείλεη ζηνπο καζεηέο κφλν κηα ξερή θαη 

θεπγαιέα γεχζε ή λα απνθηήζνπλ νη καζεηέο ιηγφηεξε γλψζε κε θαιχηεξε 

θαηαλφεζε; Ωζηφζν, ε εκπεηξία δείρλεη φηη ν «ρακέλνο ρξφλνο» επαλνξζψλεηαη 

αξγφηεξα. Γηαηί φηαλ νη καζεηέο καζαίλνπλ, καζαίλνπλ νπζηαζηηθά.  

Η εκπεηξία κάο δηαβεβαηψλεη φηη ε πξναλαθεξφκελε κέζνδνο κπνξεί λα 

παηρηεί ζε φιεο ηηο ηάμεηο. Δκπινπηίδεη ηφζν ην καζεηή φζν θαη ην δάζθαιν: 

επηηξέπεη ζην καζεηή λα εκβαζχλεη ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ πνπ κειεηά θαη 

ζην δάζθαιν ησλ καζεκαηηθψλ λα αλαθαιχςεη ηνπο καζεηέο κε λέν ηξφπν, λα 

δηδαρηεί απφ ηα ιάζε ηνπο θαη απφ ηηο απξφζκελεο απιντθέο εξσηήζεηο ηνπο, πνπ 

φκσο απνθαιχπηνπλ ζπρλά έλα επηζηεκνινγηθφ βάζνο πνπ δελ ππνπηεπφκαζηε. Η 

γλψζε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο ησλ καζεηψλ κάο επηηξέπεη λα πξνζαξκφδνπκε ηηο 

δηδαθηηθέο δξαζηεξηφηεηεο θαη ηηο εξσηήζεηο καο ζηηο αλάγθεο ηνπο θαη γεληθφηεξα 

λα παίξλνπκε θάζε θνξά ηηο πξνζθνξφηεξεο απνθάζεηο γηα ηε βειηίσζε ηεο 

δηδαζθαιίαο. 
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