
Επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα θαη ειθπζηηθέο θαλνληθόηεηεο  
 

Γηώξγνο Κόζπβαο 
 

Υπνινγίδνπκε ζπρλά κε κνιύβη θαη ραξηί, κε ηε βνήζεηα αξηζκνκεραλήο, ππνινγίδνπκε όκσο 

θαη κε ην κπαιό, από κλήκεο. Καη ηόηε, βξίζθνπκε ην απνηέιεζκα ζπλήζσο πην γξήγνξα, 

ζθεθηόκαζηε ιίγν δηαθνξεηηθά, πξνζπαζνύκε λα βξνύκε ηνλ πην εύθνιν δξόκν, πξνζπαζνύκε 

λα εθκεηαιιεπηνύκε ηδηόηεηεο ησλ αξηζκώλ όπσο απηή πνπ αθνινπζεί.  
 

Η επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ηνπ πνιιαπιαζηα-

ζκνύ σο πξνο ηελ πξόζζεζε θαη ηελ αθαίξε-

ζε 
 

Πξόβιεκα: Έλαο θεπνπξόο είρε έλαλ νξζνγώ-

λην δελδξόθεπν θαη αγόξαζε κηα κηθξή έθηαζε 

ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ γηα ιαραλόθεπν. Αλ ν 

δελδξόθεπνο είρε δηαζηάζεηο 9m×10m, ελώ ην 

κέξνο πνπ αγόξαζε 9m×8m, πόζε έθηαζε ζπ-

λνιηθά έρεη ηώξα ν θήπνο ηνπ;  
 

 
 

 

Έρνπκε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο γηα λα 

βξνύκε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ ΑΒΓΓ. 

(Δκβαδόλ νξζνγσλίνπ=βάζε×ύςνο) 
 

 Πξώηνο ηξόπνο: Ο θήπνο είρε εκβαδόλ 

9·10 m
2 

(δελδξόθεπνο), ελώ ε έθηαζε πνπ 

αγόξαζε έρεη 9·8 m
2 

(ιαραλόθεπνο). Τώξα 

ινηπόλ ην εκβαδόλ ηνπ θήπνπ έγηλε:  
 

9·10+9·8=90+72=162m
2
 

 

 Δεύηεξνο ηξόπνο: Όπσο βιέπνπκε από ην 

ζρήκα ν ζπλνιηθόο θήπνο (δελδξόθεπνο 

θαη ιαραλόθεπνο) έρεη κήθνο 10+8=18 m 

θαη πιάηνο 9 m. Δπνκέλσο ην εκβαδόλ ηνπ 

θήπνπ είλαη :  
 

9·(10+8)=9·18=162 m
2
. 

 

 

Άξα ζπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα δηαπηζηώ-

λνπκε όηη ηζρύεη:  
 

9·(10+8)= 9·10+9·8 (1) 

 

Πξνζέμηε ιίγν ηνπο αξηζκνύο. Τν ζρήκα ζα 

ζαο απνδεκηώζεη κε ηελ αλαθάιπςε ηεο πξνε-

γνύκελεο ηδηόηεηαο.  
 

Η πξνεγνύκελε ηζόηεηα θαλεξώλεη έλα γελη-

θόηεξν θαλόλα. Έηζη έρνπκε: 
 

3·(β+γ)=3·β+3·γ 
 

Πξάγκαηη:  
 

3·(β+γ)= (β+γ)+(β+γ)+(β+γ)  

                           (επαλαιακβαλόκελε πξόζεζε) 

        =β+β+β+γ+γ+γ    (αληηκεηαζεηηθόηεηα) 

        =(β+β+β)+(γ+γ+γ) (πξνζεηαηξηζηηθόηεηα) 

        =3β+3γ (επαλαιακβαλόκελε πξόζεζε). 
 

Η ηζόηεηα πνπ επαιεζεύζακε κε ηα παξαπάλσ 

παξαδείγκαηα νλνκάδεηαη επηκεξηζηηθή ηδηό-

ηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ σο πξνο ηελ 

πξόζζεζε θαη γξάθεηαη γεληθά:  
 

α(β+γ)=αβ+αγ (2) 
 

Απηή ε κνξθή είλαη έλαο γεληθόο θαλόλαο πνπ 

«ζπλνςίδεη» όιεο ηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο.  
 

Όηαλ απηή ε ηδηόηεηα εθαξκόδεηαη από ηα αξη-

ζηεξά πξνο ηα δεμηά, εθηεινύκε ηηο πξάμεηο 

ζύκθσλα κε ηελ πξνηεξαηόηεηα (πξώηα νη 

πνιιαπιαζηαζκνί, ύζηεξα νη πξνζζέζεηο). Η 

επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα καο βνεζά λα δνύκε από 

ηε κηα πιεπξά ηνλ πνιιαπιαζηαζκό σο επαλα-

ιακβαλόκελε πξόζζεζε θαη από ηελ άιιε ηελ 

δεθαδηθή αλάιπζε ησλ αξηζκώλ πνπ απνηειεί 

ηε βάζε ηεο γξαπηήο ηερληθήο.  
 

. 
 

Σην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα ν πνιιαπιαζηα-

ζκόο κνλνςήθηνπ κε δηςήθην αλάγεηαη ζηελ 

πξόζζεζε δύν κεξηθώλ γηλνκέλσλ. Αλ ζθε-

θηνύκε δειαδή ην 18 σο 10+8 έρνπκε:  
 

           
                 = 9 10 +9 8 = 90 + 72 =162.   
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Οη πξάμεηο γίλνληαη επθνιόηεξα. Η ίδηα κέζν-

δνο επηκεξηζκνύ, δειαδή ρσξηζκνύ ελόο όινπ 

ζηα κέξε πνπ ην ζπλαπνηεινύλ, εθαξκόδεηαη 

θαη ζηε γλσζηή κέζνδν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, 

ζπρλά ρσξίο λα ην αληηιακβαλόκαζηε.  Η κν-

λαδηθή δηαθνξά είλαη όηη εδώ αξρίδνπκε από ηηο 

κνλάδεο.  
  

        

ή

 
 

Με άιια ιόγηα ν πξνεγνύκελνο πνιιαπιαζηα-

ζκόο πεξηιακβάλεη δύν επηκέξνπο πνιιαπια-

ζηαζκνύο (αθνύ δύν είλαη νη πξνζζεηένη) θαη 

κηα αθόκα πξόζζεζε:  
 

 Υπνινγηζκόο πξώηνπ κεξηθνύ γηλνκέλνπ: 

9·8=72.  

 Υπνινγηζκόο δεύηεξνπ κεξηθνύ γηλνκέλνπ: 

9·10=90.   (ην κεδέλ ηνπ 90 παξαιείπεηαη). 

 Πξόζζεζε ησλ δύν κεξηθώλ γηλνκέλσλ: 

72+90=162. 
 

Μπνξείηε λα επαιεζεύεηε ηελ ηζόηεηα;  
 

 (5+2+7)·3=5·3+2·3+7·3  
 

Πνιιέο θνξέο, αλ έλα παξάγνληα ελόο γηλνκέ-

λνπ ηνλ γξάςνπκε σο άζξνηζκα, δηεπθνιύλν-

ληαη νη πξάμεηο. Απηό ππαγνξεύεηαη από ηε 

δνκή ηνπ δεθαδηθνύ ζπζηήκαηνο. Αο δνύκε 

δύν παξαδείγκαηα: 
 

9 78  = 9 (70 + 8) = 9 70 + 9 8

          = 630 + 72 = 702.

   
 

 

3 259 = 3 (200 + 50 + 9)

           = 3 200 + 3 50 + 3 9

           = 600 +150 + 27 = 777.

 

    

 

Η πξναλαθεξόκελε αξηζκεηηθή ηζόηεηα (1) 

ηζρύεη όρη κόλν γηα θπζηθνύο αξηζκνύο αιιά 

γηα αθέξαηνπο αξηζκνύο, ζεηηθνύο θαη αξλεηη-

θνύο, γηα θιάζκαηα θαη γηα δεθαδηθνύο, δεια-

δή γηα όινπο ηνπο ξεηνύο αξηζκνύο. 
 

Γεληθά, γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε έλαλ α-

ξηζκό κε έλα άζξνηζκα, ηνλ πνιιαπιαζηά-

δνπκε κε όινπο ηνπο πξνζζεηένπο ηνπ αζξνί-

ζκαηνο θαη πξνζζέηνπκε ηα γηλόκελα. 
 

 

Αλάινγα έρνπκε ηελ επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ σο πξνο ηελ αθαίξε-

ζε. Αο δνύκε έλα παξάδεηγκα: 
 

9 78 = 9 (80 - 2) = 9 80 - 9 2

         = 720 -18 = 702.

   
 

 

Μπνξείηε λα ηελ επαιεζεύζεηε ζην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί; 
 

 
 

Η γεληθή κνξθή ηεο είλαη ε αθόινπζε: 
 

α(β-γ)=αβ-αγ (3) 
 

Γεληθά, γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε έλαλ α-

ξηζκό κε κηα δηαθνξά, ηνλ πνιιαπιαζηάδνπ-

κε κε θάζε όξν ηεο δηαθνξάο θαη αθαηξνύκε 

ηα γηλόκελα. 
 

Η επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ρξεζηκνπνηείηαη θαη 

αληίζηξνθα. Τόηε νη (2) θαη (3) εθαξκόδνληαη 

από ηα δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά θαη έρνπκε: 
 

αβ+αγ=α(β+γ)  ή αβ-αγ=α(β-γ) (4) 
 

Αο δνύκε δύν παξαδείγκαηα: 
 

48 + 12 = (48 +12) = 7 60 = 420   7 7 7  

69 - 19 = (69 -19) = 7 50 = 350   7 7 7 . 
 

Σπληνκεύζακε ηηο πξάμεηο πνιιαπιαζηάδνληαο 

ηνλ θνηλό παξάγνληα κε ην άζξνηζκα ή ηε δηα-

θνξά ησλ δύν άιισλ. Παξαηεξήζηε όηη ν θνη-

λόο παξάγνληαο 7, πξηλ από θάζε παξέλζεζε, 

γξάθεηαη κηα κόλν θνξά. 

 

Η δηπιή επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα 
 

Αο πάξνπκε ηώξα έλα ιίγν πην ζύλζεην ζρήκα, 

πνπ πξνθύπηεη, αλ «θνιιήζνπκε» ηέζζεξα κη-

θξά νξζνγώληα κε δηαζηάζεηο 10×30, 10×6, 

5×30 θαη 5×6. Όπνπ δηαζηαπξώλνληαη νη δηα-

ζηάζεηο, έρνπλ ζεκεησζεί ηα αληίζηνηρα εκβα-

δά. 
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Ο  πνιιαπιαζηαζκόο 15×36 κπνξεί λα γίλεη κε 

ηνπο παξαθάησ ηξόπνπο:  
 

          15 36=(10+5) (30+6)
                   =10 30+10 6+ 5 30+ 5 6
                   =300+60+150+30
                   =540.  

 

Όινη θαη όιεο ζα ζπκθσλήζεηε όηη ζην παξα-

πάλσ ζρήκα ην ζπλνιηθό εκβαδόλ ηνπ νξζνγσ-

λίνπ ΑΒΓΓ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκ-

βαδώλ ησλ ηεζζάξσλ νξζνγσλίσλ ζηα νπνία 

ρσξίδεηαη, δειαδή: 
 

   10 + 5 30 + 6 = 10 30 +10 6 + 5 30 + 5 6     . 
 

Σην αθόινπζν ζρήκα νη δηαζηάζεηο είλαη γεληθά 

νη ζεηηθνί αξηζκνί α, β, γ, δ. 
 

 
Άξα: 

 (α+β)(γ+δ)=αγ+αδ +βγ+βδ (5) 
 

Μελ θνπξάδεηε ηε κλήκε ζαο κε ηελ απνζηή-

ζηζε ηεο ηδηόηεηαο. Απιώο θνηηάμηε πξνζεθηη-

θά ην ζρήκα θαη απηό κηιά από κόλν ηνπ.  
 

Όηαλ πνιιαπιαζηάδνπκε έλα άζξνηζκα  (α+β) 

κε έλα άιιν άζξνηζκα, ην (γ+δ), εθαξκόδνπκε 

δύν θνξέο ηελ επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα, ηελ νπνία 

ζα νλνκάδνπκε «δηπιή επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα». 

Μάιηζηα ε ζύλζεηε απηή ηδηόηεηα ηζρύεη γηα 

νπνηνπζδήπνηε ξεηνύο αξηζκνύο α, β, γ θαη δ. 

Πξάγκαηη: 
 

(α+β)(γ+δ)= α(γ+δ)+β(γ+δ)    (1
ε
 θνξά) 

                 =αγ+αδ +βγ+βδ      (2
ε
 θνξά) 

 

Επνκέλσο, γηα λα πνιιαπιαζηάζνπκε δύν 

αζξνίζκαηα πνιιαπιαζηάδνπκε θάζε όξν 

ηνπ πξώηνπ αζξνίζκαηνο κε θάζε όξν ηνπ 

δεύηεξνπ θαη πξνζζέηνπκε ηα γηλόκελα. 
 

Οη εκπεηξίεο πνπ απνθηάηε κε ηα γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα, βνεζνύλ ζηελ βαζύηεξε θαηαλόεζε 

ησλ καζεκαηηθώλ ηδηνηήησλ θαη ίζσο ζαο με-

ιαθξώλνπλ από ηελ ππεξβνιηθή απνκλεκό-

λεπζε. Γελ ζπκθσλείηε; 

 

Εθπιεθηηθέο αξηζκεηηθέο θαλνληθόηεηεο 
 

Η επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα ρξεζηκεύεη σο βάζε 

γηα νξηζκέλνπο ππνινγηζκνύο από κλήκεο.  
 

Η ρξήζε ηεο επηκεξηζηηθήο ηδηόηεηαο κάο επη-

θπιάζζεη απξόζκελεο εθπιήμεηο. Μάο θαλε-

ξώλεη ελδηαθέξνληα κπζηηθά από ηνλ κπζηε-

ξηώδε θόζκν ησλ αξηζκώλ πνπ πξνθαινύλ ηνλ 

ζαπκαζκό καο.  
 

Σαο πξνζθαινύκε ζε κηα πξώηε γλσξηκία. Ό-

ηαλ νη αξηζκνί είλαη κηθξνί, κπνξείηε λα ππν-

ινγίδεηε λνεξά, αλ όκσο είλαη κεγάινη, ρξεηά-

δεηαη κνιύβη θαη ραξηί. Πάλησο θνκπηεηεξάθη 

δελ ρξεηάδεηαη. Σε θάζε πεξίπησζε ηα παξαθά-

ησ παξαδείγκαηα απνηεινύλ ππέξνρεο πξν-

θιήζεηο γηα καζεκαηηθή ζθέςε. 
 

1. Να βξείηε κε ζύληνκν ηξόπν ηηο αξηζκε-

ηηθέο παξαζηάζεηο:  
  

(α) 2,7·2+2,7·3+2,7·5, (β) 1,829·139−1,829·39 
 

Γηα λα ζπληνκεύζνπκε ηηο πξάμεηο αμηνπνηνύκε 

ηνλ θνηλό παξάγνληα.  
 

(α) 2,7·2+2,7·3+2,7·5=2,7·(2+3+5) 

                                   = 2,7·10=27. 
 

(β) 1,829·139−1,829·39=1,829·(139−39) 

                                = 1,829·100=182,9. 
 

2. Να βξείηε κε ζύληνκν ηξόπν ηελ αξηζκε-

ηηθή παξάζηαζε.  
 

Α=47·88+47·12+53·88+53·12. 
 

Δδώ ν ζύληνκνο ηξόπνο απαηηεί ηελ αλίρλεπζε 

ηεο δηπιήο επηκεξηζηηθήο ηδηόηεηαο.  
 

Α=47·88+47·12+53·88+53·12 

   =47·(88+12)+53·(88+12) 

   = 47·100+53·100=(47+53)·100 

   =100·100=10.000. 
 

Δύθνια θαη ζύληνκα. Τη επράξηζηε ζύκπησζε! 
 

3. Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηελ επηκεξηζηηθή 

ηδηόηεηα γηα λα πνιιαπιαζηάζεηε ηνλ 



 

 

4 

δηςήθην αξηζκό 53 κε ην 101 θαη ην 1001. 
 

53 101 = 53 (100 +1) = 53 100 + 53 1

            = 5.300 + 53 = 5.353.

   
 

 

53 1.001 = 53 (1.000 +1) = 53 1.000 + 53 1

               = 53.000 + 53 = 53.053.

   

 

Σπλερίδνληαο δελ ζα δπζθνιεπηείηε λα καληέ-

ςεηε όηη αλ πνιιαπιαζηάζεηε ηνλ δηςήθην 53 

κε ην 10.001 ζα βξείηε 530.053. Αλ πνιιαπια-

ζηάζεηε θαη άιινπο δηςήθηνπο αξηζκνύο κε ην 

101 θαη κε ην 1.001, ηα απνηειέζκαηα ζα είλαη 

αλάινγα. Έηζη κπνξείηε λα βξίζθεηε απεπζείαο 

ην απνηέιεζκα. Γελ είλαη ζαπκάζην;  
 

4. Υπνινγίζηε ηελ ηηκή ησλ αξηζκεηηθώλ 

παξαζηάζεσλ κε ην κπαιό:  
 

(α) 45·99,       (β) 45·999. 

Έρνπκε: 
 

 45 99 = 45 (100 -1) = 45 100 - 45 1

                = 4.500 - 45 = 4.455.

   (α)
 

 

 
45 999 = 45 (1.000 -1) = 45 1.000 - 45 1

                  = 45.000 - 45 = 44.055.

   (β) 
 

 

Αλ ζπλερίζνπκε, κε ην 9.999 έρεηε αληίξξεζε 

λα παξεκβάιινπκε αθόκα έλα κεδεληθό; Ίζσο 

ζαο ελζνπζηάδεη ην παηγλίδη κε ηηο πεξίεξγεο 

θαλνληθόηεηεο.  
 

5. Να βξείηε ην γηλόκελν δηςήθησλ αθέ-

ξαησλ πνπ έρνπλ ην ίδην ςεθίν δεθάδσλ. 
 

Έρνπκε: 
 

 2

56 53 = (50 + 6) (50 + 3)

          = 50 + 50 +

          = 2.500 + 450 +18 = 2.968.

 

 6 + 3 6 3  

 

Τν γηλόκελν πξνθύπηεη, αλ πξνζζέζνπκε ηξεηο 

αξηζκνύο: ην ηεηξάγσλν ηνπ 50, ην γηλόκελν 

(6+3)·50 θαη ην γηλόκελν 6·3. Αλ ζαο άλνημε ε 

όξεμε, δνθηκάζηε θη άιινπο αξηζκνύο. Πάλησο 

ε γελίθεπζε παξαπέκπεη ζηελ αθόινπζε ηαπηό-

ηεηα πνπ καζαίλεηε ζηελ Γ΄ Τάμε:  
 

   2
(x + α) (x + β) = x + α + β x + α β  

 

6.  Να βξείηε ην γηλόκελν δύν δηςήθησλ 

αξηζκώλ πνπ είλαη θαη νη δύν άξηηνη ή 

θαη νη δύν πεξηηηνί θαη ηζαπέρνπλ από 

πνιιαπιάζην ηνπ 10.   
 

Αο πάξνπκε έλα παξάδεηγκα: 

 

  2 273 67 = 70 + 3 (70 - 63) = 70 3

          = 4.900 - 9 = 4.891.

  
 

 

Ο θαλόλαο: ανηικαηαζηήζηε ηο υηθίο ηφν μο-

νάδφν ηοσ μεγαλύηεροσ αριθμού με ηο μηδέν και 

έηζι ζτημαηίζηε έναν διυήθιο ποσ λήγει ζε μη-

δέν, βρείηε ηο ηεηράγφνό ηοσ (70
2
) και αθαιρέ-

ζηε ηο ηεηράγφνο ηης απόζηαζης ηοσ ενός από 

δύο αριθμούς από ηο πολλαπλάζιο ηοσ 10 (3
2
). 

 

Γελ είλαη ηέιεην; Τώξα ε δηθή ζαο ζεηξά. Α-

ζρνιεζείηε δεζηά θαη ζα γνεηεπζείηε! 

 

Αζθήζεηο γηα απηελέξγεηα 
 

1. Να θάλεηε από κλήκεο ηηο πξάμεηο κε δύν 

ηξόπνπο:  
 

Α=7·(28+2) ,  Β=9·(34-4). 
 

2. Τν θπιηθείν ηνπ ζρνιείνπ πνύιεζε ζην 

πξώην δηάιεηκκα 15 ηπξόπηηεο θαη ζην δεύ-

ηεξν 19 κε 1,3 επξώ ηε κία. Πόζα επξώ εη-

ζέπξαμε; 
 

3. Να ππνινγίζεηε κε ζύληνκν ηξόπν ηηο α-

ξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο:  
 

Α=34·101,  Α=17·1010,  Γ=72·99. 
 

4. Να ππνινγίζεηε κε ζύληνκν ηξόπν ηηο α-

ξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο:  
 

2A = 301 , 2B = 599 , Γ = 31 29  
 

5. Να επαιεζεύζεηε όηη: 7·11·13=1001. Σηε 

ζπλέρεηα λα βξείηε έλαλ θαλόλα, γηα λα 

πνιιαπιαζηάδεηε από κλήκεο ηξηςήθηνπο 

αξηζκνύο κε ην γηλόκελν 7·11·13 θαη κε ην 

10.001.  
 

6. Να βξείηε έλαλ θαλόλα γηα λα πνιιαπια-

ζηάδεηε από κλήκεο ηεηξαςήθηνπο κε ην 

10.001.  
 

7. Να βξείηε έλαλ θαλόλα, γηα λα πνιιαπια-

ζηάδεηε από κλήκεο δηςήθηνπο κε ην 11 θαη 

ην 111.  
 

8. Να εμεηάζεηε πξνζεθηηθά ηα γηλόκελα:  
 

     91 22 = 2.002 , 91 33 = 3.003 , 91 44 = 4.004  
 

Να βξείηε έλαλ θαλόλα, γηα λα πνιιαπια-

ζηάδεηε από κλήκεο ην 91 κε έλα δηςήθην 

πνιιαπιάζην ηνπ 11. 


