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Περίλεψε 

Η παξνχζα εξγαζία πξαγκαηεχεηαη ηηο ζηξαηεγηθέο αιγεβξηθήο γελίθεπζεο ησλ 

καζεηψλ ηνπ Γπκλαζίνπ θαηά ηε ιχζε πξνβιεκάησλ κε γεσκεηξηθέο 

θαλνληθφηεηεο (figural patterns). Σπγθεληξψλνπκε ην ελδηαθέξνλ καο ζηηο 

ηθαλφηεηεο αιιά θαη ζηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ λα εθκαηεχνπλ 

θαλνληθφηεηεο, δνκέο θαη ζρέζεηο απφ ζεηξέο εηθνληζηηθψλ ζπιινγψλ, λα 

ζρεκαηίδνπλ αιγεβξηθέο γεληθεχζεηο θαη εηθαζίεο θαη λα ηηο αηηηνινγνχλ. Απφ 

ηα επξήκαηα απηήο ηεο έξεπλαο πξνέθπςαλ ηξία είδε ζηξαηεγηθψλ αιγεβξηθήο 

γελίθεπζεο: ζηξαηεγηθέο δφκεζεο, απνδφκεζεο θαη αλαδφκεζεο. Τέινο 

κειεηνχκε ηνπο παξάγνληεο πνπ ζπλέβαιαλ ζηελ πηνζέηεζε ησλ αληίζηνηρσλ 

ζηξαηεγηθψλ. 

Θεωρεηικό πλαίζιο 

Η ιέμε “θαλνληθφηεηα” απνδίδεη ην πεξηερφκελν ηνπ αγγιηθνχ φξνπ pattern θαη 

αλαθέξεηαη ζηνλ θαλφλα πνπ δηέπεη κηα θαηάζηαζε ή έλα θαηλφκελν. 

Δηδηθφηεξα, ε γεσκεηξηθή θαλνληθφηεηα αλαθέξεηαη ζηνλ θαλφλα κε ηνλ νπνίν 

ζρεκαηίδνληαη αθνινπζίεο εηθνληζηηθψλ ζπιινγψλ απφ δηαθεθξηκέλα ζηνηρεία 

φπσο θνπθθίδεο ή ηεηξαγσλάθηα. Σηα πξνβιήκαηα θαλνληθνηήησλ ζπλήζσο 

δίλεηαη έλα επαξθέο πιήζνο φξσλ, απφ ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο κπνξνχλ λα 

βξίζθνπλ ηνλ θαλφλα ζρεκαηηζκνχ φισλ ησλ φξσλ θαη λα πξνβιέπνπλ ην 

πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ γηα νπνηνλδήπνηε φξν ηεο αθνινπζίαο. 

Οη αξηζκεηηθέο ή γεσκεηξηθέο θαλνληθφηεηεο είλαη καζεκαηηθέο δνκέο ή 

ζρέζεηο. Δλππάξρνπλ ζε ιεθηηθά πξνβιήκαηα θαη γεσκεηξηθά πξφηππα, ζε 

νξγαλσκέλεο δηαηάμεηο θαη αξηζκεηηθέο αθνινπζίεο, ζε επαλαιακβαλφκελα 

κνηίβα θαη πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο. Τα καζεκαηηθά ζεσξνχληαη σο ε 

επηζηήκε ησλ θαλνληθνηήησλ θαη ηεο ηάμεο (Radford, 2008). Ο αιγεβξηθφο 
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ζπιινγηζκφο απνηειείηαη απφ κνξθέο γελίθεπζεο καζεκαηηθψλ ηδεψλ κε 

αθεηεξία έλα ζχλνιν εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ. Η επαγσγή θαη ε γελίθεπζε 

απνηεινχλ ζεκειηψδε γλσξίζκαηα ζηε κάζεζε θαη ηε δηδαζθαιία ηεο 

άιγεβξαο. Τα γλσξίζκαηα απηά ππεξέρνπλ ζηηο θαλνληθφηεηεο θαη έρνπλ 

ππνγξακκηζηεί απφ πνιινχο εξεπλεηέο (Radford, 2008  Rivera & Becker, 

2008). 

Καηά ηελ ηειεπηαία εηθνζαεηία ε έξεπλα γηα ηηο θαλνληθφηεηεο θαη ηε 

γελίθεπζε έδεημε φηη νη καζεηέο έρνπλ ηελ ηάζε λα «βιέπνπλ» ηελ ίδηα 

θαλνληθφηεηα κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν. Απηφ ζεκαίλεη φηη είλαη ελδερφκελν γηα 

ηελ ίδηα θαλνληθφηεηα λα θαηαιήγνπλ ζε δηαθνξεηηθέο γεληθεχζεηο (Rivera & 

Becker, 2008). Τελ άπνςε απηή ππνζηεξίδνπλ επίζεο νξηζκέλεο εκπεηξηθέο 

κειέηεο. Οη Hargreaves et al. (1998) εμέηαζαλ 315 παηδηά ειηθίαο απφ 7 κέρξη 

11 εηψλ ηα νπνία έιαβαλ κέξνο ζε πνιπάξηζκεο δξαζηεξηφηεηεο κε 

θαλνληθφηεηεο. Τα απνηειέζκαηα απηήο ηεο έξεπλαο έδεημαλ φηη ηα παηδηά φρη 

απιψο έθαλαλ γεληθεχζεηο κε ζπγθεθξηκέλεο ζηξαηεγηθέο, αιιά επηπιένλ ήηαλ 

ηθαλά λα αλαπηχζζνπλ δηαθνξεηηθέο γλσζηηθέο δηαδηθαζίεο.  

Οη Mason et al. (1985) πεξηγξάθνπλ ηξία ζεκαληηθά ζηάδηα θαηά ηε 

δηαδηθαζία γελίθεπζεο θαλνληθνηήησλ ή ζρέζεσλ: ηελ αλαγλώξηζε, ηελ 

έθθξαζε θαη ηελ θαηαγξαθή. Πξψηα ηα παηδηά δηαθξίλνπλ ζπγγέλεηεο θαη 

«βιέπνπλ» ηελ θαλνληθφηεηα, ζηε ζπλέρεηα ηελ πεξηγξάθνπλ ιεθηηθά κε 

πεξηθξαζηηθέο εθθξάζεηο ηεο θαζεκεξηλήο γιψζζαο θαη ηέινο πξνρσξνχλ ζηε 

γξαπηή θαηαγξαθή. Ο δξφκνο πξνο ηε γελίθεπζε απαηηεί ιεπηή παξαηήξεζε 

θαη ζχγθξηζε ησλ φξσλ ζε έλα κηθξφ «δείγκα» ηεο αθνινπζίαο, επηζήκαλζε 

ηνπ «ζπλδεηηθνχ ηζηνχ» θαη δηάθξηζε ησλ φςεσλ πνπ αιιάδνπλ απφ απηέο πνπ 

παξακέλνπλ ζηαζεξέο. Σχκθσλα κε ην Radford (2008), oη αιγεβξηθέο 

γεληθεχζεηο θαλνληθνηήησλ δελ ραξαθηεξίδνληαη απφ ηε ρξήζε ζπκβφισλ αιιά 

κάιινλ απφ έλαλ μερσξηζηφ ηξφπν αληηκεηψπηζεο ηνπ γεληθνχ. Οη αιγεβξηθέο 

γεληθεχζεηο πξνθχπηνπλ (1) απφ ηελ εθκαίεπζε κηαο θαλνληθφηεηαο (grasping a 

commonality), (2) ηε γελίθεπζε απηήο ηεο θαλνληθφηεηαο γηα φινπο ηνπο φξνπο 

ηεο ππφ εμέηαζε αθνινπζίαο θαη (3) ηε δηαηχπσζε ελφο θαλφλα πνπ επηηξέπεη 

ηνλ άκεζν πξνζδηνξηζκφ νπνηνπδήπνηε φξνπ ηεο αθνινπζίαο. Σπλήζσο νη 

καζεηέο πξνζπαζνχλ λα θαηαλνήζνπλ ηε ζθνπηκφηεηα κηαο παξάζηαζεο κε 

κεηαβιεηέο θαη ηε ζεκαζία ηεο ρξήζεο θαηάιιεινπ καζεκαηηθνχ ιεμηινγίνπ 

γηα λα εθθξάζνπλ γεληθεχζεηο. Η επέιηθηε κεηαθίλεζε ησλ καζεηψλ κεηαμχ 

δηαθφξσλ κνξθψλ αλαπαξάζηαζεο αλαγλσξίζηεθε σο πνιχηηκε ηθαλφηεηα. 
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Όκσο, φηαλ παξέρνπκε ζηνπο καζεηέο έηνηκα κνληέια, ζπλήζσο αδπλαηνχλ λα 

δηαθξίλνπλ ηηο ζρέζεηο αλάκεζα ζηηο δηαθνξεηηθέο κνξθέο αλαπαξαζηάζεσλ 

(ζπκβνιηθέο, εηθνληζηηθέο, αξηζκεηηθέο) θαη δελ αληηιακβάλνληαη ηελ 

ηζνδπλακία ηνπο (Greeno & Hall, 1997).  

Οη γεληθεχζεηο ησλ καζεηψλ θαζψο θαηαγίλνληαη κε πξνβιήκαηα 

θαλνληθνηήησλ ζπληζηνχλ κνλαδηθή ελεξγεηηθή αλαθάιπςε πνπ ζπλδπάδεη 

επαγσγηθφ ζπιινγηζκφ (induction), πξνβνιή επεμεγεκαηηθψλ ππνζέζεσλ 

(abduction) (Rivera & Becker, 2007) θαη παξαγσγηθφ ζπιινγηζκφ (production). 

Δπηπιένλ θαηά ηε γελίθεπζε νη καζεηέο ζα πξέπεη «λα βιέπνπλ ην εηδηθό κέζα 

ζην γεληθό θαη ην γεληθό κέζσ ηνπ εηδηθνύ» (Mason, 2002) Οη γεληθεχζεηο ησλ 

καζεηψλ δηαθξίλνληαη ζε αξηζκεηηθέο θαη αιγεβξηθέο θαζψο θαη ζε νξηζκέλεο 

κνξθέο απιντθνχ εκπεηξηζκνχ ζηηο νπνίεο πξνζθεχγνπλ ζπρλά νη καζεηέο γηα 

λα ιχζνπλ έλα πξφβιεκα θαλνληθφηεηαο (Radford, 2008).  

Λακβάλνληαο ππφςε ηελ πξναλαθεξφκελε ζεσξεηηθή ζπλεηζθνξά, 

νξγαλψζακε απηή ηε κειέηε γηα λα εμεηάζνπκε πψο νη καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ 

αλαπηχζζνπλ θαη αηηηνινγνχλ γεληθεχζεηο ζηελ εηδηθή πεξίπησζε κηαο 

γεσκεηξηθήο θαλνληθφηεηαο ηεηξαγσληθνχ ηχπνπ. Δηδηθφηεξα, ηα θχξηα 

εξσηήκαηα απηήο ηεο εξγαζίαο είλαη:  

 Πνηεο είλαη νη κνξθέο ζηξαηεγηθψλ αιγεβξηθήο γελίθεπζεο πνπ 

επηλννχλ καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ;  

 Με πνηνπο παξάγνληεο ζρεηίδνληαη νη ζηξαηεγηθέο πνπ πξνηηκνχλ;  

Σο διδακηικό πείραμα 

Οη 24 καζεηέο ελφο ηκήκαηνο ηνπ 1
νπ

 Πεηξακαηηθνχ Γπκλαζίνπ Αζελψλ θαηά 

ηε δηάξθεηα ηεο θνίηεζήο ηνπο ζηε Β΄ θαη ζηε Γ΄ Γπκλαζίνπ (2007-08 θαη 

2008-09) ήξζαλ ζε ζπζηεκαηηθή δηδαθηηθή επαθή κε θαλνληθφηεηεο. Οη 

δξαζηεξηφηεηεο κε ηηο νπνίεο εμνηθεηψζεθαλ νη καζεηέο θαηά βάζε ήηαλ 

εληαγκέλεο ζηηο ελφηεηεο ηνπ ζρνιηθνχ πξνγξάκκαηνο καζεκαηηθψλ ησλ 

αληίζηνηρσλ ηάμεσλ.  

Δλψ νη καζεηέο θνηηνχζαλ ζηε Γ΄ Γπκλαζίνπ θαη αθνχ ζην πιαίζην ηνπ  

δηεηνχο πξνγξάκκαηνο είραλ γλσξίζεη δηάθνξνπο ηξφπνπο εμαγσγήο ηνπ 

θαλφλα ζε γξακκηθέο θαη ηεηξαγσληθέο θαλνληθφηεηεο ιίγν πξηλ ην ηέινο ηνπ 

δηδαθηηθνχ έηνπο αλαζέζακε γηα νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε ην αθφινπζν 

πξφβιεκα: 
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ΠΡΟΒΗΜΑ: Θεσξνύκε ηελ παξαθάησ ζεηξά κε θαιππηόκελσλ ηεηξαγώλσλ.  

 

 
 

(α) Πόζα ηεηξάγσλα ζα έρεη ην ζρήκα 5; Να ζρεδηάζεηε θαη λα εμεγήζεηε.  

(β) Πόζα ηεηξάγσλα ζα έρεη ην ζρήκα 100 ; Να εμεγήζεηε.  

(γ) Να βξείηε έλα ηύπν γηα ην ζπλνιηθό αξηζκό ηεηξαγώλσλ ηνπ ζρήκαηνο λ. Να 

εμεγήζεηε πώο βξήθαηε ηελ απάληεζή ζαο;   
 

Η δηάξθεηα ηνπ πεηξακαηηζκνχ ήηαλ δχν ζπλερφκελεο δηδαθηηθέο ψξεο. Οη 

καζεηέο ζπλεξγαδφκελνη ζηηο νκάδεο αληάιιαμαλ δηαθνξεηηθέο ηδέεο, 

παξήγαγαλ πνιιαπιέο ιχζεηο πνπ ππνζηήξημαλ ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε. Πνιχ 

λσξίο ζε 3 νκάδεο ησλ καζεηψλ εκθαλίζηεθε ε ζηξαηεγηθή ησλ “ηειείσλ 

ηεηξαγψλσλ” (απαξίζκεζε θαη δηαπίζησζε ηεο θαλνληθφηεηαο 1
2
, 2

2
, 3

2
, 4

2
, 5

2
, 

πνπ νδήγεζε ζηελ εχξεζε ηνπ θαλφλα λ
2
). Τξεηο καζεηέο είραλ θαζνξίζεη κε ηηο 

ζηξαηεγηθέο ηνπο ηελ επηηπρή εξγαζία ηεο νκάδαο ηνπο. Ακέζσο κεηά ηε 

δηελέξγεηα ηνπ δηδαθηηθνχ πεηξάκαηνο πήξακε εκηδνκεκέλεο ζπλεληεχμεηο απφ 

απηνχο ηνπο καζεηέο θαη ηνχο δεηήζακε λα αηηηνινγήζνπλ ηηο απαληήζεηο ηνπο 

ζηα πξνεγνχκελα εξσηήκαηα. Η επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ πεξηιακβάλεη 

αλάιπζε πεξηερνκέλνπ ησλ βηληενζθνπεκέλσλ ζπλεληεχμεσλ θαζψο θαη ηε 

ζπλεμέηαζε ησλ γξαπηψλ εξγαζηψλ ησλ νκάδσλ θαη ηελ παξαηήξεζε ηεο 

ηάμεο.  

Αποηελέζμαηα και ζσδήηεζε  

Σηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε θαη ζπδεηνχκε απνζπάζκαηα απφ ηηο 

ζπλεληεχμεηο ηξηψλ καζεηψλ. Τν ελδηαθέξνλ καο εζηηάδεηαη ζε ηξεηο 

ζηξαηεγηθέο αιγεβξηθήο γελίθεπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ δηαπηζηψζεθαλ. Σην 

ηέινο αθνινπζεί ν ζρνιηαζκφο νξηζκέλσλ ηδεψλ πνπ δελ ηειεζθφξεζαλ.  

 

( )2 ( )3( )1 ( )4
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1. ηραηεγική δόμεζες : (1+2+3+…+ν)+ (1+2+3+…+ν-1) 

Η ζηξαηεγηθή απηή νλνκάδεηαη ζηξαηεγηθή δόκεζεο (πξνζζεηηθήο θαηαζθεπήο) 

επεηδή ην ζπλνιηθφ ζρήκα νηθνδνκείηαη απφ επηκέξνπο ζρήκαηα. Η ζπλνιηθή 

γεσκεηξηθή κνξθή είλαη κηα ζχλζεζε απφ δχν «ηξίγσλα ηεηξαγψλσλ».  
 

 
 

Ο καζεηήο απφ έλα «δείγκα» ηεζζάξσλ παξαδεηγκάησλ αλαθάιπςε ηε ιχζε 

γηα ην ζρήκα 5, πέξαζε ζην ζρήκα 100 θαη ηέινο, φπσο θαίλεηαη ζηνλ 

αθφινπζν δηάινγν, βξήθε ηελ αιγεβξηθή γελίθεπζε ηεο ιχζεο.   
 

Δ:        Καη πόζν θάλεη ην άζξνηζκα 1+2+3+…+λ;  

Ι:        Βξήθακε 1+2+3+…+100=
100 101

2


. Θα βάινπκε όπνπ 100 ην λ. Τόηε βξίζθνπκε: 

1+2+3+…+λ =
 λ λ + 1

2
. 

Δ:       Γηαηί ηζρύεη; 

Ι:      Αλ βάινπκε ζηε ζέζε ηνπ λ ην 6 ηζρύεη γηαηί 1+2+3+4+5+6= 
6 7

21
2


 . Θα ηζρύεη ζίγνπξα 

γηα όινπο ηνπο αξηζκνύο. 

…. 

Δ:        Τειηθά πνην γεληθό ηύπν βξήθεο γηα ην πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ ληνζηνύ ζρήκαηνο; 

Ι:         Γελ ην βξήθα κόλνο κνπ. Σηελ νκάδα βξήθακε : 

(1+2+…+λ)+(1+2+…+λ-1)=

 

   
    2λ λ +1 λ -1 λ λ λ 2λ

+ = λ +1 + λ -1 = = λ
2 2 2 2


   . 

 

Η πξνεγνχκελε ιχζε απνθαιχπηεη κηα πνιπδηάζηαηε ηθαλφηεηα ηνπ καζεηή 

πνπ πεξηιακβάλεη γφληκε ρξήζε πξνεγνχκελεο γλψζεο, ζπζρέηηζε ηεο 

Γεσκεηξίαο κε ηελ Αξηζκεηηθή, ζπιινγηζκφ θαη’αλαινγία θαη επρέξεηα ζηνλ 

αξηζκεηηθφ θαη αιγεβξηθφ ινγηζκφ. Τηο πιεξνθνξίεο πνπ αληιεί απφ ηε ιεπηή 

παξαηήξεζε ηνπ ζρήκαηνο κε ηάμε 5 ηηο επεθηείλεη γηα ην εθαηνζηφ θαη ην 

ληνζηφ ζρήκα.  

(1+2+3+4+5)+ =15+10=25(1+2+3+4)
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2. ηραηεγική αποδόμεζες :  (2ν-1)·ν-2·(1+2+3+…+ν-1)= ν
2
 

Η ζηξαηεγηθή απηή νλνκάδεηαη ζηξαηεγηθή απνδόκεζεο (λέαο θαηαζθεπήο κε 

αθαίξεζε) επεηδή ην δεηνχκελν ζρήκα πξνθχπηεη αθνχ πξψηα επηλνεζεί έλα 

κεγάιν νξζνγψλην παξαιιειφγξακκν θαη απνκαθξπλζνχλ ηα δχν ηκήκαηα πνπ 

βξίζθνληαη κεηαμχ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ηνπ αξρηθνχ ζρήκαηνο. Γηα ην πέκπην 

ηεηξάγσλν έρνπκε: 

 
 

Σηνλ αθφινπζν δηάινγν απνηππψλεηαη κέξνο απφ ηε ιχζε ηεο καζήηξηαο.  
 

Δ:          Καη πόζα ηεηξάγσλα έρεη ην ζρήκα λ; 

Β:   Θα έρεη: (2λ-1)·λ-2·(1+2+3+…+λ-1) ηεηξάγσλα. Πξέπεη λα βξσ ην άζξνηζκα 

1+2+3+…+λ-1; 

Δ:          Πώο ζα κπνξνύζεο λα ζθεθηείο; 

Β:     Λνηπόλ είλαη όπσο ζην πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ. Γηα 7 καζεηέο βξήθακε 
6 7

21
2




ρεηξαςίεο. Οπόηε ζα έρνπκε  1+2+3+…+ λ-1=
 λ - 1 λ

2


. 

… 

Δ:          Καη πόζα ηεηξάγσλα έρεη ην ζρήκα λ; 

Β:         Έρνπκε: (2λ-1)·λ-2·(1+2+3+…+λ-1) =2λ
2
-λ -2 

 λ - 1 λ

2


 =2λ

2
- λ -λ

2
+λ = λ

2
. 

Δδψ ε ζηξαηεγηθή λέαο θαηαζθεπήο πνπ ζθπξειαηήζεθε απαηηνχζε ηελ 

επηλφεζε ελφο νξζνγσλίνπ κήθνπο 2λ-1 θαη πιάηνπο λ απφ ην νπνίν 

αθαηξέζεθαλ δχν ίζα αζξνίζκαηα ηεο κνξθήο 1+2+3+…+λ-1. Η πξνεγνχκελε 

ιχζε απνθαιχπηεη κηα πνιπζχλζεηε ηθαλφηεηα ηεο καζήηξηαο κε θαληαζία, 

ελεξγνπνίεζε πξνεγνχκελεο γλψζεο θαη επρέξεηα ζηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο.  

3. ηραηεγικές αναδόμεζες: 1+3+5+…+2ν-1=ν
2 
 

Σηηο ζηξαηεγηθέο αλαδόκεζεο ή αλαθαηαζθεπήο ην δεδνκέλν ζρήκα απνδνκείηαη 

θαη αλαδνκείηαη.  
 

Δ:  Γηα πεο κνπ Θ. Πώο βξήθεο ην πιήζνο ησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ πέκπηνπ ζρήκαηνο; 

9 5-2 (1+2+3+4)=45-2 10=45-20=25
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Θ: Πξώηα θαηαζθεπάζακε ην πέκπην ζρήκα. Η βάζε έρεη κήθνο 9 ηεηξαγσλίδηα θαη ύςνο 5 

ηεηξαγσλίδηα. Χσξίζακε ην ζρήκα ζε δύν “ηξίγσλα ηεηξαγώλσλ”, κεηαθηλήζακε ην κηθξό 

ηξίγσλν από εδώ θαη έηζη ζρεκαηίζακε έλα ηεηξάγσλν 5×5. Οπόηε ην εκβαδόλ ηνπ είλαη 25. 
 

 
 

Δ:       Γηαηί ην ζρήκα απηό είλαη ηεηξάγσλν; 

Θ:    Έρνπκε δύν νξζνγώληα θαη ηζνζθειή “ηξίγσλα ηεηξαγώλσλ” : 5×5 θαη 4×4. Οη θελέο 

ζέζεηο πνπ ππάξρνπλ εδώ θαιύπηνληαη από ην κηθξό ηξίγσλν. Οπόηε ην ζρήκα απηό είλαη 

ηεηξάγσλν κε πιεπξά 5. Έρεη 25 ηεηξαγσλίδηα. 

Δ:       Καη πόζα ηεηξάγσλα έρεη ην εθαηνζηό ζρήκα;  

Θ:     Μπνξνύκε λα γεληθεύζνπκε. Τν εθαηνζηό ζρήκα ζα έρεη ύςνο 100. Οπόηε ζα έρεη 100 

θνξέο ην 100, δειαδή 10.000 ηεηξάγσλα.  

Δ:       Καη πόζα ηεηξάγσλα έρεη ην ληνζηό ζρήκα;  

Θ:      Τώξα έρνπκε έλα ηεηξάγσλν κε πιεπξά λ. Οπόηε, ην ληνζηό ζρήκα ζα έρεη λ·λ ηεηξάγσλα. 

Δ:       Γηαηί ζπκβαίλεη απηό;   

Θ:      Δίλαη παλεύθνιν!. Μηιάεη ην ίδην ην ζρήκα! 
 

Η πξνεγνχκελε ζηξαηεγηθή ζπληζηά κηα ζαπκάζηα επηλφεζε ηνπ καζεηή. Πνηέ 

δε δηδάρηεθε ε ζηξαηεγηθή πνπ εθεπξέζεθε. Μάιηζηα πιενλεθηεί απφ άιιεο 

ζηξαηεγηθέο γηαηί είλαη απιή θαη δελ απαηηεί ηνλ ππνινγηζκφ αζξνηζκάησλ 

φπσο 1+2+3+…+λ ή 1+3+5+…+2λ-1. Πξνεμάξρεη ε ζθέςε πάλσ ζην 

γεσκεηξηθφ ζρήκα. Ο αξηζκεηηθφο ρεηξηζκφο δηελεξγείηαη εθ ησλ πζηέξσλ ζην 

λέν ζρήκα: «ην ληνζηό ζρήκα ζα πξέπεη λα έρεη ζπλνιηθά λ·λ ηεηξάγσλα». Η ελ 

ιφγσ γεσκεηξηθή ιχζε απαηηεί ηνλ ηεκαρηζκφ θαη ηελ επαλέλσζε ησλ κεξψλ 

κε άιιν ηξφπν, ηελ αλαδηεπζέηεζε ή αλαδηνξγάλσζή ηνπο. Μεηά ηε 

γεσκεηξηθή αλαζχλζεζε «κηιά ην ίδην ην ζρήκα».  

Οη ζηξαηεγηθέο αιγεβξηθήο γελίθεπζεο πνπ επηλφεζαλ νη δχν καζεηέο θαη 

ε καζήηξηα ζην πξφβιεκα κε ηε γεσκεηξηθή θαλνληθφηεηα ηεηξαγσληθνχ 

ηχπνπ είλαη πνιχ έμππλεο θαη ήηαλ δχζθνιν λα ζπιιεθζνχλ απφ ηνπο 

πεξηζζφηεξνπο καζεηέο ηεο ηάμεο. Πξφθεηηαη γηα αλαθαιχςεηο πξσηφηππσλ 

ζηξαηεγηθψλ αιγεβξηθήο γελίθεπζεο. Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο αδπλαηνχζαλ 

λα ειεπζεξψζνπλ ζθέςε ηνπο απφ ηηο αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο θαη ηε κέζνδν 

5
2



8 

 

δνθηκήο θαη πιάλεο θαη λα βξνπλ έλα γεληθφ θαλφλα. Σηε ζπλέρεηα ζα 

αλαθεξζνχκε ζε νξηζκέλα αθφκα απνηειέζκαηα πνπ παξαπέκπνπλ ζηηο 

δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ θαη πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαηήξεζε ηεο νκαδηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο ζηελ ηάμε.  

Έλαο καζεηήο παξαηήξεζε φηη ην πιήζνο ησλ ηεηξαγψλσλ ζηνπο αξρηθνχο 

φξνπο πνπ δφζεθαλ απμάλεηαη θαηά 3, 5, 7 θηι. Ο καζεηήο είπε:  
 

Αξρίδνπκε από ην 1 θαη γηα λα βξνύκε ην δεύηεξν όξν πξνζζέηνπκε 3 βξίζθνληαο 4. Σηε 

ζπλέρεηα πξνζζέηνπκε ζην 4 ην 5 πνπ είλαη 2 παξαπάλσ από ην 3 θαη βξίζθνπκε 9, κεηά 

πξνζζέηνπκε ζην 9 ην 7 πνπ είλαη 2 παξαπάλσ από ην 5 θαη βξίζθνπκε 16 θαη ζπλερίδνπκε 

κε ηνλ ίδην ηξόπν κέρξη λα βξνύκε ην ζσζηό ζπλνιηθό αξηζκό ηεηξαγώλσλ. 

Οη φξνη ηεο αθνινπζίαο μεθηλνχζαλ απφ ηνλ 1 θαη απμάλνληαλ. Όκσο ε 

δηαθνξά δχν νπνησλδήπνηε δηαδνρηθψλ φξσλ δελ ήηαλ ζηαζεξή, γηαηί ε αξρηθή 

αθνινπζία φπσο θαίλεηαη απφ ην παξαθάησ ζρήκα δελ είλαη αξηζκεηηθή 

πξφνδνο.  

 
 

Ο καζεηήο γελίθεπζε απηήλ ηελ θαλνληθφηεηα ζηνπο ππφινηπνπο φξνπο, αιιά 

απέηπρε λα πξνκεζεχζεη έλαλ αιγεβξηθφ θαλφλα πνπ λα επηηξέπεη ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ αξηζκνχ ησλ ηεηξαγψλσλ ζε θάζε ζρήκα. Σηε δηαδηθαζία απηή 

ε γελίθεπζε δελ είλαη αιγεβξηθήο θχζεο. Η γελίθεπζε απηή νλνκάδεηαη 

αξηζκεηηθή γελίθεπζε. Οη αιγεβξηθέο θαη αξηζκεηηθέο γεληθεχζεηο δελ 

απνηεινχλ ηηο κνλαδηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ νη καζεηέο πνπ 

αζρνινχληαη κε θαλνληθφηεηεο. Έλαο άιινο καζεηήο κεηά απφ παξαηήξεζε 

ηνπ “δείγκαηνο” αλαθέξεη:   

Λ:      Ο γεληθόο θαλόλαο είλαη 1+3(λ-1). 

Δ:       Γηαηί; 

Λ:      Αλ βάινπκε λ=1 βξίζθνπκε 1. Αλ βάινπκε λ=2 βξίζθνπκε 4. Άξα ζα ηζρύεη.  
 

Δπεηδή ν ηχπνο 1+3(λ-1) ηθαλνπνηεί κφλν ηνλ πξψην θαη ην δεχηεξν φξν 

απνξξίθηεθε θαη αληηπξνηάζεθε απφ έλαλ ζπκκαζεηή ηνπ ζηελ νκάδα ν ηχπνο 

1+4(λ-1). Όκσο απηφο ν θαλφλαο ιεηηνπξγεί κφλν γηα ηνλ πξψην θαη ηνλ ηξίην 

φξν. Οη ελ ιφγσ καζεηέο απέηπραλ λα πξνβιέςνπλ έλαλ γεληθφ θαλφλα πνπ 

επηηξέπεη ηελ εχξεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ηεηξαγψλσλ θάζε ζρήκαηνο.  

1 4 9 16 25 36

3 5 7 9 11
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Τέινο έλαο άιινο καζεηήο «κπξίζηεθε» ην ζσζηφ απνηέιεζκα απφ κηα 

δηπιαλή νκάδα πνπ είρε αλαθαιχςεη ηελ αξηζκεηηθή ζηξαηεγηθή ησλ “ηειείσλ 

ηεηξαγψλσλ” θαη ην κεηέθεξε ζηε δηθή ηνπ. Έηζη γηα ην πιήζνο ησλ 

ηεηξαγψλσλ ηνπ ληνζηνχ ζρήκαηνο πξνζθφκηζε ηνλ ηχπν: λ
2
. Ο ελ ιφγσ 

γεληθφο θαλφλαο είλαη απζαίξεηνο αθνχ δελ πξνέθπςε απφ ηνλ εληνπηζκφ κηαο 

θαλνληθφηεηαο κε βάζε ηηο ηέζζεξηο πξψηεο εηθνληζηηθέο ζπιινγέο. Γελ 

πξφθεηηαη γηα ηελ αλαθάιπςε κηαο ππφζεζεο αιιά γηα ηπραία πξφβιεςε. Η 

κνξθή επαγσγήο πνπ ππεηζέξρεηαη ζηνπο ηξεηο πξνεγνχκελνπο θαλφλεο 

(1+3(λ-1), 1+4(λ-1), λ
2
) νλνκάδεηαη απιντθή επαγσγή γηα λα ηελ δηαθξίλνπκε 

απφ άιιεο πεξηζζφηεξν επηηεδεπκέλεο κνξθέο επαγσγήο  (Radford, 2008). 

σμπεράζμαηα  

Τα απνηειέζκαηα απηήο ηεο κειέηεο θαλεξψλνπλ φηη ηξεηο καζεηέο έδσζαλ 

πξσηφηππε ιχζε ζην πξφβιεκα ηεο ηεηξαγσληθήο γεσκεηξηθήο θαλνληθφηεηαο 

πνπ ηνχο αλαηέζεθε. Οη ιχζεηο πνπ εθεπξέζεθαλ είλαη κνλαδηθέο θαη 

παξαπέκπνπλ ζε ηζάξηζκεο αιγεβξηθέο ζηξαηεγηθέο, πνπ νθείινπλ ηελ 

πξνέιεπζή ηνπο ζε ζπιινγηζκνχο πνπ δηελεξγνχληαη πάλσ ζην γεσκεηξηθφ 

ζρήκα. Ο Duval (2005) αλαγλσξίδεη ηνπιάρηζηνλ δχν δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο 

κε ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ έλα ζρήκα: ηνλ 

αληηιεπηηθφ ηξφπν θαη ηνλ ελλνηνινγηθφ. Οπηηθή αληίιεςε έρνπκε φηαλ 

βιέπνπκε ην ζρήκα σο κνλαδηθή κνξθή (gestalt). Δλλνηνινγηθή ζχιιεςε 

έρνπκε φηαλ αλαδηνξγαλψλνπκε ην ζρήκα κε ηξνπνπνηήζεηο θαη δεκηνπξγία 

λέσλ ζρεκάησλ. Όιεο νη ζηξαηεγηθέο αιγεβξηθήο γελίθεπζεο επλνήζεθαλ απφ 

ηνλ αξρηθφ γεσκεηξηθφ ρεηξηζκφ ηνπ ζρήκαηνο κέζσ πξφζθνξσλ γεσκεηξηθψλ 

κνληέισλ (Gagatsis & Patronis 1990). Παξαθνινπζήζακε ηνπο ηεκαρηζκνχο 

ηνπ αξρηθνχ ζρήκαηνο θαη ηελ αλαζχζηαζή ηνπ κε θαηάιιειεο δηεπζεηήζεηο. 

Μάιηζηα ε γεσκεηξηθή ζθέςε πξνεγείηαη θαη ηξνθνδνηεί ηνλ αξηζκεηηθφ 

ρεηξηζκφ θαη ηελ αιγεβξηθή ζθέςε. Η ιεπηνκεξήο αλάιπζε ησλ ιχζεσλ ησλ 

καζεηψλ ζην ελ ιφγσ πξφβιεκα απνθαιχπηεη ηξεηο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο 

αιγεβξηθήο γελίθεπζεο: δόκεζεο, απνδόκεζεο θαη αλαδόκεζεο. Οη δχν πξψηεο 

αλαπηχρηεθαλ απφ ηνπο Rivera, F. D. & Becker, J. R. (2008) ζηε γελίθεπζε 

γξακκηθψλ πξνβιεκάησλ θαη δηαπηζηψζακε φηη είλαη εθαξκφζηκεο θαη ζηε 

γελίθεπζε ηεηξαγσληθψλ πξνβιεκάησλ (ε δεχηεξε κε δηαθνξέο). Η ηξίηε απφ 

φζν γλσξίδνπκε απφ ηελ πξνζηηή ζε εκάο βηβιηνγξαθία είλαη λέα θαη ηελ 

εηζάγνπκε ζηελ παξνχζα ηαμηλφκεζε.  
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Οη παξαηεξήζεηο καο απφ ηε ζπδήηεζε ζηελ νινκέιεηα ηεο ηάμεο δείρλνπλ 

φηη παξφηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα επηλνήζνπλ 

ζηξαηεγηθέο ζε απηφ ην εμειηγκέλν ζηάδην, κπνξνχζαλ λα παξαθνινπζνχλ θαη 

λα θαηαλννχλ ηηο ιχζεηο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπο. Ωζηφζν, φπσο θάλεθε θαηά 

ηελ εξγαζία ζηηο κηθξέο νκάδεο πνιινί καζεηέο ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχλ 

ζηξαηεγηθέο δνθηκήο θαη πιάλεο θαη απιντθέο επαγσγέο. Δπίζεο 

παξαηεξήζεθαλ ζηξαηεγηθέο αξηζκεηηθήο γελίθεπζεο, ελψ ε κεηεμέιημή ηνπο 

πξνο αιγεβξηθέο ζηξαηεγηθέο γελίθεπζεο ήηαλ πεξηνξηζκέλε.  

Σχκθσλα κε ηα επξήκαηά καο νη παξάγνληεο πνπ επεξέαζαλ ηελ 

πηνζέηεζε ζηξαηεγηθψλ γελίθεπζεο απφ ηνπο καζεηέο είλαη νη αθφινπζνη: 

Πξψηνλ, ε πνιχπηπρε ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα «βιέπνπλ» δνκέο θαη 

ζρέζεηο. Η ελ ιφγσ ηθαλφηεηα ζπλήζσο παξαηεξείηαη ζε καζεηέο πνπ 

δηαθξίλνληαη γηα ηηο καζεκαηηθέο ηνπο ηθαλφηεηεο. Οη παξαηεξήζεηο καο 

δείρλνπλ φηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ήηαλ ζε ζέζε λα αλαπηχζζνπλ κηα 

επηηπρή αθαηξεηηθή δηαδηθαζία αηεινχο επαγσγήο θαη λα αλαγλσξίδνπλ ηη είλαη 

ίδην θαη ηη δηαθνξεηηθφ εθκαηεχνληαο θνηλέο ηδηφηεηεο απφ εηδηθέο αξηζκεηηθέο 

πεξηπηψζεηο, ππήξρε φκσο δπζηνθία ζηε ζπλαγσγή ηνπ αιγεβξηθνχ θαλφλα. 

Γεχηεξνλ, ε πξφηεξε γλψζε. Η κεηαθνξά πξνυπάξρνπζαο γλψζεο, ηξίγσλνη 

θαη ηεηξάγσλνη αξηζκνί, πξφβιεκα ρεηξαςηψλ, πξνβιήκαηα κε άιιεο 

θαλνληθφηεηεο) θαη ε ελζσκάησζή ηεο ζηελ λέα θαηάζηαζε δηεπθφιπλε ηνπο 

καζεηέο ζηελ αιγεβξηθή γελίθεπζε. Δπηπιένλ δηαπηζηψζεθε ν ζρεκαηηζκφο 

γεληθεχζεσλ σο απνηέιεζκα ρξήζεο επξεηηθψλ απφ ηνπο καζεηέο θαζψο 

εξγάδνληαλ κε απινχζηεξεο πεξηπηψζεηο.  

Η αιγεβξηθή γελίθεπζε απφ έλα πεπεξαζκέλν δείγκα εηδηθψλ 

πεξηπηψζεσλ, ε δηφξαζε ηεο θαλνληθφηεηαο θαη ε δηαηχπσζε ελφο θαλφλα είλαη 

κηα ζεκειηψδεο καζεκαηηθή δξαζηεξηφηεηα πνπ δηαδξακαηίδεη ζεκαληηθφ ξφιν 

ζηε κειέηε ησλ θαλνληθνηήησλ. Η ρξήζε αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ έδσζε 

ζε νξηζκέλνπο καζεηέο ηηο απαξαίηεηεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο νη νπνίεο 

δηεπθφιπλαλ ηελ αλάδπζε δνκψλ θαη ζρέζεσλ. Όκσο, πξέπεη λα βνεζήζνπκε 

φινπο ηνπο καζεηέο λα δνπλ θαη λα ζθεθηνχλ ην γεληθφ κέζα ζην εηδηθφ θαζψο 

απηνί θαηαγίλνληαη κε θαλνληθφηεηεο (Wittmann, 2007). Απηή είλαη ε 

ζεκειηψδεο παηδαγσγηθή πξφθιεζε: νη καζεηέο κπνξεί λα εξγάδνληαη κφλν κε 

έλα εηδηθφ παξάδεηγκα θη φκσο ε ιχζε ζην δνζκέλν πξφβιεκα ππνηίζεηαη φηη 

είλαη γηα έλα άπεηξν πιήζνο αφξαησλ θαη απξνζδηφξηζησλ πεξηπηψζεσλ.  
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