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Ζ διαθοπά ηεηπαγώνων δύο θςζικών απιθμών  
 

Γιώπγορ Κόζςβαρ , Γπ Γιδακηικήρ Μαθημαηικών 

 
Ζ βαζηθή Θεσξία Αξηζκώλ είλαη ε επηζηήκε πνπ εθαξκόδεηαη θαιύηεξα ζηε ζηνηρεηώδε 

καζεκαηηθή εθπαίδεπζε. Απαηηεί κόλν ειάρηζηεο πξόηεξεο γλώζεηο θαη ην αληηθείκελν πνπ 

πξαγκαηεύεηαη είλαη ζπγθεθξηκέλν θαη νηθείν. Οη ρξεζηκνπνηνύκελεο κέζνδνη ζπιινγηζκνύ 

είλαη απιέο, γεληθέο θαη πνηθίιεο. Από ηνπο δηάθνξνπο θιάδνπο ησλ καζεκαηηθώλ είλαη ν 

κνλαδηθόο πνπ επηδεηεί ηελ αλζξώπηλε πεξηέξγεηα.  
 

Hardy G. H.   

 

Πξόηεηλα πνιιέο θνξέο ζηνπο καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ λα πξαγκαηεπηνύλ ην 

αθόινπζν αλνηρηό πξόβιεκα: 
 

 

 

 
 

Η έξεπλα ηνπ ελ ιόγσ πξνβιήκαηνο θαλεξώλεη ηόζν ζηνπο καζεηέο όζν θαη ζην δηδάζθνληα 

ελδηαθέξνληα «αξηζκεηηθά κπζηηθά» από ηνλ κπζηεξηώδε θόζκν ησλ αξηζκώλ πνπ πξνθαινύλ 

ηελ πεξηέξγεηα θαη ην ζαπκαζκό καο. Η παξνύζα εξγαζία δελ απνηειεί κηα πιήξε κειέηε ηνπ 

ζέκαηνο, ην νπνίν άιισζηε είλαη πνιπζύλζεην θαη πινύζην, γη‟ απηό ίζσο καγλήηηζε ην 

εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ εμερόλησλ καζεκαηηθώλ, κεηαμύ ησλ νπνίσλ θαη ηνπ Fermat. Σν δηθό 

καο ελδηαθέξνλ γηα ην ζέκα είλαη θαηά βάζε δηδαθηηθήο θύζεο θαη εζηηάδεηαη ζηε ζρνιηθή ηάμε, 

θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζηελ ελεξγεηηθή εκπινθή ησλ καζεηώλ ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία.  

 

΋πσο ίζσο ζα δηαπηζηώζεηε, νη καζεζηαθέο δξαζηεξηόηεηεο πνπ ζθηαγξαθνύληαη αλνίγνπλ 

δπλαηόηεηεο ζηνπο καζεηέο λα παξαηεξήζνπλ αξηζκεηηθέο θαη γεσκεηξηθέο θαλνληθόηεηεο, λα 

ηηο δνθηκάζνπλ, λα ηηο κεηαθξάζνπλ ζηε γιώζζα ησλ ζπκβόισλ, λα ηηο αηηηνινγήζνπλ 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο θαλόλεο ηνπ αιγεβξηθνύ ινγηζκνύ θαη έηζη λα αλαθαιύςνπλ αθεξεκέλεο 

καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο θαη ζρέζεηο. ΢ε θάζε δηδαθηηθό πεηξακαηηζκό νη καζεηέο απνθηνύλ 

δσληαλά καζεκαηηθά βηώκαηα πνπ ζπλνδεύνληαη κε εθπιήμεηο θαη απξνζδόθεηεο αλαθαιύςεηο. 

Οη καζεηέο δηαηππώλνπλ θαη ειέγρνπλ εηθαζίεο, επηρεηξεκαηνινγνύλ, ζπδεηνύλ ηηο ηδέεο ηνπο, 

γεληθεύνπλ θαη ηειηθά απνδεηθλύνπλ. Δίλαη κηα εμαηξεηηθή επθαηξία γηα ηνπο καζεηέο λα 

ζπζρεηίζνπλ κε αιιεινζπκπιεξσκαηηθό ηξόπν αξηζκεηηθέο, αιγεβξηθέο θαη γεσκεηξηθέο 

γλώζεηο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε νξηζκέλεο όςεηο από ηηο επηλνήζεηο ησλ ζεκεξηλώλ 

καζεηώλ εκπινπηίδνληαο ηε κειέηε κε ηζηνξηθέο πξνεθηάζεηο πνπ κάο ηαμηδεύνπλ κέρξη ηνλ 

Ππζαγόξα θαη ηνλ Fermat. Πάλησο ην ζέκα απνδεηθλύεηαη δηαρξνληθά γόληκν θαη είλαη πάληα 

αλνηρηό ζε πξνζεγγίζεηο. 

 

1. Παπαγωγή παπαδειγμάηων και εικαζιών από ηοςρ μαθηηέρ 

 

Μεηά από ηηο απαξαίηεηεο επεμεγήζεηο γηα ηελ νηθεηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο νη καζεηέο 

πξνβαίλνπλ ζηελ θαηαζθεπή παξαδεηγκάησλ. Σα πξώηα απνηειέζκαηα είλαη ιίγν αλνξγάλσηα: 
2 25 = 3 - 2 ,     

2 29 = 5 - 4 ,     2 212 = 4 - 2 ,      
2 217 = 9 -8 ,      

2 224 = 7 - 5 ,     
2 232 = 6 - 2 . 

 

Αξγόηεξα εκθαλίδνληαη θαη ηεηξηκκέλα παξαδείγκαηα όπσο: 
2 21 = 1 - 0 , 

2 29 = 3 - 0 θηι. 

 

Εκθώνηζη: Πνηνη είλαη νη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί πνπ κπνξνύλ λα 

εθθξαζηνύλ κε ηε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ; 
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΢πγθεληξώλνπκε ηα απνηειέζκαηα ζε έλαλ πίλαθα πνπ βνεζά λα θσηίζνπκε θαιύηεξα ην ζέκα 

καο. 
 

2 20 = 0 - 0  2 21 = 1 - 0  2=; 2 23 = 2 -1  2 24 = 2 - 0  2 25 = 3 - 2  6=; … 
 

΢ην εξώηεκα «γηαηί ην 2 θαη ην 6 δελ γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ;», 

ε ζπλεζηζκέλε απάληεζε ησλ καζεηώλ είλαη: «Γελ γίλεηαη. Τν 2 θαη ην 6 είλαη εμαηξέζεηο. Τν 

δνθηκάζακε!». Έηζη ηνύο δεηήζεθε λα ζπλερίζνπλ θαη λα βξνπλ θαη άιιεο πεξηπηώζεηο πνπ 

απνθιείνληαη. Αληί ηεο «ηπθιήο» αλαδήηεζεο ε ζπκπιήξσζε ελόο πίλαθα κέρξη ην 100 βάδεη ζε 

ηάμε ηηο εμαηξέζεηο θαη ηνπο θαηαζθεπάζηκνπο αξηζκνύο. Έλα κέξνο απηνύ ηνπ πίλαθα είλαη ην 

αθόινπζν:  
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 
 

Πνηεο βαζύηεξεο θαλνληθόηεηεο απνθαιύπηνληαη; Ο πξνεγνύκελνο πίλαθαο απνηέιεζε έλα 

έλαπζκα γηα ηε δηαηύπσζε „„θαηαηγίδαο‟‟ εηθαζηώλ. Οξηζκέλεο από ηηο εύινγεο εηθαζίεο πνπ 

έζεζαλ νη καζεηέο είλαη νη αθόινπζεο:   
 

 «΋ινη νη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ηε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ 

αξηζκώλ» 

 «Φαίλεηαη όηη ε απόζηαζε κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ αξηζκώλ πνπ δελ γξάθνληαη κε ηε κνξθή δηαθνξάο 

ηεηξαγώλσλ είλαη 4».  

  «Ννκίδσ όηη νη αξηζκνί πνπ δηαγξάθηεθαλ γξάθνληαη σο άζξνηζκα δύν πεξηηηώλ αξηζκώλ πνπ δηαθέξνπλ 

θαηά 4». 

 «Καλέλαο αθέξαηνο κνξθήο 4λ+2 δελ γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν ζεηηθώλ αθεξαίσλ».    

  «Αλ έλαο αξηζκόο είλαη πεξηηηόο, ηόηε ζα πξέπεη λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ». 

 «Αλ έλαο αξηζκόο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4, ηόηε ζα πξέπεη λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ 

αξηζκώλ πνπ δηαθέξνπλ θαηά δύν».  

 «Ννκίδσ όηη ην άζξνηζκα δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4». 

 «Μάιινλ όινη νη πεξηηηνί αξηζκνί γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ». 

  «Θα πξέπεη όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4 λα γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ». 

 «Τν ηεηξάγσλν ελόο άξηηνπ είλαη πάληα άξηηνο αξηζκόο». 

 «Τν γηλόκελν δύν πεξηηηώλ είλαη πεξηηηόο αξηζκόο». 

 «Τν γηλόκελν δύν αξηίσλ αξηζκώλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4». 

 «Τα πνιιαπιάζηα ηνπ 8 γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ αξηζκώλ». 

 «Μνύ θαίλεηαη όηη κόλν νη αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 7 γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ». 

 «΋ια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 2 γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ». 
 

Απηέο νη επξεηηθέο ηδέεο είλαη πξνζσξηλέο εηθαζίεο πνπ πξέπεη λα απνδεηρηνύλ ή λα 

απνξξηθζνύλ. Οη δύν ηειεπηαίεο είλαη «βεβηαζκέλεο» πξνβιέςεηο ή πξόρεηξεο γεληθεύζεηο θαη 

θαηαξξίπηνληαη κε έλα αληηπαξάδεηγκα πνπ κπνξνύλ λα πξνκεζεύζνπλ νη καζεηέο: 
 

 Μαθηηήρ: Ζ εηθαζία όηη «κόλν νη αξηζκνί πνπ ηειεηώλνπλ ζε 7 γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ», είλαη 

ςεπδήο. Υπάξρνπλ θαη άιινη αξηζκνί πνπ δελ ηειεηώλνπλ ζε 7 θαη γξάθνληαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν 

θπζηθώλ αξηζκώλ. Γηα παξάδεηγκα ην 3 γξάθεηαη: 
2 23 = 2 - 1 .  

 Μαθήηπια: Από ηνλ πίλαθα βιέπνπκε όηη ν άξηηνο αξηζκόο 26 δελ γξάθεηαη κε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ 

δύν θπζηθώλ αξηζκώλ.  
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Γη‟ απηνύο ηνπο καζεηέο αξθεί κόλν έλα αληηπαξάδεηγκα, γηα λα θαηαξξηθηεί κηα εηθαζία. 

Ωζηόζν ην πξώην αληηπαξάδεηγκα είλαη πεηζηηθό θαη αδηακθηζβήηεην, ελώ ζην δεύηεξν 

ρξεηάδεηαη επηπιένλ αηηηνιόγεζε. Οξηζκέλνη καζεηέο είραλ ηελ ηδέα λα δηαθξίλνπλ άκεζα ηνπο 

αξρηθνύο θπζηθνύο αξηζκνύο αλάινγα κε ην αλ είλαη άξηηνη ή πεξηηηνί. Γηέθξηλαλ ηνπο εμήο 

ζπλδπαζκνύο:  
 

   
2 2

2κ - 2λ  

   
2 2

2κ +1 - 2λ +1  

   
2 2

2κ +1 - 2λ  

   
2 2

2κ - 2λ +1  
 

΋ιεο νη εηθαζίεο θαη νη επηζηεκνληθέο ζέζεηο ησλ καζεηώλ γξάθνληαη ζηνλ πίλαθα από ηνλ 

δηδάζθνληα. Η επίζεκε έθζεζε ζηνλ πίλαθα εμαζθαιίδεη ην δεκόζην ραξαθηήξα ηεο ζπδήηεζεο 

κε νιόθιεξε ηελ ηάμε. Γεκηνπξγώληαο έλα θαηάιιειν θιίκα αδηάιεηπηεο αλνηρηήο ζπδήηεζεο 

ζηελ ηάμε ελζαξξύλνπκε ηνπο καζεηέο λα δηαηππώλνπλ απνδεηθηηθέο ηδέεο θαη εηθαζίεο θαη λα 

ηηο ειέγρνπλ. Οξηζκέλεο εηθαζίεο απνξξίπηνληαη από ηε ζπδήηεζε, ελώ άιιεο πείζνπλ γηα ηελ 

εγθπξόηεηά ηνπο θαη επηθξαηνύλ.  

 

Γεληθά, νη εηθαζίεο ησλ καζεηώλ ήηαλ πνιπάξηζκεο θαη γόληκεο. Οη πινύζηεο ηδέεο ηνπο, αθόκα 

θαη απηέο πνπ δελ θαηέιεγαλ ακέζσο ζηε ιύζε, έθεξλαλ ζην θσο ελδηαθέξνληα ελδηάκεζα 

απνηειέζκαηα. ΢ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε νξηζκέλεο από ηηο εηθαζίεο ησλ καζεηώλ πνπ 

επηκεξίζηεθαλ ζε μερσξηζηά πξνβιήκαηα ή ππνεηθαζίεο, γηα λα εξεπλεζνύλ κε πνιιαπιέο 

πξνζεγγίζεηο ζηηο ζρνιηθέο αίζνπζεο θαη λα δηεπθνιπλζεί ε ζπζηεκαηηθή παξαηήξεζε δνκώλ θαη 

ζρέζεσλ.  

  

2. Σςζσέηιζη ηηρ Απιθμηηικήρ με ηην Άλγεβπα: κανονικόηηηερ και γενικεύζειρ  

 

Οη αξηζκεηηθέο ζρέζεηο θαη ηδηόηεηεο κέζα από ηελ αιγεβξηθή γιώζζα θαη ζθέςε απνθηνύλ 

ραξαθηήξα γελίθεπζεο. Η δύλακε ηεο Άιγεβξαο έγθεηηαη ζηνλ αλεμάξηεην ρεηξηζκό γεληθώλ 

θαλόλσλ κε ην ζπλαθόινπζν παξακεξηζκό ησλ εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ. Πώο κπνξνύκε λα 

βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα θάλνπλ επηηπρείο γεληθεύζεηο; Η εμεξεύλεζε αξηζκεηηθώλ κνηίβσλ 

ζα κπνξνύζε λα πξνεηνηκάζεη ην έδαθνο γηα ηελ αλάπηπμε ηεο αιγεβξηθήο ζθέςεο; ΢ηε ζπλέρεηα 

ζα δνύκε κε πνην ηξόπν νη αξηζκεηηθέο θαλνληθόηεηεο δίλνπλ πξννδεπηηθά ηε ζέζε ηνπο ζηελ 

αξηζκεηηθή θαη αιγεβξηθή γελίθεπζε θαη ζην ηέινο ζηνλ αθεξεκέλν απνδεηθηηθό ζπιινγηζκό. 

 

Ππόβλημα 1: Αλ α θαη β είλαη δηαδνρηθνί θπζηθνί αξηζκνί (α-β=1), λα ππνινγίζεηε ηελ 

παξάζηαζε 
2 2α - β γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ α θαη β. Γηα παξάδεηγκα λα ππνινγίζεηε: 

2 21 -0 , 
2 22 -1 , 

2 23 - 2 , 
2 24 - 3  θαη 

2 25 - 4 . Παξαηεξείηε θάπνηα θαλνληθόηεηα; Πόζν ζπρλά ζπκβαίλεη 

έλαο πεξηηηόο αξηζκόο λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ θπζηθώλ αξηζκώλ;  
 

 Οη καζεηέο ππνινγίδνπλ θαη γξάθνπλ παξαδείγκαηα ζηελ αθόινπζε κνξθή:  
 

2 2:    1 - 0 = 1
0

Π  

2 2:    2 -1 = 3
1

Π , 

2 2:    3 - 2 = 5
2

Π , 
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2 2:    4 - 3 = 7
3

Π , 

2 2:    5 - 4 = 9
4

Π . 
 

Πώο είλαη δπλαηόλ από έλα «δείγκα» παξαδεηγκάησλ λα «αλαθαιπθζεί» κηα θαλνληθόηεηα; Οη 

αξηζκνί 1, 3, 5, 7, 9, … γηα ηνλ καζεκαηηθό θαλεξώλνπλ «αξηζκεηηθή πξόνδν» κε πξώην όξν 1 

θαη δηαθνξά 2. Απηήλ ηελ έλλνηα νη καζεηέο ηε καζαίλνπλ ζηε Β΄ Λπθείνπ. Πώο όκσο ζα 

κπνξνύζαλ λα ζθεθηνύλ καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ; Οη καζεηέο παξαηεξνύλ κε ηε ζεηξά ηνπο 

αξηζκνύο 1, 3, 5, 7, 9, αλαγλσξίδνπλ όηη είλαη όινη ηνπο δηαδνρηθνί πεξηηηνί θαη πξνβιέπνπλ όηη 

απηή ε «θαλνληθή ηαθηνπνίεζε» ζπλερίδεηαη. Δπίζεο θάζε αξηζκόο πξνθύπηεη αλ ζηνλ 

πξνεγνύκελν πξνζηεζεί ην 2. ΋κσο ε πξνεγνύκελε θαηαγξαθή γέλλεζε θη άιιεο ηδέεο πνπ 

εθζέηνπκε ζηα αθόινπζα επεηζόδηα.  
 

Γάζκαλορ:    Ο αξηζκόο 11 γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ; Ζ Β. 

Β.:                 Ννκίδσ όηη ην 11 γξάθεηαη 
2 26 - 5 . 

Γάζκαλορ:    Γηαηί;  

Β.:                 Δίλαη 
2 26 - 5 = 36 - 25 = 11 . 

Γάζκαλορ:    Καη ην 49;  

Β.:                 Πξέπεη λα πάξνπκε ηνπο αξηζκνύο 25 θαη 24! 

Γάζκαλορ:    Πώο ην βξήθεο.  

Β.:                 Παξαηεξνύκε: 
2 23 - 2 = 3+2 = 5 , 

2 24 - 3 = 4+3 =7 , 
2 25 - 4 = 5+4 = 9 . Δίλαη 49=25+24! Γελ     

                     είλαη καγηθό; ΋κσο, αλ θάλνπκε ηηο πξάμεηο, ζίγνπξα ζα ην βξνύκε. 

Γάζκαλορ:    Γειαδή; 

Β.:                 Γειαδή κπνξνύκε λα ην βξνύκε θαη αιιηώο: 
2 225 - 24 = 625 - 576 = 49 . Άξα ην 49 γξάθεηαη σο    

                     δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ.  

Γάζκαλορ:    Γηαηί όκσο ηζρύεη 
2 225 - 24 = 25+24 ; Μπνξείηε λα ην εμεγήζεηε δηαθνξεηηθά; 

 

΢ην ηειεπηαίν εξώηεκα κηα καζήηξηα ζπκήζεθε ηελ ηαπηόηεηα ηεο δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ θαη 

έγξαςε ζηνλ πίλαθα:  
 

  2 225 - 24 = 25 + 24 25 - 24 = 25 + 24 = 49.  

 

Οη κεγαιύηεξνη αξηζκνί κπνξνύλ λα γεθπξώλνπλ ην ράζκα αλάκεζα ζηνπο κηθξνύο αξηζκνύο θαη 

ηνλ αθεξεκέλν αιγεβξηθό ζπκβνιηζκό. Η επαγσγή παζρίδεη γηα ηελ αλαθάιπςε ζπλνρήο θαη 

θαλνληθόηεηαο. ΋ιεο απηέο νη εκπεηξηθέο παξαηεξήζεηο θαη εηδηθέο ελδείμεηο νδεγνύλ ζην γεληθό 

εξώηεκα:  

 
Γάζκαλορ:   Πόζν ζπρλά ζπκβαίλεη έλαο πεξηηηόο αξηζκόο λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ; Ζ Ν. 

Ν.:                ΋ινη νη πεξηηηνί γξάθνληαη έηζη.  

Γάζκαλορ:    Γειαδή;  

Ν.:              Κάζε πεξηηηόο αξηζκόο γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ θπζηθώλ αξηζκώλ. Μεηά ηελ 

επαιήζεπζε πνιιώλ πεξηπηώζεσλ δελ ακθηβάιινπκε πιένλ. Γη απηό δε ρξεηάδεηαη λα ςάμνπκε θαη άιια 

παξαδείγκαηα.  

Γάζκαλορ:    Φξεηάδεηαη λα θάλνπκε θάηη άιιν;  

Ν.:                ΋ρη! Τν βξήθακε! (ζησπή) ΋κσο πξέπεη λα ην απνδείμνπκε! 

Γάζκαλορ:    Γειαδή;  

Ν.:                 Κάζε πεξηηηόο αξηζκόο γξάθεηαη 2λ+1! Έηζη δελ είλαη; 

Γάζκαλορ:    Πνιύ σξαία.! Τη άιιν κπνξείηε λα ζθεθηείηε; (ζησπή)  

Ν.:                 Υπάξρεη, θύξηε, θάπνηνο ζίγνπξνο δξόκνο, γηα λα ην απνδείμνπκε;  

Γάζκαλορ:    Δζείο ηη ιέηε; Υπάξρεη; 

Ν.:                 ΋ρη.  
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Γάζκαλορ:   Γηα αλαινγηζηείηε. Βξήθαηε όηη  ηζρύεη γηα πνιινύο πεξηηηνύο αξηζκνύο θαη καληέςαηε όηη ηζρύεη γηα 

όινπο. Μπνξείηε λα γξάςεηε ηνλ πεξηηηό αξηζκό 2λ+1 σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ; Με άιια ιόγηα κπνξείηε λα γεληθεύζεηε θαηαιήγνληαο ζε κηα παξάζηαζε γηα 

νπνηνλδήπνηε αθέξαην αξηζκό λ θαη ύζηεξα λα ηελ απνδείμεηε; 
 

Μέζσ ηεο αηεινύο επαγσγήο θαη επηβεβαίσζεο ιίγσλ εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ νη καζεηέο βγάδνπλ 

ην γεληθό ζπκπέξαζκα «Κάζε πεξηηηόο αξηζκόο γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ». Καηά θαλόλα όηαλ νη καζεηέο επηβεβαηώλνπλ κηα εηθαζία κε έλα ή κε ιίγα 

παξαδείγκαηα ζπκπεξαίλνπλ όηη είλαη αιεζήο. Γπζθνιεύνληαη λα αληηιεθζνύλ όηη «κία κόλν 

πεξίπησζε ή ιίγεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο δελ απνηεινύλ απνδείμεηο». Ο έιεγρνο κηαο εηθαζίαο κέζα 

από έλα πεξηνξηζκέλν πιήζνο παξαδεηγκάησλ νλνκάδεηαη «απιντθόο εκπεηξηζκόο». Η απάληεζε 

ζην εξώηεκα «Πόζν ζπρλά ζπκβαίλεη έλαο πεξηηηόο αξηζκόο λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ 

δύν δηαδνρηθώλ θπζηθώλ αξηζκώλ;» παξαπέκπεη ζηε γελίθεπζε1. Οη καζεηέο ήηαλ ζε ζέζε λα 

πεξηγξάθνπλ ιεθηηθά ην αξηζκεηηθό κνηίβν, λα δηαθξίλνπλ ζρέζεηο θαη λα θάλνπλ πξνβιέςεηο, 

αιιά δπζθνιεύνληαλ λα εθθξάζνπλ ηα αξηζκεηηθά κνηίβα κε όξνπο πνπ νδεγνύλ ζηε γελίθεπζε. 

Ήηαλ θαλεξό όηη ππήξρε έλα ράζκα αλάκεζα ζηηο αξηζκεηηθέο θαλνληθόηεηεο θαη ζηελ 

ηθαλόηεηα αιγεβξηθήο ηνπο έθθξαζεο. Πέξαζαλ πάλσ από 10 ιεπηά θαη θακηά απόδεημε δελ 

θαηλόηαλ. Πάλησο απηόο ν ρξόλνο ήηαλ επεξγεηηθόο θαη εμππεξεηνύζε αλάγθεο θαηαλόεζεο. 

Σόηε αθνινύζεζε ν δηάινγνο:  

 
Β.:                 Τν βξήθα. 

Γάζκαλορ:    Να αθνύζνπκε.  

Β.:                 Βξήθακε 
2 225 - 24 = 25+24  είλαη αθόκα 

2 226 - 25 = 26 +25 . 

Γάζκαλορ:    Γειαδή;  

Β.:                 Αθόκα ηζρύεη 
2 2α - β = α + β

 
θαη είλαη πεξηηηόο. 

Γάζκαλορ:    Ζ Μ.  

Μ.:                 Λάζνο!  Ηζρύεη   2 2α - β = α + β α - β .
 
 

Β.:                 Ζ ηαπηόηεηα ηζρύεη. ΋κσο μέξνπκε όηη α-β=1. Έηζη είλαη:     2 2α -β = α + β α -β α + β 1 = α + β  . 

                      θαη ην α+β είλαη πεξηηηόο. Να ζπλερίζσ; 

Γάζκαλορ:    Ναη.  

Β.:                 Γελ κπνξνύκε λα ζθεθηνύκε αλάπνδα; Γειαδή 
2 2α + β = α - β ; 

Γάζκαλορ:    Δζείο ηη ιέηε;   

 

Η ζπδήηεζε πνπ αθνινύζεζε ήηαλ γόληκε. Κάπνηα ζηηγκή έλαο καζεηήο ην βξήθε: 

 
2 22λ +1 = λ +1 - λ  

΢ηαδηαθά άλνημε ε όξεμε θαη ζηνπο άιινπο καζεηέο πνπ έβαιαλ ζε ηάμε ηα ζθόξπηα 

επηρεηξήκαηά ηνπο βειηηώλνληαο ηε ζπληαθηηθή νξγάλσζε ηεο αηηηνιόγεζήο, ηνπο ώζηε λα είλαη 

θαηαλνεηή από ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπο. Έηζη παξνπζίαζαλ δύν ζαπκάζηεο απνδείμεηο:  
 

   
22 2 2 2 2α -β = λ +1 - λ = λ + 2λ +1 - λ = 2λ +1. 

 

     
22 2 2α -β = λ +1 - λ = λ +1+ λ λ +1- λ = 2λ +1 . 

                                                      
1 Δπίζεο απνδεηθλύεηαη όηη: «Κάζε πξώηνο αξηζκόο p>2 γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν ζεηηθώλ αθεξαίσλ 

θαηά κνλαδηθό ηξόπν».  
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Ο πξνεγνύκελνο γεληθόο θαλόλαο ηζρύεη θαη αληίζηξνθα: ΋ηαλ ην λ δηαηξέρεη ην Ν, ην 2λ+1 

δηαηξέρεη ην ζύλνιν ησλ πεξηηηώλ θπζηθώλ αξηζκώλ. Έηζη αλ 2λ+1 είλαη ηπραίνο πεξηηηόο 

έρνπκε: 

       
2 2 2 22λ +1 = 2λ +1 1 = λ +1+ λ λ +1- λ = λ +1 - λ = α -β  . 

 

Δπομένωρ, κάθε θςζικόρ απιθμόρ γπάθεηαι με ηη μοπθή διαθοπάρ ηεηπαγώνων δύο 

διαδοσικών θςζικών απιθμών αν και μόνο αν είναι πεπιηηόρ.   
 

Άξα θάζε αξηζκόο ηεο κνξθήο 2λ+1 γξάθεηαη ζηε κνξθή  
2 2λ +1 - λ . Έηζη απνδείμακε ην επζύ 

θαη ην αληίζηξνθν, πεξάζακε δειαδή ζε κηα ηζρπξόηεξε ζύλδεζε από ηελ απιή ζπλεπαγσγή (αλ, 

…, ηόηε) ζηελ ηζνδπλακία ησλ δύν πξνηάζεσλ (ηόηε θαη κόλν ηόηε).  

 

Απηέο είλαη απνδείμεηο πνπ δείρλνπλ δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο κεηάβαζεο από ην εξώηεκα 

ζηελ απάληεζε, από ηελ ππόζεζε ηεο ζπλεπαγσγήο ζην ζπκπέξαζκα. Μάιηζηα ηζρύνπλ όρη κόλν 

γηα ηνπο ζεηηθνύο, αιιά γηα όινπο ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνύο. Κάζε απόδεημε είλαη κηα 

αηηηνινγεκέλε επηβεβαίσζε ηεο αιήζεηαο πνπ έρεη θαζνιηθό ραξαθηήξα. Απηή είλαη ε δύλακε 

ηεο άιγεβξαο. Η γελίθεπζε απαηηεί από ηνπο καζεηέο λα παξαζηήζνπλ ζσζηά ηνπο αξηζκνύο α 

θαη β: αθνύ είλαη δηαδνρηθνί έλαο θαηάιιεινο ζπκβνιηζκόο είλαη α=λ+1 θαη β=λ. Δπίζεο ζα 

πξέπεη λα ζπκπεξάλνπλ όηη ν 2λ+1 παξηζηάλεη πεξηηηό. ΢ην ηέινο δελ ζα πξέπεη λα μεράζνπλ ηελ 

απόδεημε ηνπ αληηζηξόθνπ. Πάλησο ε εύζηνρε ρξήζε ηεο κεηαβιεηήο θαη ε εθαξκνγή ησλ 

θαλόλσλ ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο δελ ήηαλ εύθνιε ππόζεζε γηα ηνπο καζεηέο. Ίζσο κηα 

από ηηο δπζθνιίεο λα νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ηα ζρνιηθά πξνγξάκκαηα κειεηνύλ ηελ Άιγεβξα 

σο μερσξηζηό ζέκα, αζύλδεην από ηελ Αξηζκεηηθή θαη ηε Γεσκεηξία. Έηζη νη καζεηέο 

αλαιίζθνληαη ζε έλα ζεκεηνγξαθηθό επίπεδν ρσξίο λα εκβαζύλνπλ ζηα ζεκειηώδε γλσξίζκαηα 

ηεο αιγεβξηθήο ζθέςεο.  
 

 

Ππόβλημα 2: Αλ α θαη β είλαη θπζηθνί αξηζκνί πνπ δηαθέξνπλ θαηά 2 (α-β=2), λα ππνινγίζεηε ηελ 

παξάζηαζε 
2 2α - β γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ α θαη β. Γηα παξάδεηγκα λα ππνινγίζεηε: 2 22 -0 , 2 23 -1 , 

2 24 - 2 , 
2 25 - 3 θαη 

2 26 - 4 . Παξαηεξείηε θάπνηα θαλνληθόηεηα; Πόζν ζπρλά ζπκβαίλεη έλα κε 

αξλεηηθό πνιιαπιάζην ηνπ 4 λα γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ πνπ 

δηαθέξνπλ θαηά 2;  
 

Σώξα νη καζεηέο πεηξακαηίδνληαη κε δεύγε θπζηθώλ αξηζκώλ α θαη β πνπ δηαθέξνπλ θαηά 2. Η 

εμέηαζε ησλ παξαδεηγκάησλ κπνξεί λα ηξνθνδνηήζεη ηε γελίθεπζε. Τπνινγίδνπλ ηηο δηαθνξέο 
2 2α -β  γηα ηηο εμήο εηδηθέο πεξηπηώζεηο:  

2 2:    2 - 0 = 4 0 + 4
0

Π   

2 2:    3 -1 = 4 1+ 4
1

Π   

2 2:    4 - 2 = 4 2 + 4
2

Π   

2 2:    5 - 3 = 4 3 + 4
3

Π   

2 2:    6 - 4 = 4 4 + 4
4

Π   
 

Οη καζεηέο ειέγρνληαο κεξηθά παξαδείγκαηα βξίζθνπλ κε ηε ζεηξά ηνπο αξηζκνύο 4, 8, 12, 16 

θαη 20 θαη βγάδνπλ πξννδεπηηθά ην γεληθό ζπκπέξαζκα όηη αλ δύν νπνηνηδήπνηε αξηζκνί 

δηαθέξνπλ θαηά 2, ηόηε ε δηαθνξά ησλ ηεηξαγώλσλ ηνπο ζα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. Πόζν 
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εύθνια ε πξνεγνύκελε θαηαγξαθή ζπκβάιιεη ζηελ αλαγλώξηζε κνηίβσλ θαη ζηελ αιγεβξηθή 

γελίθεπζε; Αο δνύκε πώο θαίλεηαη απηό ζην αθόινπζν επεηζόδην: 
 

Γάζκαλορ:    Μπνξείηε λα γξάςεηε ην παξάδεηγκα 
λ

Π ; Ζ Ε. 

Ε.:                 Γελ είκαη ζίγνπξε ηη ζεκαίλεη ην παξάδεηγκα 
λ

Π . 

Γάζκαλορ:   Δίλαη έλαο ηξόπνο γηα λα αλαθεξζνύκε ζην ληνζηό παξάδεηγκα, λα γξάςνπκε ην ληνζηό αξηζκό ηνπ 

κνηίβνπ καο. Κνίηαμε, νλνκάζακε 
0

Π  ην παξάδεηγκα πνπ έρεη ηε κεδεληθή ζεηξά δειαδή 

ην
2 2:    2 - 0 = 4 = 4 0 + 4

0
Π  , 

1
Π  ην επόκελν θηι., έηζη ην 50-ζηό παξάδεηγκα ζα ην νλνκάζνπκε 

50
Π  

θαη ην ληνζηό παξάδεηγκα 
λ

Π , όπνπ ν λ κπνξεί λα είλαη νπνηνζδήπνηε αξηζκόο… 

Ε.:                 Ζ απάληεζε έρεη ζρέζε κε ηνλ λ; 

Γάζκαλορ:    Μπνξείηε λα γξάςεηε ηελ παξάζηαζε πνπ λα εμαξηάηαη από ην λ, δειαδή ην παξάδεηγκα 
λ

Π ;  

Ε.:                 Γελ είκαη ζίγνπξε. 

Γάζκαλορ:    Αο ππνζέζνπκε όηη λ=10. Πνηα ζα είλαη ηόηε ε παξάζηαζε 
λ

Π αλ ην λ είλαη 10; 

Ε.:                 Ννκίδσ 
2 210 - 9 …. ΋ρη…  

2 212 - 10 . Πεξηκέλεηε… (θάλεη ηηο πξάμεηο)  Δίλαη 144 -100 = 44 . 
Γάζκαλορ:    Πώο αιιηώο κπνξνύκε λα γξάςνπκε ην 44; 

Ε.:                 Μπνξνύκε λα ην γξάςνπκε… 4 ·11,  γηαηί είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. 

Γάζκαλορ:    Ζ Δ. 

Δ.:                 Δίλαη θαιύηεξα λα ην γξάςνπκε ζηε κνξθή 4 ·10+4.  

Γάζκαλορ:    Σπκθσλείο;  

Ε.:                 Ναη έηζη είλαη. 

Γάζκαλορ:    Καη αλ ην λ είλαη 100; 

Ε.:                 (Γξάθεη:) 
2 2102 - 100 . Να θάλσ ηηο πξάμεηο, γηα λα βξσ ην απνηέιεζκα; 

Γάζκαλορ:    Μπνξείο λα γξάςεηο κηα παξάζηαζε γηα ην 
100

Π  όρη ην αξηζκεηηθό απνηέιεζκα, αιιά ηνλ ηξόπν γηα λα 

θηάζνπκε ζε απηό. 

Ε.:                 (Γξάθεη:)   
2 2102 -100 = 102 102 -10000 =  … Να ζπλερίζσ; 

Γάζκαλορ:    ΋ρη! Μελ ην ππνινγίζεηο. Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ αξηζκό 100 κπνξείο λα γξάςεηο κηα παξάζηαζε;  

Ε.:                 (Γξάθεη:)   
2 2

100
Π :    102 - 100 = 4 100+4 . 

Γάζκαλορ:    Σσζηά. Μπνξείο ηώξα λα γξάςεηο κηα παξάζηαζε γηα ην λ; 

Ε.:                 Να γξάςσ πξώηα άιιν έλα παξάδεηγκα κε αξηζκνύο; 

Γάζκαλορ:    Δληάμεη! Τόηε γξάςε γηα λ=1821; 

Ε.:                 (Γξάθεη:)   
2 2

1821
Π :    1823 - 1821 = 4 1821+4 . 

Γάζκαλορ:    Τώξα ν αξηζκόο είλαη άγλσζηνο θαη ηνλ νλνκάδνπκε λ. Πώο ζα κπνξνύζεο λα θηάζεηο ζην 
λ

Π ; 

Ε.:                 (Γξάθεη ηόηε:)   
2 2λ+ 2 - λ = 4λ+4 . 

 

Η καζήηξηα αλαγλώξηζε ην κνηίβν, αιιά είρε δπζθνιίεο ζηελ επέθηαζε θαη ηε γελίθεπζε. 

Τπήξρε έλα ράζκα αλάκεζα ζηελ αλαγλώξηζε ηεο αξηζκεηηθήο θαλνληθόηεηαο θαη ζηελ άκεζε 

παξνπζίαζε κηαο αιγεβξηθήο έθθξαζεο γηα θάζε όξν ηεο αθνινπζίαο. Σν επόκελν ζηάδην είλαη ε 

αιγεβξηθή απόδεημε. Έηζη ζην ελ ιόγσ πξόβιεκα, γηα λα βξνπλ νη καζεηέο ηνλ γεληθό θαλόλα, 

πξέπεη πάιη λα παξαζηήζνπλ ζσζηά ηνπο αξηζκνύο α θαη β. Οξηζκέλνη έζεζαλ α=λ+2 θαη β=λ: 
 

       
22 2 2α -β = λ + 2 - λ = λ + 2 + λ λ + 2 - λ = 2λ + 2 2 = 4λ + 4  . 

 

Η αιγεβξηθή ζθέςε είλαη κηα δηαδηθαζία αθαίξεζεο πνπ παξαπέκπεη ζηε γεληθόηεηα. Ο 

πξνεγνύκελνο γεληθόο θαλόλαο ηζρύεη θαη αληίζηξνθα: ΋ηαλ ην λ δηαηξέρεη ην Ν, ηόηε ην 4λ+4 

δηαηξέρεη ην ζύλνιν ησλ κε κεδεληθώλ πνιιαπιαζίσλ ηνπ 4. Άιισζηε 
2 20 = 1 -1 . Έηζη αλ 4λ+4 

είλαη ηπραίν πνιιαπιάζην ηνπ 4 έρνπκε: 
 

       
2 2 2 24λ + 4 = 2λ + 2 2 = λ + 2 + λ λ + 2 - λ = λ + 2 - λ = α -β  . 
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Οξηζκέλνη άιινη καζεηέο έζεζαλ α=λ+1 θαη β=λ-1 θαη βξήθαλ:    
2 2

4λ = λ +1 - λ -1 , ηελ νπνία 

απέδεημαλ. Κάζε απόδεημε ζπληζηά επηβεβαίσζε ηεο αιήζεηαο θαηά ηξόπν πεηζηηθό θαη 

αδηαθηινλίθεην. 
 

Δπομένωρ, κάθε πολλαπλάζιο ηος 4 γπάθεηαι με ηη μοπθή διαθοπάρ ηεηπαγώνων δύο 

θςζικών απιθμών πος διαθέποςν καηά δύο και ανηιζηπόθωρ.  

 

Ππόβλημα 3: Αλ α θαη β είλαη θπζηθνί αξηζκνί κε α-β>2, λα ππνινγίζεηε ηελ παξάζηαζε 
2 2α - β γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ α θαη β. Γηα παξάδεηγκα λα ππνινγίζεηε: 2 28 - 5 , 2 29 - 4 , 2 28 - 4  

θαη 2 29 - 3 . Πώο κπνξείηε λα αμηνπνηήζεηε ηα δύν πξνεγνύκελα πξνβιήκαηα; Μπνξείηε λα 

δηαηππώζεηε έλα γεληθό θαλόλα;  
 

Οη καζεηέο εμεηάδνπλ ηε δηαθνξά 
2 2α -β όηαλ νη θπζηθνί αξηζκνί α θαη β έρνπλ νπνηαδήπνηε 

δηαθνξά κεηαμύ ηνπο. Μεηά από δνθηκέο αλάγνληαη ζε κηα από ηηο δύν πξνεγνύκελεο 

πεξηπηώζεηο. 
 

Γύν παξαδείγκαηα κε πεξηηηή δηαθνξά: α-β=3 θαη α-β=5.  
 

     2 2 2 2 2 2 2 28 - 5 = 8 - 7 7 - 6 6 - 5 = 15 +13 +11 = 39   (πεξηηηόο) 

         2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 29 - 4 = 9 - 8 8 - 7 7 - 6 6 - 5 + 5 - 4 = 17 +15 +13 +11+ 9 = 65    (πεξηηηόο) 
 

Δπνκέλσο, αλ ε δηαθνξά είλαη πεξηηηόο αξηζκόο, βξίζθνπκε έλα άζξνηζκα πεξηηηνύ πιήζνπο 

πεξηηηώλ αξηζκώλ (όπνπ x-y=1), δειαδή έλαλ πεξηηηό αξηζκό, πνπ ήδε γλσξίδνπκε όηη 

θαηαζθεπάδεηαη (Πξόβιεκα 1). Γεληθά, αλ ν α-β είλαη πεξηηηόο (α άξηηνο θαη β πεξηηηόο ή 

αληίζηξνθα), ηόηε ν α+β ζα είλαη επίζεο πεξηηηόο θαη ην γηλόκελν    α + β α -β είλαη πεξηηηόο. 

Άξα ν 2 2α -β  είλαη πεξηηηόο.  
 

Καη αλ ε δηαθνξά είλαη άξηηνο αξηζκόο; Αο εμεηάζνπκε δύν παξαδείγκαηα κε άξηηα δηαθνξά: α-

β=4 θαη α-β=6. 
 

   2 2 2 2 2 28 - 4 = 8 - 6 6 - 4 = 28 + 20 = 48 = 4 12  (πνιιαπιάζην ηνπ 4) 

     2 2 2 2 2 2 2 29 - 3 = 9 - 7 7 - 5 5 - 3 = 32 + 24 +16 = 72 = 4 18   (πνιιαπιάζην ηνπ 4) 
 

Δπνκέλσο, αλ ε δηαθνξά είλαη άξηηνο αξηζκόο, βξίζθνπκε έλα άζξνηζκα πνιιαπιαζίσλ ηνπ 4 

(όπνπ x-y=2), δειαδή ηειηθά έλα πνιιαπιάζην ηνπ 4, πνπ ήδε γλσξίδνπκε όηη θαηαζθεπάδεηαη 

(Πξόβιεκα 2). Γεληθά, αλ ν α-β είλαη άξηηνο (είλαη θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη δύν πεξηηηνί), ηόηε 

ν α+β ζα είλαη επίζεο άξηηνο θαη ην γηλόκελν    α + β α -β είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. Άξα ν 

2 2α -β  είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4.  
 

Δπομένωρ, αν έναρ απιθμόρ είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4 γπάθεηαι με ηη μοπθή 

διαθοπάρ ηεηπαγώνων δύο θςζικών απιθμών. 
 

 

Μήπσο θάζε αθέξαηνο ζεηηθόο αξηζκόο γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ;  

Ήδε απνδείμακε, όηη όινη νη πεξηηηνί θπζηθνί αξηζκνί θαη όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4 

θαηαζθεπάδνληαη. Μάιηζηα δελ είλαη απαξαίηεην νη δύν αξηζκνί λα δηαθέξνπλ θαηά 1 ή θαηά 2. 

Δπεηδή ηίπνηα δελ πξέπεη λα κείλεη αλεμέηαζην, απνκέλεη λα δνύκε αλ νη ππόινηπνη αξηζκνί πνπ 

δελ είλαη νύηε πεξηηηνί νύηε πνιιαπιάζηα ηνπ 4, κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζηε κνξθή δηαθνξάο δύν 
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ηεηξαγώλσλ. Σέηνηνη αξηζκνί είλαη ην 2, ην 6, ην 10 θηι. Αο εμεηάζνπκε αλ ν αξηζκόο 2 είλαη 

θαηαζθεπάζηκνο.  

 

Ππόβλημα 4: Μπνξεί ν αξηζκόο 2 λα παξαζηαζεί σο δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ 2 2x - y , όπνπ νη x 

θαη y είλαη θπζηθνί αξηζκνί;  

 

Γηα λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα, αξθεί λα βξνύκε όιεο ηηο αθέξαηεο ζεηηθέο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο 
2 2x - y = 2 . Έρνπκε:  

 

  2 = x - y x + y  θαη x - y < x + y . 
 

Δπεηδή ν 2 είλαη πξώηνο αξηζκόο ζα πξέπεη ππνρξεσηηθά x-y=1 θαη x+y=2. Από ηε ιύζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο βξίζθνπκε: 
1

y =
2

 θαη 
3

x =
2

, άηνπν αθνύ νη x θαη y είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί. 

Έηζη βξίζθνπκε:
  2 2

3 1
2 = -

2 2

   
   
   

. 

 

Άξα ν αξηζκόο 2 δελ γξάθεηαη κε ηε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ αθεξαίσλ κε x>0 θαη y>0.  

 

Ο αξηζκόο 2 είλαη ηεο κνξθήο 4λ+2. Η πξνεγνύκελε απόδεημε δείρλεη όηη έλαο αξηζκόο ηεο 

κνξθήο 4λ+2 δελ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ηε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ 

αξηζκώλ. Με αλάινγν ηξόπν κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη θαη άιινη αξηζκνί ηεο κνξθήο 4λ+2 

δελ θαηαζθεπάδνληαη. Γεληθά, αλ νη  x+y θαη x-y ήηαλ ν έλαο άξηηνο θαη ν άιινο πεξηηηόο, ηόηε νη 

x θαη y δελ κπνξνύλ λα είλαη αθέξαηνη.   

 

Δπνκέλσο ε εηθαζία «΋ινη νη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ηε κνξθή 

δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ» απνξξίπηεηαη, γηαηί παξνπζηάδνληαη εμαηξέζεηο. 

Έλα αληηπαξάδεηγκα αξθεί, γηα λα πεξηνξίζεη ηελ πεξηνρή εγθπξόηεηαο ηεο εηθαζίαο. Έηζη κε 

επαγσγηθέο παξαηεξήζεηο, δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο θαη ζπλδπαζκνύο εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ 

θαηαιήγνπκε ζηελ αλαζθεπή ηεο αξρηθήο εηθαζίαο.   
 

Βεληιωμένη εικαζία: Αν έναρ ακέπαιορ θεηικόρ απιθμόρ είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4 

γπάθεηαι με ηη μοπθή διαθοπάρ ηεηπαγώνων δύο θςζικών απιθμών; Ηζσύει ηο ανηίζηποθο; 
 

 

3. Απόδειξη με ηη ζςνδπομή ηηρ Θεωπίαρ Απιθμών: ςπόλοιπο Δςκλείδειαρ διαίπεζηρ 

με 4 και διάκπιζη πεπιπηώζεων 

 

Έρνπκε δηαπηζηώζεη όηη αλ έλαο αθέξαηνο ζεηηθόο αξηζκόο είλαη πεξηηηόο ή πνιιαπιάζην ηνπ 4 

γξάθεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ, ελώ ν αξηζκόο 2 δελ γξάθεηαη. 

Τπνζέηνπκε όηη ην ίδην ηζρύεη γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο πνπ έρνπλ ηε γεληθή κνξθή 

4λ+2. Τπάξρεη κηα ζπλζεηηθή απόδεημε γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο; Με ζηόρν ηελ εύξεζε 

ζπλδεηηθώλ θξίθσλ γηα ηε γελίθεπζε ζέζακε ην αθόινπζν πξόβιεκα:  

 

Ππόβλημα 5: Πνηνη είλαη νη ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί πνπ κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κε ηε κνξθή 

δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ; Δηδηθόηεξα κπνξνύλ νη αξηζκνί 2, 6, 10, 14, 18, …, 
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4λ+2 λα παξαζηαζνύλ σο δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ 2 2α - β , όπνπ νη α θαη β είλαη θπζηθνί 

αξηζκνί; Βοηθηηικά ερωηήμαηα: Πνην κπνξεί λα είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ελόο αξηζκνύ 

κε ην 4; Πνην κπνξεί λα είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ ηεηξαγώλνπ ελόο αξηζκνύ κε ην 4; 

Καη αθόκα πνην κπνξεί λα είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο κηαο δηαθνξάο δύν ηεηξαγώλσλ κε ην 4; 

 

Σν πξόβιεκα δόζεθε σο θαη‟νίθνλ εξγαζία θαη ζπδεηήζεθε δηεμνδηθά ζηελ ηάμε. Πώο κπνξεί λα 

γίλεη ην πέξαζκα από ηα γλσζηά ζηα άγλσζηα; Οη απαληήζεηο ζηα πξναλαθεξόκελα εξσηήκαηα 

απαηηνύλ ηελ πξνζθπγή ζην Θεώξεκα ηεο Δπθιείδεηαο δηαίξεζεο. Έηζη ε ιύζε γίλεηαη εύθνιε:  
 

 Το ςπόλοιπο ηηρ διαίπεζηρ ενόρ απιθμού α με ηο 4:  Αο ζεσξήζνπκε όηη δηαηξνύκε έλαλ 

νπνηνδήπνηε αξηζκό α κε ην 4. Θα βξνύκε θάπνην πειίθν π θαη θάπνην ππόινηπν π πνπ 

ηθαλνπνηεί ηελ αληζόηεηα 0 π < 4 . ΢ύκθσλα κε ηελ ηζόηεηα ηεο Δπθιείδεηαο δηαίξεζεο, 

νπνηνζδήπνηε θπζηθόο αξηζκόο α ζα γξάθεηαη ζηε κνξθή α=4π+π κε π=0 ή π=1 ή π=2 ή π=3. 

Γειαδή, 
 

α=4π  ή  α=4π+1  ή  α=4π+2  ή  α=4π+3. 
 

Άξα νη κόλεο δπλαηέο ηηκέο ηνπ π είλαη ην 0, ην 1, ην 2 θαη ην 3.  
 

 Το ςπόλοιπο ηηρ διαίπεζηρ ηος 
2

α με ηο 4: ΋πσο θαη πξηλ αλ δηαηξέζνπκε ηνλ θπζηθό 

αξηζκό α κε ην 4 ζα βξνύκε πειίθν π (γηα ην νπνίν δελ έρνπκε θακηά πιεξνθνξία εθηόο από 

ην όηη είλαη αθέξαηνο θπζηθόο αξηζκόο) θαη έλα ππόινηπν π πνπ είλαη 0, 1, 2 ή 3. Τςώλνπκε 

ζην ηεηξάγσλν θαη έρνπκε:  

   
22 2 2 2 2α = 4π + π = 16π + 8ππ + π = 4 4π + 2ππ + π . 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηέζζεξηο πεξηπηώζεηο: 

α) Αλ π=0, ηόηε 
2 2 2α = 16π = 4 4π = 4θ . 

β) Αλ π=1, ηόηε    
22 2α = 4π + π = 4 4π + 2π +1 = 4θ +1 . 

γ) Αλ π=2, ηόηε      
22 2 2α = 4π + π = 4 4π + 4π + 4 = 4 4π + 4π +1 = 4θ . 

δ)  Αλ π=3, ηόηε:      
22 2 2α = 4π + π = 4 4π + 6π + 9 = 4 4π + 6π + 2 +1 = 4θ +1 . 

 

Άξα, ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ελόο αξηζκνύ ηεο κνξθήο 
2α κε ην 4 είλαη 0, ή 1. 

   

 Το ςπόλοιπο ηηρ διαίπεζηρ ηος 
2 2

α - β με ηο 4. Γηαθξίλνπκε ηέζζεξηο ζπλδπαζκνύο: 

α) Αλ 
2α = 4θ  θαη 

2β = 4ι , ηόηε  2 2α -β = 4θ - 4ι = 4 θ - ι = 4ξ . 

β) Αλ 
2α = 4θ  θαη 

2β = 4ι +1, ηόηε: 

     2 2α -β = 4θ - 4ι +1 = 4θ - 4ι -1 = 4θ - 4 ι +1 + 4 -1 = 4 θ - ι -1 + 3 = 4ξ + 3 . 

γ) Αλ 
2α = 4θ +1 θαη 

2β = 4ι +1, ηόηε:  

     2 2α -β = 4θ +1 - 4ι +1 = 4θ +1- 4ι -1 = 4 θ - ι = 4ξ . 

δ)  Αλ 
2α = 4θ +1 θαη 

2β = 4ι , ηόηε:    2 2α -β = 4θ +1 - 4ι = 4 θ - ι +1 = 4ξ +1.  
 

Άξα, ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ελόο αξηζκνύ πνπ γξάθεηαη ζηε κνξθή δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ 

κπνξεί λα είλαη κόλνλ 0, 1, ή 3, αιιά όρη 2! Οη θπζηθνί αξηζκνί ηεο κνξθήο 4ξ+3 θαη 4ξ+1 

εύθνια κεηαηξέπνληαη ζηε κνξθή 2λ+1 (πεξηηηνί). Υξεζηκνπνηνύκε αιγεβξηθά ζύκβνια, γηα λα 

εθθξάζνπκε αιγεβξηθέο γεληθόηεηεο. Έηζη ε απόδεημε κε ηε κέζνδν ηεο δηάθξηζεο πεξηπηώζεσλ 
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νδήγεζε ζε πιήξε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο. Έρνπκε άιιε κηα ηεθκεξησκέλε θαη αδηάζεηζηε 

επηβεβαίσζε ηεο αιήζεηαο. 
 

Δπομένωρ, έναρ θεηικόρ ακέπαιορ απιθμόρ γπάθεηαι με ηη μοπθή διαθοπάρ δύο 

ηεηπαγώνων θςζικών απιθμών, αν και μόνο αν είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4. 

 

4. Σςζσέηιζη ηηρ Απιθμηηικήρ με ηη Γεωμεηπία: παπάζηαζη ηηρ διαθοπάρ 

ηεηπαγώνων με εικονιζηικούρ απιθμούρ 

 

΢ε απηό ην δηδαθηηθό πείξακα δώζακε βαξύηεηα ζηε γεσκεηξηθή κέζνδν. Αληί γηα αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα μεθηλήζακε κε γεσκεηξηθέο κνξθέο. ΋κσο ε Αξηζκεηηθή θαη ε Άιγεβξα δελ 

παξακειήζεθαλ, αιιά βξίζθνληαλ ζε γόληκε ζπζρέηηζε κε ηα εθάζηνηε γεσκεηξηθά κνηίβα.  

 

Αλαηέζεθε ζε δύν νκάδεο καζεηώλ λα θέξνπλ πιεξνθνξίεο γηα ηνπο εηθνληζηηθνύο αξηζκνύο ηνπ 

Ππζαγόξα (569-475 π. ρ.). Οη καζεηέο παξνπζίαζαλ ζηελ ηάμε δηάθνξνπο παξαζηαηηθνύο 

ζρεκαηηζκνύο από θπθιηθνύο δίζθνπο (ραιίθηα) όπσο ηξηγσληθνύο, ηεηξαγσληθνύο, νξζνγώληνπο 

(εηεξνκήθεηο), πεληαγσληθνύο θηι. ΋κσο ε κειέηε όισλ απηώλ ησλ αξηζκεηηθώλ αζηεξηζκώλ 

δελ ζπλδέεηαη κε ην ζέκα καο. Γη‟ απηό πεξηνξηδόκαζηε κόλν ζηνπο ηεηξαγσληθνύο 

ζρεκαηηζκνύο. 
 

΢ε αληίζεζε κε ηελ αιγεβξνπνίεζε ηεο Γεσκεηξίαο από ηνλ Descartes (πεξηγξαθή γεσκεηξηθώλ 

αληηθεηκέλσλ κε αλαιπηηθέο εμηζώζεηο), νη Ππζαγόξεηνη αλέπηπμαλ ηε “γεσκεηξηθή άιγεβξα” 

ρξεζηκνπνηώληαο γεσκεηξηθά κνληέια θαη ζπζρεηίδνληαο ηνπο αξηζκνύο κε γεσκεηξηθά 

ζρήκαηα. Έηζη νη θπζηθνί αξηζκνί είραλ γεσκεηξηθό ραξαθηήξα. Γηα ηε γεσκεηξηθή παξάζηαζε 

ησλ αξηζκώλ ρξεζηκνπνηνύζαλ κηα νξζή γσλία, ην «γλώκνλα». Η κνλάδα ζπκβνιηδόηαλ κε έλαλ 

θπθιηθό δίζθν πνπ ηνλ νξηνζεηνύζε κηα νξζή γσλία. Με ηε δηαδνρηθή πξνζζήθε γλσκόλσλ θαη 

θπθιηθώλ δίζθσλ παξάγνληαη όινη νη πεξηηηνί αθέξαηνη αξηζκνί2, ρσξίο λα κεηαβάιιεηαη ε 

κνξθή ηνπ ηεηξαγώλνπ. Μεηά ηε κνλάδα, κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ γλσκόλσλ κπνξνύλ λα 

αλαγλσξηζηνύλ νη ππόινηπνη εηθνληζηηθνί πεξηηηνί αξηζκνί: 3, 5, 7, 9, … Απηνύο ηνπο 

αξηζκεηηθνύο ζρεκαηηζκνύο θπθιηθώλ δίζθσλ ζα νλνκάζνπκε «απινύο γλώκνλεο αξηζκώλ». 
 

 

1 3 5 7 9
 

 

Σνπο ζρεκαηηζκνύο θπθιηθώλ δίζθσλ πνπ εζσθιείνληαη από πεξηζζόηεξνπο δηαδνρηθνύο 

γλώκνλεο ζα απνθαινύκε «πνιιαπινύο γλώκνλεο αξηζκώλ». ΢ηα αθόινπζα ζρήκαηα 

δηαθξίλνληαη νη πνιιαπινί γλώκνλεο ησλ αξηζκώλ 8, 21 θαη 24. Ίζσο απηόο λα ήηαλ έλαο από 

ηνπο ηξόπνπο πνπ θαληαδόηαλ ηνπο αξηζκνύο ν Ππζαγόξαο.  
 

                                                      
2Με αλάινγν ηξόπν νη Ππζαγόξεηνη παξίζηαλαλ ηελ αθνινπζία ησλ άξηησλ αξηζκώλ 2, 4, 6, …, 2λ κε νξζνγώληνπο 

ζρεκαηηζκνύο (εηεξνκήθεηο). Άξρηδαλ από ην 2 θαη πξόζζεηαλ κε ηζνκήθεηο γλώκνλεο αξηζκώλ. Έηζη 

δεκηνπξγνύζαλ κηα δηαδνρή νξζνγσλίσλ κε κεηαβιεηέο αλαινγίεο πιεπξώλ. Οη ηδηόηεηεο πνπ πξνθύπηνπλ είλαη 

εμίζνπ ελδηαθέξνπζεο.  
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8 21 24

 
 

Οη καζεηέο εύθνια βξήθαλ όηη νη αξηζκνί πνπ ζπκβνιίδνπλ νη ηεηξαγσληθνί ζρεκαηηζκνί 

θπθιηθώλ δίζθσλ είλαη νη γλσζηνί «παξαζηαηηθνί ηεηξάγσλνη αξηζκνί»: 1, 4, 9, 16, 25, 36 θηι. Η 

ηζηνξηθέο γλώζεηο έδσζαλ ην εξέζηζκα. Θα κπνξνύζαλ νη καζεηέο καο δηεξεπλώληαο ηνπο 

εηθνληζηηθνύο αξηζκνύο λα αλαθαιύςνπλ θη άιιεο δνκέο θαη θαλνληθόηεηεο3; ΢ηε ζπλέρεηα 

εζηηάζακε ζην αθόινπζν πξόβιεκα:  

 

Ππόβλημα 6: Μπνξείηε λα θαληαζηείηε πώο ν Ππζαγόξαο παξίζηαλε ηνπο πεξηηηνύο αξηζκνύο; Τη 

παξαηεξείηε; Μπνξεί θάζε απιόο γλώκνλαο αξηζκώλ λα εθθξάδεηαη σο δηαθνξά δύν 

«παξαζηαηηθώλ ηεηξάγσλσλ αξηζκώλ»;  

  

Πξάγκαηη, θάζε απιόο αξηζκεηηθόο γλώκνλαο παξηζηάλεη έλαλ πεξηηηό αξηζκό πνπ εθθξάδεηαη 

σο δηαθνξά δύν δηαδνρηθώλ «παξαζηαηηθώλ ηεηξάγσλσλ αξηζκώλ». Με ηελ αηζζεηνπνίεζε 

αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο ηδέεο θαη ζρέζεηο κεηαμύ ησλ αξηζκώλ ζπγθεθξηκελνπνηνύληαη. Σν 

αθόινπζν ζρήκα είλαη απνθαιππηηθό: 
 

5 -4 =9
2 2

4 -3 =7
2 2

3 -2 =5
2 2

2 -1 =3
2 2

1 -0 =1
2 2

 
  

Οη καζεηέο εθηόο από ηελ νπηηθή αληίιεςε ζέηνπλ ζε ελέξγεηα θαη ηελ ελεξγεηηθή αλαθάιπςε. 

Καζώο αλαγλσξίδνπλ όηη νη νπηηθέο ελδείμεηο ζπλνξγαλώλνληαη ζε κνξθέο ζρεκαηίδνληαο έλα 

κνηίβν αθνινπζίαο αληηθεηκέλσλ, εθδειώλνπλ έλα είδνο ινγηθήο ζύιιεςεο. Σν εηθνληζηηθό 

πιαίζην δίλεη ζηνπο καζεηέο ηελ επθαηξία λα μερσξίζνπλ ηνπο επηκέξνπο γεσκεηξηθνύο 

ζρεκαηηζκνύο θαη λα εζηηάζνπλ ηελ πξνζνρή ηνπο ζε ζρέζεηο πνζνηήησλ: θάζε απιόο γλώκνλαο 

(γσλία πάρνπο κηαο κνλάδαο πνπ ζρεκαηίδεηαη από ηε δηαθνξά δύν δηαδνρηθώλ ηεηξαγώλσλ) 

είλαη ηαπηόρξνλα γεσκεηξηθή θαη αξηζκεηηθή δνκή.  

 

΋κσο κηα γσλία κπνξεί λα απνηειείηαη από πνιινύο δηαδνρηθνύο κνλαδηαίνπο γλώκνλεο. Έλαο 

πεξηηηόο αξηζκόο είλαη θαηαζθεπάζηκνο, αλ θαη κόλν αλ κπνξεί λα παξαζηαζεί κε έλαλ απιό 

                                                      
3 Σν άζξνηζκα ησλ 5 πξώησλ ζηε ζεηξά δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ κέρξη ην 9 πξνθύπηεη δηαηζζεηηθά από ηε κνξθή ηνπ 

ηεηξαγώλνπ. Ιζρύεη: 1+3+5+7+9=
25 5 = 5 (βι. ζρήκα). Γεληθά ηζρύεη: 1+3+5+7+…+(2λ-1)=

2λ .  Έρνπκε κηα 

γεσκεηξηθή κέζνδν δπλακηθήο ζπζρέηηζεο αξηζκώλ θαη ζρεκάησλ. Αλεμάξηεηα από ην πιήζνο ησλ δηαδνρηθώλ 

πεξηηηώλ πνπ πξνζζέηνπκε, ην άζξνηζκά ηνπο ηζνύηαη πάληα κε έλα ηέιεην ηεηξάγσλν, πνπ εθθξάδεηαη κε έλαλ 

«παξαζηαηηθό ηεηξάγσλν αξηζκό». Έηζη αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο ηδέεο κέζσ κηαο ζπλζεηηθήο επνπηείαο 

αηζζεηνπνηνύληαη σο ζπγθεθξηκέλεο θαη αλ εμαζθεζνύκε κπνξνύκε λα ηηο αληρλεύνπκε κε επηηπρία πξνηνύ ηηο 

δηαηππώζνπκε ιεθηηθά ή ζπκβνιηθά.   
 



13 

 

γλώκνλα ή κηα ζπλέλσζε πεξηηηνύ πιήζνπο απιώλ δηαδνρηθώλ γλσκόλσλ (πνιιαπιόο 

γλώκνλαο). Ο πεξηηηόο αξηζκόο 39 παξηζηάλεηαη κε ηνπο αθόινπζνπο ηξόπνπο: 
 

     2 2 2 2 2 2 2 28 - 5 = 8 - 7 + 7 - 6 + 6 - 5 = 15 +13 +11 = 39   θαη 2 220 -19 = 400 - 361 = 39 . 
 

Οη δηαδνρηθνί γλώκνλεο είλαη δηαδνρηθνί πεξηηηνί αξηζκνί. Γηα παξάδεηγκα, έλαο ηξόπνο, γηα λα 

εθθξάζνπκε ην 39, ζπλίζηαηαη ζηελ παξάζηαζή ηνπ κε έλαλ γλώκνλα, πνπ πξνθύπηεη αλ 

αθαηξέζνπκε ηεηξάγσλν πιεπξάο  

39 -1
= 19

2
. 

 

Έηζη, ην 39 παξηζηάλεηαη κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο σο δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ: 
2 239 = 8 - 5  θαη 

2 239 = 20 -19 .  Απηά θαίλνληαη παξαζηαηηθά ζηα αθόινπζα ζρήκαηα: 
 

 

8 -7 =15
2 2

7 -6 =13
2 2

6 -5 =11
2 2

20 -19 =39
2 2

39=20 -19
2 2

39=8
2 2
-5  

 

Δίλαη θαλεξό όηη νη πξνεγνύκελεο γεσκεηξηθέο παξαζηάζεηο είλαη ιηηέο ζηε δνκή αιιά πινύζηεο 

ζε καζεκαηηθό πεξηερόκελν. Βνεζνύλ ηνπο καζεηέο λα «δνπλ» ην γεληθό κέζα ζην εηδηθό», λα 

ζρεκαηίδνπλ εζσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο γηα ηε γελίθεπζε, ε νπνία είλαη κηα βάζε ηεο 

αιγεβξηθήο ζθέςεο. Δπνκέλσο, θάζε πεξηηηόο αξηζκόο είλαη θαηαζθεπάζηκνο θαη γεληθά ηζρύεη4:  
 

 
2 2λ +1 - λ = 2λ +1

 
 

Η ζπκβνιηθή γελίθεπζε ρσξίο ηζρπξή δηαηζζεηηθή ζηήξημε είλαη πνιύ πηζαλό λα νδεγήζεη ζε κηα 

ρξήζε ηνπ πξναλαθεξόκελνπ ηύπνπ πνπ ραξαθηεξίδεηαη από αζηάζεηα θαη αζπλέπεηα. Γεληθά, 

ζεσξνύκε όηη ε πινύζηα εκπεηξία ησλ καζεηώλ πάλσ ζε γεσκεηξηθέο κνξθέο πξνηνύ αθόκα 

εηζαρζνύλ ζηελ αλαιπηηθή απόδεημε είλαη επηβεβιεκέλε.  

 

Καη νη άξηηνη αξηζκνί; Έηζη ζέζακε ην αθόινπζν πξόβιεκα:  

 

                                                      
4 Αλ ηώξα ππνζέζνπκε όηη 

22λ +1 = θ (ηέιεην ηεηξάγσλν), ηόηε θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ηύπν παξαγσγήο ππζαγόξεησλ 

ηξηάδσλ  
2 2θ -1 θ +1

λ,  θ,  λ +1 = ,  θ,  
2 2

 
 
 

, όπνπ θ πεξηηηόο. Ωζηόζν νη Ππζαγόξεηνη κάιινλ έβξηζθαλ ππζαγόξεηεο 

ηξηάδεο από ζρήκαηα πνπ παξίζηαλαλ δηαθνξέο «παξαζηαηηθώλ ηεηξάγσλσλ αξηζκώλ». Παξάδεηγκα: γηα θ=3 από 

ηνλ απιό αξηζκεηηθό γλώκνλα πνπ ζπκβνιίδεη ην 9 θαη αληηζηνηρεί ζηελ ηζόηεηα  
2 2 25 - 4 = 3 πξνθύπηεη ε ηξηάδα (4, 

3, 5). Σν ζέκα απηό κπνξεί λα απνηειέζεη αληηθείκελν μερσξηζηήο κειέηεο.  
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Ππόβλημα 7: Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε αξηζκεηηθνύο γλώκνλεο, γηα λα παξαζηήζεηε άξηηνπο 

αξηζκνύο; Πάξηε γηα παξάδεηγκα ηνπο αξηζκνύο 28, 48 θαη 26. Αλαινγηζηείηε αλ είλαη δπλαηόλ λα 

παξαζηαζνύλ όινη νη άξηηνη αξηζκνί. Τη ζπκπεξαίλεηε; Μπνξείηε λα γεληθεύζεηε;  

 

Αο εμεηάζνπκε πξώηα ηνλ αξηζκό 28 (πνιιαπιάζην ηνπ 4). Οη καζεηέο κεηά από αξθεηέο δνθηκέο 

θαηάθεξαλ  λα παξαζηήζνπλ ηνλ αξηζκό 28 σο εμήο:  
 

   2 2 2 2 2 28 - 6 = 8 - 7 + 7 - 6 = 15 +13 = 28  ή  2 28 - 6 = 64 - 36 = 28 . 

΢ηηο αλαθαιύςεηο ηνπο δηαπηζηώζακε ζπλέξγεηα αξηζκεηηθνύ, γεσκεηξηθνύ θαη αιγεβξηθνύ 

ζπιινγηζκνύ. Αο παξαθνινπζήζνπκε νξηζκέλα επεηζόδηα:  
 

Γάζκαλορ:    Να παξαηεξήζεηε δύν δηαδνρηθνύο αξηζκεηηθνύο γλώκνλεο. Τη ζπκπεξαίλεηε γηα ην άζξνηζκά ηνπο;  

Σ.:                 Αο πάξνπκε 15+13. Τν άζξνηζκα είλαη 28. Ή αθόκα 5+3=8, 7+5=12, 9+7=16 …   

Γάζκαλορ:   Οη αξηζκνί 8, 12, 16, …  πνπ βξίζθεηε έρνπλ θάπνηα θαλνληθόηεηα; 

Σ.:                 Τν βξήθα! Δίλαη όινη ηνπο άξηηνη!  

Γάζκαλορ:    Ζ Α.  

Α.:            Γηαθσλώ! Γηα παξάδεηγκα ην 6 δελ γξάθεηαη σο άζξνηζκα δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ. Ννκίδσ όηη  ην 

άζξνηζκα δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ είλαη πάληα πνιιαπιάζην ηνπ 4! Απηό ηζρύεη γηα όιεο ηηο 

πεξηπηώζεηο πνπ έρνπκε δύν δηαδνρηθνύο πεξηηηνύο αξηζκνύο! Τν άζξνηζκά ηνπο είλαη πάληα 

πνιιαπιάζην ηνπ 4. Έηζη ην 28 γξάθεηαη 28=4·7.  

Γάζκαλορ:    Ο ΢.  

Σ.:                 Γηαηί ζπκβαίλεη απηό; Γελ ην θαηάιαβα! 

Α. :                Μπνξώ λα ην εμεγήζσ; Απηό κπνξνύκε λα ην δείμνπκε θαη κε ηνπο θπθιηθνύο δίζθνπο. 

Γάζκαλορ:    Πώο κπνξεί λα γίλεη απηό;  

Α. :             Δύθνιν! Αξθεί ηα δύν θπθιάθηα πνπ είλαη ζηε γσλία λα ηα θόςνπκε ζηε κέζε θαη λα κεηαθηλήζνπκε ηα 

κηζά. Τόηε ην 15+13 γίλεηαη 14+14, δειαδή έρνπλ άζξνηζκα δύν δπγώλ πνπ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. 

Πάληνηε δύν δηαδνρηθνί γλώκνλεο αξηζκώλ καο δίλνπλ έλα πιήζνο θπθιηθώλ δίζθσλ πνπ είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ 4.  

Γάζκαλορ:   Δθπιεθηηθό! Μπνξείηε απηό λα ην ζρεδηάζεηε ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο δηαδνρηθνύο αξηζκεηηθνύο γλώκνλεο  

ηνπ Ππζαγόξα; Πάξηε δύν δηαδνρηθνύο γλώκνλεο, όπνηνπο ζέιεηε, γηα παξάδεηγκα 5  θαη 3 ή 7 θαη 5 θαη 

κε έλα ζρήκα πξνζπαζήζηε λα δηαπηζηώζεηε αλ ην άζξνηζκά ηνπο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. Τη ιέηε; … 
 

Οη καζεηέο, κέζα από θαηάιιειν ρεηξηζκό ησλ θπθιηθώλ δίζθσλ, δεκηνύξγεζαλ εξγαζίεο 

αλάινγεο κε ηελ παξαθάησ. Σα ζρήκαηα δείρλνπλ παξαζηαηηθά όηη έλα άζξνηζκα από δύν 

δηαδνρηθνύο γλώκνλεο αξηζκώλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4, εληζρύνληαο ηελ θαηαλόεζε ηεο 

ηδηόηεηαο από όινπο ηνπο καζεηέο. 
 

8 -6 =28
2 2

+= =

15+13=28
28=4 7

14 14
15

13

 
 

Με ην πξνεγνύκελν ζρήκα ζηα ήδε δηαπηζησκέλα αξηζκεηηθά κνηίβα δόζεθε κηα εηθνληζηηθή 

εμήγεζε, ε νπνία κε ηε ζεηξά ηεο επεξέαζε ηνλ ηξόπν αηηηνιόγεζεο ησλ γεληθεύζεσλ. ΢ηνλ 

αθόινπζν δηάινγν νη καζεηέο ζπλδένπλ δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο:  
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Θ.:              ΋ια ηα ζρήκαηα πνπ ζρεδηάζακε δείρλνπλ πξάγκαηη όηη ην άζξνηζκα δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ αξηζκώλ 

είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. ΋κσο κε όια απηά ηα παξαδείγκαηα είκαζηε ζίγνπξνη; 

Γάζκαλορ:    Δζύ ηη ιεο; Έρεηο θάηη θαιύηεξν λα πξνηείλεηο;  

Θ.:                Μπνξνύκε λα ην δηθαηνινγήζνπκε! 

Γάζκαλορ:    Πώο κπνξείο λα ην θάλεηο;  

Θ.:                 Αλ είρακε 999+1001 λνκίδσ ζα ήηαλ πνιιαπιάζην ηνπ 4. 

Γάζκαλορ:    Γηαηί;  

Θ.:                 Γηαηί έρνπκε: 999+1001=2000=4·500, δειαδή είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. Γελ είλαη έηζη; 

Γάζκαλορ:    Βεβαίσο! Πώο κπνξνύκε λα εμαζθαιίζνπκε κηα γεληθή απόδεημε; Τη ζθέθηεζηε; Ο Γ.  

Γ.:                  Δγώ έγξαςα: 999+1001= (2·500-1)+ (2·500+1)=4·500. 

Γάζκαλορ:    Ο Θ. 

Θ.:                 Γειαδή θαηέιεμεο ζην ίδην ζπκπέξαζκα! 

Γ.:                  Ναη, αιιά ηζρύεη αθόκα: (2λ-1)+(2λ+1)= 4λ, δειαδή είλαη πάληα πνιιαπιάζην ηνπ 4! Απηό λνκίδσ είλαη 

ε ζσζηή καζεκαηηθή απόδεημε. Έηζη δελ είλαη; 
 

΢ηηο πξνεγνύκελεο αξηζκεηηθέο ζρέζεηο νη αξηζκνί ρξεζηκνπνηνύληαη ζρεδόλ σο κεηαβιεηέο 

(αξηζκνί ζηε ζέζε γξακκάησλ) θαη έηζη ειαηηώλνπλ ηελ απόζηαζε αλάκεζα ζηελ αξηζκεηηθή θαη 

αιγεβξηθή γελίθεπζε. Μάιηζηα νη «κεγάινη» αξηζκνί ρξεζηκεύνπλ σο έλα ελδηάκεζν ζθαινπάηη 

γηα λα εθθξάζνπλ ηε γεληθόηεηα κε αιγεβξηθά ζύκβνια. Οη καζεηέο πνπ γεληθεύνπλ ηηο 

αξηζκεηηθέο πξάμεηο αλαπηύζζνπλ ηελ αιγεβξηθή ηνπο ζθέςε.  

 

Λίγν αξγόηεξα ηε ζθπηάιε πήξαλ θαη άιινη καζεηέο γηα λα θαηαζέζνπλ ηε ζπλεηζθνξά ηνπο:  
 

Γάζκαλορ:   Πώο κπνξνύκε λα ζπκβνιίζνπκε κε κεηαβιεηέο ηε δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ 

αξηζκώλ; 

Π.:                 Οη δηαδνρηθνί πεξηηηνί γεληθά είλαη 2λ+1 θαη 2λ-1. 

Γάζκαλορ:    Καη πώο ζα παξαζηήζνπκε γεληθά ηε δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν ζεηηθώλ πεξηηηώλ αθεξαίσλ αξηζκώλ; 

Π.:                 Ίζσο κπνξνύκε λα γξάςνπκε:    
2 2

2λ+1 - 2λ - 1 . 

Γάζκαλορ:   Τη κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε γηα ηε δηαθνξά ηεηξαγώλσλ; 

Π.:                 Πξνθύπηεη:  

      
2 2

2λ+1 - 2λ - 1 = 2λ+1+ 2λ - 1 2λ+1- 2λ+1 = 4λ 2 = 8λ . 

Έηζη βξίζθνπκε όηη είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 8.  

Α.:                  Να πξνζζέζσ θάηη; 

Γάζκαλορ:    Βεβαίσο. Ο Α.  

Α.:                  Αο πάξνπκε ηε δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν δηαδνρηθώλ άξηησλ ή δύν δηαδνρηθώλ πεξηηηώλ. Έρνπκε: 

      
2 2

λ+1 - λ - 1 = λ+1+λ - 1 λ+1- λ+1 = 2λ 2 = 4λ  

Απηό ηζρύεη θαη αλάπνδα, δειαδή θάζε πνιιαπιάζην ηνπ 4 εθθξάδεηαη σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν 

θπζηθώλ αξηζκώλ πνπ δηαθέξνπλ θαηά δύν.  
 

Οη ηξεηο ηειεπηαίνη καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ζηηο απνδείμεηο ηνπο κεηαβιεηέο. Η ρξήζε 

θαηάιιεινπ ζπκβνιηζκνύ ζηεξίδεη ηελ αιγεβξηθή ζθέςε, ζπκβάιινληαο ζηελ ππέξβαζε ηεο 

αλεπαξθνύο παξάζεζεο πνιιώλ εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ θαη αλαδεηθλύνληαο ηελ έθθξαζε γεληθώλ 

αξηζκεηηθώλ ζρέζεσλ θαη ηελ απόδεημε ηδηνηήησλ. Η γελίθεπζε είλαη κηα από ηηο ξίδεο ηεο 

Άιγεβξαο.  

 

Σώξα αο έξζνπκε ελ ζπληνκία ζηνλ αξηζκό 48 (πάιη πνιιαπιάζην ηνπ 4). Ο αξηζκόο απηόο είλαη 

ην άζξνηζκα ελόο άξηηνπ πιήζνπο από δηαδνρηθνύο κνλαδηαίνπο γλώκνλεο αξηζκώλ. Ο αξηζκόο 

απηόο παξηζηάλεηαη κε ηνπο αθόινπζνπο ηξόπνπο: 

   2 2 2 2 2 28 - 4 = 8 - 6 + 6 - 4 = 28 + 20 = 48   θαη 
2 213 -11 = 48 . 

 

Απηά θαίλνληαη παξαζηαηηθά ζηα αθόινπζα ζρήκαηα:  
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8 -6 =28
2 2

6 -4 =20
2 2

48

13 -11 =48
2 2

48
 

 

Έηζη ην 48 παξηζηάλεηαη κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο σο δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ: 
2 248 = 8 - 4  θαη 

2 248 = 13 -11 . Σν άζξνηζκα άξηηνπ αξηζκνύ γλσκόλσλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. 

Δπηπιένλ, ε δηαδνρή αξηζκεηηθώλ γλσκόλσλ πάρνπο 2 αληηζηνηρεί αθξηβώο ζηελ αθνινπζία ησλ 

κε κεδεληθώλ πνιιαπιαζίσλ ηνπ 4. Άιισζηε 2 20 = 1 -1 .  

 

Οη καζεηέο κεηά από ιεπηή παξαηήξεζε δηαθόξσλ ζρεκαηηζκώλ θπθιηθώλ δίζθσλ δηαπίζησζαλ 

όηη ήηαλ αδύλαην λα παξαζηήζνπλ ηνλ αξηζκό 26 (άξηηνο, αιιά όρη πνιιαπιάζην ηνπ 4) σο 

ζπλέλσζε απιώλ δηαδνρηθώλ αξηζκεηηθώλ γλσκόλσλ. Βξήθαλ: 
 

   2 2 2 226 = 15 +11 = 8 - 7 + 6 - 5  

Γνθίκαζαλ πνιιά δεύγε αξηζκώλ θαη πνηθίιεο δηαθνξέο αξηζκεηηθώλ γλσκόλσλ, γηα λα 

παξαζηήζνπλ ην 26, αιιά ιύζε δελ ππάξρεη. Γύν ζπλεξγαδόκελνη καζεηέο δηαηύπσζαλ ηελ 

εηθαζία όηη νη αξηζκνί ηεο κνξθήο 4λ+2 είλαη άζξνηζκα δύν πεξηηηώλ αξηζκώλ πνπ δηαθέξνπλ 

θαηά 4. Πξώηα έγξαςαλ έλα αξηζκεηηθό «δείγκα»: 7+3=10, 9+5=14, 11+7=18 θηι. Όζηεξα 

απέδεημαλ ηελ εηθαζία ηνπο:  
 

   4λ + 2 = 2 λ +1 +1+ 2 λ -1 +1  θαη    2 λ +1 +1 - 2 λ -1 +1 = 2λ + 2 +1- 2λ + 2 -1 = 4       . 
 

Οη πξνεγνύκελεο ζρέζεηο θαλεξώλνπλ όηη νη καζεηέο πνπ ηηο επηλόεζαλ είραλ δηεηζδύζεη ζηελ 

νπζία ηνπ ζέκαηνο. Τπάξρνπλ βεβαίσο θαη άιιεο πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο αξηζκώλ ηεο 

κνξθήο 4λ+2 (εηθνληζηηθέο, αξηζκεηηθέο θαη ζπκβνιηθέο).  

 

Έηζι με ηη σπήζη εικονιζηικών απιθμών (και όσι μόνο) καηαλήγοςμε ζηο ίδιο ζςμπέπαζμα: 

Έναρ ακέπαιορ θεηικόρ απιθμόρ γπάθεηαι με ηη μοπθή διαθοπάρ ηεηπαγώνων δύο θςζικών 

απιθμών, αν και μόνο αν είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4. 

 

Οη εηθνληζηηθέο παξαζηάζεηο ησλ αξηζκώλ πξνζθέξνπλ ελαιιαθηηθνύο ηξόπνπο πνπ νδεγνύλ ζηε 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Μπνξνύκε λα μεθηλήζνπκε κε έλαλ απιό ή πνιιαπιό γλώκνλα αξηζκώλ 

θαη λα εξεπλήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ησλ ελ ιόγσ αξηζκεηηθώλ ζρεκαηηζκώλ: είλαη πεξηηηνί ή 

πνιιαπιάζηα ηνπ 4. Έηζη βξίζθνπκε κηα αλαγθαία ζπλζήθε, γηα λα είλαη θαηαζθεπάζηκνο έλαο 

αξηζκόο. Απνκέλεη ηόηε λα απνδείμνπκε όηη όινη νη πεξηηηνί αξηζκνί θαη όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 

4 παξηζηάλνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. Έηζη ε αλαγθαία ζπλζήθε γίλεηαη επίζεο θαη ηθαλή. Μηα 

άιιε ζηξαηεγηθή ζπλίζηαηαη ζηελ εύξεζε αξηζκώλ πνπ κπνξνύλ λα παξηζηάλνληαη κε 

πνιιαπινύο γλώκνλεο αξηζκώλ: νη πεξηηηνί αξηζκνί κπνξνύλ λα βξεζνύλ γξήγνξα. Απηό ην 

ραξαθηεξηζηηθό απνηειεί κηα πξώηε ηθαλή ζπλζήθε, γηα λα είλαη έλαο αξηζκόο θαηαζθεπάζηκνο. 

Αλαξσηηόκαζηε ηόηε αλ ππάξρνπλ άιινη αξηζκνί νη νπνίνη λα παξηζηάλνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

Βξίζθνπκε αθόκα όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4. Δπνκέλσο ε ηδηόηεηα έλαο αξηζκόο λα είλαη 
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πεξηηηόο ή πνιιαπιάζην ηνπ 4 είλαη κηα λέα ηθαλή ζπλζήθε, πην πιαηηά. Απνκέλεη ηόηε λα 

απνδείμνπκε όηη δελ ππάξρνπλ άιινη αξηζκνί θαηαζθεπάζηκνη θαη ε ηθαλή ζπλζήθε γίλεηαη ηόηε 

εμίζνπ αλαγθαία. Απηέο νη δπν κέζνδνη είλαη αηζζεηά δηαθνξεηηθέο από ινγηθή άπνςε.  

 

Με ηελ επνπηεία, ζηα κάηηα ησλ καζεηώλ νη αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο έλλνηεο θαληάδνπλ 

μεθάζαξεο θαη ζπγθεθξηκέλεο. Οη απνδείμεηο θαίλνληαη πιένλ απηέο θαη ρεηξνπηαζηέο. Απηή ε 

αίζζεζε εμνκάιπλε ηηο δπζθνιίεο, δηεπθόιπλε ηελ θαηαλόεζε ησλ καζεκαηηθώλ ηδηνηήησλ θαη 

όπιηζε κε καζεκαηηθή απηνπεπνίζεζε ηνπο αδύλαηνπο καζεηέο. Ο εηθνλνγξαθηθόο ηξόπνο 

παξάζηαζεο ησλ αξηζκώλ ππέβαιιε ζηνπο καζεηέο καζεκαηηθέο ηδέεο, ηνύο βνεζνύζε λα 

αλαθαιύπηνπλ ηδηόηεηεο ησλ αξηζκώλ θαη λα κειεηνύλ ηηο δηαζπλδέζεηο κεηαμύ ησλ αξηζκώλ. 

Έηζη δεδνκέλα από ηελ Ιζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ κπνξνύλ λα ελζσκαηώλνληαη ζηελ 

θαζεκεξηλή δηδαζθαιία δσληαλεύνληάο ηελ. 

 

5. Αξιοζημείωηερ ηαςηόηηηερ: ζςνύθανζη ηηρ άλγεβπαρ με ηη γεωμεηπία 
 

Η Άιγεβξα θαη ε Γεσκεηξία ζπλεξγάδνληαη θαη επηθνηλσλνύλ πνιιαπιά κεηαμύ ηνπο. Οη 

αιγεβξηθέο ηαπηόηεηεο απνθηνύλ μερσξηζηό ελδηαθέξνλ κέζα από γεσκεηξηθέο εξκελείεο. ΢ηα 

πξνεγνύκελα ρξεζηκνπνηήζακε ηε ζεκειηώδε ηαπηόηεηα ηεο δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ ρσξίο λα 

θάλνπκε εηδηθή κλεία γηα απηήλ. Σώξα ζα ηελ εμεηάζνπκε μερσξηζηά ζπλδπάδνληαο ηελ 

αιγεβξηθή κε ηε γεσκεηξηθή κέζνδν.  

 

Ππόβλημα 8: Πώο κπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά θαη γεσκεηξηθά ηε δηαθνξά ησλ ηεηξαγώλσλ 

 
2 2α +λ - α  ζε γηλόκελν, όπνπ α θαη λ είλαη αθέξαηνη θπζηθνί αξηζκνί; Δίλαη δπλαηόλ ν έλαο 

παξάγνληαο ηνπ γηλνκέλνπ λα είλαη άξηηνο θαη ν άιινο πεξηηηόο; Πώο κπνξείηε λα κεηαηξέςεηε 

έλαλ ζεηηθό αθέξαην αξηζκό ζε δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ;  
 

Έηζη εθηειώληαο ηηο πξάμεηο βξίζθνπκε: 
 

 
2 2 2 2 2α + λ - α α + 2αλ + λ - α  

                    2= 2αλ + λ  

                     = 2α + λ λ . 
 

 

 

(α+λ) α
2 2
-

 
 

 

Θεσξνύκε ηε δηαθνξά ησλ εκβαδώλ δύν ηεηξαγώλσλ κε πιεπξέο α+λ θαη α. ΢ην αξηζηεξό ζρήκα 

ην εκβαδόλ ηεο ζθηαζκέλεο πεξηνρήο είλαη  
2 2α + λ - α . ΢ην κεζαίν ζρήκα ην ίδην ρσξίν 

ρσξίζηεθε ζε δύν νξζνγώληα ηξαπέδηα. ΢ην δεμηό ζρήκα ηα δύν ηξαπέδηα αλαδηαηάζζνληαη, γηα 

λα ζρεκαηίζνπλ έλα νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε πιεπξέο 2α+λ θαη λ. Έηζη ην γηλόκελν 
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εθθξάδεη πάιη ην ίδην εκβαδόλ:  2α + λ λ . Έρνπκε κηα ζαπκάζηα ζύλζεζε αλαιπηηθήο θαη 

δηαηζζεηηθήο ζθέςεο.  
 

Οη παξάγνληεο ηνπ γηλνκέλνπ  2α + λ λ  κπνξεί λα είλαη ηαπηόρξνλα θαη νη δύν άξηηνη ή θαη νη 

δύν πεξηηηνί αξηζκνί; Η απάληεζε ζε απηό ην θνκβηθό εξώηεκα είλαη όρη, επεηδή δηαπηζηώλνπκε: 
 

 Αλ ν λ είλαη πεξηηηόο, ηόηε ν 2α+λ είλαη επίζεο πεξηηηόο. 

 Αλ ν λ είλαη άξηηνο, ηόηε ν 2α+λ επίζεο άξηηνο. 
 

΢ηελ πξώηε πεξίπησζε ην γηλόκελν δύν πεξηηηώλ ζα είλαη πεξηηηόο, ελώ ζηε δεύηεξε ην γηλόκελν 

δύν αξηίσλ ζα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4. Δπνκέλσο έλαο αξηζκόο πνπ γξάθεηαη σο δηαθνξά 

ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ είλαη ή πεξηηηόο ή πνιιαπιάζην ηνπ 4. Δίλαη αδύλαην λα 

βξνύκε πνιιαπιάζην ηνπ 4ι+2. Με ηελ πξνεγνύκελε επηρεηξεκαηνινγία απνδείμακε όηη ε 

ζπλζήθε είλαη αλαγθαία. Δίλαη όκσο θαη ηθαλή; Μπνξνύκε λα βξνύκε έηζη όινπο ηνπο πεξηηηνύο; 

΋ια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4;  

 

Γηα λα βξνύκε όινπο ηνπο πεξηηηνύο, αξθεί ζηελ παξάζηαζε  2α + λ λ  λα ζέζνπκε λ=1. Έηζη 

έρνπκε 2α +1, ην νπνίν θαζώο ην α δηαηξέρεη ην ζύλνιν Ν παίξλεη γηα ηηκέο όινπο ηνπο 

πεξηηηνύο. Γηα λα βξνύκε όια ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 4, αξθεί ζηελ παξάζηαζε  2α + λ λ  λα 

ζέζνπκε λ=2. Έηζη έρνπκε 4α + 4 , ην νπνίν παίξλεη σο ηηκέο όια ηα κε κεδεληθά πνιιαπιάζηα 

ηνπ 4. Άιισζηε βξίζθνπκε επίζεο ην 0, εθόζνλ 2 20 = 1 -1 . Έηζη κε ηελ πξναλαθεξόκελε 

επηρεηξεκαηνινγία θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα ρσξίο θαλέλα θελό ηόζν ζηε ζύλδεζε 

ππνζέζεσλ θαη ζπκπεξάζκαηνο όζν θαη ζηε δηαδνρή ησλ επηρεηξεκάησλ. Μέζα από ηελ 

απόδεημε ζεκειηώλεηαη κε πεηζηηθό ηξόπν ν ηζρπξηζκόο πνπ εμεηάδνπκε. 

 

Σςμπέπαζμα: Έναρ ακέπαιορ θεηικόρ απιθμόρ γπάθεηαι ζε μοπθή διαθοπάρ ηεηπαγώνων 

δύο ακεπαίων απιθμών, αν και μόνο αν είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4. 

 

 

6. Και πάλι γόνιμη ζύμπλεςζη Γεωμεηπίαρ και Άλγεβπαρ: η διοθανηική εξίζωζη 
2 2

x - y = κ  
 

Θεσξνύκε ηε δηνθαληηθή εμίζσζε5: 
2 2x - y = θ . Πώο κπνξεί λα βξεζεί κηα ιύζε ηεο εμίζσζεο 

θαη πώο όιεο νη ιύζεηο ηεο; (αλ ππάξρνπλ) Οη απαληήζεηο ζηα εξσηήκαηα απηά δίλνληαη κε ηε 

ιύζε ησλ πξνβιεκάησλ 9 θαη 10.  

 

Ππόβλημα 9: Πώο κπνξείηε λα εθθξάζεηε αιγεβξηθά θαη γεσκεηξηθά ηε δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ, 

δειαδή ην 
2 2α - β , α > β ; Πώο κπνξείηε λα κεηαηξέςεηε έλαλ ζεηηθό αθέξαην αξηζκό θ ζε 

δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν θπζηθώλ αξηζκώλ; Αλ 
2 2θ = α - β λα πξνζδηνξίζεηε έλα δεύγνο αθεξαίσλ 

αξηζκώλ πνπ ηθαλνπνηεί απηή ηελ ηζόηεηα. Να δηαθξίλεηε αλ θ είλαη άξηηνο θαη αλ θ είλαη πεξηηηόο.  

 

                                                      
5 Γηνθαληηθή εμίζσζε νλνκάδεηαη θάζε πνιπσλπκηθή εμίζσζε κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο θαη δύν ή πεξηζζόηεξνπο 

αγλώζηνπο, ηεο νπνίαο αλαδεηνύκε ηηο αθέξαηεο ιύζεηο. 
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Θα επηκείλνπκε πάιη ζηε δπλακηθή ζπζρέηηζε αιγεβξηθήο κεζόδνπ θαη γεσκεηξηθήο επνπηείαο. 

Η απάληεζε ζην πξώην εξώηεκα παξαπέκπεη ζηε γλσζηή αιγεβξηθή ηαπηόηεηα πνπ κεηαηξέπεη 

ηε δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ ζε γηλόκελν: 
 

  2 2α -β α -β α + β ,
 
α > β  

 

Μηα γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε θαίλεηαη ζηα αθόινπζα ζρήκαηα: 
 

α β
2 2
-

 
Θεσξνύκε ηε δηαθνξά ησλ εκβαδώλ δύν ηεηξαγώλσλ κε πιεπξέο α θαη β. ΢ην αξηζηεξό ζρήκα ην 

εκβαδόλ ηεο ζθηαζκέλεο πεξηνρήο είλαη 2 2α -β . ΢ην δεμηό ζρήκα ην ίδην ρσξίν κε έλα κηθξό 

ρεηξηζκό γίλεηαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε πιεπξέο α+β θαη α-β. Έηζη ην γηλόκελν 

εθθξάδεη πάιη ην ίδην εκβαδόλ:   α -β α + β .  
 

Σα άιια εξσηήκαηα ζηεξίδνληαη ζηελ ηαπηόηεηα. ΢ύκθσλα κε ηελ ηαπηόηεηα ε κνξθή κηαο 

δηαθνξάο δύν ηεηξαγώλσλ είλαη ηζνδύλακε κε έλα γηλόκελν. Κάζε αξηζκόο θ γξάθεηαη σο 

γηλόκελν 1×θ. Αλ α-β=1, ε ηζόηεηα θ=1×θ επηηξέπεη λα γξάςνπκε ηνλ θ ζηε κνξθή δηαθνξάο 

δύν ηεηξαγώλσλ. Αξθεί λα πξνζδηνξίζνπκε δύν θπζηθνύο αξηζκνύο α θαη β έηζη ώζηε α-β=1 θαη 

α+β=θ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη αξηζκνί α θαη β είλαη ε αιγεβξηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 
 

 
α -β = 1 θ +1 θ -1

α, β
α + β = θ 2 2

  
   

 
,   

 

Δπνκέλσο, νη θπζηθνί αξηζκνί α θαη β είλαη δηαδνρηθνί θαη ν α+β=θ είλαη πεξηηηόο. Απηή ε εηδηθή 

πεξίπησζε όπνπ α-β=1, κάο επηηξέπεη λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα γηα ηνπο πεξηηηνύο αξηζκνύο. 

Απηή ε αλάιπζε θαηαιήγεη πξάγκαηη ζηε ιύζε γηα όινπο ηνπ πεξηηηνύο; Ναη, δηόηη απηνί είλαη 

όινη άζξνηζκα δύν δηαδνρηθώλ αξηζκώλ ( α θαη β). Γηα παξάδεηγκα: 
 

   2 211 = 1 11 = 6 - 5 6 + 5 = 6 - 5 .  

Γεληθά, αλ θ είλαη πεξηηηόο αξθεί λα πάξνπκε 
θ +1

α =
2

 θαη 
θ -1

β =
2

. Δπνκέλσο θάζε  πεξηηηόο 

είλαη θαηαζθεπάζηκνο.  

 

Αλ ν αξηζκόο θ είλαη άξηηνο, ε ηζόηεηα θ=1×θ δελ καο βνεζά λα γξάςνπκε ηνλ θ κε ηε κνξθή 

ηεο δηαθνξάο δύν ηεηξαγώλσλ, όπσο θάλακε παξαπάλσ κε όινπο ηνπο πεξηηηνύο αξηζκνύο. 

Μπνξνύκε όκσο λα γξάςνπκε θ=2×ι. Θέηνπκε ηώξα α-β=2 θαη εμεηάδνπκε αλ ην α+β είλαη 

άξηηνο ή πεξηηηόο.  

 

Αλ νη α θαη β δηαθέξνπλ θαηά δύν (α-β=2), ηόηε απηνί νη αξηζκνί ζα είλαη ή δύν δηαδνρηθνί άξηηνη 

ή δύν δηαδνρηθνί πεξηηηνί (α=β+2) . Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ην α+β ζα είλαη άξηηνο, αθνύ 

ηζρύεη:  
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α+β=(β+2)+β=2β+2=2(β+1)=2ξ. 
 

Δπίζεο ην (α+β)(α-β) είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 4:  
 

(α+β)(α-β)= (2β+2)·2=4β+4=4(β+1)=4κ. 
.  

 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν βξίζθνπκε όια ηα κε κεδεληθά πνιιαπιάζηα ηνπ 4. 
 

  
α = β + 2

α - β = 2 θ θ
α,  β = +1,  -1 θ

α + β = ι 4 42β + 2 =
2


   

    
  



   

 

Δπηπιένλ ιόγσ ηεο ηζνδπλακίαο θάζε πνιιαπιάζην ηνπ 4 είλαη θαηαζθεπάζηκν, δειαδή κπνξεί 

λα ηεζεί ζηε κνξθή (α+β)(α-β).  

 

Γηα παξάδεηγκα, αλ θ=12 βξίζθνπκε 
12

α = +1 = 4
4

 θαη  
12

β = -1 = 2
4

. Οπόηε: 

   2 212 = 2 6 = 4 - 2 4 + 2 = 4 - 2 .  
 

Σςμπέπαζμα: Έναρ ακέπαιορ θεηικόρ απιθμόρ γπάθεηαι με μοπθή διαθοπάρ δύο 

ηεηπαγώνων θςζικών απιθμών αν και μόνο αν είναι πεπιηηόρ ή πολλαπλάζιο ηος 4.  
 

Η πξνεγνύκελε δηαδηθαζία είλαη απνηειεζκαηηθή γηα ηελ εύξεζε κηαο κόλν ιύζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. ΋κσο πώο κπνξνύκε λα βξνύκε όινπο ηνπο ηξόπνπο κε ηνπο νπνίνπο έλαο ζεηηθόο 

αθέξαηνο κπνξεί λα εθθξαζηεί σο δηαθνξά ηεηξαγώλσλ δύν άιισλ ζεηηθώλ αθεξαίσλ; Θα 

απαληήζνπκε ζην εξώηεκα κε ηηο αθόινπζεο εθαξκνγέο. ΢ε απηέο ε αμηνζεκείσηε ηαπηόηεηα 

έρεη βεβαίσο ηνλ πξώην ιόγν.  

 

Ππόβλημα 10:  Υπάξρνπλ ζεηηθνί αθέξαηνη αξηζκνί x θαη y ώζηε:  

α) 2 2x - y = 45 ;     β) 
2 2x - y = 6 ;     γ) 

2 2x - y = 3599 ;    δ) 
2 2x - y = 13837 ; 

 

α) Γηα λα ιύζνπκε ηε δηνθαληηθή εμίζσζε πξνζδηνξίδνληαο ηηο δπλαηέο αθέξαηεο ηηκέο ησλ x θαη 

y, ππάξρνπλ δύν ηξόπνη.  
 

Ππώηορ ηπόπορ: Υξεζηκνπνηνύκε ηελ εμίζσζε 2 2x - y = 45  θαη ςάρλνπκε γηα δύν ηέιεηα 

ηεηξάγσλα πνπ λα έρνπλ δηαθνξά 45. Γνθηκάδνπκε δηαθνξεηηθέο ηηκέο γηα ην y θαη εμεηάδνπκε 

αλ νη ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ γηα ην x είλαη αθέξαηνη αξηζκνί.  
 

 

Σηκέο ηνπ y Γηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ x Απάληεζε 

y=1 2 2x -1 = 45 x = 46  όρη 

y=2 2 2x - 4 = 45 x = 49  (x, y)=(7, 2) 

y=3 2 2x - 9 = 45 x = 54  όρη 

y=4 2 2x -16 = 45 x = 61  όρη 

y=5 2 2x - 25 = 45 x = 70  όρη 

y=6 2 2x -36 = 45 x = 81  (x, y)=(9, 6) 
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y=7 2 2x - 49 = 45 x = 94  όρη 

… … … 
 

Γεύηεπορ ηπόπορ: Παξαγνληνπνηνύκε ην πξώην κέινο ηεο εμίζσζεο:   x + y x - y = 45 . ΢ηε 

ζπλέρεηα αλαδεηνύκε δύν αξηζκνύο ηεο κνξθήο (x+y) θαη (x-y) πνπ λα έρνπλ γηλόκελν 45. 

Βξίζθνπκε:  

   45 = 45×1 = 23 + 22 23- 22 (x, y) = (23, 22) . 

   45 = 15×3 = 9 + 6 9 - 6 (x, y) = (9,  6) . 

   45 = 9×5 = 7 + 2 7 - 2 (x, y) = (7,  2) . 

Τπάξρνπλ ηξεηο ηξόπνη παξαγνληνπνίεζεο ηνπ 45 ζε αθέξαηνπο παξάγνληεο, από ηνπο νπνίνπο 

πξνθύπηνπλ ηζάξηζκεο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο (κε δνθηκέο ή κε ιύζε θαηάιιεισλ 

ζπζηεκάησλ). ΢ην παξάδεηγκα 2 2x - y = 1997 , αλ παξαηεξήζνπκε όηη ν αξηζκόο 1997 είλαη 

πξώηνο, εύθνια βξίζθνπκε ηε κνλαδηθή ιύζε: 2 21997 = 999 - 998 . ΋κσο ζε άιιεο εμηζώζεηο 

κόλν κεξηθέο από ηηο παξαγνληνπνηήζεηο νδεγνύλ ζε αθέξαηεο ιύζεηο (π.ρ. 2 2x - y = 72  ή 
2 2x - y = 60  ). 

 

Με ηελ πξώηε κέζνδν κπνξνύκε λα βξνύκε κία ή δύν ιύζεηο ηεο εμίζσζεο εθηόο θη αλ 

επηκείλνπκε (ζηνλ πξνεγνύκελν πίλαθα απαηηείηαη λα θηάζνπκε ζην y=22). Η δεύηεξε κέζνδνο 

είλαη γεληθά ζπληνκόηεξε θαη βνεζά ζηελ εύξεζε όισλ ησλ ιύζεσλ.  
 

β) Γηα ηελ εύξεζε ησλ αθέξαησλ ζεηηθώλ ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο 
2 2x - y = 6  ζα βαζηζηνύκε ζην 

δεύηεξν ηξόπν. Σόηε:  
 

  6 = x - y x + y  θαη x - y < x + y . 

Αλαδεηνύκε δύν αξηζκνύο ηεο κνξθήο (x+y) θαη (x-y) πνπ λα έρνπλ γηλόκελν 6. Βξίζθνπκε: 

6 = 6×1 θαη 6 = 3×2 , θαη ιύλνπκε ηα ζπζηήκαηα:  
 

   
x - y = 1

x,  y = 3,5,   2,5
x + y = 6





 θαη    

x - y = 2
x,  y = 2,5,   0,5

x + y = 3





. 

 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε ζην ζύλνιν ησλ ζεηηθώλ αθεξαίσλ αξηζκώλ.  
 

γ) Γηα ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο 
2 2x - y = 3599  ε δεύηεξε κέζνδνο απαηηεί ηελ αλάιπζε ζε γηλόκελν 

πξώησλ παξαγόλησλ ηνπ αξηζκνύ 3599 θαη ην ζπλδπαζκό ηνπο γηα ηελ θαηαγξαθή όισλ ησλ 

πνιιαπιαζηαζηηθώλ αλαιύζεσλ ηνπ 3599, εξγαζία ηδηαίηεξα επίπνλε. ΋κσο αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ πξώηε κέζνδν, θηάλνπκε ακέζσο ζηε ιύζε! Γηα y=1 βξίζθνπκε:  
 

2 2x -1 = 3599 x = 3600 x = 60  (x, y) = (60, 1)   . Άξα: 
2 23599 = 60 -1 . 

 

Απηό καο δείρλεη επίζεο όηη ε αλάιπζε ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ ηνπ 3599 είλαη: 
 

  3599 = 60 +1 60 -1 = 61×59 . 

δ) Με αλάινγνπο ζπιινγηζκνύο βξίζθνπκε 13837 = 137 101 . 

 

Από ηα πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα ζπκπεξαίλνπκε όηη κηα δηνθαληηθή εμίζσζε ηεο κνξθήο 
2 2x - y = θ  κπνξεί λα έρεη κνλαδηθή ιύζε, δύν ή πεξηζζόηεξεο ιύζεηο ή λα είλαη αδύλαηε. Η 
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πνηθηιία είλαη αμηνζαύκαζηε. ΋κσο γηα κηα πνιύ κεγάιε ηηκή ηνπ θ, αλ ππάξρεη ιύζε, κπνξεί λα 

βξεζεί; Πνηα είλαη ε απάληεζε πνπ καο δίλεη ε Ιζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ ζην εξώηεκα απηό; 

 

7. Ζ Ηζηοπία ηων Μαθημαηικών: διεύπςνζη με ηη μέθοδο ηος Pierre de Fermat 

 

΋ιεο νη πξνεγνύκελεο δηδαθηηθέο δξαζηεξηόηεηεο παξαπέκπνπλ ζε ζεκειηώδεηο 

πξνβιεκαηηζκνύο ηεο Θεσξίαο Αξηζκώλ: πώο ζα αλαγλσξίζνπκε αλ έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο 

αξηζκόο είλαη πξώηνο ή ζύλζεηνο θαη αλ είλαη ζύλζεηνο, πώο ζα ηνλ γξάςνπκε ζε γηλόκελν 

πξώησλ παξαγόλησλ; Γηα ηε κειέηε απηνύ ηνπ εξσηήκαηνο νξγαλώζακε κηα αθόκα 

δξαζηεξηόηεηα ζηελ ηάμε, κε ηε ζπλεπηθνπξία ηεο ηζηνξηθήο ζπληζηώζαο.  

 

Σν 1643, ν R. P. Mersenne έζεζε ζηνλ Pierre de Fermat (1601-1665) ηελ πξόθιεζε: «κέζα ζε 

ρξνληθό δηάζηεκα κηαο εκέξαο απνθάζηζε αλ ν αθέξαηνο αξηζκόο 100 895 598 169 είλαη πξώηνο ή 

όρη». Ο Fermat ηνπ απάληεζε ζηηο 7 Απξηιίνπ 1643 όηη «απηόο ν αξηζκόο είλαη ζύλζεηνο θαη είλαη 

γηλόκελν ησλ αξηζκώλ 898.423 θαη 112.303 πνπ είλαη θαη νη δύν πξώηνη». Η κέζνδνο 

παξαγνληνπνίεζεο κεγάισλ αθεξαίσλ αξηζκώλ πνπ εθεπξέζεθε από ηνλ Fermat εθηίζεηαη 

αλαιπηηθά ζε κηα άιιε από ηηο επηζηνιέο ηνπ, από ηελ νπνία επέδεζε έλα απόζπαζκα. Ούηε ε 

εκεξνκελία νύηε ν παξαιήπηεο απηήο ηεο επηζηνιήο έρνπλ γίλεη γλσζηά. Τπνζέηνπκε όηη ζα 

απεπζπλόηαλ ζηνλ Mersenne ή ζηνλ Frenicle. ΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε έλα απόζπαζκα από 

ηε κέζνδν ηνπ Fermat.  

 

Έζησ όηη ζέινπκε λα μέξνπκε αλ έλαο αθέξαηνο αξηζκόο λ > 1 είλαη πξώηνο ή ζύλζεηνο θαη αλ 

είλαη ζύλζεηνο λα ηνλ αλαιύζνπκε ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ.  Μπνξνύκε λα 

πεξηνξηζηνύκε ζηελ πεξίπησζε πνπ ν λ είλαη πεξηηηόο (ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη άξηηνο έρνπκε 

ακέζσο έλαλ πξώην παξάγνληα, αθνύ νη άξηηνη αθέξαηνη αλαγλσξίδνληαη κε κηα καηηά). Δάλ ν λ 

είλαη ζύλζεηνο, έρεη έλαλ πξώην παξάγνληα p λ . Θα κπνξνύζακε επνκέλσο λα δηαηξέζνπκε 

ην λ κε θαζέλαλ από ηνπο πξώηνπο αξηζκνύο  p λ . Αλ κηα από ηηο δηαηξέζεηο δελ αθήλεη 

ππόινηπν, ηόηε ν λ είλαη ζύλζεηνο θαη γλσξίδνπκε ήδε έλαλ πξώην παξάγνληα. Γηαθνξεηηθά, ν λ 

είλαη πξώηνο.  
 

Αλ ν λ έρεη 31 ςεθία σο πξνο βάζε 10 (δειαδή, αλ 
30 3110 λ 10  ), ζηε ιηγόηεξν επλντθή 

πεξίπησζε ην πιήζνο ησλ δηαηξέζεσλ είλαη κεγαιύηεξν από ην πιήζνο ησλ πξώησλ αξηζκώλ ηνπ 

δηαζηήκαηνο  151,  10 . Τπάξρνπλ πεξίπνπ 
929.844 10 πξώηνη αξηζκνί γηα 

15p  10 . Έλαο 

ππνινγηζηήο πνπ ζα εθηεινύζε 
910  δηαηξέζεηο ην δεπηεξόιεπην ζα ρξεηαδόηαλ πεξηζζόηεξα από 

29844 δεπηεξόιεπηα (πάλσ από 8 ώξεο) γηα λα ηηο εθηειέζεη όιεο.   

 

Η κέζνδνο ηνπ Fermat, πνπ πεξηγξάθεηαη ζε έλα γξάκκα (πνπ ίζσο έζηεηιε ην 1643 ζηνλ 

Mersenne), βαζίδεηαη ζηελ ηαπηόηεηα   2 2x - y x - y x + y . Απηή επηηξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί 

αλ ν λ είλαη πξώηνο ή ζύλζεηνο. Αλ είλαη ζύλζεηνο, κπνξεί λα βξεζεί έλαο κε ηεηξηκκέλνο 

δηαηξέηεο δ (1<δ<λ).  

 

Έζησ λ >1, πεξηηηόο. Αλ γξάςνπκε ηνλ λ σο γηλόκελν δύν ζεηηθώλ αθεξαίσλ (πεξηηηώλ), έρνπκε: 

λ=αβ, όπνπ α≥β≥1 (α θαη β πεξηηηνί) , 
 

Σόηε: 
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2 2
α + β α - β

λ = -
2 2

   
   
   

, κε 
α β

2


 αθέξαηνη θαη 

α + β α -β
0

2 2
   

 

Κάζε παξαγνληνπνίεζε ηνπ λ αλάγεηαη ζηε κνξθή 2 2λ = x - y  όπνπ x > y 0 , αθέξαηνη.  

 

Έλαο ζεηηθόο ζύλζεηνο πεξηηηόο κπνξεί λα γξάθεηαη κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο σο 

γηλόκελν δύν ζεηηθώλ αθεξαίσλ. Μπνξεί επνκέλσο λα γξάθεηαη κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο 

ηξόπνπο σο δηαθνξά δύν ηεηξαγώλσλ κε αξλεηηθώλ αθεξαίσλ. Με άιια ιόγηα, έλαο πεξηηηόο 

αθέξαηνο κεγαιύηεξνο ηνπ 1, ν νπνίνο γξάθεηαη θαηά κνλαδηθό ηξόπν σο δηαθνξά δύν 

ηεηξαγώλσλ κε αξλεηηθώλ αθεξαίσλ, είλαη πξώηνο αξηζκόο. 

 

Καη αλ 
2 2λ = x - y  κε αθεξαίνπο x > y 0 , ηόηε   

1
λ x λ +1

2
  . Πξάγκαηη έρνπκε από ην 

έλα κέξνο 2 2 2λ = x - y x  θαη από ην άιιν κέξνο  
22 2 2λ = x - y x x -1 = 2x -1  . 

 

Έηζη πξνθύπηεη ε αθόινπζε κέζνδνο: παίξλνπκε ηνλ κηθξόηεξν αθέξαην t έηζη ώζηε t λ  θαη 

ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ην 2x - λ  γηα x=t, t+1, t+2, … γηα λα δνύκε αλ πξνθύπηεη ηέιεην 

ηεηξάγσλν. Η πην επλντθή πεξίπησζε εκθαλίδεηαη όηαλ ν λ είλαη ηεηξάγσλν αθεξαίνπ. Σόηε ζα 

έρνπκε: 2t - λ = 0 . Γηαθνξεηηθά, βξίζθνπκε έλα θνληηλό ηεηξάγσλν γηα  
1

x = λ +1
2

, εθόζνλ 

2 2
λ +1 λ -1

- λ =
2 2

   
   
   

 

 

αιιά απηό δίλεη ηελ ηεηξηκκέλε παξαγνληνπνίεζε 
 

2 2
λ +1 λ -1

λ = - = λ 1
2 2

   
   

   
. 

 

Αλ ν λ είλαη ζύλζεηνο, ζα βξνύκε αθέξαην  
1

x < λ +1
2

 γηα ηνλ νπνίν ην 
2x - λ  είλαη ηεηξάγσλν, 

δειαδή 
2 2x - λ = y , θαη ζα κπνξέζνπκε λα παξαγνληνπνηήζνπκε   λ = x - y x + y , κε 1<x-y<λ.  

 

Καη αλ κεηά από απηέο ηηο δηαδνρηθέο δνθηκέο βξίζθνπκε κόλν ηελ παξαγνληνπνίεζε λ=λ·1, ηόηε 

ν λ είλαη πξώηνο.  

 

Ο Fermat πξνζζέηεη δύν ηδέεο νη νπνίεο ζπληνκεύνπλ ηνπο ππνινγηζκνύο. Η πξώηε ζπλίζηαηαη 

ζηελ θαηαζθεπή ελόο πίλαθα ηεηξαγώλσλ κε ρξήζε ηεο ηαπηόηεηαο    
22κ + 2κ +1 = κ +1 .  

Αξθεί λα θάλνπκε ηηο πξνζζέζεηο ρσξίο λα εθηειέζνπκε ηνπο πνιιαπιαζηαζκνύο (ζα γξάςνπκε 

ζηε ζπλέρεηα 2κ+3=(2κ+1)+2, θηι.). 

 

Έηζη, ζα μεθηλήζνπκε κε ηνλ ππνινγηζκό ηνπ  
2t - λ , έπεηηα ζα πξνζζέηνπκε, δηαδνρηθά, 2t+1, 

2t+3, 2t+5,… γηα λα ππνινγίδνπκε  
2

t +1 - λ ,  
2

t + 3 - λ ,  
2

t + 5 - λ, ... .  
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Η δεύηεξε ηδέα ζπλίζηαηαη ζην γεγνλόο όηη ην ηειεπηαίν ςεθίν ελόο ηεηξαγώλνπ αθεξαίνπ δελ 

κπνξεί λα είλαη 2, 3, 7, ή 8. Δπηπιένλ νξηζκέλα δεύγε αθεξαίσλ (γηα παξάδεηγκα 35) δελ 

κπνξνύλ λα απνηεινύλ ηα δύν ηειεπηαία ςεθία (ηα “ηειηθά”, όπσο ηα νλνκάδεη ν Fermat) ελόο 

ηεηξαγώλνπ. Δπνκέλσο, αλ ην 2x - λ  θαηαιήγεη ζε έλαλ από απηνύο ηνπ ηξόπνπο ζα πεξάζνπκε 

ζηε ζπλέρεηα ζηνλ  
2

x +1 - λ .  

 

΢ηε ρεηξόηεξε ησλ πεξηπηώζεσλ θαηά ηελ νπνία ν λ είλαη πξώηνο θαη δέρεηαη κόλν κηα 

ηεηξηκκέλε παξαγνληνπνίεζε λ=λ·1, πξέπεη λα δνθηκάζνπκε ηνπο αθέξαηνπο από x=t κέρξη 

 
1

x = λ +1
2

, θάλνληαο πεξίπνπ  
1

λ +1 - λ
2

 δνθηκέο.  

 

Αληίζεηα, ε κέζνδνο ηεξκαηίδεηαη γξήγνξα, αλ ν λ παξαγνληνπνηείηαη σο γηλόκελν δύν 

“θνληηλώλ” αθεξαίσλ (γηαηί νη αθέξαηνη είλαη ηόηε θνληά ζην λ ).  

 

O Fermat ζθηαγξαθεί ηε κέζνδό ηνπ κε ην παξάδεηγκα γηα λ=2.027.651.281, πνπ αλήθεη ζε 

απηόλ ηνλ ηειεπηαίν ηύπν. Αξρίδνπκε ηνπο ππνινγηζκνύο γηα απηό ην παξάδεηγκα. Ο πην κηθξόο 

αθέξαηνο t λ  είλαη  t=45030. Έρνπκε:  

 

 
2

2t - λ =  49 619
 t +1 - λ =  139 680

2t +1 =  90 061





  δελ ηέιεην είλαη ηεηξάγσλν (αθνύ ηειεηώλεη ζε 80) 

 

   
2

2t +1 - λ =  139 680
t + 2 - λ = 229 743

       2t + 3 =    90 063





 κε ηέιεην ηεηξάγσλν (αθνύ ηειεηώλεη ζε 3) 

 

   
2

2t + 2 - λ = 229 743
t + 3 - λ = 319 808

        2t + 5 =   90 065





  κε ηέιεην ηεηξάγσλν (αθνύ ηειεηώλεη ζε 8) 

….. 
 

΢πλερίδνληαο κε ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε:  
2 2t +11 - λ = 1 040 400 = 1020 . 

 

Δθόζνλ t +11 = 45041, έρνπκε:  
 

  2 2λ = 45041 -1020 = 45041-1020 45041+1020 , ή λ = 44021  46061.  
 

Η αλάιπζε ηεξκαηίδεηαη ζε απηνύο ηνπο δύν δηαηξέηεο, «επεηδή θαη ν έλαο θαη ν άιινο είλαη 

πξώηνο». ΋πσο παξαηεξεί ν  Fermat, αξθνύλ 11 πξνζζέζεηο, αληί λα δνθηκάδνπκε λα δηαηξνύκε 

κε λ όινπο ηνπο πξώηνπο αξηζκνύο κέρξη ην λ  , δειαδή κέρξη ην 44029.  

 

΢ην 1920 ν Maurice Kraitchik αλέπηπμε κηα βειηίσζε ηεο κεζόδνπ ηεο «δηαθνξάο ηεηξαγώλσλ», 

ε νπνία ζήκεξα απνηειεί ηε βάζε γηα ηνπο πεξηζζόηεξνπο αιγόξηζκνπο αλάιπζεο ελόο αθέξαηνπ 

ζεηηθνύ αξηζκνύ ζε γηλόκελν πξώησλ παξαγόλησλ.  

 

Οη Μαζεηέο θιήζεθαλ λα θαηαλνήζνπλ ηελ πξναλαθεξόκελν κέζνδν θαη λα ηελ εθαξκόζνπλ. 

Γη‟ απηό δόζεθε ην αθόινπζν πξόβιεκα.   
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Ππόβλημα: Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηε κέζνδν ηνπ Fermat γηα λα παξαγνληνπνηήζεηε ηνπο αθέξαηνπο 

αξηζκνύο: α)119 143, β) 2 027 651 281.  
 

Η ελζσκάησζε όρη απιώο δηαλζηζηηθώλ πιεξνθνξηώλ αιιά απνδείμεσλ από ηελ Ιζηνξία ησλ 

Μαζεκαηηθώλ είλαη κηα ζπλαξπαζηηθή πξόθιεζε πνπ, θσηίδνληαο ηα κνλνπάηηα ζρεκαηηζκνύ 

ησλ ελλνηώλ ζην ρξόλν, από επνρή ζε επνρή θαη από πνιηηηζκό ζε πνιηηηζκό, εκπινπηίδεη ηελ 

θαζεκεξηλή δηδαζθαιία. Μπνξεί έηζη λα θεληξίζεη ην ελδηαθέξνλ ησλ καζεηώλ, λα ηνύο 

θαηαζηήζεη ελζνπζηώδεηο εξεπλεηέο ζε κηα αλζξώπηλε δξαζηεξηόηεηα θαη λα απνηειέζεη έλα 

ζπκπιεξσκαηηθό ζπζηαηηθό γηα ηελ βαζύηεξε καζεκαηηθή θαηαλόεζε.  

 

8. Σςμπεπάζμαηα  

 

Οη καζεηέο ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ πνπ αζρνιήζεθαλ κε ην πξόβιεκα επέδεημαλ 

δεκηνπξγηθόηεηα θαη θαληαζία. Σν πξόβιεκα, θηλώληαο ηελ πεξηέξγεηα ησλ καζεηώλ θαη 

θαλεξώλνληαο θαηαηγηζκό εηθαζηώλ, ήηαλ έλα θίλεηξν γηα ζπιινγηθή έξεπλα θαη πνιιαπιέο 

πξνζεγγίζεηο από ηε δηδαθηηθή νκάδα. ΢ε όιεο ηηο ηάμεηο νη καζεηέο θαηαγίλνληαλ κε δσληαλό 

ελδηαθέξνλ γηα ηε ιύζε. Δκθαλίζηεθαλ πνιιέο γόληκεο ηδέεο θαη ζηξαηεγηθέο. Οη δηάθνξεο ηδέεο 

αληαιιάζζνληαη, δηαζηαπξώλνληαη, δνθηκάδνληαη, αμηνινγνύληαη. Καηά ηελ πινύζηα 

επηζηεκνληθή δηακάρε νη καζεηέο βηώλνπλ έλα αλάκεηθην θιίκα βεβαηόηεηαο θαη ακθηβνιίαο. Η 

ακθηβνιία αθππλίδεη ηελ πεξηέξγεηα θαη ην ελδηαθέξνλ ηνπο θαη ε βεβαηόηεηα ηνύο δίλεη ηε 

δύλακε λα πξνβάινπλ θαη λα ππνζηεξίμνπλ ηα επηρεηξήκαηά ηνπο. Πνιιά από απηά κπνξνύλ λα 

αμηνπνηεζνύλ ζηελ αλαδήηεζε ησλ ππζαγόξεησλ ηξηάδσλ αιιά θαη ζε άιια πξνβιήκαηα 

Αξηζκεηηθήο θαη ηεο Θεσξίαο Αξηζκώλ. 

 

Οη καζεηέο αμηνπνίεζαλ πνιιέο από ηηο γλώζεηο πνπ είραλ απνθηήζεη ζηελ Αξηζκεηηθή, ηε 

Γεσκεηξία θαη ηελ Άιγεβξα, όπσο: αξηζκεηηθέο πξάμεηο, εκβαδά επίπεδσλ ζρεκάησλ, 

γεσκεηξηθή παξάζηαζε ελόο γηλνκέλνπ, άξηηνη θαη πεξηηηνί αξηζκνί, ιύζε ελόο ζπζηήκαηνο, 

αμηνζεκείσηεο ηαπηόηεηεο, απιή παξαγνληνπνίεζε, Δπθιείδεηα δηαίξεζε θηι. ΋ιεο νη κέζνδνη 

πνπ κλεκνλεύζακε ζηηο πξνεγνύκελεο ζειίδεο νδεγνύλ ζηε ιύζε. Παξαηαύηα ζπάληα νη καζεηέο 

αθνινύζεζαλ κε ζπλέπεηα κηα κέζνδό κέρξη ην ηέινο. Οξηζκέλνη αμηνπνίεζαλ ηε κέζνδν ησλ 

εηθνληζηηθώλ αξηζκώλ γηα λα απνδείμνπλ έλα κέξνο ηεο εηθαζίαο ηνπο, αιιά ηελ εγθαηέιεηπαλ 

πξνο όθεινο κηαο άιιεο κεζόδνπ, πην αιγεβξηθήο θηι. Άιινη εξγάζηεθαλ αληίζηξνθα.   

 

Σν πξόβιεκα γελλά θσηεηλνύο δξόκνπο κε πινύζηα επηρεηξεκαηνινγία, θαη ε ιύζε ηνπ 

ηεξκαηίδεηαη κε κηα απόδεημε. Καηά ηελ αλνηρηή αληηπαξάζηαζε ησλ ηδεώλ ζε νιόθιεξε ηελ 

ηάμε, νη καζεηέο δηεξσηώληαη θαη αλαζηνράδνληαη πάλσ ζηηο εκπεηξίεο ηνπο. Έηζη ζηαδηαθά 

καζαίλνπλ λα αλαγλσξίδνπλ ηα ιάζε ηνπο, λα βειηηώλνπλ ηελ απόδεημή ηνπο, λα θαηαλννύλ θαη 

λα θξίλνπλ ηα επηρεηξήκαηα θαη ηηο αηηηνινγήζεηο ησλ ζπκκαζεηώλ ηνπο, λα εκπινπηίδνπλ ηηο 

καζεκαηηθέο ηνπο γλώζεηο κε κεζόδνπο από ηελ Ιζηνξία ησλ Μαζεκαηηθώλ. Αθνύ πξώηα 

παξαηεξήζνπλ αξηζκεηηθέο θαλνληθόηεηεο πξνρσξνύλ ζηελ αλαθάιπςε καζεκαηηθώλ ζρέζεσλ ή 

ηδηνηήησλ, πξννδεπηηθά καζαίλνπλ λα δηαθξίλνπλ ηηο αλαγθαίεο θαη ηθαλέο ζπλζήθεο (επζύ θαη 

αληίζηξνθν) θαη λα μεηπιίγνπλ ην θνπβάξη ηεο απόδεημεο κε δηάθνξνπο ηξόπνπο, όπσο είλαη ε 

κέζνδνο αληηπαξαδείγκαηνο, ε κέζνδνο δηάθξηζεο πεξηπηώζεσλ, ε επζεία απόδεημε θαζώο θαη ε 

απαγσγή ζην άηνπν. Πνηθίιεο κεζνδνινγηθέο ηθαλόηεηεο κεζνιαβνύλ ζηελ έξεπλα, όπσο λα 

δηαηππώλνπλ εηθαζίεο θαη λα ηηο ειέγρνπλ, λα εμεηάδνπλ εηδηθέο πεξηπηώζεηο, λα δηεξεπλνύλ 

θαηαζηάζεηο αξηζκεηηθώλ κνηίβσλ, λα απινπνηνύλ ην πξόβιεκα, λα ζπκβνιίδνπλ κε κεηαβιεηέο, 

λα γεληθεύνπλ, λα ρξεζηκνπνηνύλ πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο, λα αληηπαξαζέηνπλ θαη λα 
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εκπινπηίδνπλ ηα επηρεηξήκαηά ηνπο θαιιηεξγώληαο ηε γόληκε ζπλύθαλζε αξηζκεηηθνύ, 

αιγεβξηθνύ θαη γεσκεηξηθνύ ζπιινγηζκνύ. ΋ια απηά ηα επράξηζηα θαη δεκηνπξγηθά επηηεύγκαηα 

θαηαδεηθλύνπλ ζε δηδάζθνληεο θαη δηδαζθόκελνπο ακπδξέο αλαιακπέο από ηελ νκνξθηά ησλ 

Μαζεκαηηθώλ πνπ δίλνπλ ηελ αίζζεζε όηη ε καζεκαηηθή δηδαζθαιία θαη κάζεζε γίλεηαη γηα 

όινπο ραξά θαη παηγλίδη. 
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