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Καζώο κνηξάδνπκε κηα ρξεκαηηθή αμία ηε δηαηξνύκε θαη ιηγνζηεύεη. Η γλώζε είλαη ε 

κόλε αμία πνπ απμάλεη όηαλ ηε κνηξαδόκαζηε. 

Ηλδηθή παξνηκία  

 

 

Πεξίιεςε: ΢ηελ παξνχζα εξγαζία παξνπζηάδεηαη έλα δηδαθηηθφ πείξακα 

πνπ δηελεξγήζεθε ζηελ Α΄ Γπκλαζίνπ. Αλαηίζεηαη ζηνπο καζεηέο έλα πξφ-

βιεκα γηα ην νπνίν απηνί δελ είραλ αθφκα δηδαρηεί ηε ζρεηηθή αιγνξηζκηθή 

δηαδηθαζία ιχζεο. Δηδηθφηεξα, ηίζεηαη ζηνπο καζεηέο κηαο ηάμεο ην πξφ-

βιεκα ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά, πνπ ε ηππηθή ηνπ ιχζε παξα-

πέκπεη ζε έλα ζχζηεκα δχν γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο. Ζ ελ 

ιφγσ έξεπλα επηθεληξψλεηαη ζηελ νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκα-

ηνο. Σα επξήκαηα ηεο έξεπλαο ζθηαγξαθνχλ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν κηα 

αλνηθηή θαηάζηαζε πξνβιεκαηηζκνχ κπνξεί λα ελεξγνπνηήζεη ηνπο καζε-

ηέο λα αλαπηχμνπλ πνιππνίθηιεο καζεκαηηθέο ζηξαηεγηθέο. Με ηε δεκηνπξ-

γία ελφο θαηάιιεινπ καζεζηαθνχ πεξηβάιινληνο νη καζεηέο αλαδεηθλχνπλ 

πνιιαπιέο ζηξαηεγηθέο φπσο ε «κέζνδνο δνθηκήο θαη πιάλεο», νη αξηζκε-

ηηθέο εμεξεπλήζεηο θαη ε ζπληφκεπζε θαη γελίθεπζή ησλ εθάζηνηε ιχζεσλ. 

Οη καζεηέο αδηάιεηπηα ζηνράδνληαη θαη αλαζηνράδνληαη, ζέηνπλ εξσηήκα-

ηα, ειέγρνπλ εηθαζίεο, πξνβάιινπλ πεηζηηθά επηρεηξήκαηα θαη ζπλαληρλεχ-

νπλ ζχλζεηεο θαη βέιηηζηεο ιχζεηο. Δίλαη κηα πινχζηα δξαζηεξηφηεηα, φπνπ 

ε επηθνηλσλία ζπλνδεχεηαη κε επαιεζεχζεηο θαη αηηηνινγήζεηο πνπ πξνά-

γνπλ ην καζεκαηηθφ ζπιινγηζκφ.  

 

Θεσξεηηθό πιαίζην 

Σα ηειεπηαία ρξφληα ε έξεπλα ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ απνδίδεη 

βαξχλνπζα ζεκαζία ζηηο θνηλσληθνπνιηηηζκηθέο πξνζεγγίζεηο ηνλίδνληαο 

ηελ αιιειεμάξηεζε θνηλσληθψλ θαη αηνκηθψλ δηαδηθαζηψλ θαηά ηελ θνηλή 

θαηαζθεπή ηεο γλψζεο (Vygotsky 1988). Ζ κάζεζε είλαη κία ελεξγεηηθή 
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ζρέζε ππνθεηκέλνπ-αληηθεηκέλνπ πνπ είλαη άξξεθηα ζπλπθαζκέλε κε ηηο 

θνηλσληθν-πνιηηηζκηθέο ζπλζήθεο. ΢ην πιαίζην απηφ, πνιινί εξεπλεηέο κε-

ιεηνχλ ηηο επηθνηλσληαθέο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο νη καζεηέο ζρεκα-

ηίδνπλ γλψζεηο πνπ ζπλαπνδέρνληαη (Cobb 1990, Voigt 1996, Bauersfeld 

1995), θαζψο θαη έλα ζχζηεκα απφ θνηλσληθν-καζεκαηηθνχο θαλφλεο θαη 

θξηηήξηα γηα ηελ απνδνρή ησλ καζεκαηηθψλ επηρεηξεκάησλ θαηά ηε δηα-

πξαγκάηεπζή ηνπο ζηε ζρνιηθή ηάμε (Yackel & Cobb 1996). «[…]ε θαηα-

λόεζε όηη νη καζεηέο αλακέλεηαη λα εμεγήζνπλ ηηο ιύζεηο ηνπο είλαη θνηλσλη-

θόο θαλόλαο, ελώ ε θαηαλόεζε ηνπ ηη ζεσξείηαη απνδεθηή καζεκαηηθή εμή-

γεζε είλαη θνηλσληθν-καζεκαηηθόο θαλόλαο» (Yackel 2001). Δξεπλνχλ επί-

ζεο ηηο πξνζδνθίεο ησλ δαζθάισλ απφ ηελ εθαξκνγή ελεξγεηηθψλ κεζφδσλ 

δηδαζθαιίαο, ηηο απαηηνχκελεο ηθαλφηεηεο θαηά ηελ αμηνιφγεζε ησλ επηρεη-

ξεκάησλ θαη ηνπ καζεκαηηθνχ ζπιινγηζκνχ ησλ καζεηψλ, ηηο πξαθηηθέο 

καζεκαηηθήο επηρεηξεκαηνινγίαο πνπ αλαδεηθλχνπλ ηηο αηηηνινγήζεηο θαη 

ηηο εμεγήζεηο ησλ καζεηψλ (Cobb et al. 1993, McClain & Cobb 2001) θαη 

ηνπο πνιηηηζκηθνχο θαλφλεο πνπ επλννχλ ηελ αλάδπζε ηεο επηρεηξεκαηνιν-

γίαο θαη ηεο απφδεημεο ησλ παηδηψλ (Maher & Martino 1996). 

Ζ ηθαλφηεηα καζεκαηηθνχ ζπιινγηζκνχ είλαη ζεκειηψδεο γηα ηνπο κα-

ζεηέο, γηαηί απφ ηε κηα πιεπξά αλαδεηθλχεη ηελ αλάγθε δεκηνπξγίαο πεηζηη-

θψλ επηρεηξεκάησλ θαη απφ ηελ άιιε ηε ζεκαζία ηεο θξηηηθήο ηνπο αμηνιφ-

γεζεο. Οη ςπρνιφγνη νξίδνπλ ην ζπιινγηζκφ σο δηαδηθαζία ζπληνληζκνχ 

δεδνκέλσλ, ηδεψλ θαη πεπνηζήζεσλ γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζρε-

ηηθά κε ηελ αιήζεηα (Leighton & Sternberg 2004). Ο καζεκαηηθφο ζπιινγη-

ζκφο πεξηγξάθεηαη απφ ηνπο Yackel θαη Hanna (2003) απφ ηε κηα πιεπξά 

σο επαγσγή, απαγσγή, ζπλδπαζκφο θαη εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ γηα ηελ 

πνζφηεηα θαη ηε δνκή, θαη απφ ηελ άιιε σο «θνηλή δξαζηεξηόηεηα ζηελ 

νπνία ζπκκεηέρνπλ νη καλζάλνληεο θαζώο αιιειεπηδξνύλ κεηαμύ ηνπο θαηά 

ηε ιύζε καζεκαηηθώλ πξνβιεκάησλ» (p. 228). Δπηπιένλ, θαηά ηε κάζεζε 

ησλ καζεκαηηθψλ ε ππνζηήξημε επηρεηξεκάησλ είλαη αλαγθαία ζηελ αηηην-

ιφγεζε θαη ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Ο Harel (2007) πεξηέγξαςε πνηθί-

ινπο ηξφπνπο αηηηνιφγεζεο θαη απφδεημεο απφ ηνπο καζεηέο. Πνιιέο κειέ-

ηεο αλαθέξνληαη ζηηο ηθαλφηεηεο ζπιινγηζκνχ ησλ καζεηψλ ηνπ Γπκλαζί-

νπ, φπσο θαη ζηηο αηηηνινγήζεηο ησλ ηζρπξηζκψλ ηνπο θαζψο, εξγάδνληαη ζε 

έλα νκαδνζπλεξγαηηθφ ππνζηεξηθηηθφ πεξηβάιινλ (Lampert 1990, Mueller 

2007, Noddings 1989). Ζ καζεκαηηθή καζεζηαθή δηαδηθαζία απνθηά λφεκα 

κέζα απφ ηελ νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε “αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ”. Ζ νκα-

δνζπλεξγαηηθή κάζεζε ηξνθνδνηψληαο ηε ζπιινγηθή ιχζε πξνβιεκάησλ 

απφ ηνπο ίδηνπο καζεηέο κέζα ζηηο πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ηεο ζρνιηθήο αί-

ζνπζαο, απνηειεί κία ζχγρξνλε αλνηρηή πξφθιεζε πνπ κπνξεί λα ζπκβάιεη 
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ζηελ αλάπηπμε ηνπ καζεκαηηθνχ ζπιινγηζκνχ θαη ηελ πξναγσγή ηεο θαηα-

λφεζεο αηηηνινγήζεσλ θαη γεληθεχζεσλ (Leikin & Zaslavsky 1997). Ζ εξ-

γαζία ζε νκάδεο απνηειεί έλα επλντθφ θνηλσληθφ πιαίζην γηα ηελ αλάδεημε 

ησλ γλσζηηθψλ ζπγθξνχζεσλ θαη ηελ αληηπαξάζηαζε απαληήζεσλ θαη επη-

ρεηξεκάησλ (Johnson & Johnson 1990, Webb 1989).  

Παξφηη ην αλνηθηφ πξφβιεκα σο κέζν πξνζέγγηζεο καζεκαηηθψλ ελ-

λνηψλ ζπαλίδεη ζηε δηδαθηηθή πξαθηηθή, ζηηο πξνζέζεηο ησλ ζπληαθηψλ ησλ 

λέσλ βηβιίσλ ηνπ Γπκλαζίνπ ε νκαδνζπλεξγαηηθή δηδαζθαιία θαη ηα αλνη-

ρηά πξνβιήκαηα δελ απνπζηάδνπλ. Αλαθέξεηαη ραξαθηεξηζηηθά: Ο δάζθα-

ινο πξέπεη λα ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο ζηελ πηνζέηεζε «ελεξγεηηθώλ κεζό-

δσλ» κάζεζεο. Βαζηθό εξγαιείν πξνο ηελ θαηεύζπλζε απηή απνηεινύλ νη 

καζεζηαθέο δξαζηεξηόηεηεο πνπ πεξηιακβάλνπλ εξεπλεηηθέο εξγαζίεο θαη 

εξγαζία ζε κηθξέο νκάδεο καζεηώλ. (Βηβιίν Δθπαηδεπηηθνχ Α΄ Γπκλαζίνπ, 

2007, ζ. 32). Δπίζεο, ζην ίδην βηβιίν γίλεηαη αλαθνξά ζηα ιεγφκελα αλνηρηά 

πξνβιήκαηα. Γεληθά ζα νλνκάδνπκε αλνηρηό ην πξόβιεκα πνπ κπνξεί λα 

εξκελεπηεί κε πνιινύο ηξόπνπο θαη επνκέλσο δέρεηαη δηαθνξεηηθέο ιύζεηο 

(ζην ίδην, ζ. 33). ΢ηα “αλνηρηά πξνβιήκαηα” ε αξρηθή ή ε ηειηθή θαηάζηα-

ζε δελ είλαη επαθξηβψο πξνζδηνξηζκέλεο (Pehkonen 1995) θαη κπνξνχλ λα 

ιχλνληαη κε πνιιαπιέο ζσζηέο ζηξαηεγηθέο. Οη καζεηέο δελ θαηαλννχλ 

ακέζσο πνηα είλαη ηα δεδνκέλα θαη πνχ πξέπεη λα ζηεξηρζνχλ γηα λα βξνπλ 

ην δεηνχκελν. ΢πρλά πξέπεη λα επηδνζνχλ ζε κία εξεπλεηηθή δξαζηεξηφηεηα 

θαη λα βξνπλ ηε ιχζε κεηά απφ πνιιαπιέο δνθηκέο, αηηηνινγήζεηο εηθαζηψλ 

θαη πξσηφηππνπο ζπιινγηζκνχο. Σα αλνηρηά πξνβιήκαηα είλαη ηα πην ελδε-

δεηγκέλα γηα νκαδηθή δξαζηεξηφηεηα (Arsac & Mante 2007, Κφζπβαο 

1995).  

΢ε φιν ηνλ θφζκν έγηλαλ πνιιέο απφπεηξεο κε ελαιιαθηηθέο δηδαθηηθέο 

κεζφδνπο ζηα καζεκαηηθά πνπ ζπρλά ζπκπιένπλ κε ηνλ θνηλσληθν-

πνιηηηζκηθφ θνλζηξνπθηηβηζκφ. Μεηαμχ απηψλ είλαη θαη ε αλνηρηή πξνζέγ-

γηζε θαη αλαπηχρηεθε ηε δεθαεηία ηνπ 70 ζηελ Ηαπσλία (Becker & Shimada 

1997). Γηεζλψο ε καζεκαηηθή δηδαζθαιία κε ρξήζε αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ 

ζπλδέεηαη κε ηελ θαηαλφεζε θαη ηε δεκηνπξγηθφηεηα. (Nohda 1991, Silver 

1997, Stacey 1995). Όηαλ ρξεζηκνπνηνχκε αλνηρηέο δξαζηεξηφηεηεο ζηε 

καζεκαηηθή δηδαζθαιία, νη καζεηέο έρνπλ ηελ επθαηξία λα δξάζνπλ σο ε-

ξεπλεηέο καζεκαηηθνί (Brown 1997). Σα αλνηρηά πξνβιήκαηα πεξηιακβά-

λνπλ πνιινχο ηχπνπο πξνβιεκάησλ. Πνιιά παξαδείγκαηα δηαθνξεηηθψλ 

ηχπσλ αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ ππάξρνπλ ζηα θείκελα ησλ Brown & 

Walter (1983), Charnay (1993), Nohda (1991), Stacey (1995), Silver 1997, 

Pehkonen (2005) θαη Κφζπβαο (1996α). 
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Απηή ε εξγαζία κειεηά ηηο πνιιαπιέο ζηξαηεγηθέο θαη ηα είδε ζπιιν-

γηζκνχ πνπ αλέδεημαλ καζεηέο ηεο Πξψηεο Γπκλαζίνπ θαζψο θαηαγίλνληαλ 

κε ηε ιχζε ελφο αλνηρηνχ πξνβιήκαηνο. Ο πεηξακαηηζκφο καο ζπγθεληξψ-

λεη ην εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ ζηε ζπιινγηθή νηθνδφκεζε ηεο καζεκαηηθήο 

γλψζεο θαηά ηελ νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε πξνβιήκαηνο. 

Τν δηδαθηηθό πείξακα 

Ο πεηξακαηηζκφο πνπ ζα πεξηγξάςνπκε ζηε ζπλέρεηα πξαγκαηνπνηήζεθε 

θαηά ην δηδαθηηθφ έηνο 2008-09 ζην 1
ν
 Πεηξακαηηθφ Γπκλάζην Αζήλαο. Ζ 

ηάμε είρε 26 καζεηέο θαη ρσξίζηεθε απφ ηνλ εθπαηδεπηηθφ-εξεπλεηή ζε 6 

νκάδεο (4 ησλ ηεζζάξσλ θαη 2 ησλ πέληε καζεηψλ), θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο 

ζηε ζπλέρεηα ζα νλνκάδνπκε Α, Β, Γ, Γ, Δ θαη ΢Σ. Οη καζεηέο γηα δηάζηεκα 

πεξίπνπ ηξηψλ κελψλ εμνηθεηψζεθαλ κε ηελ νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε πξν-

βιεκάησλ θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπο πξνηείλακε ην αθφινπζν αλνηρηφ πξφβιε-

κα: 

 

 

 

 
 

Σν πξνεγνχκελν πξφβιεκα είλαη έλα αλνηρηφ πξφβιεκα (Arsac & Mante, 

2007, Κφζπβαο 1996α) πνπ παξαπέκπεη ζηελ θαζεκεξηλή δσή ησλ καζεηψλ 

θαη κπνξεί λα ιπζεί κε πνιιαπιέο ιχζεηο. Σν πξφβιεκα απηφ νη καζεηέο 

ηεο Πξψηεο Γπκλαζίνπ αλακελφηαλ λα ην ιχζνπλ κε γλψζεηο Πξαθηηθήο 

Αξηζκεηηθήο θαη φρη Άιγεβξαο, αθνχ δελ είραλ απνθηήζεη αθφκε ηέηνηνπ 

είδνπο γλψζεηο. Ζ καζεκαηηθή δνκή ηνπ πξνβιήκαηνο παξαπέκπεη ζε έλα 

γξακκηθφ ζχζηεκα δχν εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο. 

Θέηνληαο ην πξφβιεκα αλακέλακε απφ ηνπο καζεηέο λα ζέζνπλ εηθαζί-

εο θαη λα ηηο ειέγμνπλ, λα δηαρεηξηζηνχλ ηηο δνθηκέο θαη λα ιάβνπλ ππφςε 

φινπο ηνπο πεξηνξηζκνχο ηεο εθθψλεζεο. Μεξηκλήζακε νη αξηζκνί πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζηελ εθθψλεζε λα είλαη κηθξνί, ψζηε κε ην πεξηνξηζκέλν 

εχξνο δνθηκψλ θαη ηελ επθνιία ζηνπο λνεξνχο ππνινγηζκνχο λα επλνείηαη ε 

εζηίαζε ησλ καζεηψλ ζηελ έξεπλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Αθνχ ιήθζεθε ζρεηη-

θή κέξηκλα γηα ηελ ηξνπνπνίεζε ηνπ πξνγξάκκαηνο, ν ζπλνιηθφο ρξφλνο 

πνπ δηαηέζεθε γηα ηελ έξεπλα ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηε ζπδήηεζε ησλ ιχ-

ζεσλ ζηελ ηάμε ήηαλ 2 ζπλερείο δηδαθηηθέο (100 ιεπηά κε ζπλππνινγηζκφ 

νπ δηαιείκκαηνο). Όιεο νη δξαζηεξηφηεηεο ηνπ δηδαθηηθνχ πεηξάκαηνο βη-

ληενζθνπήζεθαλ. Ζ εξγαζία ηεο ηάμεο εθηπιίζζεηαη ζε ηξεηο θάζεηο : 
 

Πξόβιεκα: Οη καζεηέο κηαο ηάμεο ζπγθέληξσζαλ ζηνλ θνπκπαξά ηνπο 

πνζό αμίαο 120 επξώ ζε 15 ραξηνλνκίζκαηα, ησλ 5 θαη 10 επξώ. Πόζα 

ραξηνλνκίζκαηα από θάζε είδνο έρνπλ ζηνλ θνπκπαξά ηνπο; 
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Φάζε αηνκηθήο θαηαλόεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο (10 ιεπηά πεξίπνπ) : Οη καζε-

ηέο δηάβαζαλ πξνζεθηηθά ηελ εθθψλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο (είρε κνηξαζηεί 

ζε έλα θχιιν ραξηί) θαη θιήζεθαλ λα αξρίζνπλ ηελ έξεπλα ηνπ πξνβιήκα-

ηνο. Ο δάζθαινο-εξεπλεηήο πεξλνχζε δηαδνρηθά απφ φιεο ηηο νκάδεο θαη 

ζπδεηνχζε ηελ εθθψλεζε, θξνληίδνληαο λα κε κεηαηξέςεη ηελ αλνηρηή θα-

ηάζηαζε πξνβιεκαηηζκνχ ζε θιεηζηή. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ πνιινί καζεηέο 

είραλ δπζθνιίεο ζηελ νηθεηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, πξαγκαηνπνηήζεθε 

κία κηθξή ζπδήηεζε γηα ηελ απνζαθήληζή ηνπο ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε.  
 

Φάζε ηεο έξεπλαο ζηηο νκάδεο ζπλεξγαζίαο θαη ζύληαμε δηαθαλεηώλ (30 ιε-

πηά πεξίπνπ) : Οη καζεηέο αθνχ θαηαλφεζαλ ηε ιεθηηθή δηαηχπσζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη αηνκηθά επεμεξγάζηεθαλ ζηξαηεγηθέο, ππνζεηηθέο δνθηκέο 

θαη πηζαλέο ιχζεηο, ελεπιάθεζαλ ζηηο εξγαζίεο ηεο εθάζηνηε νκάδαο, φπνπ 

ε έξεπλα είλαη νκαδηθή θαη εμεηάδνληαη φιεο νη αηνκηθέο πξνηάζεηο θαη ελ-

δερνκέλσο αλαδεηνχληαη λέεο ζηξαηεγηθέο θαη λέεο ιχζεηο. Σα κέιε θάζε 

νκάδαο θαινχληαη λα ζπκθσλήζνπλ ζρεηηθά κε ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ηελ νπνία γξάθνπλ πάλσ ζε κία θνηλή δηαθάλεηα. ΢ηελ νκάδα νη καζεηέο 

κνηξάδνληαη θαη ζπγθξίλνπλ ηα επξήκαηά ηνπο. Ο έιεγρνο θαη ε αμηνιφγεζε 

ησλ ιχζεσλ ζπληειείηαη πξψηα ζηε κηθξή νκάδα. Κάζε νκάδα πξέπεη λα 

πξνζθνκίζεη κηα κφλν γξαπηή αηηηνιφγεζε ηεο ιχζεο. 
 

Φάζε ηεο αλνηρηήο ζπδήηεζεο ζε νιόθιεξε ηελ ηάμε (60 ιεπηά πεξίπνπ) : 

Κάζε πξνβαιιφκελε δηαθάλεηα παξνπζηάδεηαη ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε γηα 

θξηηηθφ έιεγρν. Κάζε εθπξφζσπνο θνηλνπνηεί ηελ θνηλή ζέζε ησλ κειψλ 

ηεο νκάδαο ηνπ ζηηο άιιεο νκάδεο θαη απηέο κέζσ ησλ εθπξνζψπσλ ηνπο 

δηεπθξηλίδνπλ αλ ε νκάδα ηνπο είλαη ππέξ ή θαηά θαη γηαηί. Καηά ηε δηάξ-

θεηα απηήο ηεο θάζεο μεηπιίγνληαη φινη νη ζπιινγηζκνί κέζα ζηελ ηάμε θαη 

νη καζεηέο παξαθηλνχληαη λα ζθέθηνληαη θαη λα δηαηππψλνπλ ηελ πξνζσπη-

θή ηνπο γλψκε, λα ειέγρνπλ εηθαζίεο θαη λα θαηαιήγνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα 

πνπ ζπλαπνδέρνληαη. Οη απνξξηπηφκελεο πξνηάζεηο ζα ελππάξρνπλ δηαιε-

θηηθά εθπξνζσπνχκελεο απφ ηα επηρεηξήκαηα κε ηα νπνία ζα ηηο έρνπλ α-

πνξξίςεη. Σέηνηεο πξνηάζεηο ελδέρεηαη λα δηαηππσζνχλ απφ άιια παηδηά 

ζηελ νινκέιεηα, θαζψο ίζσο ε δηθή ηνπο ιχζε ζηεξίδεηαη ζε κία ηέηνηα α-

πνξξηθζείζα πξφηαζε. Οη απνδεθηέο πξνηάζεηο ελππάξρνπλ ζηελ πξνηεηλφ-

κελε ιχζε, πνπ ππεξβαίλεη ηηο απνξξηθζείζεο πξνηάζεηο θαη ζηεξίδεηαη ζηα 

δηθά ηεο επηρεηξήκαηα. Ο δάζθαινο δελ είλαη εθείλνο πνπ επηθπξψλεη ηη 

είλαη ζσζηφ θαη ηη είλαη ιάζνο. Ζ γεληθή ζπδήηεζε ζε φιε ηελ ηάμε είλαη ην 

ηειηθφ ζπιινγηθφ θφζθηλν. Έηζη νη καζεηέο εκπιέθνληαη πξνζσπηθά ζηελ 
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άζθεζε θξηηηθήο θαη ππνρξεψλνληαη λα εμεγνχλ θάζε θνξά ηηο επηινγέο 

ηνπο. 

Παξνπζίαζε θαη ζπδήηεζε ησλ απνηειεζκάησλ θάζε θάζεο 

Ζ επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ πεξηιακβάλεη αλάιπζε πεξηερνκέλνπ ησλ 

βηληενζθνπεκέλσλ ζπλεδξηψλ θαζψο θαη ηε ζπλεμέηαζε ησλ γξαπηψλ εξ-

γαζηψλ ησλ νκάδσλ θαη ηελ παξαηήξεζε ηεο ηάμεο. Αθνινπζήζεθε κηα 

πνηνηηθή αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ σο πην απνηειεζκαηηθφ κέζν απνθάιπ-

ςεο ησλ ζηξαηεγηθψλ ησλ καζεηψλ θαη ηνπο είδνπο ηνπ καζεκαηηθνχ ζπι-

ινγηζκνχ. Οη εξγαζίεο ησλ καζεηψλ αλαιχζεθαλ πνηνηηθά ζχκθσλα κε 

αθφινπζα θξηηήξηα: νξζφηεηα, γελίθεπζε ζηξαηεγηθήο (ζπκπεξηιακβαλν-

κέλσλ εμεγήζεσλ θαη αηηηνινγήζεσλ), ηξφπνη αλαπαξάζηαζεο θαη xξήζε 

ζπκβνιηζκνχ.  

Πξώηε θάζε: νηθεηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο από ηνπο καζεηέο (αηνκηθή 

έξεπλα) 

Ζ θάζε απηή δελ εμαληιείηαη ζηελ απιή αλάγλσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ή ζηε 

κεηαβίβαζε εληνιψλ ή νδεγηψλ. Αλακέλακε νη καζεηέο λα εκπιαθνχλ κε 

ελδηαθέξνλ ζηελ θαηάζηαζε πξνβιεκαηηζκνχ, λα ζθεθηνχλ ηηο ηδέεο πνπ 

απαηηνχληαη γηα ηε ιχζε, λα δεκηνπξγήζνπλ κία αλαπαξάζηαζε ηνπ πξν-

βιήκαηνο, λα αλαδηαηππψζνπλ ην πξφβιεκα ζηε δηθή ηνπο γιψζζα ψζηε λα 

γίλεη δηθφ ηνπο πξφβιεκα. Γηεπθξηλίδνληαη ηα δεηνχκελα θαη ηα δεδνκέλα, 

ξπζκίδνληαη ζέκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ νξγάλσζε ηεο πξαθηηθήο. 

Εεηήζακε απφ θάζε καζεηή λα δηαβάζεη πξνζεθηηθά θαη λα ζθεθηεί ην 

πξφβιεκα. Αθνχ φια ηα παηδηά ην δηάβαζαλ έδεηρλαλ έλα είδνο ακεραλίαο, 

ίζσο επεηδή ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα δελ παξέπεκπε ζε θάπνηα γλσζηή 

κέζνδν ιχζεο, ηελ νπνία λα έρνπλ απνθηήζεη θαηά ηε ζρνιηθή ηνπο δηαδξν-

κή. ΢ηε ζπλέρεηα έλαο καζεηήο δσγξάθηζε ζηνλ πίλαθα έλαλ θνπκπαξά θαη 

έγξαςε ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνχκελα. Έλαο άιινο καζεηήο αλαδηεγήζεθε 

ην πξφβιεκα, βνεζψληαο ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπ λα ζπκεζνχλ ηα βαζηθά 

ζεκεία ηεο εθθψλεζεο. Αθνινχζεζε κηα κηθξή ζπδήηεζε ζηελ νπνία απν-

ζαθελίζηεθαλ πεξαηηέξσ νη πεξηνξηζκνί ηεο εθθψλεζεο. 

Ακέζσο κεηά έλαο καζεηήο αλέθεξε φηη «ην πξόβιεκα ζα πξέπεη λα ιπ-

ζεί κε δηαίξεζε». Αληηπξνηάζεθε απφ άιινλ καζεηή φηη «δε ιέεη πνπζελά λα 

κνηξάζνπκε». Αλαπηχρζεθε έλαο κηθξφο δηάινγνο ζηνλ νπνίν ήηαλ θαλεξφ 

φηη νη καζεηέο αλαδεηνχζαλ «ιέμεηο-θιεηδηά», γηα λα «κπξηζηνχλ» ηελ α-

ξηζκεηηθή πξάμε πνπ ζα ηνπο νδεγνχζε ζηε ιχζε. Οη καζεηέο πξνζπαζνχ-

ζαλ λα ελεξγνπνηήζνπλ ηηο ζρνιηθέο ηνπο εκπεηξίεο θαη ίζσο λα αλαζχξνπλ 

απφ ηε κλήκε καθξάο δηάξθεηαο θάπνην «πξφβιεκα αλαθνξάο», ηνπ νπνίνπ 
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είραλ απνκλεκνλεχζεη ηελ εθθψλεζε θαη ηε ιχζε ή θάπνην «γεληθφ ζρή-

κα», πνπ ζα ηαίξηαδε ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε. Όκσο ηέηνηνπ είδνπο 

ελδείμεηο ήηαλ αδχλαην λα βξεζνχλ ζηηο δηαζέζηκεο πεγέο απνζεκάησλ (αι-

γφξηζκνη, θαλφλεο, κέζα), γηαηί ην ελ ιφγσ πξφβιεκα δηέθεξε απφ ηα πξν-

βιήκαηα θαζεκεξηλήο ξνπηίλαο.  

Δζηηάζακε ην ελδηαθέξνλ ηεο ζπδήηεζεο ζηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξν-

βιήκαηνο. Ρσηήζακε πφζα επξψ ζπλνιηθά έρεη ν θνπκπαξάο, ηη είδνπο ραξ-

ηνλνκίζκαηα πεξηέρεη, πφζα είλαη φια καδί ηα ραξηνλνκίζκαηα, ησλ 5 θαη 

10 επξψ. ΢ηελ πξνηξνπή ελφο καζεηή «λα ζπάζνπκε ηνλ θνπκπαξά γηα λα 

κάζνπκε πόζα ραξηνλνκίζκαηα από θάζε είδνο πεξηέρεη», εμεγήζεθε φηη «ν 

θνπκπαξάο είλαη θαληαζηηθόο θαη έηζη δελ κπνξνύκε λα ηνλ αλνίμνπκε γηα λα 

κεηξήζνπκε ηα ραξηνλνκίζκαηα πνπ πεξηέρεη». ΢ηε ζπλέρεηα θαιέζακε ηνπο 

καζεηέο λα ζέζνπλ εξσηήκαηα ζε ζέκαηα πνπ δελ θαηαλφεζαλ ή ίζσο πα-

ξέκεηλαλ ζθνηεηλά ή αζαθή. Τπελζπκίζακε, επίζεο, ην ζεβαζκφ ζηνπο πε-

ξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ δελ πξέπεη λα μερλνχλ θαηά ηελ επίιπζε. 

Γεύηεξε θάζε: παξαηήξεζε ηεο ζπλεξγαηηθήο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

΢ηε θάζε απηή ηα παηδηά εξγάδνληαη θαηά νκάδεο, εξεπλνχλ, πξνζπαζνχλ 

λα ιχζνπλ ην πξφβιεκα, θαη λα δηαηππψζνπλ ηε ιχζε ηνπ.  

Όιεο νη νκάδεο, εθηφο απφ ηηο Β θαη ΢Σ, κάληεςαλ γξήγνξα ην ζσζηφ 

απνηέιεζκα θαη έγξαςαλ ζην ραξηί ηε ζρεηηθή επαιήζεπζε. Οξηζκέλνη κα-

ζεηέο πίζηεπαλ φηη αθνχ κάληεςαλ ζηα ηπθιά ηελ απάληεζε ηειείσζε ην 

έξγν ηνπο. Άιινη φκσο απέδηδαλ ζε απηή ηελ αξρηθή ηνπο πξνζπάζεηα έλα 

πξνζσξηλφ θαη φρη ηειεζίδηθν ραξαθηήξα. Μία καζήηξηα ηεο νκάδαο ΢Σ 

αλέθεξε: 
 

Μ.:       Θα ππάξρνπλ ζηνλ θνπκπαξά 6 πεληάεπξα θαη 9 δεθάεπξα. Έρνπκε 6×5=30, 

          9×10= 90, δειαδή 30+90=120.  

Δξ.-Γαζθ.: Καηάιαβα πώο ην βξήθαηε. Όκσο πώο μέξεηε όηη απηό είλαη ζσζηό; Ση ζα κπν-

ξνύζαηε λα γξάςεηε ζηε δηαθάλεηα γηα λα εμεγήζεηε όηη απηό είλαη ινγηθό; 

Μ.:      Δκείο βξήθακε ην ζσζηό απνηέιεζκα θαη ην επαιεζεύζακε.  

         Να ην ιύζνπκε αιιηώηηθα; 

Δξ.:     Από όζα βιέπσ βξήθαηε έλαλ ηξόπν. Τπάξρνπλ άιιεο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο; 

         Κάπνηα από ηηο ιύζεηο είλαη πην ελδηαθέξνπζα από ηηο άιιεο; 

Μ.:      Ο θνπκπαξάο ζα έρεη 6 πεληάεπξα θαη 9 δεθάεπξα. 

Δξ.:     (απεπζχλεηαη ζηελ ηάμε) Γελ αξθεί λα βξείηε ην απνηέιεζκα, αιιά ζα πξέπεη λα 

κπνξείηε λα εμεγήζεηε πώο ην βξήθαηε. Μέζα ζηνλ θνπκπαξά ππάξρνπλ δύν εηδώλ 

ραξηνλνκίζκαηα ησλ 5 θαη 10 επξώ, πνπ ζύληνκα κπνξνύκε λα ηα ιέκε δεθάεπξα 

θαη πεληάεπξα. Όκσο δελ γλσξίδνπκε πόζα ππάξρνπλ από θάζε είδνο. Γηαηί όκσο 

ηειηθά ππάξρνπλ 6 πεληάεπξα θαη 9 δεθάεπξα; Ση ζα θάλεηε γηα λα ην βξείηε; Αλα-

ινγηζηείηε πξνζεθηηθά, θαληαζηείηε θάπνην ζρέδην.  
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Μεηά ηελ πξνεγνχκελε απαίηεζε γηα εμήγεζε ησλ ππνινγηζκψλ, δελ θαη-

λφηαλ εχθνιε ε επηλφεζε θάπνηνπ ζρεδίνπ πνπ λα πεξηείρε κία αηηηνινγε-

κέλε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Ζ ηεηξακειήο νκάδα ΢Σ ρσξίζηεθε ζε δχν ππννκάδεο. Σα δχν θνξίηζηα 

εθάξκνδαλ κηα πνξεία ζηα ηπθιά δνθηκάδνληαο δηάθνξα πιήζε πεληάεπξσλ 

θαη δεθάεπξσλ. Σα δχν αγφξηα έδεηρλαλ δπζθνξία πξνο ηε κέζνδν ηεο δν-

θηκήο θαη πιάλεο θαη πάζρηδαλ λα βξνπλ έλα δηθφ ηνπο ζρέδην ιχζεο. ΢ην 

ηέινο ηα θαηάθεξαλ θαη επηλφεζαλ κία κέζνδν ιχζεο πνπ νλνκάζακε «ζρε-

δφλ αιγεβξηθή» θαη ε νπνία ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθφηεξα ζηε ζπλέρεηα. 

Γχν κέιε ηε νκάδαο Δ, «κπξίζηεθαλ» ην ζσζηφ απνηέιεζκα απφ ηε δη-

πιαλή νκάδα θαη θαηαπηάζηεθαλ λα βξνπλ «πψο βγαίλεη» θαη έηζη ε νκάδα 

ηνπο λα μεπεξάζεη ηηο άιιεο. Έλαο άιινο καζεηήο ηεο νκάδαο Δ έδεημε ηε 

ιχζε ζηα άιια κέιε θαη επεηδή ήηαλ «θπξηαξρηθφο», δελ εθδειψζεθαλ α-

ληηξξήζεηο. Σνπο είπε:  
 

Γ.:  Θα θάλνπκε πξώηα ηε δηαίξεζε 120:2=60, δειαδή ν θνπκπαξάο ζα έρεη 60 επξώ ζε 

πεληάεπξα θαη 60 επξώ ζε δεθάεπξα. ΢ηε ζπλέρεηα θάλνπκε άιιεο δύν δηαηξέζεηο, γηα λα 

βξνύκε πόζα είλαη ηα πεληάεπξα θαη πόζα ηα δεθάεπξα, δειαδή ζα έρνπκε 60:5=12 πε-

ληάεπξα θαη 60:10=6 δεθάεπξα.  
 

Δλζνπζηαζκέλνο απφ ηε ιχζε ηνπ, δελ έθαλε ηελ απαξαίηεηε επαιήζεπζε 

(αθνχ 12+6=18 θαη φρη 15) θαη πίζηεπε φηη είρε βξεη ην ζσζηφ ηξφπν ιχζεο.  

Πνιχ ζχληνκα ν ηξφπνο ζθέςεο ηεο παξαπάλσ νκάδαο κεηαδφζεθε 

ζηελ νκάδα Β, επεηδή ιφγσ ηεο ζηελφηεηαο ηεο αίζνπζαο δηδαζθαιίαο νη 

δχν νκάδεο ήηαλ πνιχ θνληά ε κία ζηελ άιιε. Έλαο καζεηήο αληέγξαςε ηε 

ιαλζαζκέλε ιχζε ηεο πξνεγνχκελεο νκάδαο θαη ηελ έδεημε ζηε δηθή ηνπ. 

΢ηε ζπλέρεηα ηα κέιε φισλ ησλ νκάδσλ ζπλεξγάδνληαλ ελζαξξπλφκελα 

αθαηάπαπζηα απφ ηνλ εθπαηδεπηηθφ-εξεπλεηή, ψζηε λα κελ απνγνεηεπηνχλ 

θαη εθδειψζνπλ ζεκάδηα παξαίηεζεο. Οη καζεηέο ζε φιεο ηηο νκάδεο έ-

ζηξεςαλ ηελ πξνζνρή ηνπο ζηηο αξηζκεηηθέο ελδείμεηο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη 

εκθάληζαλ πνιιέο αξηζκεηηθέο πξάμεηο, απφ ηηο νπνίεο άιιεο ήηαλ ιαλζα-

ζκέλεο θαη άιιεο ζσζηέο. ΢ηηο νκάδεο θαηά ηε δηάξθεηα απηήο ηεο θάζεο 

άλζηζαλ θαη εμειίρηεθαλ πνιπάξηζκεο ηδέεο θαη πνηθίιεο ζηξαηεγηθέο, νξη-

ζκέλεο απφ ηηο νπνίεο παξνπζίαζαλ νη αληηπξφζσπνη ησλ νκάδσλ θαη ζα 

δνχκε ζηε ζπλέρεηα.  

Σξίηε θάζε: καζεκαηηθή ζπδήηεζε ζε νιόθιεξε ηελ ηάμε (ζηηγκηόηππα) 

Θα πεξηνξηζηνχκε ζηελ παξνπζίαζε νξηζκέλσλ κφλν φςεσλ απφ ηηο θνηλέο 

ζπδεηήζεηο ζηελ ηάμε. Θα παξνπζηαζζνχλ πξψηα νη ζηξαηεγηθέο ησλ νκά-
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δσλ πνπ εκθαλίδνπλ αδπλακίεο θαη ζηε ζπλέρεηα νη πην ελδηαθέξνπζεο ιχ-

ζεηο. 
 

Οκάδα Β (Γ. Λ., Κ., Ά., Γθ.): Απηή ε νκάδα είρε επεξεαζηεί απφ ηε γεηηνλη-

θή νκάδα Δ αληηγξάθνληαο ηε ιχζε ηεο. Όκσο δέρηεθε ηηο λχμεηο θαη ηηο 

πξνηξνπέο πνπ έγηλαλ κε αθνξκή απηφ ην γεγνλφο θαη δνθίκαζε λέεο ηδέεο. 

Ζ ιχζε πνπ παξνπζίαζε ε εθπξφζσπνο ηεο νκάδαο βαζίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο 

δηαηήξεζεο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά 

(x+y=15) θαη ζηνλ ζηαδηαθφ ζρεκαηηζκφ ηνπ 120 (5x+10y=120).  
 

Ά.:  Δκείο δνθηκάζακε 7 πεξηπηώζεηο κε άζξνηζκα ραξηνλνκηζκάησλ 15 θαη θαηαιήμακε 

ζην ζσζηό απνηέιεζκα ην νπνίν ην μέξακε, γηαηί ήδε ην είρακε βξεη ζηελ ηύρε. ΢θεθηή-

θακε λα θάλνπκε ηνλ πίλαθα. ΢ηελ αξρή μεθηλήζακε κε 15 πεληάεπξα θαη ζηγά-ζηγά ηα 

ιηγνζηεύακε, ελώ απμάλακε ηα δεθάεπξα κέρξη λα βξνύκε ην 120. 
 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΓΟΚΙΜΩΝ ΚΑΙ ΔΠΑΛΗΘΔΥΣΔΩΝ ΤΗΣ ΟΜΑΓΑΣ Β 

αξίζκεζε 

δνθηκώλ 

πιήζνο 

δεθάεπξσλ  

πιήζνο 

πεληάεπξσλ 

ζηαζεξό άζξνη-

ζκα ραξηνλνκη-

ζκάησλ 

ζπλνιηθό άζξνηζκα 

εσξώ θνπκπαξά 

1.  15 0 15+0=15 15·10+0·5=150 

2.  14 1 14+1=15 14·10+1·5=145 

3.  13 2 13+2=15 13·10+2·5=140 

4.  12 3 12+3=15 12·10+3·5=135 

5.  11 4 11+4=15 11·10+4·5=130 

6.  10 5 10+5=15 10·10+5·5=125 

7.  9 6 9+6=15 9·10+6·5=120 
 

Με ηε ιχζε ηνπ πξνεγνχκελνπ πίλαθα δηαθψλεζαλ νη καζεηέο ηεο νκάδαο 

Α νη νπνίνη ππνζηήξημαλ φηη ζα πξέπεη λα εμαληιεζνχλ φιεο νη δπλαηέο πε-

ξηπηψζεηο «γηα λα είκαζηε ζίγνπξνη γηα ην απνηέιεζκα». Ζ ζπδήηεζε ζπλε-

ρίζηεθε κε δηαηχπσζε εηθαζηψλ θαη πξνβνιή πεηζηηθψλ επηρεηξεκάησλ ζρε-

ηηθά κε ηε ζπληφκεπζε ηεο ιχζεο θαη νη καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ πίλα-

θα γηα ηηο δνθηκέο θαη επαιεζεχζεηο ηνπο. Έλαο καζεηήο δηαηεξψληαο ζηα-

ζεξφ ην άζξνηζκα ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά θαη παίξλνληαο 

κηθξφηεξν πιήζνο ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 5 επξψ θαη ηαπηφρξνλα κεγαιχηε-

ξν πιήζνο ησλ 10 επξψ παξαηήξεζε φηη ε ζπλνιηθή αμία ηνπ θνπκπαξά 

απμάλεηαη. Κάλνληαο ην αληίζεην ειαηηψλεηαη θαη έηζη κεηά απφ δηαδνρηθέο 

δηνξζψζεηο θαη πεηξακαηηθέο πξνζεγγίζεηο θαηέιεμε ζηε ζσζηή ιχζε: 9 

δεθάεπξα θαη 6 πεληάεπξα. Ζ κέζνδνο ησλ δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ θά-

λεθε λα θαηαλνήζεθε απφ ην ζχλνιν ηεο ηάμεο γεγνλφο ζην νπνίν ζπλεηέ-

ιεζαλ θαη νη αξηζκνί πνπ δφζεθαλ ζην πξναλαθεξφκελν πξφβιεκα, πνπ 

είλαη πξνζηηνί (15 ραξηνλνκίζκαηα, 120 επξψ), έηζη ψζηε ν πίλαθαο λα θα-
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ηαζθεπάδεηαη εχθνια. Όκσο κηα ηέηνηα κέζνδνο δελ ζα κπνξνχζε λα πξν-

ζεγγηζηεί απφ ηνπο καζεηέο αλ νη αξηζκνί ήηαλ κεγαιχηεξνη. ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, κφλν ε ηχρε ζα κπνξνχζε λα βνεζήζεη ζηε ιχζε!   
 

Οκάδα Α (Με., Ρ., Δ., ΢., Γ.Κ.): Ο εθπξφζσπνο ηεο νκάδαο παξνπζίαζε ζε 

κία δηαθάλεηα έλαλ πίλαθα κε φιεο ηηο πξνζζεηηθέο αλαιχζεηο ηνπ 15 

(x+y=15). Αλέθεξε ηα αθφινπζα:  
 

Ρ.:  ΢ηελ νκάδα καο, αθνύ ζπδεηήζακε πνιύ ώξα, απνθαζίζακε λα εμεηάζνπκε όινπο ηνπο 

ζπλδπαζκνύο πεληάεπξσλ θαη δεθάεπξσλ πνπ δίλνπλ άζξνηζκα 15 ραξηνλνκίζκαηα. Γηα 

όιεο απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ππνινγίζακε ην ζπλνιηθό άζξνηζκα ησλ επξώ ηνπ θνπκπα-

ξά. Από όιεο απηέο ηηο πεξηπηώζεηο δηαιέμακε εθείλε πνπ κάο δίλεη ζπλνιηθή αμία 120, 

γηαηί γλσξίδνπκε όηη ν θνπκπαξάο έρεη 120 επξώ.  
 

΢ηνλ πίλαθα πνπ δεκηνχξγεζαλ νη αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο ηεο νκάδαο 

είλαη ηαμηλνκεκέλεο. ΢ηηο δχν ηειεπηαίεο ζηήιεο γίλεηαη ν ππνινγηζκφο ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά (x+y=15) θαη ηεο αληί-

ζηνηρεο ζπλνιηθήο ρξεκαηηθήο αμίαο ζε επξψ (5x+10y=120). Ζ θαηαγξαθή 

φισλ ησλ ζπλδπαζκψλ ραξηνλνκηζκάησλ ζε πίλαθα βνεζά ηε ζπγθξηηηθή 

ζπζρέηηζε θαη ηνλ εληνπηζκφ ηεο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Δπηπιένλ, εθφ-

ζνλ φινη νη άιινη ζπλδπαζκνί ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 5 θαη 10 επξψ δελ 

νδεγνχλ ζην ζρεκαηηζκφ ηνπ 120, ε κνλαδηθή ιχζε είλαη 9 δεθάεπξα θαη 6 

πεληάεπξα. Μεηά ηελ παξνπζίαζε απηήο ηεο ιχζεο κία καζήηξηα είρε ηελ 

ηδέα λα εμεηαζηνχλ κφλν νη πεξηπηψζεηο κε άξηην πιήζνο ραξηνλνκηζκάησλ 

ησλ 5 επξψ.  
 

΢. :   Μνύ θαίλεηαη όηη δελ κπνξεί λα ππάξρνπλ ζηνλ θνπκπαξά 9, 7 ή 5 πεληάεπξα. 

Δξ.:  Γηαηί;  

΢. :   Γηαηί ηόηε ν θνπκπαξάο ζα είρε 105, 115 ή 125 επξώ (παξαηεξεί ηνλ πίλαθα). Όκσο  

      δελ κπνξεί ν αξηζκόο απηόο λα ηειεηώλεη ζε 5. 

Δξ. :  Γηαηί δελ κπνξεί λα ηειεηώλεη ζε 5;   

΢. :   Γηαηί ν θνπκπαξάο έρεη 120 επξώ θαη ην 120 ηειεηώλεη ζε κεδέλ. Ο θνπκπαξάο πξέπεη 

λα έρεη 6, 8 ή δπγό αξηζκό ραξηνλνκηζκάησλ. Έηζη δελ είλαη;  

Η. :   Ο θνπκπαξάο δελ κπνξεί λα έρεη κνλό αξηζκό από πεληάεπξα. Αλ γηα παξάδεηγκα είρε 

11 πεληάεπξα, ζα είρε …55 επξώ. Έηζη; Σόηε ηα δεθάεπξα ζα ήηαλ … 65 επξώ, δεια-

δή 6 δεθάεπξα θαη κηζό. Όκσο δελ γίλεηαη λα θόςνπκε ραξηνλνκίζκαηα ζηε κέζε… 
 

΢ηελ πεξίπησζε απηή δηαηππψζεθε απφ κηα καζήηξηα ε εηθαζία φηη «ην 

πιήζνο ησλ πεληάεπξσλ είλαη πεξηηηόο αξηζκόο», ε νπνία θαηαξξίθζεθε απφ 

δχν άιινπο καζεηέο κεηά απφ πεηζηηθή αηηηνιφγεζε κε ρξήζε καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ πνπ βαζηδφηαλ ζηελ αθφινπζε ζθέςε: Αλ ην πιήζνο ησλ ραξηνλν-

κηζκάησλ ησλ 5 επξψ είλαη πεξηηηφο αξηζκφο, ηφηε ε ζπλνιηθή αμία ησλ 

ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά ζα έπξεπε λα ηειεηψλεη ζε 5. Απηφ φκσο 

είλαη άηνπν, γηαηί ην 120 δελ ηειεηψλεη ζε 5. Δίλαη θαλεξφ φηη ε ελ ιφγσ 
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ηδέα νδεγεί ζε ζπληφκεπζε ηεο ιχζεο πνπ πξνθχπηεη κέζα απφ έλαλ πξφ-

ζθνξν λνεηηθφ ρεηξηζκφ ησλ εηδηθψλ πεξηπηψζεσλ ηνπ πίλαθα. 
 

Οκάδα Γ (Π., ΢., Κ., Μ.-Κ.): Ζ ιχζε ηεο νκάδαο δφζεθε κε πίλαθα, δηαθν-

ξεηηθφ απφ απηφλ ησλ νκάδσλ Α θαη Β. Δδψ δηαηεξείηαη ζηαζεξή ε ζπλνιη-

θή ρξεκαηηθή αμία ζε επξψ (5x+10y=120) θαη αλαδεηείηαη ν θαηάιιεινο 

ζπλδπαζκφο ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 5 θαη 10 επξψ πνπ ζρεκαηίδνπλ άζξνη-

ζκα 15 (x+y=15). Οη εμεγήζεηο ηεο εθπξνζψπνπ ηεο νκάδαο πήξαλ ηε κνξ-

θή ηνπ αθφινπζνπ δηαιφγνπ:  
 

Π.:  Η ιύζε πνπ βξήθακε είλαη απηή (έδεημε ηνλ αθφινπζν πίλαθα ζηε δηαθάλεηα) : ΢ηελ 

νκάδα καο ζθεθηήθακε λα ππνζέζνπκε όηη θαη ηα 120 επξώ πνπ ππάξρνπλ κέζα ζηνλ 

θνπκπαξά είλαη όια πεληάεπξα.  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΔΩΝ ΟΜΑΓΑΣ Γ 

αξίζκεζε 

αληηθαηα-

ζηάζεσλ 

πιήζνο 

πεληάεπξσλ 

πιήζνο 

δεθάεπξσλ 

ζπλνιηθό άζξνηζκα 

εσξώ θνπκπαξά 

άζξνηζκα 

ραξηνλνκηζκά-

ησλ 

1.  24 0 24·5+0·10=120 24+0=24 

2.  22 1 22·5+1·10=120 22+1=23 

3.  20 2 20·5+2·10=120 20+2=22 

4.  18 3 18·5+3·10=120 18+3=21 

5.  16 4 16·5+4·10=120 16+4=20 

6.  14 5 14·5+5·10=120 14+5=19 

7.  12 6 12·5+6·10=120 12+6=18 

8.  10 7 10·5+7·10=120 10+7=17 

9.  8 8 8·5+8·10=120 8+8=16 

10.  6 9 6·5+9·10=120 6+9=15 
 

Π.:  Αλ απηό ήηαλ αιήζεηα ζα έπξεπε λα είρακε 120:5=24 πεληάεπξα. Όκσο κέζα ζηνλ 

θνπκπαξά καο ππάξρνπλ ζπλνιηθά 15 ραξηνλνκίζκαηα θαη όρη 24.  

Γ.:  Λέηε όηη ππάξρνπλ 15 ραξηνλνκίζκαηα πνπ είλαη 120 επξώ. Γελ θαηαιαβαίλσ γηαηί λα 

ζέινπκε λα ππάξρνπλ 24. Αθνύ δελ είλαη όια πεληάεπξα.  

Π.:  Γελ ιέσ όηη είλαη πξαγκαηηθά 24. Αο πνύκε όηη ήηαλ 24! Σν μέξνπκε όηη απηό δελ είλαη 

αιήζεηα. Γη απηό ζθεθηήθακε λα ειαηηώζνπκε ηα ραξηνλνκίζκαηα. Αλ από ηα 24 πεληά-

επξα αθαηξέζνπκε δύν πεληάεπξα θαη ηα αληηθαηαζηήζνπκε κε έλα δεθάεπξν ζα έρνπκε 

πάιη 120 επξώ (120-2·5+10=120). Έηζη ηώξα ζα είλαη 23 ραξηνλνκίζκαηα (24-

2+1=23). ΢πλερίδνληαο έηζη θηηάμακε ηνλ πίλαθα. 
 

΢ηνλ πξνεγνχκελν πίλαθα παξαηεξνχκε ηνπο καζεηέο λα δνθηκάδνπλ ζπλε-

ρείο αληηθαηαζηάζεηο, φπνπ κεηψλνληαη θαηά δχν ηα ραξηνλνκίζκαηα ησλ 5 

επξψ θαη δίλνπλ ηε ζέζε ηνπο ζε έλα δεθάεπξν, δειαδή απμάλεηαη θαηά έλα 

ην πιήζνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 10 επξψ, ελψ ν θνπκπαξάο έρεη πά-
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ληνηε ην ίδην ζπλνιηθφ πνζφ ρξεκάησλ. Ζ ιχζε ζα έρεη βξεζεί φηαλ ην ά-

ζξνηζκα ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ζα έρεη γίλεη 15. 

΢ηε ζπδήηεζε πνπ αθνινχζεζε κία καζήηξηα θαηάθεξε λα εθεχξεη κία 

άιιε ιχζε.  
 

Α.:     Ίζσο ζα κπνξνύζακε λα βξνύκε από ηελ αξρή πόζεο αληηθαηαζηάζεηο ρξεηάδνληαη, 

ρσξίο λα θηηάμακε πίλαθα θαη έηζη λα θεξδίζνπκε ρξόλν.  

Δξ.:    Γειαδή;  

Α.     Λνηπόλ! Κάζε αληηθαηάζηαζε θαηεβάδεη ηα ραξηνλνκίζκαηα θαηά έλα θαη ζέινπκε ηα 

24 ραξηνλνκίζκαηα λα γίλνπλ 15. Δληάμεη;  

Δξ.:    Γηα ζπλέρηζε. 

Α. :    Γηα λα βξνύκε ηηο αληηθαηαζηάζεηο πνπ ζα ρξεηαζηνύλ από ην 24 βγάδνπκε 15, δε-

ιαδή 23,22,21,20,19,18,17,16,15. Οπόηε βξίζθνπκε 9 αληηθαηαζηάζεηο (κεηξά κε ηα 

δάρηπια).  

Δ.:     Γηαηί; Γελ θαηάιαβα!  

Δξ.:    Γηα λα θαηαιάβεηε ρξεηάδεηαη πξνζνρή!   

Α.:    Λνηπόλ! Έηζη νη αληηθαηαζηάζεηο πνπ ρξεηάδνληαη είλαη 24-15=9. Ννκίδσ  όηη θα-

ιύηεξα λα ηηο ππνινγίζνπκε κε ην κπαιό παξά λα ηηο κεηξήζνπκε κία κία.  

Μ.- Κ.: Ούηε λα κεηξάκε κε ηα δάρηπια. Δγώ λνκίδσ όηη ρξεηάδεηαη όινο ν πίλαθαο. Όπσο 

απηόο πνπ θηηάμακε.  

Δξ.:    Ο θαζέλαο έρεη ην δηθό ηνπ ηξόπν. Αο ηνλ ζεβαζηνύκε. ΢αο παξαθαιώ κε δηαθόπηε-

ηε. ΢πλέρηζε Α.   

Α.:    Ο πίλαθαο είλαη θαιόο αιιά ζέιεη πνιύ ρξόλν λα ηνλ θηηάμνπκε. Λνηπόλ κε ηηο 9 

αληηθαηαζηάζεηο ζα ππάξρνπλ ζηνλ θνπκπαξά 120 επξώ ζε 15 ραξηνλνκίζκαηα. Με 

ηηο 9 αληηθαηαζηάζεηο πνπ ζα θάλνπκε ζα αθαηξεζνύλ ζπλνιηθά 9·2=18 πεληάεπξα. 

Σόηε ζα έρνπκε 24-18=6 πεληάεπξα θαη ηέινο ζα έρνπκε 9 δεθάεπξα, αθνύ 15-6=9. 

Π.:    Ο πίλαθαο είλαη ρξήζηκνο. Αλ δελ είρακε θάλεη ηνλ πίλαθα…   

Α.:    Ο πίλαθαο κάο βόεζεζε λα βξνύκε κηα ζπληνκόηεξε ιύζε … 
 

Δίλαη θαλεξφ φηη ε πηλαθνπνίεζε ππέβαιε ζηε καζήηξηα ηελ ηδέα γηα ηελ 

πεξηγξαθή γεληθψλ αξηζκεηηθψλ ζρέζεσλ πνπ νδήγεζαλ ζηελ πξνεγνχκελε 

ιηηή θαη ζπλνπηηθή ιχζε, ε νπνία ηζρχεη θαη γηα κεγάινπο αξηζκνχο. Ζ ιε-

πηή παξαηήξεζε ηεο ζπζηεκαηηθήο νξγάλσζεο ηνπ πίλαθα θαη ν λνεξφο 

ζπζρεηηζκφο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλέβαιαλ ζηελ παξάιεηςε ησλ πεξηηηψλ 

ππνινγηζκψλ, ζηελ αλαθάιπςε ζεκαληηθψλ θξπκκέλσλ θαλνληθνηήησλ θαη 

ζηε ζπκπχθλσζε ηεο ιχζεο. Ζ ζπξξίθλσζε ηεο ιχζεο δείρλεη βαζχηεξε 

θαηαλφεζε. Όκσο ε επηλφεζε ηέηνησλ πξσηφηππσλ ηδεψλ απνηεινχλ εμαί-

ξεζε γηα ηελ πιεηνλφηεηα ησλ καζεηψλ.  
 

Οκάδα Γ (Ά., Η., Μ. Κξ., ΢η., Ν.): Ζ εθπξφζσπνο ηεο νκάδαο αλέθεξε φηη ε 

νκάδα έιπζε ην πξφβιεκα κε δηάθνξεο δνθηκέο θαη επαιεζεχζεηο, ρσξίο 

φκσο λα δεκηνπξγήζεη έλαλ πιήξε πίλαθα. Απηέο νη ηπραίεο δνθηκέο απνηέ-

ιεζαλ ηελ γξαπηή δηαθάλεηα ηεο νκάδαο. Τπήξμε φκσο θαη κία άιιε ιχζε 

πνπ επηλφεζε έλαο αιινδαπφο καζεηήο, ηελ νπνία ιφγσ δηαθσληψλ δελ έ-
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γξαςαλ ζηε ζπιινγηθή δηαθάλεηα, δηθαηνινγψληαο φηη «δελ ηελ θαηάιαβε 

θαλέλαο από ηνπο ππόινηπνπο ζηελ νκάδα». ΢ηε ζπλέρεηα πήξε ην ιφγν ν 

καζεηήο θαη παξνπζίαζε ηε δηθή ηνπ ιχζε:  
 

Ά.:   ΢θέθηεθα λα ππνζέζσ όηη όια ηα ραξηνλνκίζκαηα ηνπ θνπκπαξά είλαη δεθάεπξα. Σόηε 

ζηνλ θνπκπαξά ζα ππήξραλ 15×10=150 επξώ. Όκσο μέξνπκε όηη ν θνπκπαξάο έρεη 

120 επξώ. Έρνπκε κηα δηαθνξά 150-120=30 επξώ. Γηα λα βξσ ηα πεληάεπξα έθαλα 

δηαίξεζε 30:5 θαη βξήθα 6 πεληάεπξα, νπόηε ηα δεθάεπξα ζα είλαη 9.  

     … 

Δξ.:  Μπνξείηε λα ζθεθηείηε ηη εθθξάδεη ην 5; (απεπζχλεηαη ζε φιε ηελ ηάμε).  Μπνξεί 

θάπνηνο άιινο λα ην εμεγήζεη; (΢ησπή) … Ζ ΢.  

΢.:   Δίλαη ν αξηζκόο ησλ πεληάεπξσλ. 

Ά.:   Όρη δελ είλαη ν αξηζκόο πεληάεπξσλ. Απηά είλαη 6.  

Δξ.:  Σόηε ηη παξηζηάλεη ην 5; Γηα αλαινγηζηείηε… (ζησπή απφ φιε ηελ ηάμε) 

Ά.:   Τπάξρεη ε δηαθνξά ησλ 30 εσξώ γηαηί ζηνλ θνπκπαξά ππάξρνπλ θαη πεληάεπξα. Σν 

30 είλαη ε δηαθνξά ζε εσξώ αλάκεζα ζηα δεθάεπξα θαη ηα πεληάεπξα. ΢σζηά; 

Δξ.:  Βεβαίσο! 

Ά.:   Σόηε ην βξήθα. Όζεο είλαη νη δηαθνξέο δεθάεπξσλ-πεληάεπξσλ… ηόζα ζα είλαη θαη ηα 

πεληάεπξα θαη ην 5 …(ζησπή). Ναη! Σν 5 είλαη πόζα επξώ είλαη ε κηα δηαθνξά κεηαμύ 

ηνπο. Ναη απηό είλαη! Σν βξήθα! 

Δξ.:  Γειαδή ην 5 παξηζηάλεη ηε δηαθνξά ρξεκαηηθήο αμίαο αλάκεζα ζε έλα δεθάεπξν θαη 

είλαη πεληάεπξν; 

Ά.:   Ναη. Έρνπκε 10-5=5. Έηζη ζα ππάξρνπλ ζηνλ θνπκπαξά 30:5=6 πεληάεπξα. 

Δξ.:  Δπνκέλσο εμήγεζεο όηη ην 5 εθθξάδεη ηε δηαθνξά αμίαο αλάκεζα ζε έλα δεθάεπξν θαη 

έλα πεληάεπξν. Από ηελ άιιε πιεπξά ε δηαθνξά πνπ βξήθεο αλάκεζα ζηα δεθάεπξα 

θαη πεληάεπξα ζα ήηαλ 30. Δπεηδή θάζε πεληάεπξν έρεη 10-5=5 επξώ ιηγόηεξα από 

θάζε δεθάεπξν θαη όια ηα πεληάεπξα ζα είραλ 30 επξώ ιηγόηεξα από όια ηα δεθάεπ-

ξα, ζα έρνπκε 30:5=6 πεληάεπξα θαη 15-6=9 δεθάεπξα. Ση ιέηε;  
 

Ο πξνεγνχκελνο δηάινγνο μεηπιίγεη ην θνπβάξη κηαο θαηλνηνκηθήο ιχζεο ε 

νπνία κε ηελ ελζάξξπλζε θαη ζηήξημε ηεο νπηηθήο γσλίαο ηνπ καζεηή απφ 

ηνλ δηδάζθνληα εμεγείηαη κε ιεπηνκέξεηα. ΢ηελ αιιειεπίδξαζε δαζθάινπ-

καζεηή ε κάζεζε εκπιέθεηαη κε ηε δηδαζθαιία θαζψο ν δηδάζθσλ αλαδηα-

ηππψλεη, εξκελεχεη θαη ηνλίδεη ηε ιχζε ηνπ καζεηή. Αμίδεη λα ππνγξακκη-

ζηεί ε ζεκαζία ηεο παξέκβαζεο ηνπ εθπαηδεπηηθνχ ψζηε νη ζπιινγηζκνί 

πνπ δηαηππψλνληαη λα ηεθκεξηψλνληαη κε λνεξνχο ππνινγηζκνχο. Ζ ελ ιφ-

γσ ιχζε είλαη πνιχ έμππλε θαη ήηαλ δχζθνιν λα ζπιιεθζεί απφ ηνπο πε-

ξηζζφηεξνπο καζεηέο, αθνχ απαηηεί λα γεθπξψζνπλ κε κία νιηθή ζχιιεςε 

ηα δεδνκέλα κε ηα δεηνχκελα κέζσ ελφο ζρεδίνπ φπσο απηφ πνπ επηλνήζε-

θε. Οξηζκέλνη καζεηέο θαίλεηαη φηη αδπλαηνχζαλ λα ειεπζεξψζνπλ ηε 

ζθέςε ηνπο απφ ηηο αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο ησλ πηλάθσλ θαη λα πηνζεηή-

ζνπλ κία ςεπδή ππφζεζε. Θεψξεζαλ πνιχπινθε ηε ζηξαηεγηθή πνπ πξνηά-

ζεθε. 
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Δπηπιένλ ν εθπαηδεπηηθφο επηζήκαλε φηη επεηδή ζηνλ ζπγθεθξηκέλν 

θνπκπαξά ην πιήζνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ήηαλ 15 κπνξνχζαλ εχθνια λα 

θαηαγξαθνχλ φιεο νη πεξηπηψζεηο θαη λα γίλεη επηινγή ηεο ζσζηήο ιχζεο. 

Αλ φκσο ν θνπκπαξάο είρε 100 ή 1000 ραξηνλνκίζκαηα ηφηε ζα ρξεηάδν-

ληαλ αληίζηνηρα ππνινγηζηηθά βήκαηα. Με ηελ ςεπδή ππφζεζε φηη «όια ηα 

ραξηνλνκίζκαηα ηνπ θνπκπαξά είλαη δεθάεπξα» ε ιχζε πνπ πξφηεηλε ν κα-

ζεηήο ππεξβαίλεη ηηο εηδηθέο πεξηπηψζεηο, είλαη ζχληνκε θαη εθφζνλ δηεπξχ-

λεηαη ην πιαίζην εθαξκνγήο ηεο έρεη ραξαθηήξα γελίθεπζεο (Harel & Tall 

1989).  
 

Οκάδα Δ (Έ., Γ. Σ., Λ., Μ. Κνη.): Απηή ε νκάδα παξά ηηο ζρεηηθέο λχμεηο 

θαη ζπζηάζεηο πνπ είρακε θάλεη παξνπζίαζε εκκνλή ζην ιαλζαζκέλν ηξφ-

πν: 120:2=60, 60:5=12 πεληάεπξα θαη 60:10=6 δεθάεπξα. Ζ ιχζε ηεο νκά-

δαο απηήο είρε απνξξηθηεί απφ ηηο άιιεο νκάδεο. Όκσο φηαλ παξνπζηάζηεθε 

απφ ηελ νκάδα Δ ζηηο άιιεο νκάδεο γέλλεζε έλαλ θαηλνχξγην ηξφπν ιχζεο 

πνπ δελ είρακε ππνπηεπηεί. Έλαο καζεηήο ηεο νκάδαο Δ παίξλνληαο αθνξκή 

απφ ηε ιαλζαζκέλε ιχζε πνπ είρε πξνβιεζεί ζηε δηαθάλεηα δηαηχπσζε ηελ 

αθφινπζε πξσηφηππε ζθέςε:  
 

Λ.:  Έρνπκε ηε δηαίξεζε 120:2=60, λνκίδσ όηη ζα κπνξνύζακε λα ππνζέζνπκε όηη ηα ρξή-

καηα ηνπ θνπκπαξά κνηξάδνληαη εμίζνπ, δειαδή 60 επξώ ζε δεθάεπξα θαη 60 ζε πεληά-

επξα ή αιιηώο 6 δεθάεπξα θαη 12 πεληάεπξα. 
 

Γηαηχπσζε ηε ζθέςε φηη κε ηηο απμνκεηψζεηο θαη ηηο αληαιιαγέο κπνξνχκε 

πνιχ ζχληνκα λα θηάζνπκε ζην απνηέιεζκα. Ζ ιχζε πνπ έγξαςε ζηνλ 

καπξνπίλαθα κπνξεί λα απνδνζεί ζηνλ παξαθάησ πίλαθα.  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΔΩΝ  

αληηθα-

ηαζηάζεηο  

πιήζνο 

5/ξσλ 

πιήζνο 

10/ξσλ 

ρξεκαηηθή αμία  

πεληάεπξσλ 

ρξεκαηηθή αμία  

δεθάεπξσλ 

ζύλνιν εσξώ 

θνπκπαξά 

1.  12 6 12·5=60 6·10=60 60+60=120 

2.  10 7 10·5=50 7·10=70 50+70=120 

3.  8 8 8·5=40 8·10=80 40+80=120 

4.  6 9 6·5=30 9·10=90 30+90=120 
 

Ζ παξαπάλσ ιχζε ήηαλ ην εξέζηζκα γηα λα ζθεθηνχλ ηα παηδηά ηεο ηάμεο 

θαη άιινπο ζχληνκνπο ηξφπνπο. Έλαο καζεηήο έθαλε ηε δηαίξεζε 120:3=40 

θαη ππέζεζε φηη απηφ ην πνζφ αληηπξνζσπεχεη ραξηνλνκίζκαηα ησλ 5 επξψ. 

«Σόηε αξθνύλ κόλν νη δύν ηειεπηαίεο γξακκέο ηνπ πξνεγνύκελνπ πίλαθα γηα 

λα θηάζνπκε ζηε ιύζε». 

΢ηε ζπλέρεηα θαη άιινη καζεηέο κπήθαλ ζην ρνξφ θαη άξρηζαλ λα δηα-

ηππψλνπλ λέεο εηθαζίεο θαη λα εκπιέθνληαη ζηελ επαιήζεπζή ηνπο. Έλαο 
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άιινο καζεηήο θάλνληαο ηε δηαίξεζε 15:3=5, ππέζεζε φηη «ην έλα ηξίην ησλ 

ραξηνλνκηζκάησλ είλαη πεληάεπξα». Σφηε ν παξαθάησ πίλαθαο καο νδεγεί 

άκεζα ζηε ιχζε:  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΓΟΚΙΜΩΝ ΚΑΙ ΔΠΑΛΗΘΔΥΣΔΩΝ 

αξίζκεζε 

δνθηκώλ 

πιήζνο 

δεθάεπξσλ  

πιήζνο 

πεληάεπξσλ 

ζηαζεξό άζξνη-

ζκα ραξηνλνκη-

ζκάησλ 

ζπλνιηθό άζξνηζκα 

εσξώ θνπκπαξά 

1.  10 5 10+5=15 10·10+5·5=125 

2.  9 6 9+6=15 9·10+6·5=120 
 

Ζ επηθνηλσλία ήηαλ πνιιαπιά γφληκε, αθνχ απνθάιππηε αλαινγηθνχο ή 

παξφκνηνπο  ζπιινγηζκνχο. Σα επηρεηξήκαηα πνπ πξνεμάξρνπλ είλαη κα-

ζεκαηηθήο θχζεο: εηθαζίεο, επαιεζεχζεηο, αηηηνινγήζεηο.  
 

Οκάδα ΢Σ (Μπ., Α., Β., Γ. Μ.): Ζ νκάδα δελ ιεηηνχξγεζε εληαία. Υσξίζηε-

θε ζε δχν ππννκάδεο. Ζ εθπξφζσπνο ηεο πξψηεο ππννκάδαο παξνπζίαζε 

δχν ιχζεηο. Ζ κία αθνξνχζε ηελ αλεπηηπρή ρξήζε ηεο κεζφδνπ δνθηκήο θαη 

πιάλεο, ελψ ε άιιε ήηαλ παξφκνηα κε ηε ιχζε δηαδνρηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

πνπ βξέζεθε θαηά ηε ζπδήηεζε ηεο νκάδαο Β. ΢ηελ ελ ιφγσ κέζνδν νη κα-

ζεηέο βξίζθνπλ ηε ιχζε κεηά απφ δνθηκέο. Κάζε λέα δνθηκή επηδηψθεη λα 

ηξνπνπνηήζεη ηελ πιάλε ηεο πξνεγνχκελεο. ΢ηαδηαθά ην ιάζνο δηνξζψλεηαη 

θαζψο νη δηαδνρηθέο δνθηκέο πιεζηάδνπλ φιν θαη πεξηζζφηεξν ζην επηζπκε-

ηφ απνηέιεζκα (Polya 2001). ΢ηε ζπλέρεηα αθνινπζεί ε ιχζε ηεο άιιεο 

ππννκάδαο, ηελ νπνία ζα κπνξνχζακε λα εξκελεχζνπκε φηη βαζίδεηαη ζηε 

ζπλεπαγσγή 5x+10y=120x+2y=24 θαη ζηελ ηζφηεηα x+y=15. 
 

Δξ.:    Αο αθνύζνπκε ηώξα θαη ηε δεύηεξε ιύζε. Ο Γ. 

Γ. Μ:  Λνηπόλ ν θνπκπαξάο έρεη 15 πεληάεπξα θαη δεθάεπξα, αιιά δελ μέξνπκε πόζα είλαη 

ηα πεληάεπξα θαη πόζα ηα δεθάεπξα. Σα επξώ πνπ έρεη ζπλνιηθά ν θνπκπαξάο είλαη 

120. Σν θάζε δεθάεπξν είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 5. Έρεη δύν πεληάεπξα. Έηζη; Αλ δη-

αηξέζνπκε ην 120 κε ην 5 βξίζθνπκε 120:5=24. Ννκίδσ όηη αλ κεηξήζνπκε κηα θν-

ξά ηα πεληάεπξα θαη δύν ηα δεθάεπξα βξίζθνπκε ην 24.  

Δξ.:    Γηαηί; 

Γ. Μ:  Σν δεθάεπξν έρεη δηπιάζηα αμία. Έηζη δελ είλαη; 

Δξ.    Βεβαίσο. Γηα ζπλέρηζε. 

Γ. Μ:  Λνηπόλ κηα θνξά ν αξηζκόο ησλ πεληάεπξσλ ηνπ θνπκπαξά θαη κηα θνξά ν αξηζκόο 

ησλ δεθάεπξσλ θάλνπλ 15. Δπίζεο κηα θνξά ν αξηζκόο ησλ πεληάεπξσλ ηνπ θνπ-

κπαξά θαη δύν θνξέο ν αξηζκόο ησλ δεθάεπξσλ θάλνπλ 24. Αλ από ην 24 αθαηξέ-

ζνπκε ην 15 βξίζθνπκε 9 δεθάεπξα. Σέινο αλ από ηα 15 ραξηνλνκίζκαηα ηνπ θνπ-

κπαξά αθαηξέζνπκε ηα 9 δεθάεπξα βξίζθνπκε 6 πεληάεπξα. ΢σζηό θύξηε; 

Δξ.    Μπξάβν! Η ιύζε είλαη απίζαλε!   

Με.:   Ση ζεκαίλεη δύν θνξέο ν αξηζκόο ησλ δεθάεπξσλ θάλνπλ 24 επξώ;  
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Γ. Μ:  Όρη 24 επξώ, αιιά 24 ραξηνλνκίζκαηα. Μηα θνξά θάπνηα πεληάεπξα θαη δύν θνξέο 

από θάπνηα δεθάεπξα θάλνπλ 24. 
 

Ο πξνεγνχκελνο καζεηήο επηλφεζε κία θαεηλή ηδέα, κία αζπλήζηζηε ιχζε, 

πξνθαιψληαο ηηο εχινγεο αληηδξάζεηο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπ, νη νπνίνη απν-

ξνχλ θαη αδπλαηνχλ λα δηεηζδχζνπλ ζηηο πεξηγξαθφκελεο ηζνδπλακίεο θαη 

ηε ζχλδεζε ηνπο κε ην ηειηθφ απνηέιεζκα. Πξφθεηηαη γηα κία εθπιεθηηθή 

αλαθάιπςε ηνπ καζεηή πνπ αλαδεηθλχεη έλα ελδηάκεζν παξαζηαηηθφ ζηά-

δην αλάκεζα ζην αξηζκεηηθφ θαη ζην ζπκβνιηθφ επίπεδν. Υξεζηκνπνηψληαο 

ιεθηηθέο πεξηγξαθέο εθζέηεη κηα αιιεινπρία ινγηθά ηζνδχλακσλ ηζνηήησλ 

πνπ ζπλζέηνπλ ηελ αηηηνιφγεζε ηεο ιχζεο. Οη εθθξάζεηο «αξηζκόο ησλ πε-

ληάεπξσλ» θαη «ν αξηζκόο ησλ δεθάεπξσλ» παξηζηάλνπλ απξνζδηφξηζηεο 

πνζφηεηεο πνπ ζπλεπάγνληαη λνεηηθέο αθαηξέζεηο πνπ δεκηνπξγνχλ δπζθν-

ιίεο ζηνπο καζεηέο. Οη ελ ιφγσ κεηαβαηηθνί ρεηξηζκνί ζα κπνξνχζαλ λα 

ζεσξεζνχλ φηη έρνπλ ραξαθηήξα αιγεβξηθήο γελίθεπζεο ρσξίο ηε ρξήζε 

κεηαβιεηήο (Radford 2003). Δίλαη θαλεξφ φηη απηή ε ιχζε κπνξεί λα εθαξ-

κνζηεί κε ηελ ίδηα επηηπρία θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ νη αξηζκνί ηνπ πξνβιή-

καηνο αληηθαηαζηαζνχλ κε κεγαιχηεξνπο. Ζ αξηζκεηηθή θαηαλφεζε απνηε-

ιεί ηε βάζε γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ πξψηκνπ αιγεβξηθνχ ζπιινγηζκνχ.  

΢ην ηέινο ζπδεηήζεθε ζε φιε ηελ ηάμε ην εξψηεκα πνηα ήηαλ ή θαιχ-

ηεξε ιχζε. Άιινη ζεσξνχζαλ φηη θαιχηεξεο είλαη νη αλαιπηηθέο κέζνδνη 

ησλ πηλαθνπνηήζεσλ ζηηο νπνίεο δνθηκάδνληαη πνιιέο ιχζεηο (κπνξεί θαη 

φιεο) θαη επηιέγεηαη ε ζσζηή θαη άιινη πίζηεπαλ φηη θαιχηεξεο είλαη νη 

κέζνδνη επηλφεζεο ππνζέζεσλ θαη ε επαιήζεπζε κε αξηζκεηηθέο πξάμεηο ή 

άιια επηρεηξήκαηα. Δπηζεκάλζεθε φηη κε πξσηφηππνπο ζπιινγηζκνχο νη 

ιχζεηο είλαη ζχληνκεο θαη θνκςέο. Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη ην 

πξφβιεκα γέλλεζε λέεο παξάγσγεο ιχζεηο ηηο νπνίεο ηα παηδηά έιπζαλ κε 

λέεο ζηξαηεγηθέο.  

Σύλνςε ησλ επξεκάησλ θαη πεξαηηέξσ ζπδήηεζε 

Ζ νκαδνζπλεξγαηηθή ιχζε ηνπ αλνηρηνχ πξνβιήκαηνο ηνπ θνπκπαξά πξν-

θάιεζε ην ελδηαθέξνλ φισλ ησλ καζεηψλ θαη καζεηξηψλ πξνζθέξνληαο 

πνιιαπιά θίλεηξα κάζεζεο. Οη καζεηέο θάλεθε λα αλππνκνλνχλ γηα ηελ 

αλνηρηή ζπδήηεζε ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε, θαζψο ήζειαλ λα ζπγθξίλνπλ ηε 

ιχζε ηεο νκάδαο ηνπο κε ηηο ιχζεηο ησλ άιισλ νκάδσλ. Ζ γεληθή ζπδήηεζε 

είλαη ην ζπιινγηθφ θφζθηλν φπνπ ε ηειηθή πξφηαζε θάζε νκάδαο κπνξεί λα 

θαηαιήγεη ζηελ ππέξβαζε-δηαθχιαμε ησλ αηνκηθψλ θαη νκαδηθψλ πξνηά-

ζεηο. ΢ηε θάζε απηή έξρνληαη ζην θψο πνιιαπιέο ιχζεηο θαη ζηελ αλνηρηή 

ζπδήηεζε δίλεηαη ε δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα ππεξαζπηζηνχλ ηελ ιχζε 
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ηνπο αθελφο, αιιά θαη λα ηελ ππεξβνχλ αθεηέξνπ. Σα πεξηζζφηεξα παηδηά 

έδεημαλ έηνηκα λα δερηνχλ άιιεο ιχζεηο. Όκσο, ζηελ αξρή νξηζκέλα παηδηά 

πίζηεπαλ φηη ην πξφβιεκα έρεη έλα κφλν ηξφπν ιχζεο θαη εμεπιάγεζαλ απφ 

ηελ πινχζηα παξαγσγή πνηθηιίαο δηαθνξεηηθψλ ιχζεσλ. Πνιχ ζχληνκα 

ζπκθηιηψζεθαλ κε ηελ ηδέα ησλ πνιιαπιψλ ιχζεσλ εληζρχνληαο ηελ άλεζή 

ηνπο ζηελ εμεξεχλεζε ηεο θαηάζηαζεο, γεληθεχνληαο πνιιαπιέο ηδέεο θαη 

εθεπξίζθνληαο λέεο ιχζεηο. Αλακθηζβήηεηα, ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε 

πεξηζζφηεξνπο απφ έλαλ ηξφπνπο ήηαλ πνιιαπιά γφληκε. 

Όπσο θαηαδεηθλχεηαη απφ ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ νη κα-

ζεηέο γηα λα αηηηνινγήζνπλ ηηο ιχζεηο ηνπο πξφβαιαλ πνηθίια επηρεηξήκαηα, 

ηα νπνία ζπλδένληαη κε δηαθνξεηηθά είδε καζεκαηηθνχ ζπιινγηζκνχ. Οη 

απζφξκεηεο ζηξαηεγηθέο πνπ αθνινχζεζαλ νη καζεηέο γηα ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο κπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ ζε ηξία επίπεδα: 

Δπίπεδν 1: Αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο κε «δνθηκή θαη πιάλε» θαη απα-

ληήζεηο ρσξίο ινγηθή ζπλνρή 

΢ην πξψην επίπεδν ζπγθαηαιέγνληαη θπξίσο απαληήζεηο ρσξίο ινγηθή ζπ-

λνρή πνπ νδεγνχλ ζε ιαλζαζκέλε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη αλεπηηπρείο ή 

επηηπρείο δηαδηθαζίεο «δνθηκήο θαη πιάλεο». ΢πρλά νη καζεηέο δελ έιεγραλ 

αλ ε ιχζε πνπ έβξηζθαλ ηθαλνπνηνχζε ηνπο αλαγθαίνπο πεξηνξηζκνχο. ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ νη καζεηέο εθεπξίζθνπλ θαηάιιειεο ζηξαηεγηθέο, θάλνπλ 

θάπνηεο παξαηεξήζεηο θαη εληνπίδνπλ απιέο ζρέζεηο αλάκεζα ζηα δεδνκέλα 

θαη ζηα δεηνχκελα. ΢ην ελ ιφγσ πξφβιεκα δηαπηζηψζακε πνιιέο δηαδηθα-

ζίεο ιχζεο πνπ εληάζζνληαη ζηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

΢ηξαηεγηθέο ρσξίο ινγηθή ζπλνρή: Έρνπκε θαηαγξάςεη ππνινγηζκνχο ρσξίο 

θαλεξή ζεκαζία φπσο: 15:5=, 15:10=, 120:15=, 3·120=, 1,5·120=,… ΢ηηο 

πεξηπηψζεηο απηέο ηα παηδηά δίλνπλ ηελ εληχπσζε φηη «θάλνπλ νηηδήπνηε». 

Λεηηνπξγνχλ ζχκθσλα κε ην «δηδαθηηθφ ζπκβφιαην», φκσο εξκελεχνπλ 

επηθαλεηαθά ηελ εθθψλεζε. Δπηπιένλ δηαπηζηψζακε κηα κεζνδνινγία ρσ-

ξηζκνχ ζε δηαδνρηθά βήκαηα: «ηα 120 επξώ ηνπ θνπκπαξά πόζα δεθάεπξα 

ζρεκαηίδνπλ;» (120:10=12), «ηα 120 επξώ ηνπ θνπκπαξά πόζα πεληάεπξα 

ζρεκαηίδνπλ;» (120:5=24) ή αθφκα 15:10=1,5 θαη 15:5=3. Απηφο ν ηξφπνο 

ρεηξηζκνχ ησλ δεδνκέλσλ παξαπέκπεη άκεζα ζηηο αξηζκεηηθέο γλψζεηο ησλ 

καζεηψλ απφ ην δεκνηηθφ ζρνιείν ζχκθσλα κε ηηο νπνίεο έλα πξφβιεκα 

ηεκαρίδεηαη ζε επηκέξνπο εξσηήκαηα ηα νπνία πξνζεγγίδνληαη δηαδνρηθά. 
 

Αλεπηηπρείο ή επηηπρείο ζηξαηεγηθέο «δνθηκήο θαη πιάλεο»: Ζ κέζνδνο απηή 

ρξεζηκνπνηήζεθε ζπρλά θαηά ηηο θάζεηο ηεο αηνκηθήο θαη ζπιινγηθήο έ-

ξεπλαο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ο πεηξακαηηζκφο κε απζαίξεηα δεχγε αξηζκψλ 
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ρξεζηκνπνηήζεθε αξθεηέο θνξέο θαηά ηξφπν εζθαικέλν, ηδηαίηεξα φηαλ 

ιεηηνπξγνχζαλ ζηα ηπθιά ή φηαλ παξαβίαδαλ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξν-

βιήκαηνο. ΢ε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο νη καζεηέο κάληεςαλ ηε ζσζηή ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο. Ζ ηχρε ηνχο ρακνγέιαζε θαη έηζη βξήθαλ έλα επλντθφ 

παξάδεηγκα πνπ ηθαλνπνηεί ηα δνζκέλα θξηηήξηα. Αθνχ ζην πξφβιεκα ηνπ 

θνπκπαξά νη αξηζκνί πνπ ππεηζέξρνληαη είλαη κηθξνί (15 ραξηνλνκίζκαηα, 

120 επξψ), ην κέγεζνο ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ είλαη κηθξφ (16 ζπλδπαζκνί 

ραξηνλνκηζκάησλ ησ 5 θαη 10 επξψ) θαη ε πηζαλφηεηα εχξεζεο ηνπ ζσ-

ζηνχ απνηειέζκαηνο κεγάιε (Watson & Mason 2005). 
 

΢ηξαηεγηθέο πνπ έρνπλ ινγηθή ζπλνρή κε ηε κία ζπλζήθε ηνπ πξνβιήκαηνο: 

Ζ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλάγεηαη ζηελ εχξεζε ελφο δεχγνπο αξηζκψλ πνπ 

επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε 5x+10y=120 ρσξίο λα ζπλεμεηάδνπλ ηελ επαιή-

ζεπζε ηεο άιιεο, δειαδή ηεο x+y=15 ή θαη αληίζηξνθα. Γηα παξάδεηγκα ε 

ιχζε επηηπγράλεηαη κε θαηαζθεπή ηνπ αξηζκνχ 120 κέζσ απμνκεηψζεσλ 

ησλ πεληάεπξσλ θαη δεθάεπξσλ ή κε απζαίξεηε εθηίκεζε ηνπ ελφο είδνπο 

ραξηνλνκηζκάησλ θαη ππνινγηζκνχ ηνπ άιινπ κε αξηζκεηηθέο πξάμεηο. Ζ 

κέζνδνο ηεο δνθηκήο θαη πιάλεο εθαξκφδεηαη ζηε κηα ζπλζήθε ηνπ πξν-

βιήκαηνο (x+y=15), ελψ αγλνείηαη ε άιιε.  
 

Από ηε «δνθηκή θαη πιάλε» ζηε κέζνδν ησλ δηαδνρηθώλ πξνζεγγίζεσλ: Με 

αθνξκή ηηο ιχζεηο ησλ νκάδσλ Β θαη ΢Σ παξαθνινπζήζακε κηα πνξεία ηελ 

νπνία ηα παηδηά πξννδεπηηθά ηξνπνπνηνχλ θαζψο δηαπηζηψλνπλ φηη ππάξρεη 

δηαθνξά ζε ζρέζε κε ην ζηφρν ηνπο. Σελ αλαδηαηππψλνπκε ζχληνκα:  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ηε κέζνδν απηή νη καζεηέο δελ πέθηνπλ θαηά ιάζνο πάλσ ζηε ζσζηή ιχ-

ζε, αιιά θαηαγίλνληαη κε κειεηεκέλεο δνθηκέο. Θεσξνχκε φηη αδηθνχκε ηελ 

πξνεγνχκελε κέζνδν φηαλ ηε ζεσξνχκε κηα «ηπθιή πνξεία κεη‟εκπνδίσλ» 

(Polya 2001). Κάζε λέα δνθηκή είλαη αηηηνινγεκέλε, γίλεηαη κε βάζε ηελ 

Αλ ηα 15 ραξηνλνκίζκαηα ηνπ θνπκπαξά ήηαλ δεθάεπξα, ηφηε ε ζπλνιηθή αμία ζα 

ήηαλ 150 επξψ, ελψ αλ φια ήηαλ πεληάεπξα ηφηε ν θνπκπαξάο ζα είρε 75 επξψ. Ό-

κσο επεηδή ην πεξηερφκελν ηνπ θνπκπαξά είλαη 120 επξψ πξέπεη λα δνθηκαζηνχλ 

θαηάιιεινη ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί: 
 

Με 11 δεθάεπξα θαη 4 πεληάεπξα βξίζθνπκε 130 επξψ.  

Με 7 δεθάεπξα θαη 8 πεληάεπξα βξίζθνπκε 110 επξψ.  
 

Νέεο δνθηκέο πιεζηάδνπλ πεξηζζφηεξν ην 120: 
 

Με 10 δεθάεπξα θαη 5 πεληάεπξα βξίζθνπκε 125 επξψ.  

Με 8 δεθάεπξα θαη 7 πεληάεπξα βξίζθνπκε 115 επξψ.  
 

Σέινο δνθηκάδνληαο 9 δεθάεπξα θαη 6 πεληάεπξα βξίζθνπκε 120. 
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πξνεγνχκελε θαη ηελ βειηηψλεη. Πξννδεπηηθά ε πιάλε δηνξζψλεηαη, θαζψο 

νη δηαδνρηθέο δνθηκέο πιεζηάδνπλ φιν θαη πεξηζζφηεξν ζην επηζπκεηφ απν-

ηέιεζκα. Γη‟ απηφ είλαη θαιχηεξα λα κηιάκε γηα «πνιιαπιέο δηαδνρηθέο 

δνθηκέο», «δηαδνρηθέο δηνξζψζεηο» ή «δηαδνρηθέο πξνζεγγίζεηο» (Polya 

2001). Ζ ελ ιφγσ κέζνδνο έρεη απηνδχλακε αμία θαη δελ ζα πξέπεη λα απν-

ζαξξχλνληαη νη καζεηέο απφ ηε ρξήζε ηεο.  

Δπίπεδν 2: Αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο θαη αηηηνινγήζεηο  

΢ην δεχηεξν επίπεδν νη ζηξαηεγηθέο ησλ καζεηψλ είλαη πην ζπζηεκαηηθέο. 

Οη παξαηεξήζεηο καο δείρλνπλ φηη νη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο καζεηέο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ ζηξαηεγηθέο ηνπ πξνεγνχκελνπ επηπέδνπ ήηαλ ηθαλνί λα 

ηηο αλαζεσξνχλ φηαλ δηαπίζησλαλ φηη νη ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχζαλ 

ήηαλ αλεπαξθείο. Ζ επέιηθηε ρξήζε παξαδεηγκάησλ θαη εηδηθψλ πεξηπηψ-

ζεσλ απνηεινχλ ζεκεία εθθίλεζεο, πνπ δηεπθνιχλνπλ ηηο λνεξέο αξηζκεηη-

θέο δηεξεπλήζεηο θαη ηελ πξνβνιή πεηζηηθψλ επηρεηξεκάησλ. ΢πλήζσο πη-

λαθνπνηνχλ ηηο παξαηεξήζεηο ζε νξγαλσκέλεο δνκέο. Απφ ηηο θαηαγξαθέο 

(πιήξεηο ή πεξηνξηζκέλνπ εχξνπο) επηιέγνπλ ηελ αξηζκεηηθή ιχζε πνπ ηθα-

λνπνηεί θαη ηηο δχν ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ην πιαίζην ηεο καζεκαηη-

θήο επηθνηλσλίαο, δηαηππψλνπλ θαη ειέγρνπλ εηθαζίεο θαη πξνβάινπλ αηηην-

ινγήζεηο (Κφζπβαο 2008). Ωζηφζν νη ιχζεηο ηνπο δελ είλαη νη ζπληνκφηεξεο 

δπλαηέο.  

Δκθαλίζηεθαλ νη ζηξαηεγηθέο «ζηαζεξνχ πιήζνπο ραξηνλνκηζκάησλ 

θνπκπαξά» θαη «ζηαζεξνχ ζπλνιηθνχ ρξεκαηηθνχ πνζνχ θνπκπαξά». Σα 

επξήκαηα απηά ζπκθσλνχλ κε άιιεο αλάινγεο έξεπλεο (Porcheron & Guil-

laume 1984, Silver et al. 1990). Οη πξναλαθεξφκελεο ζηξαηεγηθέο νδήγε-

ζαλ ζε δχν ηχπνπο πηλάθσλ:   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 ΢ηνλ πξψην ηχπν, πνπ παξαηεξήζεθε θπξίσο ζηηο νκάδεο Α θαη Β, νη καζεηέο δηα-

ηεξνχλ ζηαζεξφ ην άζξνηζκα ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ηνπ θνπκπαξά (x+y=15) θαη 

ζρεκαηίδνπλ δηαδνρηθά αζξνίζκαηα ηνπ 15, ηα νπνία επαιεζεχνπλ πξνζπαζψληαο 

λα δεκηνπξγήζνπλ πξννδεπηηθά ην 120 (5x+10y=120).  

 ΢ην δεχηεξν ηχπν (νκάδα Γ) πίλαθα εξγάδνληαη αληίζηξνθα, δειαδή μεθηλνχλ απφ 

ηηο ζπλζέζεηο ηνπ 120, ηηο νπνίεο εθεπξίζθνπλ κε ηνπο ηξφπνπο πνπ αλαθέξακε πα-

ξαπάλσ θαη ζηε ζπλέρεηα πξνβαίλνπλ ζε επαιεζεχζεηο γηα λα δηαπηζηψζνπλ αλ 

ζρεκαηίδνπλ άζξνηζκα 15. ΢ηελ πεξίπησζε απηή δηελεξγείηαη απαξίζκεζε αληηθα-

ηαζηάζεσλ: Έρνπκε ζπλερείο αληηθαηαζηάζεηο, φπνπ κεηψλνληαη θαηά δχν ηα ραξ-

ηνλνκίζκαηα ησλ 5 επξψ θαη δίλνπλ ηε ζέζε ηνπο ζε έλα ραξηνλφκηζκα ησλ 10 επ-

ξψ, δειαδή απμάλεηαη θαηά έλα ην πιήζνο ησλ δεθάεπξσλ, ελψ ν θνπκπαξάο έρεη 

πάληνηε ην ίδην ζπλνιηθφ πνζφ ρξεκάησλ. 
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Ζ νξγαλσκέλε θαηαγξαθή φισλ ησλ πεξηπηψζεσλ ζε έλαλ πίλαθα απαηηεί 

ρξφλν, φκσο έρεη ζεκαληηθή παηδαγσγηθή αμία. Παξφηη νη αξηζκεηηθέο πξά-

μεηο πνπ θαηαρσξίδνληαη ζηνλ πίλαθα είλαη βαζηθέο θαη επαλαιακβαλφκελεο  

θαη ε ηζνξξνπία γέξλεη πεξηζζφηεξν πξνο ηηο αξηζκεηηθέο εμεξεπλήζεηο πα-

ξά πξνο ηελ πεηζηηθή δχλακε ηεο επεμεξγαζκέλεο καζεκαηηθήο επηρεηξεκα-

ηνινγίαο, ελππάξρεη κηα επηζηεκνληθή κέζνδνο πνπ απαηηεί αθξηβή θαη νξ-

γαλσκέλε επηθχξσζε, παξέρνληαο εκπηζηνζχλε ζηνπο καζεηέο. Γηα απηφ 

δελ ζεσξνχκε φηη ζα πξέπεη λα απνηξέπνπκε ηνπο καζεηέο απφ ηε ρξήζε 

ηεο εκπεηξηθήο κεζφδνπ πηλαθνπνίεζεο. Ζ επίδεημε ηνπ πίλαθα πξνθαιεί 

πξνβιεκαηηζκφ πνπ δηεπθνιχλεη ηελ παξαηήξεζε δνκψλ θαη ζρέζεσλ. Οη 

καζεηέο δηαπηζηψλνπλ νκνηφηεηεο θαη δηαθνξέο, βξίζθνπλ θνηλέο ηδηφηεηεο, 

εθεπξίζθνπλ βειηησκέλα επηρεηξήκαηα, επαλεμεηάδνπλ λέεο ζηξαηεγηθέο 

θαη θαηαθέξλνπλ λα επηθνηλσλνχλ κέζσ εηθαζηψλ θαη αηηηνινγήζεσλ. Όιε 

απηή ε πινχζηα αξηζκεηηθή εκπεηξία πξνεηνηκάδεη ην δξφκν πξνο ηελ άιγε-

βξα.   

Δπίπεδν 3: Σπληόκεπζε θαη γελίθεπζε ηεο ιύζεο 

΢ην ηξίην επίπεδν νη καζεηέο, ηφζν ζηηο νκάδεο φζν θαη ζε φιε ηελ ηάμε, 

αηηηνινγνχλ ηηο εηθαζίεο ηνπο θαη ηειεηνπνηνχλ ηηο ζηξαηεγηθέο ηνπο επη-

λνψληαο θνκςέο θαη νηθνλνκηθέο ιχζεηο πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ αλαδηα-

ηχπσζε θαη πξσηφηππε νξγάλσζε ηεο ινγηθήο επηρεηξεκαηνινγίαο. Δίλαη 

βειηησκέλεο ζηξαηεγηθέο πνπ δελ ζηεξίδνληαη νχηε ζηελ ηχρε νχηε ζηελ 

πιήξε θαηαγξαθή πνιιψλ πεξηπηψζεσλ, πνπ δελ είλαη αλαγθαίεο. Αμην-

πνηνχλ ηα εκπεηξηθά ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο θαη αληηκεησπίδνπλ κε επη-

ηπρία άιια ίδηα πξνβιήκαηα κε κεγάινπο αξηζκνχο. Έηζη έρνπλ ραξαθηήξα 

αιγεβξηθήο γελίθεπζεο, αθνχ ε κνλαδηθή αξηζκεηηθή απάληεζε ηνπ πξν-

βιήκαηνο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο εηδηθή πεξίπησζε. Έηζη γίλεηαη θαλεξή ε 

ζηελή ζχλδεζε αξηζκεηηθνχ θαη αιγεβξηθνχ ζπιινγηζκνχ. Ζ αιγεβξηθή 

ζθέςε δελ ζπλδέεηαη απηφκαηα κε ηε ρξήζε γξακκάησλ. Όπσο ππνζηεξίδεη 

ν Radford (2008) νη θηλέδνη καζεκαηηθνί ζθέθηνληαλ κε αιγεβξηθνχο ηξφ-

πνπο, ρσξίο λα ρξεζηκνπνηνχλ αιγεβξηθά ζχκβνια θαη ν Δπθιείδεο ρξεζη-

κνπνηνχζε γξάκκαηα ρσξίο λα ζθέπηεηαη αιγεβξηθά. Οη ιχζεηο απηέο είλαη 

ζχλζεηεο θαη επηηεδεπκέλεο, πνπ πεξηιακβάλνπλ εθιεπηπζκέλεο κεζφδνπο 

βαζηζκέλεο ζηελ εηζαγσγή ππνζέζεσλ ζην πξφβιεκα, αλαπηχζζνληαο γελη-

θεπηηθφ ζπιινγηζκφ, αξηζκεηηθφ, ή ζρεδφλ αιγεβξηθφ. Απηφ ην ραξαθηεξη-

ζηηθφ γλψξηζκα ηηο ηνπνζεηεί ζε ζρέζε ππεξνρήο ζε ζχγθξηζε κε ηηο αλα-

πνηειεζκαηηθέο πηλαθνπνηήζεηο.  
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Δπηπιένλ, θαζψο νη καζεκαηηθνί ζπιινγηζκνί ησλ καζεηψλ θαη ησλ 

καζεηξηψλ είλαη άκεζνη θαη εχγισηηνη, πιενλεθηνχλ απφ ηηο ηππνπνηήζεηο 

ζηηο νπνίεο πξνεμάξρεη ν κεραληθφο αιγνξηζκηθφο ρεηξηζκφο, πνπ ζπρλά 

θαηαιήγεη ζε ζπκβνιηθή αλαθιαζηηθή ζπκπεξηθνξά επηθέξνληαο ηελ απψ-

ιεηα ηνπ λνήκαηνο ζεκαληηθψλ ηδεψλ. Έηζη ηα καζεκαηηθά ππνβηβάδνληαη 

ζε άθξηηεο δεμηφηεηεο απνζηήζηζεο, πνπ θαληάδνπλ κπζηεξηψδεηο θαη ά-

ρξεζηεο ζηνλ πξαγκαηηθφ θφζκν. Μηα κέζνδνο αιγεβξηθήο ιχζεο ζην πξν-

αλαθεξφκελν πξφβιεκα πνπ δηδάζθεηαη ζηελ Γ΄ Γπκλαζίνπ είλαη ε αθφ-

ινπζε (δελ παξαηεξήζεθε απηή ε ζηξαηεγηθή ζηελ Α‟ Γπκλαζίνπ).  
 

«Αλ παξαζηήζνπκε κε x ην πιήζνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 5 επξώ θαη κε y ην 

πιήζνο ησλ ραξηνλνκηζκάησλ ησλ 10 επξώ ηόηε ε εύξεζε ηεο ιύζεο αλάγεηαη ζηε 

ιύζε ελόο ζπζηήκαηνο δύν εμηζώζεσλ κε δύν αγλώζηνπο.  

x+ y = 15

5x+10y = 120





 

Σν πξνεγνύκελν ζύζηεκα γξάθεηαη: 

x+ 2y = 24

x+ y = 15





   ή

   

( x + y ) + y = 2 4

( x + y ) = 1 5



    

 ή   y = 24 - 15

 

Έηζη βξίζθνπκε: 

y=9 

Σόηε ε δεύηεξε εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο δίλεη:

 

x+9 = 15  ή x=15-9. Σειηθά: 

x=6 

Δπνκέλσο ζηνλ θνπκπαξά ηεο ηάμεο ππάξρνπλ 6 ραξηνλνκίζκαηα ησλ 5 επξώ θαη 9 

ραξηνλνκίζκαηα ησλ 10 επξώ». 
 

Ζ πξναλαθεξφκελε ιχζε, πνπ βξίζθεηαη ζε απφιπηε αληηζηνηρία κε ηελ 

ζρεδφλ αιγεβξηθή ιχζε πνπ επηλνήζεθε απφ ηνλ καζεηή, είλαη ζχληνκε, 

θνκςή θαη απνηειεζκαηηθή. Ζ ρξήζε ησλ γξακκάησλ σο αθεξεκέλα αξηζ-

κεηηθά ζχκβνια πνπ παξηζηάλνπλ ηηο άγλσζηεο κεηαβιεηέο ηνπ γξακκηθνχ 

ζπζηήκαηνο απνηειεί κεηεμέιημε ησλ άηππσλ ζηξαηεγηθψλ. Ζ ελ ιφγσ κέ-

ζνδνο απαηηεί ηε κεηάθξαζε ηεο θαζεκεξηλήο γιψζζαο ζηελ αιγεβξηθή 

γιψζζα. Μπνξεί λα εθαξκνζηεί κε επηηπρία ηφζν γηα κηθξνχο, φζν γηα κε-

γάινπο αξηζκνχο. Γελ πξναπαηηεί ηελ επηλφεζε θάπνηαο πξσηφηππεο ζηξα-

ηεγηθήο θαη έηζη απνδεηθλχεηαη απνηειεζκαηηθή ζε έλα κεγάιν εχξνο αλά-

ινγσλ πξνβιεκάησλ. Λίγε εμνηθείσζε κε ηελ αιγεβξηθή γιψζζα είλαη αλα-

γθαία. ΢πληζηά ην επφκελν ζηάδην ζην νπνίν θηάλνπλ νη καζεηέο φηαλ βξί-

ζθνληαη ζηελ Γ΄ Γπκλαζίνπ. Ωζηφζν, ε αιγεβξηθή γελίθεπζε πεξηιακβάλεη 

κφλν νξηζκέλεο φςεηο ηνπ εηδηθνχ, ελψ ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ελππάξρνπλ 

επηπξφζζεηα καζεκαηηθά πιενλεθηήκαηα (δνκέο, ηδηφηεηεο, θαλνληθφηεηεο) 
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πνπ ζπλήζσο παξακέλνπλ ζηελ αθάλεηα, φκσο ζην δηδαθηηθφ καο πείξακα 

αλαδείρηεθαλ ζηηο πξσηφηππεο ιχζεηο ησλ καζεηψλ. Δπηπιένλ, καδί κε ηελ 

ηζρπξή δχλακε ησλ αιγεβξηθψλ ζπκβφισλ ζπλππάξρεη ε απνπζία αλαθνξη-

θνχ λνήκαηνο. Ζ απνζχλδεζή ηνπο απφ ηηο άκεζεο εκπεηξίεο θαη ηνλ πξαγ-

καηηθφ θφζκν ζηα κάηηα ησλ παηδηψλ ηα θάλεη αθαηαλφεηα θαη απζαίξεηα. 

Σέινο, κπνξνχκε λα γεληθεχζνπκε θη άιιν ην πξφβιεκα αληηθαζηζηψ-

ληαο ηνπο αξηζκνχο ηνπ δεχηεξνπ κέινπο κε παξακεηξηθέο κεηαβιεηέο. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή δελ απαηηείηαη νχηε θάπνηα πξσηφηππε έκπλεπζε 

νχηε ππεξβνιηθή εχλνηα ηεο ηχρεο. Ζ ιχζε επηηαρχλεηαη κε ηελ ηππηθή κέ-

ζνδν ρεηξηζκνχ αιγεβξηθψλ ζπκβφισλ παξέρνληαο απφιπηε εγγχεζε. Ζ ελ 

ιφγσ γελίθεπζε πξνζεγγίδεηαη ζην Λχθεην.  

Σπκπεξάζκαηα 

Σα απνηειέζκαηα απηήο ηεο κειέηεο θαλεξψλνπλ φηη νη 5 απφ ηηο 6 νκάδεο 

έιπζαλ ην πξφβιεκα ηνπ θνπκπαξά κε πνιιαπιέο απζφξκεηεο ζηξαηεγηθέο, 

ηηο νπνίεο νη καζεηέο δελ είραλ δηδαρηεί. Μάιηζηα νη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο 

26 καζεηέο επέδεημαλ εληππσζηαθέο ηθαλφηεηεο δηαηχπσζεο εηθαζηψλ, εθ-

ζέηνληαο κε δηθά ηνπο πξσηνγελή κέζα ινγηθά ηεθκεξησκέλεο πνξείεο. Απφ 

ηηο ιχζεηο μερσξίδνπλ ηξεηο πξσηφηππεο θαη κνλαδηθέο ιχζεηο πνπ ραξαθηε-

ξίδνληαη απφ καζεκαηηθή δηνξαηηθφηεηα, νη νπνίεο εθεπξέζεθαλ θαη πα-

ξνπζηάζηεθαλ απφ ηζάξηζκνχο καζεηέο. Παξφηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο 

δελ ήηαλ ζε ζέζε λα επηλνήζνπλ ζηξαηεγηθέο ζε απηφ ην εμειηγκέλν ζηάδην, 

κπνξνχζαλ λα θαηαλννχλ ηηο ιχζεηο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπο. Δπηπιένλ, πξν-

θχπηεη φηη νη ιεπηέο αηηηνινγήζεηο θαη γεληθεχζεηο ησλ καζεηψλ ζπλδένληαη 

ζηελά κεηαμχ ηνπο δηεπξχλνληαο ηε καζεκαηηθή ηνπο ζθέςε. Αλάινγεο 

ζηάζεηο έρνπλ παξαηεξεζεί ζε δξαζηεξηφηεηεο Problem posing θαη αλνη-

ρηψλ πξνβιεκάησλ (Brown & Wallet 1983, Silver 1997, English 1997, Ko-

syvas 2005, Κφζπβαο 2009α, Κφζπβαο 2009β). Αλακθηζβήηεηα πξφθεηηαη 

γηα ελεξγεηηθή, πνιχπηπρε θαη δεκηνπξγηθή δηαδηθαζία πνπ ππνγξακκίδεη 

φηη καζεκαηηθά δελ είλαη απνκλεκφλεπζε κπζηεξησδψλ ηχπσλ θαη αλαηηην-

ιφγεησλ θαλφλσλ, αιιά φ,ηη ζεκαληηθφ θάλνπλ θαη ζθέθηνληαη νη καζεηέο, 

φηαλ επηθνηλσλνχλ κεηαμχ ηνπο ζηηο νκάδεο. 

Σν αλνηρηφ πξφβιεκα πνπ δνθηκάζακε απνδείρηεθε πξφζθνξν γηα ηελ 

νκαδνζπλεξγαηηθή δξάζε ησλ καζεηψλ, γηαηί αλέδεημε „„δηαθνξεηηθφηε-

ηεο‟‟ πνπ δηεπθφιπλαλ ην δηάινγν θαη ηελ θνηλή αλαδήηεζε. ΢ηηο νκάδεο 

ζπιινγηθήο κάζεζεο νη ζπκκεηέρνληεο δελ αηζζάλνληαλ απνκνλσκέλνη θαη 

απνμελσκέλνη θαζψο επηδίσθαλ ζπιινγηθά ηελ αλαδήηεζε ιχζεο ζην πξφ-

βιεκα. Μέζα απφ ηελ πινχζηα επηθνηλσλία θαη ην εηξεληθφ ςάμηκν ζηηο 



23 

 

νκάδεο, ηε ζπλέξεπλα θαη ηελ απηνδηαρείξηζε ηεο γλψζεο, αιιά θαη κέζα 

απφ ηηο θνηλσλην-γλσζηηθέο ζπγθξνχζεηο θαη ηηο δηαθσλίεο βνεζνχληαη νη 

ζπκκεηέρνληεο λα απνδερηνχλ ή λα απνξξίςνπλ ηδέεο, λα απνθηήζνπλ απ-

ηνγλσζία ζρεηηθά κε ηηο ηθαλφηεηέο ηνπο θαη λα επηηχρνπλ ηελ απφθηεζε 

γλψζεσλ κέζσ ηεο ζπλεξγαζίαο θαη ηεο αιιειεγγχεο. Σα κέιε ηεο νκάδαο 

καζαίλνπλ λα αζθνχλ θαη λα δέρνληαη θξηηηθή, λα αλαγλσξίδνπλ ηα νξζφηε-

ξα επηρεηξήκαηα, λα ζπγθξίλνπλ θαη λα ζπζρεηίδνπλ ηα απνηειέζκαηα, λα 

θαηαιήγνπλ ζε ζπκπεξάζκαηα. ΢ηηο νκάδεο ζπιινγηθήο κάζεζεο νη ζπκκε-

ηέρνληεο απηνπεηζαξρεκέλνη ζπζθέπηνληαη, πξνγξακκαηίδνπλ, παίξλνπλ 

απνθάζεηο, δεκηνπξγνχλ θαη ραίξνληαη, θάπνηε απνηπγράλνπλ θαη απνγνε-

ηεχνληαη, φκσο μαλαδνθηκάδνπλ. Σα κέιε ησλ νκάδσλ αιιεινεκπινπηίδν-

ληαη αιιεινθαηαλννχληαη, κνηξάδνληαη επηηπρίεο θαη απνηπρίεο, αιιεινυ-

πνθηλνχληαη, αιιεινεληζρχνληαη, αιιεινδηνξζψλνληαη, αιιεινκνξθψλν-

ληαη, θαη θαηαθηνχλ νηηδήπνηε καδί. 

΢ην πξφβιεκα ηνπ θνπκπαξά ε ζπλεξγαζία ζηηο νκάδεο δηαδξακαηίδεη 

δσηηθφ ξφιν γηα ην μεδίπισκα ηεο δεκηνπξγηθφηεηαο ησλ καζεηψλ. Ζ εξ-

γαζία ζηηο κηθξέο νκάδεο εθηπιίζζεηαη ζε έλα αλαδηακνξθσκέλν ζθεληθφ 

θαη κεηαζρεκαηίδεη ηε ζπλνιηθή καζεζηαθή θαηάζηαζε. Όπσο ε κεησπηθή 

δηάηαμε ησλ ζξαλίσλ απέλαληη ζηνλ θαζεγεηή θαη ε γεληθφηεξε νηθνινγία 

ηνπ ζρνιείνπ, πνπ επλννχλ θαηά βάζε ηελ παζεηηθή αθξφαζε θαη ηε δα-

ζθαινθεληξηθή δηδαζθαιία, δελ είλαη ην κφλν ζσζηφ ή δπλαηφ πιαίζην επη-

θνηλσλίαο, έηζη θαη νη νκαδηθέο δξαζηεξηφηεηεο έρνπλ ηα δηθά ηνπο κεηνλε-

θηήκαηα θαη πιενλεθηήκαηα. Δίλαη πάλησο κηα απαξαίηεηε δηνξζσηηθή θί-

λεζε πνπ πεξηνξίδεη ηηο κνλνκέξεηεο ηεο ζπλήζνπο δηδαζθαιίαο (Κφζπβαο 

1996β). Καηά ηε γλψκε καο ηα πηζαλά κεηνλεθηήκαηα ηεο νκαδνζπλεξγαηη-

θήο κάζεζεο ππεξαληηζηαζκίδνληαη απφ ηα ζπγθξηηηθά πιενλεθηήκαηα, θα-

ζφζνλ νη καζεηέο κεηξηάδνληαο ηνλ αληαγσληζκφ θαη αλαπηχζζνληαο ζχκ-

κεηξεο ζρέζεηο κε ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπο, μειαθξψλνπλ απφ ην άγρνο ηεο 

επίδνζεο, απειεπζεξψλνληαη απφ ηελ αδξάλεηα θαη ηελ παζεηηθή αθξφαζε, 

αλαιακβάλνπλ πξσηνβνπιία θαη αλαπηχζζνπλ απηελέξγεηα. Ο θαζέλαο θα-

ζξεθηίδεηαη ζηνπο άιινπο θαλεξά θαη έηζη απνθηά απηνγλσζία θαη αζθεί κε 

εχινγν ηξφπν απηνθξηηηθή. Όπσο δηαπηζηψζακε νη καζεηέο καζαίλνπλ λα 

ζπλδηαιέγνληαη επνηθνδνκεηηθά, λα αθνχλ θαη λα εθηηκνχλ ηηο πξνηάζεηο 

ησλ άιισλ, λα δέρνληαη θαη λα απνξξίπηνπλ ιχζεηο πξνβάιινληαο επηρεη-

ξήκαηα, λα δνθηκάδνπλ πξαθηηθά θαη λα εξεπλνχλ ηηο δηάθνξεο δπλαηφηε-

ηεο, πνπ ζπλήζσο είλαη πεξηζζφηεξεο κε ηε ζπκβνιή ησλ άιισλ κειψλ ηεο 

νκάδαο. Έηζη θάζε κέινο ηεο νκάδαο ιεηηνπξγεί επεξγεηηθά φρη κφλν γηα 

ηνλ εαπηφ ηνπ, αιιά θαη γηα ηα άιια κέιε ηεο νκάδαο. Δπηπιένλ νη «θαινί» 

καζεηέο ζπκπαξαζχξνπλ ηνπο «αδχλαηνπο» θαη ν ζπλήζεο ζησπειφο αληα-



24 

 

γσληζκφο πεξηνξίδεηαη. Ζ αμία ησλ νκαδηθήο δξαζηεξηφηεηαο δελ ήηαλ κφλν 

παηδαγσγηθή (επράξηζηα βηψκαηα, θαιφ θιίκα ζηελ ηάμε, ελζνπζηαζκφο θαη 

δσεξφ ελδηαθέξνλ, ελεξγνπνίεζε θαη έληαμε ησλ καζεηψλ πνπ ζπλήζσο 

κέλνπλ ζηε ζθηά, πλεχκα αιιειεγγχεο, εξεπλεηηθφ πλεχκα, πην δηαθαλήο 

αμηνιφγεζε θιπ.), αιιά θαη καζεζηαθή: επρέξεηα ζηελ παξαγσγή πνηθηιίαο 

ηδεψλ, επειημία ζηελ αλακφξθσζε ησλ ζηξαηεγηθψλ, γελίθεπζε θαη επέ-

θηαζε ησλ ζπιινγηζκψλ ζε έλα πςειφηεξν επίπεδν αθαίξεζεο, ζεκειίσζε 

κε επηρεηξήκαηα θαη ζε ηειηθή αλάιπζε εκβάζπλζε ζηελ θαηαλφεζε.  

Σα επξήκαηα απηήο ηεο έξεπλαο ππνγξακκίδνπλ φηη θαηά ηε ιχζε πξν-

βιεκάησλ ζηελ ηάμε ζα πξέπεη λα απνδίδεηαη βαξχλνπζα ζεκαζία φρη ζηηο 

ηππηθέο αιγνξηζκηθέο δηαδηθαζίεο, αιιά ζηελ αλάπηπμε ησλ πξσηφηππσλ 

ηδεψλ θαη ζηξαηεγηθψλ ησλ καζεηψλ θαη καζεηξηψλ. Σα αλνηρηά πξνβιή-

καηα δίλνπλ ζηνπο καζεηέο επθαηξίεο λα αλαπηχζζνπλ πνιιαπιέο ιχζεηο, 

παξά λα εθαξκφδνπλ άθξηηα εηνηκνπαξάδνηνπο θαλφλεο. Όια απηά απνδεη-

θλχνπλ φηη ην ελ ιφγσ αλνηρηφ πξφβιεκα ήηαλ έλα πξφζθνξν κέζν γηα ηελ 

αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο δεκηνπξγηθφηεηαο ησλ καζεηψλ (Leikin, 2009). 

Με ηελ νξγάλσζε ηέηνησλ δξαζηεξηνηήησλ πεηπραίλνπκε ηελ θαιιηέξγεηα 

ηεο εξεπλεηηθήο ζηάζεο, θαζψο θαη ηελ αλάπηπμε ησλ καζεκαηηθψλ ζπιιν-

γηζκψλ ησλ καζεηψλ.  

Ζ εθαξκνγή ησλ αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ δελ είλαη αληίζεηε κε ην Αλα-

ιπηηθφ πξφγξακκα ηνπ Γπκλαζίνπ. Οη εθπαηδεπηηθνί νη νπνίνη επηζπκνχλ λα 

εκπινπηίζνπλ ηελ αδηαηάξαθηε ξνπηίλα ηεο θαζεκεξηλφηεηαο κε ηελ νκα-

δνζπλεξγαηηθή ιχζε αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ ζα κπνξνχζαλ λα δνθηκάζνπλ. 

Ζ ελαζρφιεζε ηεο ηάμεο κε αλνηρηά πξνβιήκαηα, κπνξεί λα είλαη δηαλζη-

ζηηθή (4-5 θνξέο ην ρξφλν), ελζσκαησκέλε ζηηο ελφηεηεο ηνπ αλαιπηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο καζεκαηηθψλ ηεο αληίζηνηρεο ηάμεο (αλνηρηφ πξφβιεκα ε-

βδνκάδαο) ή εληαγκέλε ζε εηδηθέο δξαζηεξηφηεηεο ηνπ εηήζηνπ πξνγξακκα-

ηηζκνχ ηνπ ζρνιείνπ (π. ρ. ηξηήκεξν αλνηρηψλ πξνβιεκάησλ). ΢ε φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο ε ελαζρφιεζε κε απηά είλαη πνιιαπιά σθέιηκε αθνχ ηνλψλεη 

ηα θίλεηξα ησλ καζεηψλ αλαδεηθλχνληαο ηελ απζφξκεηε καζεκαηηθή δεκη-

νπξγία ηνπο.   
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