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ΠΔΡΙΛΗΨΗ 

 
ηελ εξγαζία απηή παξνπζηάδνληαη θαη αλαιύνληαη δεδνκέλα κε καζεκαηηθά παξάδνμα 

από ηάμεηο ηνπ ειιεληθνύ Λπθείνπ. Ζ εξγαζία επηθεληξώλεηαη ζηνπο ζπιινγηζκνύο θαη ηηο 

γλσζηηθέο αζπκθσλίεο ησλ καζεηώλ πνπ παξαηεξνύληαη ηόζν ζε αηνκηθό επίπεδν όζν θαη 

θαηά ηηο καζεκαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο ζηελ ηάμε. Από ηα απνηειέζκαηα απηήο ηεο 

έξεπλαο πξνθύπηεη όηη ην εθάζηνηε παξάδνμν πξνθαιεί έθπιεμε ζηνπο καζεηέο, θεληξίδεη 

ην ελδηαθέξνλ ηνπο θαη ιεηηνπξγεί σο θίλεηξν ελαζρόιεζεο γηα ηελ αλίρλεπζε ηνπ ιάζνπο 

θαη ηελ εκβάζπλζε ζηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο.  

 

Θεωρετικό πλαίσιο 

Σόζν ζην Γεκνηηθό ζρνιείν όζν θαη ζην Γπκλάζην νη καζεηέο ζπκπνξεύνληαη κε ηα 

καζεκαηηθά. Απηή ε ζπκπόξεπζε είλαη ππνρξεσηηθή γηα όινπο, όκσο δελ θαίλεηαη αιεζηλά 

επηζπκεηή γηα πνιινύο καζεηέο. Έηζη, ελώ ζηηο πξώηεο ηάμεηο ηνπ Γεκνηηθνύ όινη νη 

καζεηέο εκπιέθνληαη εζεινληηθά ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο ηάμεο θαη έρνπλ δσεξή επηζπκία 

γηα ηελ πξόζθηεζε καζεκαηηθώλ γλώζεσλ, θαζώο κεηαβαίλνπλ από ην Γεκνηηθό ζην 

Γπκλάζην παξαηεξείηαη εμαζζέληζε ηεο επηκνλήο ηνπο θαη κεηαβνιή ησλ καζεζηαθώλ 

θηλήηξσλ (Αζαλαζίνπ & Φηιίππνπ 2007). Δπηπιένλ, εκθαλίδνληαη ηα πξώηα ίρλε 

αλεζπρίαο θαη θόβνπ γηα ηα καζεκαηηθά (Καγθνπξά θ. ά. 2009). ηαδηαθά θαζώο νη 

καζεηέο πξνρσξνύλ ζηηο κεγαιύηεξεο ηάμεηο ν δήινο ηνπο αηνλεί θαη ην αξρηθό ελδηαθέξνλ 

εμαηκίδεηαη, ελώ ε αλία θαη αληηπάζεηά ηνπο πξνο ηα καζεκαηηθά απμάλεηαη. ε απηό 

ζπκβάιινπλ ζπρλά νη δάζθαινη θαη νη γνλείο, ηδηαίηεξα αλ νη ίδηνη έλησζαλ ζπλαηζζήκαηα 

ηαπείλσζεο θαηά ηελ απηαξρηθή καζεκαηηθή δηδαζθαιία πνπ δέρηεθαλ ή αληηπαζνύλ ηα 

καζεκαηηθά. Μεηαθέξνπλ ζηα παηδηά ηελ απνζαξξπληηθή αληίιεςε όηη εθόζνλ δελ 

δηαζέηνπλ ην θπζηθό ράξηζκα ηεο καζεκαηηθήο επθπΐαο δελ ζα θαηαλνήζνπλ πνηέ ηα 

καζεκαηηθά. Οη καζεηέο αλάινγα κε ηνλ θνηλσληθό ηνπο πεξίγπξν θαη ηηο επηδόζεηο ηνπο 

ζην ζρνιείν έρνπλ ζρεκαηίζεη θαη εμαθνινπζνύλ λα πιάζνπλ θαη λα αλαπιάζνπλ κηα 

επράξηζηε ή δπζάξεζηε εηθόλα γηα ηε θύζε ησλ καζεκαηηθώλ, όπσο βέβαηα θαη ην ξόιν 

ηνπ καζεκαηηθνύ θαη ην δηθό ηνπο ξόιν. Έηζη θζάλνπλ ζην Λύθεην, έρνληαο ήδε 

ζθπξειαηήζεη νη πεξηζζόηεξνη κηα κάιινλ αξλεηηθή εηθόλα γηα ηα καζεκαηηθά, ηα νπνία 

ζεσξνύλ σο κηα δπζλόεηε επηζηήκε ε νπνία ζα θαζνξίζεη ηελ εθπαηδεπηηθή ηνπο εμέιημε. 
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Πνιιά ζπλεγνξνύλ ππέξ ηεο ππόζεζεο όηη ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ αθήλεη 

καθξνπξόζεζκα ηα πην νδπλεξά ηξαύκαηα ζηνπο καζεηέο. Απηή ε αξλεηηθή εηθόλα, ηα 

καζεκαηηθά σο θόβνο θαη ηξόκνο, κεηαδίδεηαη από γεληά ζε γεληά (Κόζπβαο 2010). 

Δίλαη πηθξή θαη αλεζπρεηηθή ε δηαπίζησζε όηη ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ 

παξάγεη ζπρλά ππεξβνιηθή αδηαθνξία, πιήμε θαη απνζηξνθή ησλ καζεηώλ ηνπ Λπθείνπ. 

Μπξνζηά ζηνλ θίλδπλν πεξηζσξηνπνίεζήο ηνπο αθόκα θαη ηθαλνί καζεηέο πξνζαξκόδνπλ 

ηα ελδηαθέξνληά ηνπο πξνο ηηο γεληθέο ηάζεηο πνπ επηθξαηνύλ ζηηο εθεβηθέο νκάδεο. Έηζη 

ζπάληα ππάξρνπλ καζεηέο πνπ επηκέλνπλ λα εκπιέθνληαη ζε θαηαζηάζεηο πξνβιεκαηηζκνύ 

κε απηνπεπνίζεζε θαη πνιύ ιηγόηεξνη κε ελζνπζηαζκό θαη πεξηέξγεηα. ηελ θαιύηεξε 

πεξίπησζε έλα κέξνο από απηνύο απνθηνύλ έλα σθειηκηζηηθό εμσηεξηθό θίλεηξν, 

ελδηαθέξνληαη λα πάξνπλ θαινύο βαζκνύο, έρνπλ εθπαηδεπηηθέο θαη επαγγεικαηηθέο 

βιέςεηο, αιιά δελ εξγάδνληαη κε πξαγκαηηθή επραξίζηεζε.  

ην Λύθεην ε κάζεζε ππνηάζζεηαη ζηελ εμεηαζηηθή ρξεζηκόηεηα. Έηζη, ε θαζεκεξηλή 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζύξεηαη ζε κηα πξνδηαγεγξακκέλε πνξεία, ρσξίο 

παξεθθιίζεηο θαη εθπιήμεηο. Δπηπιένλ, κε ηνλ παξακεξηζκό ηνπ λνήκαηνο ζπζηάδεηαη ην 

κόλν γλήζην καζεζηαθό θίλεηξν γηα ηα καζεκαηηθά, ε ραξά ηεο αλαθάιπςεο. Ζ 

πξναλαθεξόκελε αξλεηηθή εηθόλα ησλ καζεηώλ γηα ηα καζεκαηηθά ζε ζπλδπαζκό κε ηηο 

αληίζηνηρεο πξνζδνθίεο, θαζνξίδεη πξνζσξηλά ηηο πεπνηζήζεηο θαη ηηο ζηάζεηο ηνπο, αιιά 

δελ είλαη πνιύ βαζηά ραξαγκέλε θαη κπνξεί λα κεηαβιεζεί αλάινγα κε ηηο εκπεηξίεο ηνπο 

ζην ζρνιείν. Μπνξεί δειαδή λα επηβεβαησζεί θαη λα εληζρπζεί ή λα ηξνπνπνηεζεί από ηα 

πξαγκαηηθά βηώκαηα (McLeod 1992, Viau 2003). 

Σα ηειεπηαία ρξόληα απνδίδεηαη βαξύλνπζα ζεκαζία από ηνπο εξεπλεηέο ηεο 

καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο ζην ξόιν ηνπ ζπλαηζζήκαηνο ζηε δηδαζθαιία θαη ηε κάζεζε 

ησλ καζεκαηηθώλ (DeBellis & Goldin 2006,  Hannula 2006, Zan et al. 2006). Οη ξεπζηέο 

αληηιήςεηο ησλ παηδηώλ γηα ηε ζεκαζία ησλ Μαζεκαηηθώλ ζηε δσή, γηα ην εύξνο 

εθαξκνγήο ηνπο, γηα ην βαζκό δπζθνιίαο ζηε κάζεζή ηνπο, γηα ην θύξνο θαη ην γόεηξό 

ηνπο, απνηεινύλ ζπρλά πεγή ραξάο ή θόβνπ. πλαηζζεκαηηθνί παξάγνληεο ησλ καζεηώλ, 

όπσο νη ζηάζεηο θαη νη ζπγθηλήζεηο, νη απηνεηθόλεο θαη νη εηεξνεηθόλεο, ηα θίλεηξα θαη νη 

πξνζδνθίεο, νη πεπνηζήζεηο θαη νη αμίεο είλαη εμίζνπ ζεκαληηθνί κε ηε κάζεζε ηνπ 

γλσζηηθνύ αληηθεηκέλνπ θαη επεξεάδνπλ ηηο ζρνιηθέο επηδόζεηο θαη ηελ απνηειεζκαηηθή 

ιύζε πξνβιήκαηνο (Gomez-Chacon 2000, Φηιίππνπ & Χξίζηνπ 2001). Δηδηθόηεξα, ε 

έθπιεμε, ν ζαπκαζκόο θαη ε πεξηέξγεηα ζεσξνύληαη σο ειθπζηηθά παηδαγσγηθά 

ηερλάζκαηα ηνπ δαζθάινπ γηα ηε δηέγεξζε ηνπ ελδηαθέξνληνο ησλ καζεηώλ, ηελ πξναγσγή 

ηεο κάζεζεο θαη ηελ αλάπηπμε ηεο θξηηηθήο ζθέςεο (Malone & Lepper 1987, Brown & 

Walter 1990, Arsac & Mante 2007, Kosyvas 2010). Ζ έθπιεμε είλαη αλακθηζβήηεηα έλα 

επράξηζην ζπλαίζζεκα. Θα κπνξνύζε λα αμηνπνηεζεί ώζηε ε δηδαζθαιία ηωλ καζεκαηηθώλ 

λα είλαη επράξηζηε θαη γόληκε γηα όινπο ηνπο καζεηέο; 

Ζ έθπιεμε απνηειεί έλα παγθνζκίσο θνηλό ζπλαίζζεκα: δελ απνθηηέηαη κε ηελ 

εθπαίδεπζε, αιιά κάιινλ είλαη έκθπηε ζε όινπο ηνπο αλζξώπνπο. Δίλαη θαηά βάζε ην 

επράξηζην μάθληαζκα ή ε αίζζεζε ηεο πεξηέξγεηαο από έλα αζπλήζηζην ή απξόνπην 



 

 

γεγνλόο θαη εκπεξηέρεη ηα γλσξίζκαηα ηεο ραξάο,  ηνπ ζαπκαζκνύ, ηεο δηαζθέδαζεο θαη 

ηεο ηθαλνπνίεζεο (Berlyne 1960, Knuth 2002, Johnson 2007). Καζώο νη καζεηέο 

εθπιήζζνληαη βηώλνπλ κηα έληνλε θαη θαζνιηθή έιμε θαη εκπιέθνληαη ππαξμηαθά θαη 

ζπλαηζζεκαηηθά. Σν ελ ιόγσ ζπλαίζζεκα ζπλνδεύεη πλεπκαηηθέο ελαζρνιήζεηο, όπσο ε 

ζπγθίλεζε πνπ παξάγεηαη θαηά ηε δηάξθεηα εξεπλεηηθώλ καζεζηαθώλ δηαδξνκώλ θαζώο ε 

δηάλνηα θαηαγίλεηαη κε έλα αληηθείκελν πνπ θαληάδεη παξάμελν ή αζπλήζηζην (Κόζπβαο 

2010). Δπηπιένλ, ε έθπιεμε κπνξεί λα εθδειώλεηαη όηαλ ππνιαλζάλεη κηα πεξίεξγε 

ππόλνηα κε θαηαλόεζεο ή όηαλ θάηη νηθείν εκθαλίδεηαη θάησ από κηα άγλσζηε ή 

αζπλήζηζηε νπηηθή γσλία. πλήζσο απνθαιύπηεη ηελ αζπκθσλία ηεο ζθέςεο θαη είλαη 

απαξαίηεηε ζηελ αλάπηπμε πξνβιεκαηηζκνύ. Απνηειεί κηα δεκηνπξγηθή κεηάβαζε γηα ηελ 

πξόζθηεζε ηεο γλώζεο, αιιά θαη ηνλ αλαζηνραζκό. Δθόζνλ ν ξόινο ηεο ζηε καζεζηαθή 

δηαδηθαζία είλαη γόληκνο, απνκέλεη λα εμεηάζνπκε πώο κπνξεί λα γελλεζεί ε έθπιεμε ζηηο 

ηάμεηο ηωλ καζεκαηηθώλ. 

Ζ πξόθιεζε γλσζηηθήο ζύγθξνπζεο ζεσξείηαη ζπρλά σο δηδαθηηθή ζηξαηεγηθή ε 

νπνία κπνξεί λα ζπκβάιιεη ζηε κάζεζε (Behr & Harel 1990, Tirosh & Graeber 1990). Ζ 

δόκεζε ησλ λνεηηθώλ ηθαλνηήησλ ησλ καζεηώλ πεξηγξάθεηαη ζπλήζσο από ην πξόηππν 

ηνπ Piaget πνπ ραξαθηεξίδεηαη από ηηο δηαδηθαζίεο ηεο αθνκνίσζεο, ηεο πξνζαξκνγήο θαη 

ηεο ηζνξξνπίαο. Καζώο νη καζεηέο έξρνληαη ζε γλσζηηθή ζύγθξνπζε, ζπλεηδεηνπνηνύλ όηη 

νη γλώζεηο ηνπο είλαη αλεπαξθείο θαη πξέπεη λα ηηο αλαζεσξήζνπλ, λα ηηο ζπκκνξθώζνπλ. 

Ακθηβάιινληαο γηα ηηο βεβαηόηεηέο ηνπο, ηηο επαλεμεηάδνπλ ζε βάζνο θαη ηηο αλαδνκνύλ. 

Απηή ε αληίιεςε απνξξέεη από ηε ζεσξία ηεο γλσζηηθήο αζπκθσλίαο (Festinger 1957) πνπ 

ζηεξίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ε γλσζηηθή ζύγθξνπζε πξνθαιεί κηα ςπρηθή αζπκθσλία ζην 

άηνκν πνπ πξνζπαζεί λα ηελ πεξηνξίζεη, δηαηεξώληαο ηε κεγαιύηεξε δπλαηή εζσηεξηθή 

ζπκθσλία. Ζ ζύγθξνπζε νδεγεί ζε απνζηαζεξνπνίεζε ησλ βεβαηνηήησλ θαη αλαδόκεζε 

ησλ λνεηηθώλ ηνπο δνκώλ (Giordan 1998). Σελ αξρηθή έθπιεμε δηαδέρεηαη ε γλσζηηθή 

δηαηάξαμε θαη έπεηηα ε πνιπζύλζεηε δηαδηθαζία ηεο ελλνηνινγηθήο αιιαγήο. 

Σίζεηαη ηόηε ην εξώηεκα πώο ζα εκθπζήζνπκε ηελ επηζπκία ηωλ καζεκαηηθώλ ζε 

καζεηέο πνπ ίζωο πνηέ δελ είραλ ηελ έθεζε ή ην ελδηαθέξνλ γηα απηά. Καηάιιειεο 

δηδαθηηθέο θαηαζηάζεηο πνπ ελδέρεηαη λα δεκηνπξγήζνπλ έθπιεμε θαη γλσζηηθή 

ζύγθξνπζε είλαη ηα παξάδνμα πξνβιήκαηα. Σα καζεκαηηθά παξάδνμα είλαη πξνηάζεηο πνπ 

πεξηέρνπλ αληίθαζε, ζπιινγηζκνί ρσξίο θαλεξό ξήγκα πνπ όκσο θαηαιήγνπλ ζε παξάινγν 

ζπκπέξαζκα, ή γεληθόηεξα θαηαζηάζεηο αληίζεηεο πξνο ηε δηαίζζεζε θαη ηελ θνηλή 

αληίιεςε. πλήζσο ζε κηα ζπλδπαζκέλε αθνινπζία νξζώλ ηζρπξηζκώλ πνπ θαίλεηαη γεξά 

ζεκειησκέλε ππνιαλζάλνπλ ιάζε πνπ νθείινληαη ζηελ παξαβίαζε καζεκαηηθώλ 

ηδηνηήησλ, ηελ εζθαικέλε εθαξκνγή θαλόλσλ ή ηελ εθηέιεζε αιγεβξηθώλ ππνινγηζκώλ 

ρσξίο λόεκα. Σα παξάδνμα αθζνλνύλ ζηα καζεκαηηθά θαη απνηεινύλ πξόζθνξα δηδαθηηθά 

κέζα: απνθεύγνπλ πξνθαλή ζπκπεξάζκαηα πξνθαιώληαο ηε γεθύξσζε αληηθάζεσλ θαη 

αζπκθσληώλ (Κόζπβαο 2010). 

Κάζε θνξά πνπ θαινύκαζηε λα δηδάμνπκε κηα λέα καζεκαηηθή έλλνηα ζην Λύθεην 

ςάρλνπκε λα βξνύκε θαηάιιεια πξνβιήκαηα πνπ λα απαληνύλ ζηηο απνξίεο ησλ καζεηώλ. 



 

 

Αλαδεηνύκε εύζηνρεο πεξηπηώζεηο πνπ εληζρύνπλ ηε βαζύηεξε καζεκαηηθή θαηαλόεζε θαη 

πξνζθέξνληαη γηα γόληκεο καζεκαηηθέο ζπδεηήζεηο ζηελ ηάμε. Έλα κέξνο από απηά 

απνηεινύλ πξνβιήκαηα κε αληηθάζεηο, πιάλεο θαη παξάδνμα. Σα αθόινπζα παξαδείγκαηα 

ζπρλά εθπιήζζνπλ ηνπο καζεηέο:  
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Ζ δηαζάθεζε ηέηνησλ παξαδόμσλ ζηελ ηάμε είλαη ζπρλά δηαζθεδαζηηθή. Δπηπιένλ, κάο 

θαζηζηνύλ πην πξνζεθηηθνύο όηαλ εθαξκόδνπκε «ζπλεζηζκέλνπο» θαλόλεο ηεο άιγεβξαο, 

ηεο αλάιπζεο ή ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ. Ζ πξόζεζή καο ζπλνςίδεηαη ζηε δηδαθηηθή ρξήζε 

καζεκαηηθώλ παξαδόμσλ ζηηο ηάμεηο ηνπ Λπθείνπ. Παίξλνληαο αθνξκέο από ηα βηώκαηα 

θαη ηα ελδηαθέξνληα ησλ καζεηώλ εληάζζνπκε ζην κάζεκα παξάδνμεο εθπιήμεηο κε ιεπηή 

πξνζνρή. Ζ δεκηνπξγία ελόο ππνζηεξηθηηθνύ καζεζηαθνύ πεξηβάιινληνο πνπ επλνεί ηε 

ζπκκεηνρή θαη ελζαξξύλεη ηελ αλάπηπμε ησλ ηδηαίηεξσλ θιίζεσλ θαη ηθαλνηήησλ ησλ 

καζεηώλ απνθηά βαξύλνπζα παηδαγσγηθή ζεκαζία. Διπίδνπκε νη καζεηέο ηνπ Λπθείνπ λα 

αηζζαλζνύλ θάπνηα έθπιεμε, λα αλαθηήζνπλ ηελ έθεζε ηεο παηδηθήο ειηθίαο γηα ην 

παξάμελν, ην αζπλήζηζην θαη ηελ θαηλνηνκία απνθηώληαο κηα αθαηάιπηε θαη παληνηηλή 

επηζπκία εμεξεύλεζεο θαη πλεπκαηηθήο πεξηπέηεηαο.  

Ζ δύλακε ησλ παξαδόμσλ, επέθεξε αμηνζεκείσηε πξόνδν ζηελ ηζηνξία ησλ 

επηζηεκώλ, απνθαιύπηνληαο ινγηθέο αδπλακίεο, αλεπάξθεηεο ή επηζηεκνινγηθά εκπόδηα. 

Γη’ απηό απνηεινύλ έλα πνιύηηκν εξγαιείν πνπ εκπινπηίδεη ηελ θαζεκεξηλή δηδαζθαιία. Ζ 

πξόθιεζε έθπιεμεο, κπνξεί λα θηλεηνπνηήζεη αθόκα θαη καζεηέο πνπ δελ αηζζάλνληαη 

άλεηα ή θνβνύληαη ηα καζεκαηηθά, λα ιύζνπλ ηα παξάδνμα πξνβιήκαηα. Αξθεί λα ςάμνπλ 

γηα εμεγήζεηο πνπ θσηίδνπλ ηηο αληηθάζεηο θαη ζπλζέηνπλ ζρέζεηο κε ινγηθή ζπλνρή. Με 

ηελ πξνβνιή ελόο παξαδόμνπ δελ ππάξρεη ππεθθπγή παξά κόλν ε ιύζε ηεο ζύγθξνπζεο: 

ην γλσζηηθό εκπόδην δελ κπνξεί λα παξαθακθζεί, πξέπεη λα δηαζρηζηεί.  

Η παρούσα εργασία 

Σηότος ηης εργαζίας: ε απηή ηελ εξγαζία δηεξεπλώληαη νη καζεκαηηθνί ζπιινγηζκνί ησλ 

καζεηώλ ηνπ Λπθείνπ θαζώο απηνί θαηαγίλνληαλ κε ηε ιύζε καζεκαηηθώλ παξαδόμσλ θαη 

ηελ εμεύξεζε ησλ ιαζώλ. ηα ελ ιόγσ δηδαθηηθά πεηξάκαηα ζπγθεληξώλνπκε ην 

εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ ηόζν ζηηο αζπκθσλίεο πνπ παξαηεξνύληαη ζε αηνκηθό επίπεδν 



 

 

ζηνπο καζεηέο όζν θαη ζηηο καζεκαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο ζηελ ηάμε. Γηαηππώλνπκε ηελ 

ππόζεζε όηη ηα παξάδνμα έρνπλ παηδαγσγηθό ελδηαθέξνλ γηα ηα καζεκαηηθά ζην Λύθεην 

(καζεζηαθό, ζπλαηζζεκαηηθό, κεζνδνινγηθό, κεηαγλσζηηθό). 

Πλαίζιο έρεσνας και ζσμμεηέτονηες: Ζ έξεπλα εθηπιίρηεθε ζε δηάθνξεο ηάμεηο ηνπ 

Βαξβαθείνπ Πεηξακαηηθνύ Λπθείνπ, ζηελ Αζήλα, θαηά ηα δηδαθηηθά έηε 2009-10 θαη 

2010-11. Ο εθπαηδεπηηθόο είλαη θαζεγεηήο καζεκαηηθώλ ηνπ ζρνιείνπ. Σν δηδαθηηθά 

πεηξάκαηα αλαθέξνληαη ζε καζεκαηηθά παξάδνμα πνπ εθηίζεληαη παξαθάησ καδί κε ηα 

απνηειέζκαηα.  

Σσλλογή και ανάλσζη δεδομένων: Παξαηεξήζεθαλ νη αιιειεπηδξάζεηο αλάκεζα ζηνπο 

καζεηέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπλεξγαζίαο ηνπο αλά δύν θαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θνηλήο 

ζπδήηεζεο ζε όιε ηελ ηάμε. Δπίζεο, ιήθζεθαλ ππόςε νη γξαπηέο ζεκεηώζεηο θάζε καζεηή 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ιύζεο ησλ πξνβιεκάησλ. Ζ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ είλαη πνηνηηθή 

θαη αθνξά ηε ζπκκεηνρηθή παξαηήξεζε ηεο ηάμεο. Δμεηάδνπκε θπξίσο ηελ αλάπηπμε ηνπ 

καζεκαηηθνύ ζπιινγηζκνύ θαηά ηε δηάξθεηα ησλ δξαζηεξηνηήησλ (Erickson 1986, Cobb et 

al. 2003, Collins et al. 2004, Kosyvas & Baralis 2010). 

Οι μαθημαηικές δραζηηριόηηηες: Σα παξάδνμα πνπ επηιέρηεθαλ είλαη αιγεβξηθνύ θαη 

γεσκεηξηθνύ ηύπνπ. Σα πξνβιήκαηα θαηαζθεπάζηεθαλ ή αληιήζεθαλ από δηάθνξεο πεγέο 

θαη πξνζαξκόζηεθαλ (Northrup 1944, Kleiner & Movshovitz-Hadar 1994, Abiteboul 1998, 

Movshovitz-Hadar & Webb 1998). ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε ελδεηθηηθά νξηζκέλα 

πξνβιήκαηα πνπ δνθηκάζηεθαλ ζηηο ηάμεηο κε κηα πξνθαηαξθηηθή αλάιπζε θαη κηα ζύλνςε 

ησλ ζπιινγηζκώλ ησλ καζεηώλ θαηά ηε καζεκαηηθή επηθνηλσλία.  

Παρουσίασε και συδήτεσε των αποτελεσμάτων 

1. Το ηριάνηα δύο είναι ίζο με ηο ηριάνηα ηρία ! (Β Λσκείοσ) 

Εκθώνηζη: Τα παξαθάηω ζρήκαηα δείρλνπλ δύν πάδι πνπ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί από ηα ίδηα 

θνκκάηηα. Αλ αλαδηαηάμνπκε ηα θνκκάηηα ηνπ πξώηνπ πάδι, ηόηε ζρεκαηίδεηαη ην δεύηεξν ζην 

νπνίν όκωο πεξηζζεύεη έλα ιεπθό ηεηξάγωλν. Πώο εμεγείηε απηό ην απνηέιεζκα; 
 

   
 

Ο ζηόρνο απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη λα ζέζνπκε ηνπο καζεηέο ζε κηα θαηάζηαζε 

έθπιεμεο (ηα δύν πάδι θαιύπηνπλ θαηλνκεληθά «ίζα ηξίγσλα» ησλ νπνίσλ ην εκβαδόλ 

δηαθέξεη!). Σν ελ ιόγσ πάδι απνηειεί κηα εθδνρή αλάινγνπ πάδι πνπ εθεπξέζεθε από ηνλ 

Lewis Carroll, θαη αλακέλεηαη λα πξνθαιέζεη γλσζηηθή ζύγθξνπζε ζηνπο καζεηέο 

αλάκεζα ζηελ νπηηθή αληίιεςε θαη ηηο γλώζεηο ηνπο γηα ηα εκβαδά.  

Ζ πιεηνλόηεηα ησλ καζεηώλ ζεώξεζε παξάμελν ηα ίδηα θνκκάηηα ζην δεύηεξν πάδι λα 

αθήλνπλ έλα κηθξό ιεπθό ηεηξάγσλν. Οξηζκέλνη καζεηέο κε ρακειή καζεκαηηθή 



 

 

απηνπεπνίζεζε δελ έςαμαλ γηα ηε ιύζε επεηδή ζεώξεζαλ όηη δελ ζα ηε βξνπλ. Όκσο, 

δήισζαλ όηη επηζπκνύλ λα ηε γλσξίζνπλ. Οη ζπλαηζζεκαηηθέο αληηδξάζεηο ησλ καζεηώλ 

πνηθίινπλ: από ηε κηα κεξηά είλαη εθείλνη πνπ εμέθξαζαλ ηελ επηζπκία λα ιύζνπλ ην 

πξόβιεκα εθδειώλνληαο έθπιεμε, ακεραλία, πεξηέξγεηα, γνεηεία θαη αλαθνύθηζε όηαλ 

έβξηζθαλ θάπνηα εμήγεζε θαη από ηελ άιιε εθείλνη πνπ εμέθξαζαλ δπζαξέζθεηα, 

αλεζπρία, λεπξηθόηεηα, έιιεηςε θαηαλόεζεο, ακθηβνιία, άγλνηα θαη θόβν. 

Σν πξόβιεκα πξνθάιεζε βαζεηά γλσζηηθή ζύγθξνπζε ζηνπο καζεηέο θαη ν 

δηαζθεδαζηηθόο ραξαθηήξαο ηνύο ώζεζε λα ςάμνπλ γηα κηα εμήγεζε. Οξηζκέλεο εμεγήζεηο 

πνπ έδσζαλ νη καζεηέο γηα λα αηηηνινγήζνπλ ηε δηαθνξά ησλ εκβαδώλ απνθαιύπηνπλ 

απνζηαζεξνπνίεζε: «ην απνηέιεζκα εμαξηάηαη από ηνλ ηύπν ηνπ εκβαδνύ», «όηαλ 

αιιάδνπκε ηε δηάηαμε ηωλ θνκκαηηώλ, ην εκβαδόλ αιιάδεη». Δίλαη αμηνζεκείσην όηη δύν 

καζεηέο έδεημαλ έζησ πξνζσξηλά αδπλακία δηαηήξεζεο ηνπ εκβαδνύ.  

Οη πεξηζζόηεξνη καζεηέο ζηα θύιια εξγαζίαο βξήθαλ ηα εκβαδά ησλ δύν 

ππνηηζέκελσλ ηξηγώλσλ από ηα θνκκάηηα ηνπο κε ρξήζε ηύπσλ θαη απαξηζκήζεηο 

ηεηξαγώλσλ: 32 cm
2
 θαη 33 cm

2
. Ληγόηεξνη καζεηέο ππνιόγηζαλ ην εκβαδόλ ηνπ κηζνύ 

νξζνγσλίνπ: 32,5 cm
2
 θαη από απηνύο αθόκα ιηγόηεξνη πξνβιεκαηίζηεθαλ πάλσ ζε απηή 

ηε δηαθνξά. Μόλν ηξεηο δπάδεο καζεηώλ αλέθεξαλ όηη δελ έρνπκε ηξίγωλα, αιιά 

ηεηξάπιεπξα αθνύ ην έλα «κπαίλεη κέζα» θαη ην άιιν «βγαίλεη έμω». Έηζη, δηαηύπσζαλ ηελ 

εηθαζία όηη δελ ζρεκαηίδεηαη «έλα θαλνληθό νξζνγώλην ηξίγωλν, αθνύ ηα ηξία ζεκεία ζηελ 

ππνηηζέκελε ππνηείλνπζα δελ επζπγξακκίδνληαη». Γηα ηελ απόδεημε ηεο εηθαζίαο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ: ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα, νκνηόηεηα ηξίγσλα, ρξήζε δηαλπζκάησλ θαη 

ηξηγσλνκεηξία. Μόλν ε ρξήζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεσξήκαηνο ηειεζθόξεζε:  
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Αλ εθαξκόζνπκε ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζηα ηξίγωλα ΓΔΓ θαη ΒΕΓ ηνπ πξώηνπ ζρήκαηνο έρνπκε:  
2 2 2 2ΓΓ = ΓΔ + ΔΓ = 5 +2 = 29 5,385

 
θαη 2 2 2 2BΓ= ΒΕ + ΕΓ = 8 +3 = 73 8,544.

 
Από ην ηξίγωλν ΑΒΓ βξίζνπκε: 13 132 2 2 2BΓ = ΒΑ + ΑΓ = +5 = 169+25 = 194 ,898.  

Έρνπκε: ΒΓ=13,898, ΒΓ+ΓΓ=8,544+5,385=13,929. Δπνκέλωο: ΒΓ<ΒΓ+ΓΓ θαη ηα ζεκεία Β, Γ, Γ δελ είλαη 

ζπλεπζεηαθά. Τν ίδην ηζρύεη γηα ηα ζεκεία Λ, Ν, Μ. Σην πξώην ζρήκα ην ηξίγωλν ΑΒΓ έρεη εκβαδόλ κηζό 

ηεηξαγωλάθη πεξηζζόηεξν από ην πάδι (32,5-32=0,5), ελώ ζην δεύηεξν, ην ηξίγωλν ΚΛΜ είλαη κηζό 

ηεηξαγωλάθη ιηγόηεξν από ην πάδι καδί κε ην ιεπθό ηεηξάγωλν (33-32,5=0,5). Απηά ηα δύν κηζά εμεγνύλ ηελ 

παξάμελε παξνπζία ηνπ ιεπθνύ ηεηξαγώλνπ.  
 

Έηζη νη καζεηέο ζπκπέξαλαλ όηη νη θνξπθέο ησλ θνκκαηηώλ πνπ νπηηθά ηνπνζεηνύληαη 

ζηελ «ππνηείλνπζα ηνπ ηξηγώλνπ» δελ απνηεινύλ ζπλεπζεηαθά ζεκεία. Σν παξάδνμν 

νθείιεηαη ζε νθζαικαπάηε. Σα ηέζζεξα θνκκάηηα ηνπ πάδι έρνπλ θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο 



 

 

ην ίδην εκβαδόλ, αιιά δελ ζρεκαηίδνπλ νξζνγώλην ηξίγσλν όπσο παξαπιαλεηηθά θαίλεηαη. 

Με ηε βνήζεηα ηεηξαγσληζκέλνπ ραξηηνύ ή γεσκεηξηθώλ νξγάλσλ νη κεηξήζεηο είλαη 

αλαθξηβείο γηαηί νη αηέιεηεο ηνπ ζρήκαηνο είλαη αλεπαίζζεηεο θαη ζην όξην ηνπ 

πεηξακαηηθνύ ζθάικαηνο. Σν ζρήκα είλαη ρξήζηκνο νδεγόο ζπιινγηζκνύ, αιιά κπνξεί λα 

θαηαιήγεη ζε πιάλεο. Ζ ζεσξεηηθή κειέηε ηνπ ζρήκαηνο κε ινγηθέο δηαδηθαζίεο όπσο κε 

ρξήζε ηνπ Ππζαγόξεηνπ Θεσξήκαηνο, Σξηγσλνκεηξίαο θιπ. νδεγεί ζε αζθαιή 

ζπκπεξάζκαηα.  
 

2. Το ηέζζερα είναι ίζο με πένηε! (Α΄ Λσκείοσ) 

Δκυώνεσε: Να βξεζεί ην ιάζνο ζηε ζεηξά ηωλ ζπιινγηζκώλ: (Movshovitz-Hadar & Webb 1998). 
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Ο ζπιινγηζκόο πνπ εθηίζεηαη παξαπάλσ αξρίδεη κε κηα ηζόηεηα πνπ είλαη αιεζήο (16 − 36 

θαη 25 − 45 είλαη ίζα κε −20), αιιά θαηαιήγεη ζε έλα πξνθαλώο ςεπδέο ζπκπέξαζκα (4 = 

5)! Πώο λα εμεγήζνπκε απηό ην απνηέιεζκα; ηόρνο ηεο δξαζηεξηόηεηαο είλαη λα 

ζθεθηνύλ νη καζεηέο ηελ ςεπδή απόδεημε γηα λα βξνπλ ην βήκα κε ηνλ ιαλζαζκέλν 

ζπιινγηζκό. Δίλαη αληηκέησπνη κε κηα αλακθηζβήηεηε αληίθαζε αιιά δπζθνιεύνληαη λα 

βξνπλ από πνπ πξνέξρεηαη ην ιάζνο όηαλ ε απόδεημε θαίλεηαη αλαληίξξεηα ζσζηή. Απηή ε 

άζθεζε κπνξεί ελδερνκέλσο λα απνηξέςεη ηνπο καζεηέο από ηε δηάπξαμε ηνπ ζπρλνύ 

ιάζνπο: 2 2       (ε ζσζηή ηδηόηεηα είλαη: 2 2      ). 

Απηό ην πξόβιεκα δπζθόιεςε ηνπο καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ πάξα πνιύ: ήηαλ αδύλαην λα 

βξνπλ ηνλ εζθαικέλν ζπιινγηζκό. Οη καζεηέο δελ ήηαλ ζε ζέζε λα αληηθξνύζνπλ κηα 

απόδεημε πνπ νδήγεζε ζε ιάζνο θαη βπζίζηεθαλ ζε κηα θαηάζηαζε ζνβαξήο γλσζηηθήο 

αζπκθσλίαο. Ζ γλσζηηθή ζύγθξνπζε αλάκεζα ζηε βεβαηόηεηά ηνπο όηη ην ηέζζεξα δελ 

είλαη ίζν κε πέληε θαη ηελ πεπνίζεζή ηνπο όηη νη ππνινγηζκνί πνπ παξνπζηάδνληαη είλαη 

αθξηβείο πξνθάιεζε έληνλεο αληηδξάζεηο. Οη καζεηέο ήηαλ ζε εκθαλή ζύγρπζε από απηνύο 

ππνινγηζκνύο πνπ θαηαιήγνπλ ζε έλα αδύλαην απνηέιεζκα.  

Οη καζεηέο ζεώξεζαλ όηη έθαλαλ ιαλζαζκέλε εθαξκνγή ηεο ηαπηόηεηαο. H κέζνδνο 

ζπκπιήξσζεο ηεηξαγώλνπ ήηαλ ην δπζθνιόηεξν ζεκείν ηεο απόδεημεο θαη νη πεξηζζόηεξνη 

καζεηέο δπζθνιεύνληαλ λα παξαθνινπζήζνπλ ηνπο ππνινγηζκνύο πνπ εθηέζεθαλ ζηελ 

εθθώλεζε. Έηζη εληόπηζαλ ην πηζαλό ππνινγηζηηθό ιάζνο ζην ζηάδην ηεο απόδεημεο πνπ 

δελ θαηείραλ θαιά. Παξόια απηά, θακία αηηηνιόγεζε δελ πξνζθόκηζαλ γηα ηελ ρξήζε ηεο 



 

 

ηαπηόηεηαο. Οξηζκέλνη καζεηέο θάλνληαο πξάμεηο κέζα ζηηο παξελζέζεηο βξήθαλ: 
2 2

1 1
- =

2 2

   
   
   

. Δληνύηνηο, απηό δελ ηνύο βνήζεζε λα θαηαλνήζνπλ ηελ αηηία ηνπ 

απνηειέζκαηνο 4=5. Ζ θύξηα αηηία ηεο απνηπρίαο ησλ καζεηώλ ζρεηίδεηαη κε ηελ 

ελζσκάησζε δύζθνισλ ελλνηώλ ζε κηα ζύλζεηε κηα αθνινπζία ζπιινγηζκώλ πνπ δελ 

έρνπλ ζπλεζίζεη.  

υμπεράσματα  

Ζ δηδαθηηθή πξαθηηθή κε ηα καζεκαηηθά παξάδνμα ζηηο ηάμεηο ηνπ Λπθείνπ απνδείρηεθε 

καζεζηαθά γόληκε. Οη καζεηέο θαηάθεξαλ λα πξνζεγγίζνπλ νηθείεο καζεκαηηθέο έλλνηεο 

κε έλα λέν θαη αζπλήζηζην ηξόπν πνπ ηνύο πξνθάιεζε εθπιήμεηο, αζπκθσλίεο θαη 

γλσζηηθέο απνζηαζεξνπνηήζεηο. Σα πξναλαθεξόκελα δηδαθηηθά πεηξάκαηα, απνθαιύπηνπλ 

ηε ζεκαζία ηεο παηδαγσγηθήο ηεο έθπιεμεο θαη αλαδεηθλύνπλ δηάθνξεο πιεπξέο ηεο, όπσο 

κεζνδνινγηθέο, κεηαγλσζηηθέο, ζπλαηζζεκαηηθέο θαη θπξίσο γλσζηηθέο. ηηο θαηαζηάζεηο 

πξνβιεκαηηζκνύ θαη έθπιεμεο πνπ εθηέζεθαλ, νη καζεηέο αλαγθάδνληαη λα ζθεθηνύλ ζε 

βάζνο, λα πάξνπλ ελεξγό κέξνο ζηηο καζεκαηηθέο ζπδεηήζεηο ηεο ηάμεο, ακθηζβεηώληαο 

ζπλήζεηο εζθαικέλνπο απηνκαηηζκνύο, ππεξβαίλνληαο αληηθάζεηο θαη πξνβάιινληαο 

πεηζηηθά απνδεηθηηθά επηρεηξήκαηα. Οη καζεκαηηθέο παξαδνμόηεηεο ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο 

δηδαθηηθά ηερλάζκαηα πνπ πξνθάιεζαλ γλσζηηθέο ζπγθξνύζεηο πξνσζώληαο αλαδνκήζεηο 

πνπ νδήγεζαλ ζε κεγαιύηεξε εζσηεξηθή ζπλνρή ησλ γλώζεσλ ησλ καζεηώλ. ε αλάινγα 

ζπκπεξάζκαηα θαηέιεμαλ θαη άιιεο έξεπλεο (Movshovitz-Hadar & Hadass 1990, 

Movshovitz-Hadar & Hadass 1991). Ωζηόζν, ππήξμαλ θαη πεξηπηώζεηο καζεηώλ πνπ ε 

δηδαθηηθή ηερληθή ηεο γλσζηηθήο ζύγθξνπζεο ηνύο πξνμέλεζε πξόζθαηξε ζύγρπζε θαη 

απνγνήηεπζε. Με ηελ ελζάξξπλζε επηδηώρηεθε, ελίζρπζε ηεο απηνπεπνίζεζεο θαη 

αλάθηεζε ηεο ειπίδαο.  

Οη παξαηεξήζεηο καο δείρλνπλ όηη ε έθπιεμε ηνλώλεη ζαπκάζηα θίλεηξα γηα ηε ιύζε 

παξάδνμσλ πξνβιεκάησλ θαη πξνθαιεί ζηνπο καζεηέο αλαζηνραζκό θαη θξηηηθή 

επαλεμέηαζε ησλ καζεκαηηθώλ γλώζεσλ πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ πξναγσγή ηεο κάζεζεο 

πνπ βαζίδεηαη ζην λόεκα. Σειηθά, ζα πξέπεη λα ππνγξακκηζηεί όηη ν ζηόρνο ηεο έθπιεμεο 

αληηζηξάθεθε θαηά ηξόπν απξόβιεπην: ελώ ηα παξάδνμα πξνβιήκαηα πξνθάιεζαλ 

έθπιεμε ζηνπο καζεηέο, εθείλνη κε ηε ζεηξά ηνπο εμέπιεμαλ πνιιαπιά θαη ηνλ 

δηδάζθνληα: όζν πηζηεύακε όηη ζα εθπιήμνπκε ηόζν πην έθπιεθηνη κέλακε! Οη αληηδξάζεηο 

ησλ καζεηώλ θαη νη αλαζεσξήζεηο ησλ αληηιήςεώλ ηνπο απνηεινύλ έλαλ αλεθηίκεην 

δηδαθηηθό ζεζαπξό. 

Πώο ζα κπνξνύζε λα αιιάμεη ε άραξε θαη άλπδξε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ζην 

Λύθεην; Αλακθηζβήηεηα, ε έθπιεμε είλαη έλα καζεζηαθό θίλεηξν γηα ηνπο καζεηέο πνπ σο 

εθπαηδεπηηθνί δελ πξέπεη λα αγλνήζνπκε ή λα ππνηηκήζνπκε. Δθηπιίζζεηαη ζπλήζσο ζε 

κηθξή ρξνληθή δηάξθεηα θαη ζπλδπάδεη «ην ηεξπλόλ κεηά ηνπ ωθειίκνπ». Απνηειεί έλα 

ηζρπξό κέζν εζσηεξηθήο παξαθίλεζεο γηα κάζεζε πνπ θξαηά ακείσην ην ελδηαθέξνλ ησλ 

καζεηώλ, γελλά λέεο ηδέεο θαη ζπληζηά έλα πξόζθνξν δηδαθηηθό εθεύξεκα γηα πεξαηηέξσ 



 

 

καζεζηαθέο αλαδεηήζεηο. Ση κπνξνύκε λα θάλνπκε γηα λα ππάξρεη ζηελ ηάμε καο ην 

ζηνηρείν ηεο έθπιεμεο; Πξώηνλ, λα επηιέγνπκε εξεζίζκαηα πνπ δελ είλαη απζαίξεηα, αιιά 

απαληνύλ ζηα πξνϋπάξρνληα εξσηήκαηα θαη ηε ζνιή αίζζεζε δήηεζεο ησλ καζεηώλ καο. 

Γεύηεξνλ, λα αμηνπνηήζνπκε παξάδνμα ή άιιεο παξεκθεξείο ηδέεο πνπ ππάξρνπλ ζηα 

ζρνιηθά εγρεηξίδηα. Οη εθπιήμεηο βξίζθνληαη παληνύ θαη κπνξνύλ λα εκπινπηίζνπλ ηε 

δηδαζθαιία πξνθαιώληαο ηνπο καζεηέο λα ζθεθηνύλ ζε βάζνο θαη λα αλαθαιύςνπλ ηε 

γλώζε. Αιιά ππάξρεη έλα πξόβιεκα: νη πεξηζζόηεξνη δάζθαινη ηωλ καζεκαηηθώλ είκαζηε 

ηόζν εμνηθεηωκέλνη κε ην πεξηερόκελν ηνπ καζήκαηνο πνπ όηαλ δηδάζθνπκε δελ καο πξνμελεί 

πιένλ πξαγκαηηθή «έθπιεμε». Ζ ηερληθή ηεο έθπιεμεο βειηηώλεη ην θαζεκεξηλό κάζεκα κε 

ελαιιαθηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ κεηακνξθώλνπλ ηελ αδηαηάξαθηε ξνπηίλα θαη 

δεκηνπξγνύλ ραξνύκελε δηάζεζε. ηα καζεκαηηθά παξάδνμα ελππάξρεη ην ζηνηρείν ηεο 

έθπιεμεο πνπ θεληξίδεη ηελ θξίζε θαη ηνλ αλαζηνραζκό. Όκσο, είλαη αλαγθαίν θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο καζεκαηηθήο ζπδήηεζεο ζηελ ηάμε λα ελζαξξύλνληαη νη καζεηέο λα 

εθθξάδνπλ απζόξκεηα απηά πνπ ζθέθηνληαη. Μόλν ηόηε ζα βγνπλ ζηελ επηθάλεηα ε 

έιιεηςε θαηαλόεζεο, νη δπζθνιίεο θαη ηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα πνπ πξέπεη λα 

αληηκεησπηζηνύλ. Ίζσο ηόηε κπνξεί:   
   

• Ζ παξαλόεζε λα θάλεη ηόπν ζηε καζεκαηηθή θαηαλόεζε.  

• Ζ ηππνπνίεζε λα δώζεη ηε ζέζε ηεο ζηελ πνίεζε.  

• Ζ πιήμε λα αλαηξαπεί από ηελ έθπιεμε.  
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