
1 

 

ΑΣΤΠΗ ΜΟΝΣΔΛΟΠΟΙΗΗ ΣΟΤ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ ΣΧΝ ΥΔΙΡΑΦΙΧΝ  
 

Γηώξγνο Γ. Κόζπβαο, Βαξβάθεην Πεηξακαηηθό Λύθεην  

gkosyvas@yahoo.com 

Πεξίιεψε 

Σηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάδεηαη έλα δηδαθηηθό πείξακα πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζηελ Α΄ Γπκλαζίνπ. Αλαηέζεθε ζηνπο καζεηέο ην 

πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ γηα νκαδνζπλεξγαηηθή ιύζε. Από ηα επξήκαηα ηεο 

έξεπλαο πξνθύπηεη όηη νη καζεηέο αλέδεημαλ άηππα κνληέια ζπλδπαζηηθνύ 

ζπιινγηζκνύ, γελίθεπζεο  θαη γεσκεηξηθήο άιγεβξαο. Η άηππε κνληεινπνίεζε 

ήηαλ απζόξκεηε θαη είρε άκεζε ζρέζε κε ηηο πξνζσπηθέο εκπεηξίεο ησλ 

καζεηώλ αιιά θαη ηελ πξνεγνύκελε δηδαζθαιία.  

Δηζαγωγή θαη ζεωξεηηθό πιαίζην  

Τα κνληέια είλαη απινπζηεπκέλεο παξαζηάζεηο, πνπ παξνπζηάδνπλ κόλν ηα 

νπζηώδε κέξε ηεο πξαγκαηηθόηεηαο, ελώ παξαιείπνπλ πνιιέο ιεπηνκέξεηεο. 

Έλα απιό παξάδεηγκα είλαη νη ράξηεο. Τα καζεκαηηθά κνληέια είλαη 

καζεκαηηθέο ραξηνγξαθήζεηο ηεο πξαγκαηηθόηεηαο. Σηε βηβιηνγξαθία έρνπλ 

εξκελεπηεί κε πνηθίινπο ηξόπνπο (Romberg et al. 2005, Gravemeijer et al. 

2000, Greer 1997, Kaiser 2011). Σύκθσλα κε κηα εθδνρή ηα κνληέια είλαη 

«ζπζηήκαηα ζηνηρείσλ, δηαδηθαζηώλ, ζρέζεσλ θαη θαλόλσλ πνπ κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα πεξηγξάςνπλ, λα εμεγήζνπλ, ή λα πξνβιέςνπλ ηε 

ζπκπεξηθνξά άιισλ ζπζηεκάησλ» (Doerr & English, 2003, ζ. 112). Τα κνληέια 

απνζθνπνύλ ζηε ζπλαγσγή ζπκπεξαζκάησλ γηα ηελ πξαγκαηηθόηεηα θαη 

δηαθξίλνληαη ζε πεξηγξαθηθά (εξκελεπηηθά ή πξόβιεςεο) θαη θαλνληζηηθά. 

Η καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε απνηειεί κηα ακνηβαία γνληκνπνίεζε ησλ 

καζεκαηηθώλ θαη ηνπ ππόινηπνπ θόζκνπ (Pollak 1979). Η δηαδηθαζία 

κνληεινπνίεζεο έρεη σο αθεηεξία κηα θαηάζηαζε πξνβιεκαηηζκνύ κε δηάρπηεο 

ζπλήζσο πιεξνθνξίεο ε νπνία ηνπνζεηείηαη ζηνλ εμσκαζεκαηηθό θόζκν. Η 
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ζπζηεκαηηθή εμέηαζε ηνπ πξαγκαηηθνύ πξνβιήκαηνο πεξηιακβάλεη ην ρσξηζκό 

ηνπ ζε βήκαηα, θαζώο θαη ηελ αλάιπζε θαη ζπλύθαλζή ηνπο. Η δηαδηθαζία 

κνληεινπνίεζεο ζπλερίδεηαη κε ηε καζεκαηηθή δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ηε δεκηνπξγία ηνπ κνληέινπ θαη ηε ιύζε ηνπ κε θαηάιιειεο καζεκαηηθέο 

έλλνηεο. Τέινο, κε επηζηξνθή ζην αξρηθό πξόβιεκα γίλεηαη εξκελεία ησλ 

απνηειεζκάησλ θαη έιεγρνο ζπκθσλίαο ηνπο κε ηα πξαγκαηηθά γεγνλόηα. Αλ 

ηα απνηειέζκαηα απέρνπλ πνιύ από ηελ πξαγκαηηθόηεηα κπνξεί λα 

ηξνπνπνηεζεί ην καζεκαηηθό κνληέιν κε πξνζζήθε λέσλ παξακέηξσλ θαη λα 

επαλαιεθζεί ε ζρεηηθή δηαδηθαζία ώζηε ηα απνηειέζκαηα λα αληαπνθξίλνληαη 

θαιύηεξα ζην αξρηθό πξόβιεκα (Κιανπδάηνο 1990).  

Η καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε ρσξίο λα ηαπηίδεηαη κε ηηο εθαξκνγέο ησλ 

καζεκαηηθώλ, δεηά από ηνπο καζεηέο λα αλαπηύζζνπλ θξηηηθέο ηθαλόηεηεο θαη 

λα αλαγλσξίδνπλ ζρέζεηο αλάκεζα ζηνλ πξαγκαηηθό θόζκν θαη ηα καζεκαηηθά. 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν νη καζεηέο ρηίδνπλ γλσζηηθέο γέθπξεο κεηαμύ ησλ 

καζεκαηηθώλ σο εξγαιείνπ θαηαλόεζεο ηνπ θόζκνπ θαη σο αθεξεκέλεο 

δνκήο. Η πξνζέγγηζε ηεο κνληεινπνίεζεο απνηειεί κηα απαηηεηηθή δηαδηθαζία 

πνπ ππεξεηεί πνιύπιεπξνπο καζεζηαθνύο ζηόρνπο, όπσο ε θαηαλόεζε ηεο 

θαηάζηαζεο πξνβιεκαηηζκνύ, ε ρξήζε ησλ καζεκαηηθώλ γηα ηε δηακόξθσζε 

πεηζηηθώλ απαληήζεσλ θαη ε κεηαθεξζηκόηεηα γλώζεσλ από άιια 

επηζηεκνληθά πεδία. Οη δξαζηεξηόηεηεο κνληεινπνίεζεο θαιιηεξγνύλ 

ηθαλόηεηεο δηεξεύλεζεο θαη δεκηνπξγηθόηεηαο θαη αλαπηύζζνπλ θαηάιιειεο 

ζηξαηεγηθέο, ελώ ε αλάπηπμε ηνπ ζπιινγηζκνύ ησλ καζεηώλ ππεξβαίλεη ηε 

ζπλήζε ζρνιηθή εκπεηξία. Πνιινί εξεπλεηέο εζηίαζαλ ηελ πξνζνρή ηνπο ζηε 

καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε απνδίδνληαο ζεκαληηθή βαξύηεηα ζηηο δηαδηθαζίεο 

επίιπζεο πξνβιεκάησλ ζηελ αίζνπζα δηδαζθαιίαο (Κνιέδα 2009, Blum & 

Niss 1991, Lesh & Doerr 2003b, English 2006). Οη καζεκαηηθέο έλλνηεο θαζώο 

ζπλδένληαη ακεζόηεξα κε ηνλ πξαγκαηηθό θόζκν πξνζθέξνπλ ζηνπο καζεηέο 

πινύζηεο επθαηξίεο κάζεζεο θαη ελλνηνινγηθήο επεμεξγαζίαο ελζαξξύλνληαο 

ηε κειεηεκέλε ρξήζε πνηθίισλ κέζσλ ζπλνπηηθήο πεξηγξαθήο θαη ηελ 

αλάπηπμε γεληθεύζεσλ (Lesh, & Doerr 2003a, Mousoulidis et al. 2010).  
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Σηε ζρνιηθή ηάμε ε δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθήο κνληεινπνίεζεο δελ 

θαηαιήγεη πάληνηε ζε ηππνπνίεζε ή γελίθεπζε, αιιά ζπλήζσο επεξεάδεηαη 

από ηελ άηππε γλώζε. Τα θνηλσληθν-πνιηηηζκηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

βησκαηηθήο γλώζεο δηακνξθώλνληαη ζην εμσζρνιηθό πεξηβάιινλ ή παξάιιεια 

κε ην ζρνιείν. Τα άηππα καζεκαηηθά αλαθέξνληαη ζε γλώζεηο νη νπνίεο όκσο 

δελ έρνπλ νξγαλσζεί ζύκθσλα κε ηα επίζεκα γλσξίζκαηα πνπ αλαγλσξίδνληαη 

από ηε καζεκαηηθή θνηλόηεηα. Τα κνληέια πνπ δεκηνπξγνύλ νη ίδηνη νη καζεηέο 

απνηεινύλ ελλνηνινγηθά θαη επνπηηθά ζπζηήκαηα πνπ ζπκβάιινπλ ζηελ 

θαηαλόεζε ησλ γλσζηηθώλ δηεξγαζηώλ ηεο καζεκαηηθήο ηνπο ζθέςεο. Καηά ηε 

δηαδηθαζία ηεο κνληεινπνίεζεο νη καζεηέο ζρεκαηίδνπλ πξόζθνξεο λνεηηθέο 

εηθόλεο πνπ δηεπθνιύλνπλ ηηο δηαδηθαζίεο αθαίξεζεο ή γελίθεπζεο. Σε απηή ηελ 

εξγαζία ζα ζπγθεληξώζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηελ άηππε κνληεινπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ρεηξαςηώλ από ηνπο καζεηέο. 

Κπθινθνξνύλ δηάθνξα πξνβιήκαηα ρεηξαςηώλ. Τν πιένλ ζπλεζηζκέλν είλαη ην 

αθόινπζν: πόζεο δηαθνξεηηθέο ρεηξαςίεο είλαη δπλαηέο ζε έλα δσκάηην κε λ 

άηνκα; Σην πξόβιεκα απηό είλαη αδύλαην λα ραηξεηήζεη θάπνηνο ηνλ εαπηό ηνπ 

ή λα θάλεη πνιιέο ρεηξαςίεο κε ην ίδην άηνκν. Έηζη ζα ππάξρνπλ πάληα δύν 

άηνκα ζην δσκάηην, ηα νπνία ζα ραηξεηεζνύλ κε ην ίδην πιήζνο ρεηξαςηώλ. 

Απηή ε εξκελεία ρξεζηκνπνηεί ηελ αξρή ησλ θειηώλ ηνπ Dirichlet. Γηα λ άηνκα, 

ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ πξνθύπηεη από ην άζξνηζκα ησλ λ-1 δηαδνρηθώλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ: 1+2+…+λ-1. Τν άζξνηζκα απηό είλαη ζεκειηώδεο γηα πνιιέο 

θαηαζηάζεηο αξίζκεζεο (Bezuszka & Kenney 2004). Δίλαη: 
( 1)

.
2

  
  

Ο Carl Friedrich Gauss (1777-1855) αλαθάιπςε ηνλ ηύπν ππνινγηζκνύ ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ λ πξώησλ δηαδνρηθώλ θπζηθώλ αξηζκώλ όηαλ ήηαλ καζεηήο 

ηνπ δεκνηηθνύ ζρνιείνπ (Billstein et al. 2007). Ο δάζθαινο είρε δεηήζεη από 

ηνπο καζεηέο ηεο ηάμεο λα ππνινγίζνπλ ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ 100 θπζηθώλ 

αξηζκώλ αλακέλνληαο όηη ζα απαζρνινύζε ηελ ηάμε γηα αξθεηό ρξόλν. O 

Gauss απέθπγε ηελ αλόεηε κνλνηνλία ησλ αηέξκνλσλ πξνζζέζεσλ θαη πξνηνύ 

ν δάζθαινο πξνιάβεη λα επηζηξέςεη ζηελ έδξα, ζρεδόλ αθαξηαία αλαθάιπςε ηε 
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ιύζε θαηαπιήζζνληάο ηνλ. Παξαηήξεζε όηη ηα αζξνίζκαηα ηεο αθνινπζίαο θαη 

ηεο αληίζηξνθεο αθνινπζίαο είλαη ίζα:  

   =     1  +   2  +    3 + ... + 100 

   = 100 +  99 +   98 + ... +     1 

 2 = 101 +101 +101 + ... + 101  

Σε θάζε ζηήιε ην άζξνηζκα είλαη 101 θαη ππάξρνπλ 100 ζηήιεο. Έηζη 

ππάξρνπλ 100 αζξνίζκαηα ηνπ 101 θαη ε επαλαιακβαλόκελε πξόζζεζε 

αλάγεηαη ζε πνιιαπιαζηαζκό:  

2= 100×101  ή    = (100×101)/2 = 5.050.  

Δπνκέλσο, ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ λ αηόκσλ είλαη: 1+2+…+(λ-1)=
λ(λ -1)

.
2

 

Οη αξηζκνί πνπ πεξηγξάθνληαη ζηνλ ηειεπηαίν ηύπν νλνκάδνληαη ηξίγσλνη 

αξηζκνί. Η ζπκκεηξία ηεο ιύζεο γηα κηα πεληακειή παξέα κπνξεί επίζεο λα 

παξαηεξεζεί ζηελ αθόινπζε νπηηθή απόδεημε: 

      

Τν πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ ζπλδέεηαη ζηελά κε ηε γεσκεηξία θαη ηε 

ζπλδπαζηηθή. Γύν γεσκεηξηθά ηζνδύλακα πξνβιήκαηα είλαη: α) Πνηνο είλαη ν 

κέγηζηνο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηνκήο πνπ ζρεκαηίδνληαη από λ επζείεο ηνπ 

επηπέδνπ; β) Πόζεο επζείεο δηέξρνληαη από λ ζεκεία ηνπ επηπέδνπ, αλ αλά 3 δελ 

είλαη ζπλεπζεηαθά; Η απάληεζε δίλεηαη από ηνλ ηύπν ησλ ζπλδπαζκώλ ησλ λ 

αληηθεηκέλσλ αλά δύν: 

( 1)

2 2

    
 

 
 

Τν πξόβιεκα κε ηηο ρεηξαςίεο είλαη ζαπκάζην γηα όιεο ηηο ειηθίεο ησλ καζεηώλ 

θαη μερσξίδεη γηα ηηο πνιιαπιέο ιύζεηο, ηελ πνηθηιία ησλ δηαθνξεηηθώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ θαη ηνλ πινύην ησλ καζεκαηηθώλ ηδεώλ. Αμηνζεκείσηε είλαη 
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ε ζηξαηεγηθή ηεο απζόξκεηεο δξακαηνπνίεζεο πνπ παξαηεξήζεθε ζε 

δεθάρξνλνπο καζεηέο (Κόζπβαο 1996). Οη πεηξακαηηθέο δνθηκέο ζηηο ζρνιηθέο 

ηάμεηο έρνπλ απνθαιύςεη ιύζεηο ζε δηαθνξεηηθά επίπεδα αθαίξεζεο (Billington 

& Evans 1987) θαη έρνπλ ζπλεηζθέξεη ζηε κειέηε ηεο αιγεβξηθήο ζθέςεο ησλ 

καζεηώλ (Blanton & Kaput 2003). Σηελ παξνύζα εξγαζία δηεξεπλάηαη ε 

ζπκβνιή ηνπ πξνβιήκαηνο ζηε γελίθεπζε θαη ην ζπλδπαζηηθό ζπιινγηζκό.  

Η ζεκαζία ηεο γελίθεπζεο θαηά ηε δηαδηθαζία ιύζεο καζεκαηηθνύ 

πξνβιήκαηνο βξίζθεηαη ζηελ θαξδηά ησλ καζεκαηηθώλ (Mason 1996). Σηηο δύν 

ηειεπηαίεο δεθαεηίεο ην εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ γηα ηε γελίθεπζε 

ζπγθεληξώλεηαη ζηελ αλαγλώξηζε, εθκαίεπζε θαη πεξηγξαθή θαλνληθνηήησλ ή 

δνκώλ θαζώο θαη ηελ αλαθάιπςε θαλόλσλ θαη κνληέισλ από ηνπο ίδηνπο ηνπο 

καζεηέο. Σηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ νη θαλνληθόηεηεο ζεσξνύληαη σο 

ζεκαληηθόο ζπλδεηηθόο θξίθνο αλάκεζα ζηελ Αξηζκεηηθή θαη ηελ Άιγεβξα 

(Κνιέδα 2009). Δπηπιένλ νη δηεξεπλήζεηο πξνβιεκάησλ απνηεινύλ ζεκείν 

εθθίλεζεο γηα ηελ εύξεζε ηνπ θαλόλα θαη ηε ζπλαξηεζηαθή κνληεινπνίεζε. Οη 

πξνζεγγίζεηο απηέο εζηηάδνπλ ζηε γεληθή έθθξαζε κνηίβσλ, θαζώο ηα 

καζεκαηηθά ζεσξνύληαη σο ε επηζηήκε ηεο ζπζηεκαηηθόηεηαο θαη νη 

πεξηζζόηεξεο καζεκαηηθέο ηδέεο παξαπέκπνπλ ζηε γελίθεπζε. 

Ο ζπλδπαζηηθόο ζπιινγηζκόο είλαη έλα είδνο ζθέςεο πνπ ζπλδέεηαη κε 

πξνβιήκαηα απαξίζκεζεο ησλ ζηνηρείσλ πεπεξαζκέλσλ ζπλόισλ. Γελ είλαη 

πάληνηε εύθνιε ε άκεζε απαξίζκεζε ησλ ζηνηρείσλ νπνηνπδήπνηε ζπλόινπ. 

Γηα παξάδεηγκα αλ ζέινπκε λα βξνύκε πόζεο εμάδεο πξέπεη λα παίμνπκε ζην 

LOTTO γηα λα έρνπκε ζίγνπξε ηελ επηηπρία ε ιύζε ζθνληάθηεη ζην κεγάιν 

πιήζνο ησλ εμάδσλ πνπ πξέπεη λα θαηακεηξεζνύλ. Γηα ηε κειέηε ηέηνησλ 

πξνβιεκάησλ δηακνξθώζεθε έλαο ηδηαίηεξνο θιάδνο ησλ δηαθξηηώλ 

Μαζεκαηηθώλ, ε Σπλδπαζηηθή, πνπ  επεμεξγάδεηαη ζπζηεκαηηθέο κεζόδνπο 

ππνινγηζκνύ, πνπ είλαη ζύληνκεο θαη νηθνλνκηθέο ρσξίο πξνζθπγή ζηελ άκεζε 

θαηαγξαθή θαη θαηακέηξεζε. Οη δηάθνξεο εξγαζίεο γηα ηνλ ζπλδπαζηηθό 

ζπιινγηζκό θαηαγίλνληαη κε δηάθνξα πξνβιήκαηα (π. ρ. κε θαξηεζηαλά 

γηλόκελα, κεηαζέζεηο, δηαηάμεηο ή ζπλδπαζκνύο) θαη αληαπνθξίλνληαη ζηελ 
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αλάγθε κειέηεο ησλ πηζαλνηήησλ. Σύκθσλα κε ηνπο Piaget θαη Inhelder (1951) 

νη ζπλδπαζηηθέο δηεξγαζίεο είλαη ινγηθνκαζεκαηηθά κνληέια πνπ 

ραξαθηεξίδνπλ ην ζηάδην ηνπ ηππηθνύ ζπιινγηζκνύ. Με απηή ηελ ζέζε 

ζπκπιένπλ θαη νη Fischbein et al. (1970), πνπ επηπιένλ αλέδεημαλ ηε ζεκαζία 

ησλ δηαηζζεηηθώλ κνληέισλ θαη πξόηεηλαλ ηε ρξήζε ηνπ δεληξνδηαγξάκκαηνο. 

Η πξόσξε δηδαζθαιία ησλ ηύπσλ ηεο Σπλδπαζηηθήο δηαηαξάζζεη ηηο 

«εκπεηξηθέο θαη δηαηζζεηηθέο ζηξαηεγηθέο» νη νπνίεο δηεπθνιύλνπλ ηνπο 

καζεηέο λα ζπιιακβάλνπλ θαη λα ρεηξίδνληαη ζπλδπαζηηθέο θαηαζηάζεηο 

(Fischbein & Gazit 1988). Σύκθσλα κε ηνπο Batanero et al. (1997) νη 

θαηαζηάζεηο απηέο ηαμηλνκνύληαη ζε ηξία δηαθνξεηηθά ζπλδπαζηηθά κνληέια: 

επηινγή, δηακεξηζκόο θαη θαηαλνκή (selection, partition and distribution). Ο 

Rudat (2007) πξόζζεζε θαη έλα ηέηαξην κνληέιν ηε ζύλδεζε (association), ζην 

νπνίν θαηαηάζζεηαη θαη ην πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ.    

θνπόο θαη κεζνδνινγία 

H κνληεινπνίεζε δεηά από ηνπο καζεηέο λα δηαηππώλνπλ εηθαζίεο θαη 

καζεκαηηθά επηρεηξήκαηα θαη λα αλαπηύζζνπλ ηηο δηθέο ηνπο ηδέεο θαη 

ζηξαηεγηθέο. Τν ελ ιόγσ εξεπλεηηθό εγρείξεκα απνζθνπεί ζηε κειέηε ηεο 

άηππεο κνληεινπνίεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ρεηξαςηώλ από ηνπο καζεηέο ηεο 

Πξώηεο Γπκλαζίνπ θαη ηε δηεξεύλεζε ηνπ ζπλδπαζηηθνύ ζπιινγηζκνύ θαη ηεο 

γελίθεπζεο. Οη καζεηέο, κε θαηέρνληαο ηππηθέο γλώζεηο Σπλδπαζηηθήο θαη 

Άιγεβξαο, ζηελ πξνζπάζεηα κνληεινπνίεζεο ηνπο θόζκνπ ηνπο, ππνζέηνπκε 

όηη ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ άηππα ζπλδπαζηηθά θαη αιγεβξηθά κνληέια. Η 

εξεπλεηηθή ζθελνζεζία πεξηιακβάλεη ηελ νκαδνζπλεξγαηηθή ιύζε ελόο 

πξνβιήκαηνο (Κόζπβαο 2011). Τν πξόβιεκα ηέζεθε θαηά ην δηδαθηηθό έηνο 

2008-9 ζηελ Α΄ ηάμε ηνπ 1
νπ

 Πεηξακαηηθνύ Γπκλαζίνπ Αζελώλ. Η δηαηύπσζε 

είλαη ε αθόινπζε:  
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Τν πξόβιεκα ρσξίζηεθε ζε ηξία ππνπξνβιήκαηα: Τν πξώην αθνξά κηα κηθξή 

ζπιινγή (λ=4) θαη επλνεί ηελ εθαξκνγή ηεο απαξίζκεζεο ησλ δπλαηώλ δεπγώλ 

ζε έλα βησκαηηθό ή γεσκεηξηθό πιαίζην θαη ηελ παξαηήξεζε βαζηθώλ 

θαλνληθνηήησλ. Τν δεύηεξν αθνξά κηα κεγαιύηεξε ζπιινγή (λ=30) θαη 

παξαπέκπεη ζε ππνινγηζηηθνύο ρεηξηζκνύο. Ο γεσκεηξηθόο θαη ν αξηζκεηηθόο 

ηύπνο απάληεζεο ζπληζηνύλ δύν μερσξηζηά είδε αλαπαξάζηαζεο. Τν ηξίην 

ππνπξόβιεκα παξαπέκπεη ζηε γελίθεπζε.  

Η αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ είλαη πνηνηηθή θαη αθνξά θπξίσο ηε ιεπηή 

παξαηήξεζε ησλ καζεκαηηθώλ αιιειεπηδξάζεσλ ησλ καζεηώλ θαζώο 

πξνζπαζνύλ λα θαηαλνήζνπλ θαη λα ιύζνπλ ην πξόβιεκα (Kosyvas 2010).  

Παξνπζίαζε θαη ζπδήηεζε ηωλ ζηξαηεγηθώλ κνληεινπνίεζεο 

Σην ελ ιόγσ πξόβιεκα νη καζεηέο επηλόεζαλ πνηθίια κνληέια γηα ηελ 

πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο ή ηελ εύξεζε ελόο θαλόλα. Γνθίκαζαλ άηππεο 

ζηξαηεγηθέο όπσο ρξήζε νλνκαζηηθώλ θαηαιόγσλ, θπζηθώλ θηλήζεσλ ή 

θαηάιιεισλ ζρεκάησλ (δεληξνδηαγξάκκαηα, πίλαθεο δηπιήο εηζόδνπ). Σηε 

ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε νξηζκέλεο από ηηο ζηξαηεγηθέο κνληεινπνίεζεο ησλ 

καζεηώλ πνπ εκθαλίζηεθαλ.  

Το πρόβλημα των χειραψιών 

1) ηαλ μαλαζπλαληήζεθαλ 2 ζπκκαζεηέο κηαο παξέαο, ραηξεηήζεθαλ ζθίγγνληαο ην δεμί ηνπο 

ρέξη κε κηα ρεηξαςία. Σήκεξα ην πξσί μαλαβξέζεθαλ νη 4 καζεηέο ηεο παξέαο. Πόζεο 

ρεηξαςίεο αληάιιαμαλ ζπλνιηθά κεηαμύ ηνπο; Πώο κπνξείηε λα ην δείμεηε ζηα άιια κέιε 

ηεο νκάδαο ζαο; Αλαινγηζηείηε θαη ζπδεηήζηε ην καδί.  

2) Σηελ ηάμε ππάξρνπλ 30 καζεηέο θαη αληαιιάζζνπλ ρεηξαςίεο κεηαμύ ηνπο. Αλ ν θάζε 

καζεηήο ραηξεηά θαζέλαλ από ηνπο άιινπο κε κηα ρεηξαςία, πόζεο δηαθνξεηηθέο ρεηξαςίεο 

ζα θάλνπλ ζπλνιηθά όινη νη καζεηέο ηεο ηάμεο; Πώο ζα πείζεηε θάπνηνλ πνπ ακθηβάιιεη 

όηη ε απάληεζε ηεο νκάδαο ζαο είλαη ζσζηή;  

3) Πόζεο ρεηξαςίεο ζα θάλνπλ νη ν καζεηέο ελόο ζρνιείνπ αλ ραηξεηεζνύλ όινη κεηαμύ ηνπο; 

Μπνξείηε λα βξείηε έλα γεληθό θαλόλα ή έλα καζεκαηηθό ηύπν γηα λα ππνινγίδεηε εύθνια 

πόζεο ζα είλαη θάζε θνξά νη ρεηξαςίεο αλ γλσξίδεηε ην πιήζνο ησλ καζεηώλ ηνπ 

ζρνιείνπ; Να ζθεθηείηε θαη λα αηηηνινγήζεηε ηνπο ζπιινγηζκνύο ζαο.  
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α) Μνληέια απαξίζκεζεο θαη ππνινγηζκνύ 

Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ρσξηζκέλε ζε δύν κέξε ε ζπδήηεζε πάλσ ζηελ 

εξγαζία ηεο νκάδαο Β (Δι. Γ. Γθ. Αλ). Η νκάδα απηή απνηειείηαη από ηξεηο 

κέηξηνπο θαη έλαλ αδύλαην καζεηή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οη καζεηέο ηεο νκάδαο απηήο ζεώξεζαλ όηη ην πξόβιεκα ιύλεηαη κε αλαινγία. 

Ο ιόγνο ρξήζεο ηεο αλαινγίαο παξαπέκπεη ζε θνηλσληθέο ζπκβάζεηο νη νπνίεο  

όκσο δελ ηζρύνπλ ζην πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ. Η γλσζηηθή δηακάρε ησλ 

καζεηώλ γηα ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ ησλ ρεηξαςηώλ είλαη ζεκειηώδεο θαη 

ζπλδέεηαη κε ηελ αλάπηπμε ηνπ ζπλδπαζηηθνύ ζπιινγηζκνύ.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λ.:         Να πξνζζέζσ όηη ην παηδί Α ζα ραηξεηήζεη ην Β κόλν κηα θνξά.   

 

Γάζθ.: ... Τη ιέηε γηα απηό ην κέξνο ηεο 

εξγαζίαο ηεο νκάδαο Β;   

Ση.:     Γελ είλαη αλάινγα ηα πνζά.  

Γθ.:     Βξήθακε όηη ην 1/ 4 ησλ παηδηώλ ζα 

θάλεη 4 ρεηξαςίεο. Τόηε ηα 4/4 ζα 

θάλνπλ 16 ρεηξαςίεο.  

Ση.: … κσο δελ είλαη 16 όιεο νη 

ρεηξαςίεο.   

Γθ.:    Αθνύ ην 1 άηνκν ζα δώζεη 4 

ρεηξαςίεο, ηα 4 ζα δώζνπλ 16. 

Ση.:    Τν έλα άηνκν δελ δίλεη 4 ρεηξαςίεο.    

Γθ.:     Δκείο … 

Ση.:     Τν έλα άηνκν δίλεη 3 ρεηξαςίεο…    

 

 

Γάζθ.: ... Τη ιέηε γηα απηό;   

Δ.:       Σσζηά ζπκβόιηζαλ ηα παηδηά ηεο παξέαο κε 

Α, Β, Γ θαη Γ. κσο δελ θαηαιαβαίλσ ηα 

ΑΑ ή ΒΒ.  

Γ:         Τν παηδί Α θάλεη ρεηξαςία κε ην Α! 

Δ.:        Απηό δε γίλεηαη!  

Γ:         Γηαηί δε γίλεηαη;  

Δ.:       Μπνξεί ην παηδί Α λα ραηξεηήζεη ην Α;  

Γ:      (Σησπή) ρη.  … 

Σιωπή 
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Δι.:        Ναη έηζη είλαη.   

Λ.:         Γξάθεηε γηα παξάδεηγκα ΑΒ θαη ΒΑ. Απηέο είλαη δύν ρεηξαςίεο θαη όρη κία.   

Γ:          Ναη αθνύ ν Α δίλεη ρεηξαςία θαη ν Β παίξλεη. Δίλαη ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ …    

Λ.:        Ναη αιιά ζηε δηαθάλεηα ππάξρνπλ επίζεο ΒΑ, ΓΒ θαη ΓΓ. Έηζη αληί γηα 6 ρεηξαςίεο πνπ 

είλαη ην ζσζηό βξίζθεηε 16.    

Δι:       Βξήθακε όηη νη ρεηξαςίεο ηεο παξέαο ησλ ηεζζάξσλ παηδηώλ είλαη 16. Τηο ζπκβνιίζακε 

κε γξάκκαηα θαη ηηο κεηξήζακε όιεο κία-κία. κσο δελ κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο 

ρεηξαςίεο ησλ 30 καζεηώλ γηαηί έρνπκε 24 γξάκκαηα! 

Μαζεηέο: ρη!  ρη!   

… 

Γάζθ.:   Ζ Κα. 

Κα.:     Γελ έπξεπε λα ηηο μαλακεηξήζνπλ. Οη ρεηξαςίεο ησλ ηεζζάξσλ παηδηώλ είλαη 6:  ΑΒ θαη 

ΓΓ, ΑΓ θαη ΒΓ, ΑΓ θαη ΒΓ.  

Γ.:        Τώξα θαηάιαβα.  

… 

Γάζθ.:  Μπνξεί θάπνηνο από ηελ νκάδα Β λα δηνξζώζεη; 

Γ.:       Θα πξνζπαζήζσ. Λνηπόλ είπακε όηη δελ κπνξεί θάπνηνο λα θάλεη ρεηξαςία κε ηνλ εαπηό 

ηνπ. Έηζη αλ ζβήζνπκε ηα ΑΑ, ΒΒ, ΓΓ θαη ΓΓ νη ρεηξαςίεο γίλνληαη 12. Πξέπεη όκσο λα 

ζβήζνπκε ηηο δηπιέο ρεηξαςίεο. Έηζη ζα θξαηήζνπκε ηηο κηζέο : ΑΒ, ΑΓ, ΑΓ, ΒΓ, ΒΓ θαη 

ΓΓ.  Τειηθά νη ρεηξαςίεο είλαη 6. 

Γάζθ.:   Μπξάβν! 

Λ.:         Να δηνξζώζσ ην δεύηεξν πξόβιεκα; 

Γάζθ.:   Βεβαίσο! 

Λ.:      Αο πνύκε όηη θάζε παηδί δέρηεθε 30 ρεηξαςίεο. Τόηε ζα είρακε 30×30=900 ρεηξαςίεο. 

κσο, θαλέλα παηδί δελ κπνξεί λα δώζεη ρεηξαςία ζηνλ εαπηό ηνπ. Έηζη κέλνπλ 900-

30=870 ρεηξαςίεο. κσο απηέο έρνπλ κεηξεζεί δύν θνξέο αθνύ δύν απισκέλα ρέξηα 

είλαη κηα ρεηξαςία. Έηζη ζα ππάξρνπλ 870 ÷ 2 = 435 ρεηξαςίεο. 

Γάζθ.:   Μπξάβν! 

Σηνλ πξνεγνύκελν δηάινγν ζα πξέπεη λα ππνγξακκηζηεί ε αλαζηνραζηηθή 

επαλεμέηαζε θαη δηόξζσζε ηεο ιύζεο από ηνλ Γ., κέινο ηεο νκάδαο Β, θαη ε 

πξνζσξηλή απνδνρή ηεο ςεπδνύο εηθαζίαο από ηνλ Λ. πνπ ζπλέβαιε ζηελ 

αλαδόκεζε θαη αλαζθεπή ησλ ππνινγηζκώλ θαη ηελ αλαθάιπςε λέαο 

πξσηόηππεο ζηξαηεγηθήο. Η ελ ιόγσ ιύζε δείρλεη βαζύηεξε θαηαλόεζε. 

Αμηνπξόζεθηε είλαη ε πνηθηιία άηππνπ ζπλδπαζηηθνύ ζπιινγηζκνύ. Οη πξώηεο 
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εζθαικέλεο ζηξαηεγηθέο αθνξνύζαλ απαξηζκήζεηο ηεκαρηζκώλ (ΑΒ, ΓΓ) θαη 

θπθιηθέο απαξηζκήζεηο (πρ. ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ) ρσξίο ζπζηεκαηηθή θαηαγξαθή. 

Οξηζκέλνη καζεηέο πξνέβεζαλ ζε επαλαιεπηηθέο δηαηάμεηο (ΑΑ, ΒΒ, ΓΓ θιπ), 

δηαηάμεηο (ΑΒ, ΒΑ, ΑΓ, ΓΑ θιπ) ή δεκηνύξγεζαλ έλαλ εκηηειή θαηάινγν 

ζπλδπαζκώλ κε ηε κέζνδν δνθηκήο θαη πιάλεο. Κάπνηνη έδσζαλ δηαθνξεηηθό 

λόεκα ζηε ρεηξαςία ζεσξώληαο όηη δύν καζεηέο θάλνπλ δύν ρεηξαςίεο (ν Α 

δίλεη θαη ν Β παίξλεη) θαη κέηξεζαλ ηνλ αξηζκό ησλ δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ. 

Σηηο αλεπηηπρείο ππνινγηζηηθέο ζηξαηεγηθέο ζπγθαηαιέγνληαη: επαλαιεπηηθέο 

δηαηάμεηο (4×4=16) θαη δηαηάμεηο (3×4=12). Τν θαηλόκελν ηεο ζύγρπζεο 

δηαηάμεσλ θαη ζπλδπαζκώλ έρεη επηζεκαλζεί ζηε βηβιηνγξαθία (Sriraman & 

English 2004).  

Η επηθνηλσλία ζηηο ζπλεξγαηηθέο νκάδεο αύμεζε ηε καζεκαηηθή 

απηνπεπνίζεζε θαη δηαηήξεζε ην ελδηαθέξνλ ησλ αδύλαησλ καζεηώλ 

δηεπθνιύλνληάο ηνπο λα αιιάμνπλ ηηο αξρηθέο ηδέεο ηνπο θαη λα ζεκεηώζνπλ 

πξόνδν. Οη αλαθξίβεηεο, νη παξαλνήζεηο θαη νη δπζθνιίεο πνπ απνθαιύθζεθαλ 

θαζώο νη καζεηέο κνηξάδνληαλ ηηο ζθέςεηο ηνπο απνηέιεζαλ γόληκεο 

καζεζηαθέο επθαηξίεο πνπ ζπλέβαιαλ ζηελ επηηπρή νινθιήξσζε ηνπ έξγνπ 

ηνπο. Σηηο ζσζηέο ζηξαηεγηθέο απαξίζκεζεο ζπγθαηαιέγνληαη εθείλεο πνπ 

παξνπζηάδνπλ κηα νξγαλσκέλε θαηαγξαθή ρσξίο επαλαιήςεηο ή 

δηπινκεηξήκαηα ησλ δπλαηώλ ζπλδπαζκώλ θαη ηαμηλνκνύληαη σο εμήο: α) 

Σπζηεκαηηθή απαξίζκεζε κε έλα ζηνηρείν ζηαζεξό. Παίξλνπλ έλα αληηθείκελν 

σο αξρηθό θαη κεηξνύλ κε ηε ζεηξά ηνπο δπλαηνύο ζπλδπαζκνύο αλάκεζα ζε 

απηό θαη ηα άιια αληηθείκελα ηεο ζπιινγήο. Γηα παξάδεηγκα ζηε ζπιινγή Α, 

Β, Γ, Γ, νη καζεηέο ζηαζεξνπνηνύλ ην Α θαη απαξηζκνύλ ηα αθόινπζα δεύγε: 

ΑΒ, ΑΓ, ΑΓ. Έπεηηα μαλαξρίδνπλ από ην Β θαη ηέινο από ην Γ. β) Γηνξζσκέλε 

απαξίζκεζε: Σηελ αξρή απαξηζκνύλ όια ηα δηαηεηαγκέλα δεύγε (π.ρ. ΑΒ θαη 

ΒΑ), όκσο ζηε ζπλέρεηα εμαιείθνπλ ηα δηπινκεηξήκαηα θαηαλνώληαο όηη 

ζηνπο ζπλδπαζκνύο δελ ιακβάλεηαη ππόςε ε ζεηξά. γ) Απαξίζκεζε ησλ κεξώλ 

κεηά από δηαδνρηθνύο ηεκαρηζκνύο: Οη καζεηέο ρσξίδνπλ ην ζύλνιν ησλ 

ηεζζάξσλ αληηθεηκέλσλ ζε δύν δπάδεο θαη επαλαιακβάλνπλ ηε δηαδηθαζία 
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κέρξη λα εμαληιήζνπλ όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. Γηα παξάδεηγκα νη ζπζηεκαηηθέο 

δηαηξέζεηο ηνπ ζπλόινπ ησλ Α, Β, Γ, Γ θαηαιήγεη δηαδνρηθά ζηα αθόινπζα 

δεύγε δηακεξηζκώλ: ΑΒ θαη ΓΓ, ΑΓ θαη ΒΓ θαη ηέινο ΑΓ θαη ΒΓ.  

Η δηάθξηζε ηεο έλλνηαο ηνπ ζπλδπαζκνύ από εθείλε ηεο δηάηαμεο κπνξεί λα 

δηεπθξηληζηεί κε έλα παξάδεηγκα όπνπ από 4 αληηθείκελα Α, Β, Γ, Γ επηιέγνπκε 

2. Γηα θάζε ζπλδπαζκό ησλ δύν αληηθεηκέλσλ κπνξνύλ λα πξνθύςνπλ 2 

κεηαζέζεηο ησλ αληηθεηκέλσλ απηώλ. Αξρίδνπκε κε κηα δηάηαμε ηεζζάξσλ από 

ηα αληηθείκελα Α, Β, Γ θαη Γ, ηελ νπνία γξάθνπκε ζηε δεύηεξε ζηήιε 

αξηζηεξά. Γξάθνπκε ηηο ππόινηπεο κεηαζέζεηο απηώλ ησλ αληηθεηκέλσλ ζηελ 

ίδηα ζηήιε. Σηελ ηξίηε ζηήιε γξάθνπκε κηα δηάηαμε πνπ δελ έρεη αθόκα 

ρξεζηκνπνηεζεί (ΑΓ), θαη ζπκπιεξώλνπκε ηηο ππόινηπεο. Έηζη νινθιεξώλνπκε 

ηε δηαδηθαζία γξάθνληαο όιεο ηηο δηαηάμεηο ησλ ηεζζάξσλ αληηθεηκέλσλ από ηα 

Α, Β, Γ θαη Γ. Τα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ αθόινπζν πίλαθα. 

Γηαηάμεηο  ΑΒ, ΒΑ ΑΓ, ΓΑ ΑΓ, ΓΑ ΒΓ, ΓΒ ΒΓ, ΓΒ ΓΓ, ΓΓ 

πλδπαζκνί   ΒΑ   ΓΑ   ΓΑ   ΓΒ   ΓΒ    ΓΓ 

Ο πξνεγνύκελνο πίλαθαο κάο δείρλεη ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ πιήζνπο ησλ 

ζπλδπαζκώλ. Σε θάζε ζηήιε ππάξρνπλ όιεο νη δηαθνξεηηθέο κεηαζέζεηο πνπ 

καο δίλνπλ ηνλ ίδην ζπλδπαζκό. Γηα λα βξνύκε ην πιήζνο ησλ ζπλδπαζκώλ 

αξθεί λα απαξηζκήζνπκε ηηο ζηήιεο1.  

 

                                                           
1
 Υπάξρνπλ 4

2  δηαηάμεηο ησλ 2 αληηθεηκέλσλ από ηα 4, δειαδή ζπλνιηθά ππάξρνπλ 4

2  

ζηνηρεία. Σε θάζε ζηήιε ππάξρνπλ 2! ζηνηρεία θαη δηαηξώληαο βξίζθνπκε όηη πξέπεη λα 

ππάξρνπλ 
4

2

2!


 ζηήιεο, δειαδή 

4

2

2!


 ζπλδπαζκνί. Δπεηδή 4

2

4!

(4-2)!
   ζα ππάξρνπλ 

4!

(4-2)! 2!
 

ζπλδπαζκνί ησλ  2 αληηθεηκέλσλ από ηα Α, Β, Γ θαη Γ. Δπνκέλσο: 
  

   
4 4! 4! 24

6
2 (4-2)! 2! 2! 2! 4

 
    

  
. 

 

Έηζη ππάξρνπλ 6 ζπλδπαζκνί κε 2 αληηθείκελα από ηα Α, Β, Γ θαη Γ.  
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β) Μνληέια αιγεβξηθά, γεωκεηξηθά θαη γεωκεηξηθήο άιγεβξαο 

Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ρσξηζκέλε ζε κέξε ε ζπδήηεζε πάλσ ζηελ εξγαζία 

ηεο νκάδαο Γ (Α., Γ., Β., Μ). Η νκάδα απηή απνηειείηαη από δύν πνιύ θαινύο 

καζεηέο, έλαλ θαιό θαη έλαλ κέηξην καζεηή. 

 

Με αθνξκή ηελ πξνεγνύκελε δηαθάλεηα αθνινπζνύλ νξηζκέλα ζηηγκηόηππα 

ηνπ δηαιόγνπ ζε νιόθιεξε ηελ ηάμε. 

Γάζθ.: ... Θα πεξάζνπκε ηώξα ηελ εξγαζία ηεο νκάδαο Γ. Πνηνο εθπξόζσπνο ζα παξνπζηάζεη ηε 

δηαθάλεηα;  

Β.:       (Γηαβάδεη εμεγεί ηε δηαθάλεηα) … Έηζη όπσο βιέπεηε ηα 4 παηδηά ζα θάλνπλ 1+2+3=6 

ρεηξαςίεο.  

Γάζθ.:   Τώξα λα ζπδεηήζεηε ζηηο νκάδεο ζαο. Σπκθσλείηε ή δηαθσλείηε κε απηή ηε ιύζε;  

Δξ.:   …Λνηπόλ ζπκθσλνύκε. Σην πξώην πξόβιεκα, θαη ζηε δηθή καο νκάδα βξήθακε όηη ηα 4 

παηδηά ζα θάλνπλ 6 ρεηξαςίεο. Τόηε όκσο ηα 8 ζα θάλνπλ 12 ρεηξαςίεο.  

Μ.Κ..:    Καη ηα 30 παηδηά πόζεο ρεηξαςίεο ζα θάλνπλ;  

Δξ.:       Λνηπόλ. Αθνύ ηα 4 παηδηά ζα θάλνπλ 6 ρεηξαςίεο, ηα 2 παηδηά ζα θάλνπλ 3 ρεηξαςίεο θαη 

ηα 10 παηδηά ζα θάλνπλ… 12 θαη 3 … 15 ρεηξαςίεο. Καη ηέινο ηα 30 παηδηά ζα θάλνπλ 

ηξηπιάζηεο ρεηξαςίεο.   

Μ.Κ..:   Γειαδή ηα 30 παηδηά ζα θάλνπλ 45 ρεηξαςίεο;  

Δξ.:       Ναη. Έηζη είλαη.  

Aλ.:      Γελ ζπκθσλώ… Οη 45 ρεηξαςίεο είλαη ιίγεο… 
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N.:      Οη 45 ρεηξαςίεο είλαη ιάζνο γηαηί δελ έρνπκε αλαινγία. Δκείο ζηελ νκάδα καο θηηάμακε 

πίλαθα γηα λα δνύκε αλ ππάξρεη αλαινγία.  

Γάζθ.:  Μπνξείο λα δείμεηο ηε δηαθάλεηα;    

N.:       …Ναη. (παξνπζηάδεη έλα κέξνο ηεο εξγαζίαο ηεο νκάδαο ηνπ).   

Γάζθ.:   Τη πξνθύπηεη από απηόλ ηνλ πίλαθα;    

N.:         Γελ έρνπκε αλαινγία.  

Γάζθ.:   Γηαηί; Μπνξείο λα ην εμεγήζεηο; 

N.:       Λνηπόλ. Από ηνλ πίλαθα νη 2 καζεηέο θάλνπλ 1 ρεηξαςία. Αλ είρακε αλάινγα πνζά ζα 

έπξεπε νη 4 καζεηέο λα θάλνπλ 2 ρεηξαςίεο θαη νη 6 λα θάλνπλ 3. κσο ζηνλ πίλαθα 

έρνπκε άιινπο αξηζκνύο… 

Γάζθ.:  Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε ην πξώην πξόβιεκα γηα λα ιύζεηε ην δεύηεξν; Πώο από ηηο 

ρεηξαςίεο ηηο ηεηξακεινύο παξέαο ζα κπνξέζνπκε λα βξνύκε ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ 

ηεο ηάμεο ησλ 30 καζεηώλ;  

Π.:     Δκείο ζπλερίζακε κε άιιεο παξέεο καζεηώλ. Εσγξαθίζακε 5 παηδηά θαη ραξάμακε ηηο 

γξακκέο πνπ ηα ελώλνπλ. Υπάξρνπλ 10 γξακκέο. Τν πέκπην παηδί δελ κπνξεί λα θάλεη 

ρεηξαςία κε ηνλ εαπηό ηνπ. Δίδακε όηη ην πέκπην παηδί πξόζζεζε ζηηο 6 ρεηξαςίεο ησλ 

ηεζζάξσλ παηδηώλ άιιεο 4. Έηζη έρνπκε 6 θαη 4 θάλνπλ 10 ρεηξαςίεο. Τόηε ζθεθηήθακε 

όηη αλ ππήξρε έλα έθην παηδί ζα ραηξεηνύζε ηα 5 παηδηά θαη ζα ππήξραλ ζπλνιηθά 15 

ρεηξαςίεο, νη πξνεγνύκελεο 10 θαη νη 5 ρεηξαςίεο πνπ πξνζζέηεη ην λέν παηδί. Τν έβδνκν 

παηδί ζα πξνζζέζεη αθόκα 6 ρεηξαςίεο θαη απηό ζα ζπλερίδεηαη θαλνληθά… 

N.:       Έρσ κηα δηαθνξεηηθή ηδέα. Τν θάζε παηδί από ηα 4 ραηξεηάεη ηα άιια 3. Έηζη νη ρεηξαςίεο 

είλαη 4 θνξέο ην 3, δειαδή 12. κσο νη ζσζηέο ρεηξαςίεο είλαη νη κηζέο γηαηί ηηο έρνπκε 

κεηξήζεη δύν θνξέο. Έηζη ηα 4 παηδηά ζα θάλνπλ 6 ρεηξαςίεο. Οη ρεηξαςίεο ησλ 5 

παηδηώλ ζα είλαη 5 θνξέο ην 4 δηά 2, δειαδή 10.   

Π.:        10 βξήθακε θη εκείο.  

N.:        Σσζηά. κσο μέξαηε όηη ηα 4 παηδηά ζα θάλνπλ 6 ρεηξαςίεο. Μεηά είπαηε όηη ηα 5 παηδηά 

ζα θάλνπλ 6+4=10. Δληάμεη;  

Π.:      Δληάμεη! Δπίζεο γηα 6 παηδηά ζα είλαη 10+5=15 θαη γηα 7 παηδηά ζα είλαη 15+6=21. 

Γειαδή θάζε θνξά ζηηο γλσζηέο ρεηξαςίεο πξνζζέηνπκε έλαλ αξηζκό ιηγόηεξν από ηνπο 

καζεηέο πνπ έρεη ε παξέα. Ο πίλαθαο πνπ βιέπνπκε καο βνεζάεη λα θάλνπκε ηηο 

πξνζζέζεηο. 

Μαζεηέο 2 3 4 5 6 7 8 

Φεηξαςίεο 1 3 6 10 15 21 28 
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N.:         Σσζηά. κσο γηα λα βξείηε ηηο ρεηξαςίεο ησλ 7 πξέπεη λα μέξεηε πόζεο έρνπλ θάλεη νη 6. 

Γηα λα βξείηε ηηο ρεηξαςίεο 30 πξέπεη πξώηα λα έρεηε βξεη ηηο ρεηξαςίεο ησλ 29. Καη ν 

πίλαθαο δε θηάλεη ζην 30. Δληάμεη; 

Π.:        Σσζηά!  

Β:         Απηό όπσο βιέπεηε δηαπηζηώζακε θαη εκείο…  

Π:         Ναη αιιά ζηακαηήζαηε ζην 4.  

Β.:        Τν πξόβιεκα δεηνύζε λα βξνύκε πξώηα πόζεο ρεηξαςίεο ζα θάλνπλ 4 παηδηά θαη ύζηεξα 

πόζεο ρεηξαςίεο ζα θάλνπλ 30…  Δζείο βξήθαηε πόζεο ρεηξαςίεο ζα θάλνπλ νη 30 

καζεηέο;  

Π:     Φηάζακε κέρξη ηνπο 13 καζεηέο. Καηαιάβακε όηη ππάξρεη θάηη ην θαλνληθό, αιιά 

κπεξδεπηήθακε θαη δελ μέξσ πώο ζα κπνξνύζακε λα ζπλερίζνπκε αλ όια ηα παηδηά ήηαλ 

30 ή πεξηζζόηεξα. 

Σ.      …Φσξίζακε ηνπο 13 καζεηέο ζε 7 θαη 6. Βξήθακε όηη νη 7 καζεηέο ζα θάλνπλ 21 ρεηξαςίεο 

θαη νη 6 καζεηέο 15.  

Γάζθ.:   Καη νη 13 καζεηέο; Δζείο δώζαηε θάπνηα απάληεζε ζην εξώηεκα;  

Σ.          Πξνζζέζακε 21+15=36. κσο δελ είλαη έηζη.  

Γάζθ.:   Γηα λα ην ζθεθηείηε γηα ιίγν ζηηο νκάδεο ζαο…  Τη ιέηε ηώξα;  

Π:        Τώξα πνπ ην μαλαζθέθηνκαη λνκίδσ όηη δελ είλαη 36 γηαηί ραηξεηηνύληαη θαη ηα παηδηά 

ησλ δύν κηθξώλ νκάδσλ. Έηζη έρνπκε αθόκα 6×7=42 ρεηξαςίεο. Έηζη ζα ππάξρνπλ 

ζπλνιηθά 15+21+42=78 ρεηξαςίεο. Έηζη δελ είλαη;  

Α:         Ναη έηζη είλαη. Γελ πξέπεη λα μεράζνπκε λα πξνζζέζνπκε ηηο 42 ρεηξαςίεο πνπ ζα θάλνπλ 

νη δύν μερσξηζηέο νκάδεο κεηαμύ ηνπο. Δκείο ην ζθεθηήθακε ζηελ νκάδα καο θαη 

βξήθακε όηη νη ηειηθέο ρεηξαςίεο κηαο ηάμεο κε 13 καζεηέο ζα είλαη 78. Σπκθσλνύκε … 

Γάζθ.:   Τη ζα κπνξνύζαηε λα πείηε γηα ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ όηαλ ε ηάμε έρεη 30 καζεηέο;   

N.:       Δίπακε όηη ηα 4 παηδηά ζα θάλνπλ 
4×3

= 6
2

 ρεηξαςίεο, ηα 5 παηδηά ζα θάλνπλ 
5×4

= 10
2

 

ρεηξαςίεο θαη ηα 6 παηδηά ζα θάλνπλ
6×5

= 15
2

 ρεηξαςίεο. Από απηά ηα παξαδείγκαηα 

κπνξνύκε λα πνύκε όηη ηα 30 παηδηά ζα θάλνπλ 
30×29

= 435
2

 ρεηξαςίεο.  

Π.:        Γηαηί ζπκβαίλεη απηό;  

N.:        Ννκίδσ όηη είλαη ινγηθό λα βγάινπκε απηό ην ζπκπέξαζκα. Αλ πάξνπκε θαη άιιεο νκάδεο 

καζεηώλ κπνξνύκε λα βξίζθνπκε θάζε θνξά πόζεο ρεηξαςίεο ζα έρνπκε.  

Π.:        Ναη! Ίζσο λα είλαη ζσζηό.   
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N.:        Αλ έρνπκε 7 παηδηά νη ρεηξαςίεο ζα είλαη 
7×6

= 21
2

. Οπόηε γηα 30 παηδηά πνιιαπιαζηά-

δνπκε ην 30 κε ην 29 πνπ είλαη έλα ιηγόηεξν θαη δηαηξνύκε κε ην 2. 

Π.:        Φαίλεηαη λα είλαη έηζη, αιιά γηαηί είλαη ζσζηό; …  

Γάζθ.:  Αο ζπλερίζνπκε. Ίζσο ε ζπλέρεηα ηεο ζπδήηεζεο ζα κάο πξνζθέξεη κηα πην πεηζηηθή 

αηηηνιόγεζε.     
 

Καηά ηελ παξνπζίαζε ζηελ ηάμε εθηέζεθε από ηνλ εθπξόζσπν ηεο νκάδαο Γ ε 

δηαδηθαζία εμεξεύλεζεο ησλ θαλνληθνηήησλ πνπ νδήγεζε ζηελ πξνζζεηηθή 

ζηξαηεγηθή κεηά από απαξηζκήζεηο ησλ ρεηξαςηώλ: 1+2+3=6 ρεηξαςίεο. Η 

δηεπζέηεζε ηεο πξώηεο γλσζηηθήο δηέλεμεο εζηηάζηεθε ζην «ιάζνο 

γξακκηθόηεηαο» πνπ παξέπεκπε ζην «δηδαθηηθό ζπκβόιαην» θαη απαζρόιεζε 

δύν νκάδεο ηεο ηάμεο. Δπηπιένλ, ζην πιαίζην ηεο δηεξεύλεζεο ησλ 

θαλνληθνηήησλ, αμίδεη λα επηζεκαλζνύλ ηξεηο ζεκαληηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ 

εθθξάζηεθαλ από ηζάξηζκνπο καζεηέο:  

 Η νπηηθνπνίεζε ησλ ρεηξαςηώλ κηαο 5κεινύο νκάδαο κε ηελ θαηαζθεπή 

ελόο πεληαγώλνπ θαη ε ζπλαθόινπζε  απαξίζκεζε ησλ πιεπξώλ θαη ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ από ζηαζεξό ζεκείν νδήγεζε ζηνλ αξηζκό 10. Τν ίδην 

γεσκεηξηθό κνληέιν δηαπηζηώζακε όηαλ ζέζακε ην πξόβιεκα ζε 

δεθάρξνλνπο καζεηέο (Κόζπβαο 1996). Η ελ ιόγσ γεσκεηξηθή 

κνληεινπνίεζε ππέβαιε ζηνπο καζεηέο ηεο νκάδαο ηελ αλαδξνκηθή 

δηαδηθαζία όηη γηα 6 παηδηά πξέπεη λα πξνζηεζνύλ 5 αθόκα ρεηξαςίεο, γηα 7 

παηδηά άιιεο 6 θιπ.   

 Ο ρσξηζκόο ηεο νκάδαο 13 καζεηώλ ζε δύν ππννκάδεο ησλ 7 θαη 6 

καζεηώλ νδήγεζε ζηνλ ππνινγηζκό 21+15=36 ελδννκαδηθώλ ρεηξαςηώλ. 

Αμηνζεκείσηε ήηαλ ε δηόξζσζε  ηεο ιύζεο κε ηελ πξνζζήθε 42 

δηνκαδηθώλ ρεηξαςηώλ. Έηζη ην ζπλνιηθό πιήζνο είλαη: 21+15+42=78 

ρεηξαςίεο. Πάλησο ε ηδέα ηνπ ρσξηζκνύ δελ αμηνπνηήζεθε γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ αξηζκνύ ησλ ρεηξαςηώλ ηεο ηάμεο ησλ 30 καζεηώλ.  

 Η γλσζηηθή ζύγθξνπζε αλάκεζα ζηνλ Ν. θαη ηελ Π. αλέδεημε ηελ ππεξνρή 

ηνπ γεληθνύ ηύπνπ ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ ζε ζρέζε κε ηνλ αλαδξνκηθό. 
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Η εύξεζε ηνπ θαλόλα γηα ηελ ηάμε ησλ 30 καζεηώλ έγηλε απνδεθηή, όκσο ε 

αηηηνιόγεζε ηνπ ιεθηηθνύ θαλόλα «πνιιαπιαζηάδνπκε ην 30 κε ην 29 πνπ 

είλαη έλα ιηγόηεξν θαη δηαηξνύκε κε ην 2» δελ ήηαλ απόιπηα πεηζηηθή.  

Η αλαθάιπςε ηνπ πξναλαθεξόκελνπ θαλόλα είλαη εύινγε θαη πηζαλή θαη 

παξαπέκπεη ζε έλα λέν είδνο ζπιινγηζκνύ. Όηαλ ζπλάγνπκε ζπκπεξάζκαηα γηα 

έλα θαηλόκελν πνπ δελ κπνξνύκε πνηέ λα ζπιιάβνπκε πιήξσο, ζύκθσλα κε 

ηνλ Peirce ρξεζηκνπνηνύκε καδί δύν ζπκπιεξσκαηηθά είδε ζπιινγηζκνύ: ηνλ  

απαγσγηθό (abductive) θαη επαγσγηθό (inductive) ζπιινγηζκό
2
. Ο απαγσγηθόο 

ζπιινγηζκόο πεξηιακβάλεη ηε δηαηύπσζε κηαο ινγηθήο ππόζεζεο γηα ην 

θαηλόκελν. Σην πξόβιεκα ησλ ρεηξαςηώλ εθαξκόδνληαη όζα αλαθέξεη ν 

Radford (2008) γηα ηελ αιγεβξηθή γελίθεπζε θαλνληθνηήησλ (patterns):             

«(Δίλαη) ε ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ λα εθκαηεύνπλ κηα θαλνληθόηεηα πνπ 

παξαηήξεζαλ ζε νξηζκέλεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο ηεο αθνινπζίαο, ε επέθηαζε θαη ε 

γελίθεπζε ηεο θαλνληθόηεηαο γηα όινπο ηνπο επόκελνπο όξνπο θαη ε ηθαλόηεηα λα 

ηελ ρξεζηκνπνηνύλ γηα λα παξέρνπλ κηα άκεζε απάληεζε γηα θάζε όξν ηεο 

αθνινπζίαο» (ζ. 115). Με άιια ιόγηα, γηα λα δηαηππώζνπκε κηα ππόζεζε, ηελ  

επαιεζεύνπκε πνιιέο θνξέο θαη εμεηάδνπκε αλ έρεη λόεκα. Όηαλ γεληθεύνπκε 

κηα θαλνληθόηεηα κε βάζε έλα κηθξό «δείγκα» ρξεηάδεηαη λα ζηξέςνπκε ηελ 

πξνζνρή καο ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ζπλεξγνύλ ε απαγσγή θαη ε επαγσγή 

ζην ζρεκαηηζκό θαη ηελ αηηηνιόγεζε κηαο πιήξνπο θαη έγθπξεο αιγεβξηθήο 

γελίθεπζεο (Rivera & Becker 2009).  

                                                           
2 Ο Peirce εηζήγαγε ηελ απαγσγή (abduction), ελώ ζεώξεζε όηη ε επαγσγή (induction) θαη ε 

παξαγσγή (deduction) είλαη αλαγθαία θαη ζπκπιεξσκαηηθά εξγαιεία γηα απηήλ. Η απαγσγή 

είλαη έλα ηξίην είδνο ζπιινγηζκνύ, όπνπ από κηα ζπιινγή δεδνκέλσλ, γεγνλόησλ ή 

παξαηεξήζεσλ ζπιιακβάλνπκε κηα ππόζεζε πνπ ηα εμεγεί θαιύηεξα από άιιεο. Η ελ ιόγσ 

επεμεγεκαηηθή ππόζεζε είλαη πηζαλώο αιεζηλή. «Σηελ επαγσγή γεληθεύνπκε από έλαλ αξηζκό 

πεξηπηώζεσλ ζηηο νπνίεο θάηη είλαη αιήζεηα θαη ζπλάγνπκε όηη ην ίδην πξάγκα είλαη πηζαλά 

αιεζηλό γηα νιόθιεξε ηελ ηάμε. Αιιά ζηελ απαγσγή, πεξλάκε από ηελ παξαηήξεζε νξηζκέλσλ 

γεγνλόησλ ζηελ ππόζεζε κηαο γεληθήο αξρήο πνπ εμεγεί ηα γεγνλόηα» (Fann, 1970, p. 10). Όηαλ 

νη γηαηξνί θάλνπλ κηα γλσκάηεπζε ή όηαλ νη δηθαζηέο αλαιύνπλ κηα ππόζεζε κε ειιηπή 

ζηνηρεία ην πξώην ζηάδην ηεο ζπλαγσγήο ησλ ζπκπεξαζκάησλ ηνπο πεξηέρεη απαγσγή.  
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Η αζπλήζηζηε δξαζηεξηόηεηα κε ηηο ρεηξαςίεο αλέηξεςε ηελ παζεηηθή ξνπηίλα 

θαη είρε σο επαθόινπζν ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε ησλ καζεηώλ. Η 

βαζύηεξε καζεκαηηθή θαηαλόεζε έρεη κεγαιύηεξε ζεκαζία από ηελ 

πξόζθαηξε επίδνζε ζε επηθαλεηαθέο δεμηόηεηεο. 

Γάζθ.:   Πνηνο ζα ήζειε από ηελ νκάδα Γ λα εμεγήζεη πώο βξήθαηε ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ  

ησλ 30 καζεηώλ; 

Β.:         Καιύηεξα ν Α πνπ είρε θαη ηε καγηθή ηδέα! 

 

 
Α.:         Λνηπόλ! Εεπγαξώζακε όινπο ηνπο αξηζκνύο από ην 1 κέρξη ην 14 κε ηνπο αξηζκνύο πνπ 

βξίζθνληαη θάησ κε αλάπνδε ζεηξά, από ην 28 κέρξη ην 15 (δηαθάλεηα). Γελ 

δεπγαξώζακε ην 29 πνπ κπαίλεη πξώηνο ζηε δεύηεξε γξακκή. Πξνζζέζακε όινπο ηνπο 

αξηζκνύο από πάλσ πξνο ηα θάησ. Βξίζθνπκε πάληα 29: 1+28=29, 2+27=29, 

3+26=29, θιπ. Μαδί κε ην 29 έρνπκε 15 θνξέο ην 29. Έηζη ην άζξνηζκα όισλ ησλ 

αξηζκώλ από ην 1 κέρξη ην 29 είλαη ην ίδην κε ην γηλόκελν 15×29=435. Οπόηε νη 

ρεηξαςίεο είλαη 435. 
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Γ.:       Πνιύ δύζθνιν! Δγώ δελ ζα κπνξνύζα λα ζθεθηώ θάηη ηέηνην! Γελ θαηαιαβαίλσ γηαηί ν 

γεληθόο αξηζκόο ησλ ρεηξαςηώλ πνπ γξάςαηε πξέπεη λα είλαη ( 1).
2


   

Δι.:       Ούηε θη εγώ! κσο, ηώξα, θαη θαιά, ην έρσ! 

Ι.          Σηε δηαθάλεηα γξάθεη: «ην ηξηαθνζηό παηδί απιώλεη ην δεμί ηνπ ρέξη θαη ζθίγγεη 29 άιια 

ρέξηα». Μόλν ην ηξηαθνζηό παηδί ην θάλεη απηό; 

Α.:         ρη. Τν 30ν θάλεη 29 ρεηξαςίεο, ην 29ν θάλεη 28 γηαηί ραηξέηεζε ην 30ν θαη ζπλερίδεηαη. 

Ι.            Γηαηί θάλεη 15×29; 

Α.:     Έρνπκε 15 θνξέο ην 29. Αληί λα θνπξαζηνύκε θάλνληαο κηα πνιύ κεγάιε πξόζζεζε κε  

όινπο ηνπο αξηζκνύο από ην 1 κέρξη ην 29 θηάζακε ζην απνηέιεζκα κόλν κε έλαλ 

πνιιαπιαζηαζκό. Αληί λα πξνζζέηνπκε πνιιέο θνξέο πνιιαπιαζηάδνπκε …  

Ι.           Καη κεηά; 

Α:        Μεηά θαηαιήμακε ζηνλ ηύπν. Σηνλ πνιιαπιαζηαζκό 15×29 ην 15 είλαη ην κηζό ηνπ 30 θαη 

ην 29 έλα ιηγόηεξν από ην 30.  Ννκίδσ όηη απηό ζα γίλεηαη πάληα.  

Κ.:        Μηζό! Γηαηί ζα γίλεηαη πάληα; Πώο ν μέξεηο;  Κη αλ είρακε 31 καζεηέο αληί γηα 30; 

Α.:        (ζησπή) Γελ είκαη ζίγνπξνο, όκσο έηζη θαίλεηαη λα είλαη.  

Β.:        Τν δνθηκάζακε θαη γηα άιινπο αξηζκνύο. Γηα ηέζζεξα παηδηά έρνπκε   

4
×(4 -1)= 2×3= 6

2
 ρεηξαςίεο. 

              Απηό γίλεηαη ζπρλά αθνύ ν θαλόλαο ηζρύεη γηα πνιινύο αξηζκνύο.  

Κ.:        Γελ ηζρύεη όηαλ ην πιήζνο ησλ καζεηώλ ηεο ηάμεο είλαη πεξηηηόο αξηζκόο. 

Α.:     Αλ είρακε 100 παηδηά ζε έλα ζρνιείν, ηόηε όιεο νη ρεηξαςίεο πνπ ζα κπνξνύζαλ λα 

αληαιιάμνπλ είλαη 
100

×(100 -1)= 50×99 = 4950.
2

Δληάμεη; 

Κ.:        Σσζηά! κσο αλ ην ζρνιείν είρε 31 παηδηά;  

Α.:         Γηα 31 … (ζησπή) 

Γάζθ.:   Νέν πξόβιεκα! Γηα λα ζθεθηείηε πξνηνύ απαληήζεηε… 

… 

Α.:       Τν βξήθα! Οη ρεηξαςίεο πνπ ζα θάλνπλ ηα 31 παηδηά ζα είλαη 1+2+…29+30. Βάδνπκε 

πάιη θάησ από ην 1 ην 30, θάησ από ην 2 ην 29 θαη ζην ηέινο θάησ από ην 15 ην 16. Να 

ην γξάςσ ζηνλ πίλαθα; 

Γάζθ.:   Βεβαίσο !  

Α.:        (Γξάθεη ζηνλ πίλαθα ηε λέα ιύζε). πσο βιέπεηε έρνπκε 15 θνξέο ην 31. κσο ην 15 

δελ είλαη νη κηζνί καζεηέο… Οη κηζνί καζεηέο είλαη 15,5. Αιιά … 

Σ.:         ρη! Γελ θόβνπκε ζηε κέζε ηα παηδηά.  

Α.:      … κσο έρνπκε  
31 31

31×15= ×30 = × 31-1 .
2 2

 Γειαδή είλαη ζσζηό θαη γηα πεξηηηό αξηζκό 

παηδηώλ. Τώξα αλ λ είλαη ν αξηζκόο ησλ παηδηώλ ηόηε ν γεληθόο ηύπνο ησλ ρεηξαςηώλ 

ζα πξέπεη λα είλαη ×(λ - 1).
2


 Ννκίδσ όηη ε ηδέα είλαη ινγηθή θαη ζσζηή. Δθηόο θαη αλ 

ππάξρεη κηα καζεκαηηθή απόδεημε… 
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Σηελ πξνεγνύκελε δηαθάλεηα ηεο νκάδαο Γ παξνπζηάδεηαη κηα όκνξθε θαη 

θνκςή αηηηνιόγεζε παξόκνηα κε εθείλε πνπ επηλνήζεθε από ηνλ Gauss. H 

απξνζδόθεηε κέζνδνο ππνινγηζκνύ ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη εθπιεθηηθή θαη έρεη 

ραξαθηήξα αιγεβξηθήο γελίθεπζεο θαη νδεγεί ζηηο αθόινπζεο κνληεινπνηήζεηο:  

 
30 31

ό ώ ×(30 - 1)  ή  ×(31- 1)
2 2

       θαη   
λ

ό ό ώ ×(λ - 1)
2

        

Η πξναλαθεξόκελε ζηξαηεγηθή ζπληζηά ππέξβαζε ηεο πξνζζεηηθήο κε 

πνιιαπιαζηαζηηθή ζηξαηεγηθή. Τν πξσηόηππν ηέρλαζκα ηνπ δεπγαξώκαηνο 

θαη ε ζπλαθόινπζε επηρεηξεκαηνινγία γηα ηνπο άξηηνπο θαη ηνπο πεξηηηνύο 

αξηζκνύο δελ θαηαλνήζεθαλ από νξηζκέλνπο καζεηέο ηεο ηάμεο. Τν 

πξνεγνύκελν κνληέιν είλαη επξεηηθό εθόζνλ δελ είλαη απνηέιεζκα κηαο 

αμησκαηηθήο απόδεημεο όπσο ή καζεκαηηθή επαγσγή. Η κεηαβιεηή λ 

παξηζηάλεη έλαλ γεληθεπκέλν αξηζκό, πνπ ζην πιαίζην ηεο ζπλαξηεζηαθήο 

ζρέζεο αληηθαζίζηαηαη κε ηηο ηηκέο λ=4, λ=30, λ=31 θαη λ=100. Σηηο 

αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο νη αξηζκνί ρξεζηκνπνηνύληαη ζρεδόλ σο κεηαβιεηέο 

(αξηζκνί ζηε ζέζε γξακκάησλ) θαη έηζη ειαηηώλνπλ ηελ απόζηαζε αλάκεζα 

ζηελ αξηζκεηηθή θαη ηελ αιγεβξηθή γελίθεπζε. Μάιηζηα ν «κεγάινο» αξηζκόο 

(100) ρξεζηκεύεη σο ελδηάκεζνο ζπλδεηηθόο θξίθνο γηα λα εθθξάζεη ηελ 

αιγεβξηθή γελίθεπζε κε αξηζκεηηθά ζύκβνια (Κόζπβαο 2009).  

Γάζθ.:  Θα ήζεια λα επηζηξέςνπκε γηα ιίγν ζηελ πξώηε δηαθάλεηα ηεο νκάδαο Γ θαη λα ξσηήζσ 

θάηη ηνπο καζεηέο ηεο νκάδαο Γ. Σαο βνήζεζε ην νξζνγώλην κε δηαζηάζεηο 3×4 πνπ 

ζρεδηάζαηε γηα λα βξείηε ην πιήζνο ησλ ρεηξαςηώλ; (πξνβάιιεηαη εθ λένπ) 

Β:          Ήηαλ κηα πξώηε  ηδέα ηνπ Γ ή ηεο Μ.   

Γ.:        Πξώηα είπακε όηη ηα 4 παηδηά ηεο παξέαο ζα θάλνπλ 3×4=12 ρεηξαςίεο. Σθεθηήθακε λα 

ην δείμνπκε θαη θηηάμακε ην νξζνγώλην κε ηα ηεηξαγσλάθηα πνπ είλαη νη ρεηξαςίεο ηνπο.  

Γάζθ.:   Πώο ην ζθεθηήθαηε απηό;  

Μ.:       Θπκάκαη ζην δεκνηηθό είρα ιύζεη ην πξόβιεκα: «4 παηδηά αληάιιαμαλ δώξα κεηαμύ ηνπο. 

Πόζα δώξα πήξαλ όια ηα παηδηά;». Σθέθηεθα όηη θάζε παηδί πήξε 3 δώξα. Έηζη όια ηα 

παηδηά πήξαλ 4×3=12 δώξα. Θπκάκαη ηελ εηθόλα πνπ ε δαζθάια είρε ζρεδηάζεη κε όια 

ηα δώξα ζε έλα νξζνγώλην. Σηελ αξρή πίζηεςα όηη κε ην ίδην νξζνγώλην κπνξνύκε λα 
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βξνύκε θαη ηηο ρεηξαςίεο. κσο κεηά ζπκθώλεζα κε ηνλ Α θαη ην Γ λα δηαηξέζνπκε ην 

γηλόκελν κε ην 2, αθνύ ρξεηάδνληαη δύν ρέξηα γηα κηα ρεηξαςία.  

Γ.:      Έηζη ζθεθηήθακε θαη θηηάμακε ην νξζνγώλην θαη βάιακε ρη ζηα κηζά ηεηξαγσλάθηα. Ο 

ζσζηόο αξηζκόο ρεηξαςηώλ είλαη : 
3 4

.
2


 

Α.:         Απηόο είλαη ίδηνο κε ηνλ ηύπν 
4

×(4 - 1).
2

 

Γ.:         Έηζη είλαη. Γηα απηό γξάςακε: ×(λ - 1).
2


 

Α.:        Ο γεληθόο ηύπνο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη ×(λ -1) . Αλ θαληαζηνύκε έλα πνιύ 

κεγάιν νξζνγώλην κε δηαζηάζεηο λ θαη λ-1 ηόηε ζα έρεη ×(λ -1) ηεηξάγσλα. κσο γηα 

λα κε κεηξήζνπκε δύν θνξέο ηηο ρεηξαςίεο ζα δηαηξέζνπκε κε ην 2.  

Οη καζεηέο γελίθεπζαλ ηηο δηθέο ηνπο καζεκαηηθέο ηδέεο αλαπηύζζνληαο 

πινύζηα ελλνηνινγηθή θαηαλόεζε. Ξεθηλώληαο από έλα ζύλνιν εηδηθώλ 

πεξηπηώζεσλ θαηέιεμαλ ζηελ αιγεβξηθή γελίθεπζε θαη ηελ νπηηθή 

αηηηνιόγεζε. Ωζηόζν, δελ ήηαλ εύθνιν ζε όινπο λα θάλνπλ κεηαθξάζεηο 

αλάκεζα ζηηο νπηηθέο θαη ζπκβνιηθέο αλαπαξαζηάζεηο. Σηελ πξνεγνύκελε 

ζπδήηεζε ην νξζνγώλην εξκελεύηεθε σο κνληέιν εκβαδνύ. Σπλδέζεθε κε έλα 

θαη’ αλαινγία πξόβιεκα πνπ είρε ζπλαληήζεη ε Μ. ζην δεκνηηθό (πξόβιεκα 

δώξσλ) θαη παξαπέκπεη ζην θαξηεζηαλό γηλόκελν. Τν πην ελδηαθέξνλ εύξεκα 

είλαη όηη ην πξναλαθεξόκελν επξεηηθό γεσκεηξηθό κνληέιν ζπλδέεη κε επηηπρία 

ηελ εηθνληζηηθή κνξθή κε ηε γελίθεπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ρεηξαςηώλ: 

×(λ - 1).
2


 Η γεσκεηξηθή κνληεινπνίεζε πξνζθέξεη έλαλ αλεθηίκεην ηξόπν γηα 

ηελ πξνώζεζε ηεο νπηηθήο ζθέςεο θαη ιεηηνπξγεί σο αλαινγηθό πιαίζην 

αλαθνξάο πνπ δίλεη λόεκα ζηνλ αιγεβξηθό ηύπν.  

πδήηεζε θαη ζπκπεξάζκαηα 

Σηελ εξγαζία απηή παξνπζηάζακε ηα επξήκαηα από ηελ νκαδνζπλεξγαηηθή 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ρεηξαςηώλ ζηελ Α΄ Γπκλαζίνπ. Τν ελ ιόγσ 

πξόβιεκα ήηαλ κηα πλεπκαηηθή πξόθιεζε πνπ αλέδεημε ηηο δπλαηόηεηεο ησλ 

καζεηώλ. Τν πινύζην καζεζηαθό πεξηβάιινλ βνήζεζε ηνπο καζεηέο λα 
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θαηαλνήζνπλ ην πξόβιεκα, λα εκπιαθνύλ νιόπιεπξα ζηηο καζεκαηηθέο 

αλαθαιύςεηο ηεο ηάμεο ηνπο θαη λα ζρεκαηίζνπλ πνηθίιεο αλαπαξαζηάζεηο. 

Φσξίο λα έρνπλ δηδαρζεί ηππηθέο καζεκαηηθέο γλώζεηο θαηάθεξαλ λα 

εμεξεπλήζνπλ θαλνληθόηεηεο, λα δηαηππώζνπλ εηθαζίεο θαη λα θηάζνπλ ζηε 

καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε. Οη καζεηέο αλαζεώξεζαλ πξννδεπηηθά ηηο αξρηθέο 

παξαλνήζεηο ηνπο θαη ζπκκεηείραλ ελεξγά ζηε δηαδηθαζία δηαπξαγκάηεπζεο 

καζεκαηηθώλ λνεκάησλ θαηαιήγνληαο ζε κνληέια θνηλήο απνδνρήο. Η γλώζε 

ηνπ επίζεκνπ ζρνιηθνύ πξνγξάκκαηνο νξγαλώλεηαη κε θεληξηθό άμνλα ηα 

ηππηθά καζεκαηηθά, όκσο ην ηειηθό απνηέιεζκα επεξεάδεηαη από ηελ 

πξνϋπάξρνπζα άηππε γλώζε. Σηελ έξεπλά καο ε άηππε κνληεινπνίεζε ήηαλ 

απζόξκεηε θαη ζπλδέζεθε κε ηηο πξνζσπηθέο εκπεηξίεο ησλ καζεηώλ θαη ηελ 

πξνεγνύκελε δηδαζθαιία. Ήηαλ κηα πνιύηηκε δηδαθηηθή ζπληζηώζα πνπ 

δηακόξθσζε ηηο καζεκαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο ηεο ηάμεο θαη ηε γεληθόηεξε 

καζεζηαθή αηκόζθαηξα. Τα θαζεκεξηλά βηώκαηα ησλ καζεηώλ ηξνθνδόηεζαλ 

ηα καζεκαηηθά λνήκαηα θαηά ηηο δηαδηθαζίεο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Τα 

απνηειέζκαηα δείρλνπλ όηη νη καζεηέο ήηαλ ηθαλνί λα αμηνπνηήζνπλ ηηο άηππεο 

γλώζεηο ηνπο θαη λα αλαπηύμνπλ κεηαμύ άιισλ κνληέια ζπλδπαζηηθνύ 

ζπιινγηζκνύ θαη γεσκεηξηθήο άιγεβξαο. Τα ελ ιόγσ επξήκαηα ζπλάδνπλ κε ηε 

κνληεινπνίεζε ηνπο θόζκνπ ηνπο θαη αμίδεη λα ηνληζηνύλ ηδηαίηεξα.  

Η έλλνηα ηνπ θαξηεζηαλνύ γηλνκέλνπ είλαη κάιινλ ε επθνιόηεξε ζπλδπαζηηθή 

έλλνηα γηα ηνπο καζεηέο ζε ζύγθξηζε κε ηηο δηαηάμεηο θαη ηνπο ζπλδπαζκνύο. 

Απηό θπξίσο βξίζθεηαη ζε αιιεινπρία κε ηελ εμνηθείσζε ησλ καζεηώλ πξνο 

ηα πξνβιήκαηα πνιιαπιαζηαζκνύ πνπ ζπλαληνύλ λσξίο από ην δεκνηηθό 

ζρνιείν ζηα νπνία ε αληηζηνηρία έλα πξνο πνιιά είλαη ζαθήο
3
. Οη Nunes θαη 

Bryant (1996) ππνγξάκκηζαλ όηη ε ζρέζε έλα πξνο πνιιά είλαη ζεκειηώδεο 

ζηνλ πνιιαπιαζηαζηηθό ζπιινγηζκό θαη δηεπθξηλίδεη ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηηο 

πξνζζεηηθέο θαη ηηο πνιιαπιαζηαζηηθέο θαηαζηάζεηο. Σηε ρώξα καο ν 

                                                           
3
 Γηα παξάδεηγκα: ζε κηα ρνξεπηηθή πιαηεία ππάξρνπλ 3 αγόξηα θαη 4 θνξίηζηα πνπ ζέινπλ λα 

ρνξέςνπλ. Αλ όια ηα αγόξηα ρνξέςνπλ κε όια ηα θνξίηζηα, πόζα δεπγάξηα κπνξνύλ λα 

ζρεκαηηζηνύλ; 
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ζπλδπαζηηθόο ζπιινγηζκόο παξόηη ππάξρεη ζην βηβιίν ηεο Γ΄ Λπθείνπ δελ 

δηδάζθεηαη.  

Τν πξναλαθεξόκελν πξόβιεκα πεξηγξάθεη κηα ρεηξνπηαζηή θαηάζηαζε 

ζπλδπαζκνύ όπνπ νη δπαδηθέο ζπλδέζεηο (ρεηξαςίεο) δελ είλαη ηόζν 

αθεξεκέλεο όζν νη εμάδεο ζην LOTTO. Τα πξνβιήκαηα ζπλδπαζκώλ κνηάδνπλ 

κε ηα πξνβιήκαηα δηαηάμεσλ, αθνύ νη καζεηέο από έλα κεγαιύηεξν ζύλνιν 

ζηνηρείσλ πξέπεη λα ζρεκαηίζνπλ ππνζύλνια, ζηα νπνία όκσο ε ζεηξά 

εκθάληζεο ησλ ζηνηρείσλ δελ έρεη σο επαθόινπζν λένπο ηξόπνπο. Οη καζεηέο 

θαηά ηηο απαξηζκήζεηο ηνπο δπζθνιεύνληαλ λα απαιείθνπλ ηηο πεξηπηώζεηο πνπ 

ήηαλ ίδηεο αιιά δηέθεξαλ ζηε ζεηξά. Παξόηη νξηζκέλνη καζεηέο δελ 

νινθιήξσζαλ ηηο ιύζεηο ηνπο αλέπηπμαλ ελδηαθέξνπζεο ζηξαηεγηθέο θαη 

ρξεζηκνπνίεζαλ άηππεο ζεκεησηηθέο παξαζηάζεηο θαη απζόξκεηεο 

κνληεινπνηήζεηο όπσο ζρεδηαζκνύο γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ, πηλαθνπνηήζεηο 

θιπ. επηδεηθλύνληαο θαηαλόεζε. Αλάινγεο άηππεο ζηξαηεγηθέο έρνπλ 

επηζεκαλζεί ζε άιιεο έξεπλεο (Lynn 2008, Tarlow 2008). Οη αξρηθέο 

ζηξαηεγηθέο ησλ παηδηώλ πξέπεη λα αλαγλσξηζηνύλ θαη λα απνηειέζνπλ ζεκεία 

εθθίλεζεο γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο πνηθηιίαο ησλ δηαθνξεηηθώλ ζπλδπαζηηθώλ 

θαηαζηάζεσλ θαη ηελ αλαδήηεζε πην ζπζηεκαηηθώλ ζηξαηεγηθώλ.   

Η εκπινθή ησλ καζεηώλ ζηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο επλόεζε ηελ ηθαλόηεηα 

γελίθεπζεο. Οη καζεηέο από έλα επαξθέο πιήζνο εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ (4 ή 30) 

βξήθαλ ηνλ θαλόλα ζρεκαηηζκνύ όισλ ησλ όξσλ πξνβιέπνληαο ην πιήζνο ησλ 

ρεηξαςηώλ γηα νπνηνλδήπνηε αξηζκό καζεηώλ. Η ελ ιόγσ δξαζηεξηόηεηα 

παξείρε ζηνπο καζεηέο επθαηξίεο αλαδήηεζεο, εμεξεύλεζεο θαη επέθηαζεο ηεο 

θαλνληθόηεηαο θαζώο θαη δηαηύπσζεο γεληθεύζεσλ πνπ εθθξάζηεθαλ κε 

ιέμεηο, αιγεβξηθά ζύκβνια θαη αλαθνξηθά γεσκεηξηθά κνληέια. Τα ελ ιόγσ 

επξεηηθά κνληέια ππέβαιαλ ζηνπο καζεηέο νπηηθέο απνδείμεηο ή αηηηνινγήζεηο 

παξέρνληαο λόεκα ζηελ αιγεβξηθή κνληεινπνίεζε. Η νπηηθή ζθέςε 

ηξνθνδνηεί ηνλ αξηζκεηηθό ρεηξηζκό θαη ηελ αιγεβξηθή ζθέςε, γηα απηό 

κπνξνύκε λα κηιάκε γηα κνληέια γεσκεηξηθήο άιγεβξαο. Σε αληηδηαζηνιή κε 

ηελ ηππηθή άιγεβξα έρνπκε κηα αλαθνξηθή άιγεβξα, αθνύ πεξηέρεη κνληέια, 
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πεξηγξαθέο θαη ζηξαηεγηθέο πνπ αλαθέξνληαη ζηε γεσκεηξία, ηα νπνία 

εληζρύνπλ ηνπο δεζκνύο αλάκεζα ζηελ άιγεβξα θαη ηε γεσκεηξία θαη 

θαζηζηνύλ επθνιόηεξε ηε κεηάβαζε πξνο ηνπο αιγεβξηθνύο ηύπνπο. 

Τα καζεκαηηθά απνηεινύλ αλεμάληιεηε πεγή καζεκαηηθώλ κνληέισλ ηα νπνία 

κάο επηηξέπνπλ λα θαηαλννύκε θαιύηεξα ηνλ θόζκν πνπ καο πεξηβάιιεη. Η 

καζεζηαθή πξνζέγγηζε ηεο κνληεινπνίεζεο απνηειεί έλα επέιηθην, ηζρπξό θαη 

ειθπζηηθό εξγαιείν πνπ ε κειεηεκέλε αμηνπνίεζή ηνπ βνεζά ζηελ 

νπηηθνπνίεζε αθεξεκέλσλ καζεκαηηθώλ ζρέζεσλ, βειηηώλεη ηελ ηθαλόηεηα 

ιύζεο πξνβιήκαηνο θαη ζπκβάιιεη ζηελ θαηαλόεζε πνζνηηθώλ θαηαζηάζεσλ 

θαη ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ. Παξόηη ηα καζεκαηηθά δηεηζδύνπλ ζε όιν 

θαη πεξηζζόηεξνπο ηνκείο ηεο δσήο, απηό ην γεγνλόο ζπλεηδεηνπνηείηαη όιν θαη 

ιηγόηεξν. Η δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ έρεη επηπηώζεηο ζηε ζηάζε πνπ 

δηακνξθώλνπλ νη ζεκεξηλνί καζεηέο γηα ηε ζεκαζία ησλ καζεκαηηθώλ ζηε 

κειινληηθή ηνπο δσή. Η αλάπηπμε ηεο ηθαλόηεηάο ηνπο λα ρξεζηκνπνηνύλ κε 

θξηηηθό ηξόπν ηα καζεκαηηθά ζηε δσή ηνπο απνηειεί ζεκειηώδε ζηόρν ηεο 

εθπαίδεπζεο. Η πξνζέγγηζε ηεο κνληεινπνίεζεο πξέπεη λα αλαδεηθλύεη ηελ 

μερσξηζηή νκνξθηά ησλ καζεκαηηθώλ, ην εύξνο εθαξκνγώλ ηνπο ζε δηάθνξνπο 

ηνκείο ηεο θνηλσληθν-νηθνλνκηθήο δσήο θαη ηνπ πνιηηηζκνύ θαζώο θαη ηηο 

δηεπηζηεκνληθέο θαη επηζηεκνινγηθέο πξνεθηάζεηο ηνπο. Οη εθπαηδεπηηθνί ζα 

κπνξνύζαλ λα εκπινπηίζνπλ ηε δηδαζθαιία ηνπο κε δξαζηεξηόηεηεο 

κνληεινπνίεζεο, εηζάγνληεο λέεο έλλνηεο κε πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο θαη 

ζπλεηζθέξνληαο ζηελ ηθαλόηεηα ιύζεο πξνβιήκαηνο θαη ηε βειηίσζε ηεο 

καζεκαηηθήο δεκηνπξγηθόηεηαο ησλ καζεηώλ ηνπο.   
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