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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 

Σηελ παξνχζα εξγαζία εμεηάδνπκε έλα δηδαθηηθφ πείξακα ζηε Γ΄ Λπθείνπ, ζηελ νπνία 

αμηνπνηνχληαη δηαθνξεηηθέο κνξθέο νξγάλσζεο ηεο ηάμεο ησλ καζεκαηηθψλ. Σην ελ ιφγσ 

εγρείξεκα, πξνεμάξρνπζα ζεκαζία έρεη ε θνηλνηηθή δηάζηαζε ηεο ζρνιηθήο ηάμεο ε νπνία 

βαζίδεηαη ζηελ αλάιπζε ησλ δνκψλ αιιειεπίδξαζεο θαη επηθνηλσλίαο δαζθάινπ-καζεηψλ 

θαη καζεηψλ-καζεηψλ. Γηεξεπλνχκε ηε ζπλδηαιιαγή θαη ζπλαπνδνρή ησλ καζεκαηηθψλ 

λνεκάησλ θαη ζπιινγηζκψλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ ελαζρφιεζε ησλ καζεηψλ κε έλα 

παξάδνμν ησλ ηππηθψλ καζεκαηηθψλ θαη ηε ζπλαθφινπζε δηαρείξηζε ησλ ιαζψλ. Τα 

απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο δείρλνπλ φηη νξηζκέλνη εζηκηθνί θαλφλεο, πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηε 

ζπκκεηνρηθή δνκή ηεο κηθξνθνπιηνχξαο ηεο δσληαλήο ηάμεο, θαίλεηαη λα δηακνξθψλνπλ 

ηηο καζεκαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο ηφζν ζην εζσηεξηθφ ησλ εηαηξηθψλ νκάδσλ φζν θαη ηελ 

θνηλνηηθή αηκφζθαηξα. Δπηπιένλ, νη πξναλαθεξφκελνη θαλφλεο εθδειψλνληαη θαη ζηηο 

πεξηπηψζεηο πνπ νη επηθνηλσληαθνί κέηνρνη αληηπαξαζέηνπλ ζπγθξνπφκελεο εξκελείεο.  

Θεωπεηηθό πιαίζηο 

Τα ηειεπηαία ρξφληα νη εξεπλεηέο ηεο δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ έζηξεςαλ ηελ πξνζνρή 

ηνπο ζηε κειέηε ησλ ηξφπσλ αιιειεπίδξαζεο θαη επηθνηλσλίαο ζηε ζρνιηθή ηάμε. Η ηάμε 

ζεσξείηαη σο κηα θνηλφηεηα, φπνπ δηδάζθνληεο θαη καζεηέο πηνζεηνχλ ζπλήζεηεο θαη 

ζηάζεηο απέλαληη ζηε καζεκαηηθή γλψζε, ε νπνία ζεσξείηαη σο αληηθείκελν ζπλδηαιιαγήο 

ηδεψλ θαη πηζαλήο ζπλαπνδνρήο λνεκάησλ. Οη Cobb θ. ά. (1997) πξφηεηλαλ έλα 

εξκελεπηηθφ πιαίζην γηα ηε “κηθξνθνπιηνύξα ηεο ηάμεο” ππνγξακκίδνληαο ηηο “λόξκεο” 

(norms) πνπ ζπλδένληαη θπξίσο κε ηηο δνκέο ζπκκεηνρήο πνπ εθαξκφδνληαη ζηηο 

θνηλφηεηεο. Η Lampert (1990) πξνζδηφξηζε ηηο δνκέο ζπκκεηνρήο αλάκεζα ζηα πξφζσπα 

πνπ ιακβάλνπλ κέξνο ζε θνηλσληθά ζπκβάληα: Οη δνκέο ζπκκεηνρήο εθθξάδνπλ ηηο 

ακνηβαίεο πξνζδνθίεο ηωλ ζπκκεηερόληωλ ζε θνηλωληθά γεγνλόηα, ηα δηθαηώκαηα θαη ηηο 

ππνρξεώζεηο ηνπο θαη ηελ θιίκαθα ηωλ απνδεθηώλ ζπκπεξηθνξώλ ηνπο. (Lampert, 1990, ζ. 
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34). Τα πξνεγνχκελα ηζρχνπλ θαη γηα ηελ θνηλσληθή νκάδα ηεο ζρνιηθήο ηάμεο. Η έλλνηα 

ηεο "κηθξνθνπιηνχξαο ηεο ηάμεο" εθηείλεηαη ζηελ αηνκηθή θαη ζπιινγηθή κάζεζε ζε 

ζπλδπαζκφ κε ηνπο θαλφλεο, ηηο πξαθηηθέο θαη ηα λνήκαηα πνπ αλαγλσξίδνληαη σο θνηλά 

απφ ηνλ εθπαηδεπηηθφ θαη ηνπο καζεηέο.  

Σην πιαίζην απηφ, πνιινί εξεπλεηέο κειεηνχλ ηηο επηθνηλσληαθέο ζπλζήθεο  θαη ηηο κνξθέο 

αιιειεπίδξαζεο θαη ακνηβαίαο επηξξνήο θάησ απφ ηηο νπνίεο νη καζεηέο αμηνπνηψληαο ηηο 

πξφηεξεο άηππεο εκπεηξίεο ηνπο κέζα απφ δηαδηθαζίεο δηαπξαγκάηεπζεο ζπλδηακνξθψλνπλ 

ηα ζέκαηα καζεκαηηθήο ζπδήηεζεο, εθζέηνπλ ηηο δηαθσλίεο ηνπο ζε απηά θαη πξνζπαζνχλ 

λα ζρεκαηίδνπλ γλψζεηο πνπ ζπλαπνδέρνληαη (Steinbring, 2009, Seeger θ. ά. 1998, Voigt, 

1998). Απφ ηελ πνιιαπιφηεηα ησλ ππνθεηκεληθψλ εξκελεηψλ ησλ καζεηψλ, δπλάκεη 

θπνθνξείηαη ε δηϋπνθεηκεληθή ζπλαίλεζε. Σηνλ πεξίπινθν ηζηφ ακνηβαίσλ ζρέζεσλ θαη 

αληαιιαγψλ νη ξεηέο ή άξξεηεο δηαπξαγκαηεχζεηο θαη ηα παξαγφκελα καζεκαηηθά 

λνήκαηα εθιακβάλνληαη ζπλήζσο σο θνηλά δηεπθνιχλνληαο ηελ επηθνηλσλία, παξφηη 

νξηζκέλεο φςεηο ππνιαλζάλνπλ θαη παξακέλνπλ αζαθείο θαη δπζεμηρλίαζηεο (Voigt, 1998).  

Η αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζπδήηεζεο θαη ηα λνήκαηα πνπ πξνζδίδνπλ ζηηο εκπεηξίεο 

ηνπο ηα κέιε ηεο δηδαθηηθήο νκάδαο ζπλεπεξεάδνληαη απφ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

ζχλζεηεο θνηλσληθήο αιιειεπίδξαζεο. Κάζε κέινο παίξλεη κέξνο ζε ζπλερείο 

ζπλδηαιιαγέο θαη πξνζαξκφδεη θάζε θνξά ηε ζηάζε ηνπ αλάινγα κε ηηο εθηηκήζεηο ηνπ γηα 

ηηο γλψζεηο θαη ηηο πξνζδνθίεο ησλ άιισλ ζπκκεηερφλησλ (Voigt, 1998). Μέζα απφ 

επηθνηλσληαθέο δηαπξαγκαηεχζεηο, δηαζηαπξψζεηο θαη αμηνινγήζεηο επηρεηξεκάησλ, 

ζπλπθαίλεηαη ζηε ζθέςε ησλ καζεηψλ ε δηυπνθεηκεληθή ζπγθξφηεζε ησλ ελλνηψλ. Μέζα 

απφ ηε δπλακηθή ηεο κηθξνθνπιηνχξαο ηεο δσληαλήο ηάμεο ηα πξνζσπηθά λνήκαηα 

κεηεμειηζζφκελα κπνξεί λα ελαξκνληζηνχλ θαη έηζη λα γίλνπλ ζπκβαηά θαη ζπλεπή κε ηε 

ζεζκνζεηεκέλε γλψζε ηεο καζεκαηηθήο θνηλφηεηαο (Lampert, 1990). Μέζσ ησλ 

αιιειεπηδξάζεσλ ζην πιαίζην ηεο ζρνιηθήο ηάμεο ε δηυπνθεηκεληθφηεηα δίλεη πξννδεπηηθά 

ηε ζέζε ηεο ζηελ «αληηθεηκεληθφηεηα».  

Υπφ ην πξίζκα ηεο πξναλαθεξφκελεο ζεψξεζεο, γηα ηε δηεξεχλεζε ησλ καζεζηαθψλ 

δηαδηθαζηψλ ηεο ζρνιηθήο ηάμεο, αμηνζεκείσηε είλαη ε πηνζέηεζε ηεο έλλνηαο ησλ 

“εζηκηθώλ θαλόλωλ” ή “θνηλνηηθώλ λνξκώλ”,  δειαδή ησλ ζπιινγηθψλ ζπλεζεηψλ πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηηο ακνηβαίεο πξνζδνθίεο θαη ππνρξεψζεηο πνπ ζπλδηακνξθψλνληαη απφ 

ηνπο ζπκκεηέρνληεο θαη ξπζκίδνπλ ηηο κνξθέο δηαπξαγκάηεπζεο πνπ αλαπηχζζνληαη ζηελ 

ηάμε. Τέηνηνη θαλφλεο είλαη νη ππνρξεψζεηο ησλ καζεηψλ λα εμεγνχλ θαη λα αηηηνινγνχλ 

ηηο ιχζεηο ηνπο, λα αθνχλ θαη λα πξνζπαζνχλ λα θαηαιάβνπλ ηηο ιχζεηο ησλ ζπκκαζεηψλ 

ηνπο, λα ζέηνπλ δηεπθξηληζηηθέο εξσηήζεηο, λα πξνβαίλνπλ ζε ζπκπιεξσκαηηθέο 

αηηηνινγήζεηο φηαλ ε επηρεηξεκαηνινγία δελ θξίλεηαη πεηζηηθή, λα ζπλεξγάδνληαη, λα είλαη 

ζπλππεχζπλνη θιπ. (McClain & Cobb, 2001). Ωζηφζν, ε θαηαλφεζε ησλ ηδηαίηεξσλ 

γλσξηζκάησλ ηεο δηδαζθαιίαο θαη ηεο κάζεζεο ησλ καζεκαηηθψλ επηβάιιεη ηε δηάθξηζε 

αλάκεζα ζηνπο εζηκηθνχο θαλφλεο πνπ ιεηηνπξγνχλ ζε φια ηα γλσζηηθά αληηθείκελα θαη ζε 

εθείλνπο πνπ ελδείθλπληαη γηα ηελ ηάμε ησλ καζεκαηηθψλ, ηηο θνηλωληθν-καζεκαηηθέο 

λόξκεο (Yackel & Cobb, 1996). Οη ηειεπηαίεο πεξηιακβάλνπλ θξηηήξηα γηα ηελ απνδνρή 



 

 

ησλ καζεκαηηθψλ επηρεηξεκάησλ θαηά ηε δηαπξαγκάηεπζή ηνπο ζηε ζρνιηθή ηάμε, φπσο, 

πφηε κηα καζεκαηηθή εμήγεζε γίλεηαη απνδεθηή, πφηε ε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο είλαη 

δηαθνξεηηθή, βέιηηζηε, απνηειεζκαηηθή, πξφζθνξε, ηη ζεκαίλεη "καζεκαηηθά δηαθνξεηηθή 

απάληεζε" ή "καζεκαηηθά δηαθνξεηηθή κέζνδνο ιχζεο" θηι. (Yackel & Cobb, 1996). Οη 

θνηλσληθέο θαη θνηλσληθνκαζεκαηηθέο λφξκεο κπνξεί λα πνηθίινπλ απφ ηάμε ζε ηάμε.  

Απηή ε εξγαζία απνηειεί κηα κειέηε πεξίπησζεο ζηελ νπνία δηεξεπλψληαη νη ηξφπνη 

ζπλδηαιιαγήο θαη ζπλαπνδνρήο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ απφ δχν καζεηέο ελφο ηκήκαηνο 

ηεο Γ΄ Λπθείνπ θαζψο απηνί θαηαγίλνληαλ κε ηελ θξηηηθή αλάγλσζε ελφο καζεκαηηθνχ 

θεηκέλνπ ζε έλα καζεκαηηθφ παξάδνμν θαη ηελ θνηλή εμεχξεπζε ηνπ ιάζνπο. Ο 

πεηξακαηηζκφο καο ζπγθεληξψλεη ην εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ ζηε ζπιινγηθή νηθνδφκεζε 

ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο θαη ηε δηαπίζησζε αλ νη πξνζδνθίεο θαη νη ππνρξεψζεηο ησλ 

επηθνηλσληαθψλ κεηφρσλ ραξαθηεξίδνληαη απφ εζηκηθνχο θαλφλεο πνπ αλαγλσξίδνληαη 

θνηλσληθά θαη κνηξάδνληαη ηα κέιε ηεο θνηλφηεηαο ηεο ηάμεο.  

Μεζοδοιογία 

Η έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε ζην πιαίζην ελφο ηκήκαηνο κε 18 καζεηέο Τερλνινγηθήο 

Καηεχζπλζεο ηεο Γ΄ ηάμεο ηνπ Βαξβαθείνπ Λπθείνπ ζηελ Αζήλα θαηά ην δηδαθηηθφ έηνο 

2008-9. Τν πείξακα εζηηάδεηαη ζηα καζεκαηηθά λνήκαηα πνπ δεκηνπξγνχληαη γχξσ απφ 

ηνλ ελλνηνινγηθφ ππξήλα αφξηζην νινθιήξσκα-παξαγνληηθή νινθιήξσζε.  

Παπάδοξο:  Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηηο παξαθάησ πξάμεηο: 

 
1 1 1 1 1

1dx x dx x x dx x dx
x x x x x

           
   

      (1)   
2

1 1
1 1x dx x dx

x x

   
      

   
   

1
1 dx

x
    (2)   

Άξα: 
1 1

1dx dx
x x

    , (3) Οπφηε: 0=1!   (4) (ζει. 358 ζρ. Βηβ. Γ΄ Λπθ. Θεη. Τερλ. Καη.). 

Καηαγξάςακε θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ καζήκαηνο ην ζχλνιν ησλ αιιειεπηδξάζεσλ αλάκεζα 

ζηνλ εθπαηδεπηηθφ θαη ηνπο καζεηέο ζηελ ηάμε, θαζψο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο αλάκεζα 

ζηνπο δχν καζεηέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπλεξγαζίαο ηνπο. Η αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ 

είλαη πνηνηηθή θαη αθνξά θπξίσο ηελ ιεπηή παξαηήξεζε ησλ δπαδηθψλ θαη ζπιινγηθψλ 

καζεκαηηθψλ αιιειεπηδξάζεσλ ησλ καζεηψλ θαζψο πξνζπαζνχλ λα θαηαλνήζνπλ θαη λα 

ιχζνπλ ην παξάδνμν.  

Σα αποηειέζκαηα 

Η ζπλνιηθή δξαζηεξηφηεηα εθηπιίζζεηαη ζην δηδαθηηθφ ρξφλν ελφο σξηαίνπ καζήκαηνο 

(πεξίπνπ 45 ιεπηψλ). Μεηά απφ κηα ζχληνκε εηζαγσγή απφ ηνλ εθπαηδεπηηθφ πνπ αθνξά 

ηελ νξγάλσζε ηνπ εγρεηξήκαηνο (3 ιεπηά), νη καζεηέο ζπλεξγάδνληαη αλά δπάδεο ζην 

ζξαλίν ηνπο (15-17 ιεπηά). Σην ηέινο αθνινπζεί θνηλή ζπδήηεζε ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε, 

φπνπ θξίλνληαη νη ιχζεηο ησλ δπάδσλ (23-25 ιεπηά). Όινη νη καζεηέο ηεο ηάμεο κεηέρνπλ 

ζηηο δπαδηθέο θαη ζπιινγηθέο αιιειεπηδξάζεηο. Ωζηφζν ε εξγαζία είλαη κηα κειέηε 

πεξίπησζεο πνπ πεξηνξίδεηαη ζηελ παξαηήξεζε δχν καζεηψλ.   

 



 

 

Ανάλυζη ηων δυαδικών μαθημαηικών αλληλεπιδράζεων 

Ο ηξφπνο πνπ ζπλεπηδξνχλ θαη ζπλδηαιέγνληαη ν Παλαγηψηεο θαη ν Γεκήηξεο είλαη 

κεηαβιεηφο.  

Παλαγηψηεο: Πξέπεη λα βξνχκε καδί ην ιάζνο. Ννκίδσ ε (1) είλαη ζσζηή.    

Γεκήηξεο:    Γελ μέξσ... (ζησπή). Γελ κνπ θαίλεηαη ζσζηφ. 

Παλαγηψηεο: Λνηπφλ ηζρχεη:  
1 1 1 1 1

1dx x dx x x dx x dx
x x x x x

           
   

    . 

Γεκήηξεο:    Μηζφ!   

Παλαγηψηεο: Έρεη γίλεη εθαξκνγή ηεο παξαγνληηθήο νινθιήξσζεο. Απηφ είλαη ιάζνο; 

Γεκήηξεο:    Γελ είκαη ζίγνπξνο αλ είλαη ζσζηφ.  

Παλαγηψηεο: Δίλαη ζίγνπξα ζσζηφ.  

Γεκήηξεο:  Σπλερίδνληαο βξίζθνπκε ην (2): Απηφ είλαη ζσζηφ. Παξαγσγίδνπκε... 

απινπνηνχκε ην x θαη αιιάδνπκε πξφζεκν... 

Παλαγηψηεο: Αθξηβψο. Δίλαη απιφ! Καη ην (2) είλαη ζσζηφ. Απφ ηα (1) θαη (2) πξνθχπηεη 

φηη θαη ην βήκα (3) είλαη ζσζηφ.  

Γεκήηξεο:     Αλ ηζρχνπλ νη (1) θαη (2) ηφηε  
1 1

1dx dx
x x

   , δειαδή 0=1. Απηφ είλαη άηνπν. 

Γη’ απηφ δελ ζπκθσλψ.  

Παλαγηψηεο: Βγαίλεη παξάινγν ζπκπέξαζκα. Όκσο δελ ππάξρεη ιάζνο.  

Γεκήηξεο:   Δίζαη ζίγνπξνο; Ίζσο ζηελ αξρή... Ίζσο ζηελ πξψηε ζεηξά πξάμεσλ, ίζσο 

θάπνπ ελδηάκεζα... Μπνξεί... Γελ ρξεηάδνληαη ηέηνηα ζέκαηα γηα ηηο γεληθέο 

εμεηάζεηο...  

 

Οη καζεηέο δελ θαηαθέξλνπλ λα θαηαζθεπάζνπλ κηα θνηλή εξκελεία. Παξά ηε ζπκθσλία 

ηνπο ζε επηκέξνπο δεηήκαηα νη καζεκαηηθέο αιιειεπηδξάζεηο πνπ αθνινπζνχλ 

απνηππψλνπλ δηαθνξεηηθνχο ζπιινγηζκνχο θαη εξκελείεο κεηαμχ ησλ δχν καζεηψλ. 

Αλάκεζα ζηνπο δχν καζεηέο παξαηεξείηαη κηα ζρέζε ζπκκεηξίαο. Οη πξνζδνθίεο θαη νη 

ππνρξεψζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο δπαδηθέο αιιειεπηδξάζεηο θαηαδεηθλχνπλ φηη ν 

Παλαγηψηεο θαη ν Γεκήηξεο πξνζπαζνχλ λα αλαπηχμνπλ κηα θνηλή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Απηή ε αληίιεςε, ηνπο νδεγεί λα ιεηηνπξγνχλ παξάιιεια ιακβάλνληαο ελ 

κέξεη ππφςε ηελ άπνςε ηνπ άιινπ θαη λα επηκέλνπλ γηα ηελ εμεχξεζε ηνπ "επίκαρνπ" 

ζεκείνπ ηεο ιχζεο. Οη δηαθσλίεο θαη νη απνθιίλνπζεο εξκελείεο ηνπο απέηξεςαλ απφ κηα 

θνηλή απφιεμε. Έηζη ε δξάζε πνπ αλέπηπμαλ ήηαλ πεξηζζφηεξν αηνκηθή παξά 

ζπλεξγαηηθή. Ο Παλαγηψηεο δείρλεη απηνπεπνίζεζε θαη είλαη βέβαηνο φηη δελ ππάξρεη 

ιάζνο ζηε δηαδξνκή ησλ πξάμεσλ. Τν ιάζνο παξεκθαίλεη κφλν ζην ηέινο θαη ηφηε 

δηαθαηέρεηαη απφ κηα έθδειε αδπλακία λα εμεγήζεη ηελ πξνέιεπζή ηνπ. Ο Γεκήηξεο 

παξφηη δίλεη ηε ζπγθαηάζεζή ηνπ γηα ηελ νξζφηεηα ησλ βεκάησλ (2) θαη (3) δηαθσλεί κε 

ηνλ ζπκκαζεηή ηνπ θαη δηαηζζάλεηαη φηη ην ιάζνο ελππάξρεη ζην πξψην βήκα, ρσξίο 

σζηφζν λα είλαη ζε ζέζε λα ζηεξίμεη ηνλ ηζρπξηζκφ ηνπ. Δπηπιένλ ακθηζβεηεί ηε 



 

 

ζθνπηκφηεηα ελαζρφιεζεο κε ηελ άζθεζε ζεσξψληαο φηη δελ έρεη λφεκα αθνχ ζηεξείηαη 

εμεηαζηηθήο ρξεζηκφηεηαο.  

Οη δχν καζεηέο ελψ απφ ηε κηα πιεπξά αλαπηχζζνπλ έλαλ θνηλφ πξνβιεκαηηζκφ σο 

πξντφλ ζπλεπεμεξγαζίαο απφ ηελ άιιε ε κνξθή ηεο αιιειεπίδξαζεο πεξηέρεη ζηνηρεία 

αζπκθσλίαο πνπ ζπληζηνχλ κηα κνλνδξνκηθή επεμεξγαζία. Παξά ηε ζαθή πξφζεζή ηνπο, 

δελ θαηάθεξαλ λα ζπκθσλήζνπλ ζε κηα θνηλή ιχζε. Οη παξαηεξήζεηο καο δείρλνπλ φηη θαη 

νη δχν καζεηέο είραλ δπζθνιίεο λα δηαθξίλνπλ ηελ χπαξμε ιάζνπο ζην βήκα (4) ζεσξψληαο 

αζπλαίζζεηα φηη ν «θαλφλαο δηαγξαθήο» ηζρχεη θαη γηα ηα αφξηζηα νινθιεξψκαηα. Ίζσο 

ην ιάζνο λα έρεη ηελ πξνέιεπζή ηνπ ζην ζχζηεκα ησλ πξνεγνχκελσλ αιγεβξηθψλ 

γλψζεσλ ησλ καζεηψλ θαη λα ιεηηνπξγεί σο έλα παγησκέλν γλσζηηθφ ζρήκα πνπ ζηέθεηαη 

σο εκπφδην ζηελ απφθηεζε λέαο γλψζεο.  

Ανάλυζη ηων ζυλλογικών μαθημαηικών αλληλεπιδράζεων  

Ο Γεκήηξεο θαη ν Παλαγηψηεο επαλαιακβάλνπλ ηηο ηδέεο ηνπο θαηά ηελ θνηλή ζπδήηεζε 

ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε. Όπσο θαη ζηελ πξψηε θάζε ηνπ καζήκαηνο, ε κνξθή δπλακηθήο 

αιιειεπίδξαζεο πνπ αλαπηχζζεηαη αλάκεζα ζηνπο δχν επηθνηλσληαθνχο ζπληξφθνπο 

πνηθίιιεη. Ο θαζέλαο πξνβάιιεη ηε δηθή ηνπ εθδνρή. Δλψ ην θείκελν ηεο ιχζεο 

πξνβάιιεηαη ζε δηαθάλεηα ε καζεκαηηθή "δηακάρε" γεληθεχεηαη. Καηαζέηνπκε νξηζκέλα 

ελδεηθηηθά επεηζφδηα:  

 

...Γάζθαινο: Δζείο ηη ιέηε; Πψο θξίλεηε απηά; (απεπζχλεηαη ζε νιφθιεξε ηελ ηάμε) 

Νίθνο:      Δδψ, πξέπεη λα ζπκθσλήζνπκε ζην ιάζνο. Να ην βξνχκε θαη λα ην 

εμεγήζνπκε... Μάιινλ ηα (1), (2) θαη (3) είλαη ζσζηά.  

Βαζηιεία:   Αλ ηα ηξία πξψηα βήκαηα ήηαλ ζσζηά, ηφηε ζα ήηαλ ζσζηφ θαη ην 

ζπκπέξαζκα. Όκσο ην ζπκπέξαζκα απηφ είλαη παξάμελν. Γελ κπνξεί λα 

ηζρχεη ζηα καζεκαηηθά 0=1! Άξα θάπνπ ππάξρεη ιάζνο. Πξέπεη λα 

θαηαιάβνπκε πνπ είλαη ην ιάζνο... 

 

Μπήθαλ ζην ρνξφ φινη ζρεδφλ νη καζεηέο θαη ε ηάμε ρσξίζηεθε ζε δχν ζηξαηφπεδα. 

Γεκηνπξγήζεθε έλα θιίκα αβεβαηφηεηαο πνπ ππνρξέσλε ηνπο καζεηέο λα δηαηππψλνπλ 

εηθαζίεο, πνπ ίζσο ηζρχνπλ, αιιά δελ έρνπλ επαιεζεπηεί, θαη λα βηψζνπλ έθπιεμε, 

ακθηβνιία ή ζχγθξνπζε. Οη δηάθνξεο απαληήζεηο πνπ δηαηππψζεθαλ απφ ηνπο καζεηέο ζην 

καζεκαηηθφ παξάδνμν ήηαλ δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο. Μνηάδνπλ απζαίξεηεο θαη δχζθνια 

κπνξνχκε λα θαληαζηνχκε φηη ηζρχνπλ φιεο.  

 

Γεκήηξεο:   Σηα (2) θαη (3) δελ ππάξρεη ιάζνο. Ίζσο λα ππάξρεη ιάζνο ζην βήκα (1).  

Αιεμάλδξα: Ννκίδσ φηη θαη ην (1) είλαη ζσζηφ.  

Γεκήηξεο:   Ναη ην βξήθα! Σην (1) ρξεηάδεηαη κηα ζηαζεξά c. Να εδψ.   

Παλαγηψηεο: Γηαηί;  

Γεκήηξεο:   Να γξάςσ ζηνλ πίλαθα;    

Γάζθαινο:   Βεβαίσο.  



 

 

Γεκήηξεο:     
1 1 1 1 1

1dx x dx x c x dx c x dx
x x x x x

             
   

     (γξάθεη) . 
                  

 

Παλαγηψηεο: Γελ ρξεηάδεηαη ζηαζεξά.   

Αιεμάλδξα:  Η ζηαζεξά είλαη ιάζνο.  

Γεκήηξεο:    Γηαηί; Σε θάζε αφξηζην νινθιήξσκα βάδνπκε κηα ζηαζεξά.  

Αιεμάλδξα: Σηνλ νξηζκφ ηνπ αφξηζηνπ νινθιεξψκαηνο ππάξρεη ζηαζεξά. Όκσο, ζηνλ 

ηχπν ηεο θαηά παξάγνληεο νινθιήξσζεο δελ είλαη ζσζηφ λα βάινπκε 

ζηαζεξά εθφζνλ ην βηβιίν γξάθεη:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx    , ρσξίο 

ζηαζεξά. Μφλν απηφλ ηνλ ηχπν ρξεηάδεηαη λα κάζνπκε γηα ηηο γεληθέο 

εμεηάζεηο.  

Γεκήηξεο:  Φξεηάδεηαη κηα ζηαζεξά c θαη έηζη ην ιάζνο βξίζθεηαη ζην (1). Δζείο ηη ιέηε 

θχξηε. 

Γάζθαινο: Θα πξνηηκνχζα λα ζθεθηείηε πεξηζζφηεξν, θαη λα βξείηε κφλνη ζαο ηελ 

απάληεζε. Δίζαζηε φινη ζχκθσλνη κε ηε γλψκε ηνπ ζπκκαζεηή ζαο; 

Τειηθά ρξεηάδεηαη ή φρη ε ζηαζεξά; Πνηνο ζέιεη λα καο πεη θάηη; ... 

 

Η ζπλέρεηα ηεο ζπδήηεζεο ήηαλ ρσξίο απνηέιεζκα. Παξφηη νη καζεηέο ζα έπξεπε λα 

θξίλνπλ ηη είλαη ζσζηφ θαη ηη είλαη ιάζνο, ν Γεκήηξεο απνηείλεη εθ λένπ ην ιφγν ζην 

δάζθαιν δεηψληαο άκεζε αληηκεηψπηζε ηνπ αδηεμφδνπ. Έηζη απνθεχγεη ην ξίζθν ηνπ 

πηζαλνχ ιάζνπο θαη κεηαζέηεη ζην δάζθαιν ηελ επζχλε. Ο δηδάζθσλ θαηαθεχγεη ζε 

αλαιπηηθέο εμεγήζεηο δηάξθεηαο 5 πεξίπνπ ιεπηψλ. Απηέο αθνξνχλ ηελ απφδεημε ηνπ ηχπνπ 

ηεο θαηά παξάγνληεο νινθιήξσζεο θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ αφξηζηνπ νινθιεξψκαηνο.  

Αμίδεη λα επηζεκαλζεί ε αληίιεςε ηεο καζήηξηαο γηα ηελ απνζηήζηζε ηνπ ηχπνπ ηεο θαηά 

παξάγνληεο νινθιήξσζεο θαη φρη ηεο απφδεημεο, αθνχ απηή δελ ζπγθαηαιέγεηαη ζηελ χιε 

ησλ γεληθψλ εμεηάζεσλ. Δίλαη αδηάθνξν λα εμεγεζεί γηαηί ζηε δηαδηθαζία ηεο απφδεημεο 

πξνζηίζεηαη ζηαζεξά, ε νπνία ζηε ζπλέρεηα παξαιείπεηαη, ελψ ζηνλ ηχπν ηνπ αφξηζηνπ 

νινθιεξψκαηνο ππάξρεη ζηαζεξά. Οη καζεηέο θαινχληαη λα μέξνπλ κφλν φηη πξνζδηνξίδεη 

ην εμεηαζηηθφ ζπκβφιαην. Τα ππφινηπα είλαη ιάζνο! 

 

Γάζθαινο: ... Καη’αλαινγία κε ηνλ νξηζκφ ηνπ αφξηζηνπ νινθιεξψκαηνο 

( ) ( )f x dx F x c   φηαλ εθαξκφδνπκε ηελ παξαγνληηθή νινθιήξσζε 

πξνζζέηνπκε κηα ζηαζεξά ... Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ε παξάιεηςε 

ηεο ζηαζεξάο είλαη ε αηηία ηεο αληίθαζεο. Μπνξεί ηψξα θάπνηνο λα 

εμεγήζεη πψο απηή ε ζεσξία εθαξκφδνληαη ζηε ζπγθεθξηκέλε άζθεζε; ... 

Ο Παλαγηψηεο.  

Παλαγηψηεο: (γξάθεη ζηνλ πίλαθα) Η ηζφηεηα 
1 1

1dx dx
x x

  
 
γξάθεηαη 1 2ln x +c =1+ln x +c . 

Οπφηε 1 2c =1+c   1 2c - c = 1  θαη φρη, 0=1. Γηαγξάθνπκε ην ln x  ζηα δχν κέιε, 

ελψ δελ επηηξέπεηαη λα δηαγξάςνπκε ηα αφξηζηα νινθιεξψκαηα, γηαηί 



 

 

θξχβνπλ δηαθνξεηηθέο ζηαζεξέο c1 θαη c2. ΟΚ; Έηζη ην ιάζνο βξίζθεηαη 

ζην (4). … 

Αιεμάλδξα:  Καηάιαβα θχξηε. Τν αφξηζην νινθιήξσκα πάληα θξχβεη κέζα ηνπ ηε 

ζηαζεξά c. Όια φζα καο εμεγήζαηε βφεζεζαλ ηνλ Παλαγηψηε λα γξάςεη 

ηε ιχζε θαη φινπο εκάο λα θαηαιάβνπκε... Φαληαδφκαζηε ηε ζηαζεξά. 

Απηφ είλαη. Τειηθά ήηαλ ηφζν απιφ! 

Παλαγηψηεο: Τε ζηαζεξά πνπ ράζακε ζην βήκα (1) ηελ ελλννχκε... 

Γεκήηξεο: Σπκθσλψ. Γελ επηηξέπεηαη λα δηαγξάςνπκε ην ζχκβνιν ηνπ νινθιεξψκαηνο 

απφ ηα δχν κέιε γηαηί δελ έρεη κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή. Δίλαη έλα 

απξνζδηφξηζην ζχλνιν... Όκσο, απνθιείεηαη λα πέζεη ηέηνην ζέκα ζηηο 

γεληθέο εμεηάζεηο... 

 

Οη ζπιινγηθέο αιιειεπηδξάζεηο καζεηψλ-καζεηψλ θαη δαζθάινπ-καζεηψλ ζπλέβαιαλ 

ζηελ θαηαλφεζε θαη εμήγεζε ηνπ παξαδφμνπ απφ ηνπο δχν ζπκπαίθηεο. Σην ηέινο, κεηά 

απφ έλαλ  απαξαίηεην  ρξφλν  σξίκαλζεο, ζπλαπνδέρνληαη φηη ην ιάζνο βξίζθεηαη ζην 

βήκα (4) θαη δηαθαηέρνληαη απφ βηψκαηα επηηπρίαο θαη αλαγλψξηζεο. Σην θνηλσληθφ 

επίπεδν, δηαπηζηψλνπκε φηη νη καζεηέο ηεο ηάμεο ζπιιεηηνπξγνχλ ζε έλα αλαπηπγκέλν 

επηθνηλσληαθφ θιίκα κε θνηλή επηδίσμε ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, αιιά θαίλεηαη λα έρνπλ 

δπζθνιίεο ζηε δηαρείξηζε ησλ δηαθσληψλ πνπ εκθαλίδνληαη. Η επηρεηξεκαηνινγεκέλε 

αληαιιαγή ηδεψλ, ε ζπλδηαιιαγή θαη ε "δηαπξαγκάηεπζε" λνεκάησλ ζπλεπέθεξαλ ηε 

ζπλαπνδνρή λνεκάησλ ζηελ θνηλφηεηα ηεο ηάμεο. Ωζηφζν ηα λνήκαηα ηα νπνία 

δεκηνπξγνχληαη δελ είλαη απαξαίηεηα θνηλά κεηαμχ ησλ ζπκκεηερφλησλ, αιιά ζπλήζσο 

εθιακβάλνληαη σο θνηλά. Μηα ηέηνηα άξξεηε ππφζεζε κπνξεί ελδερνκέλσο λα εξκελεχζεη 

ηελ ζπρλή εκθάληζε ζπκθσλίαο,  

Η αιιαγή ζηνλ ηξφπν εξκελείαο ηνπ πξνβιήκαηνο πξνθιήζεθε απφ ηελ απνθαζηζηηθή 

παξέκβαζε ηνπ δαζθάινπ. Η ελ ιφγσ παξέκβαζε δεηήζεθε απφ ην Γεκήηξε, ν νπνίνο 

θαίλεηαη φηη πξνζδνθνχζε άκεζε καζεκαηηθή ζηήξημε γηα ηε ζεηηθή έθβαζε ηεο 

καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο. Ωο εθείλε ηε ζηηγκή ν ξφινο ηνπ δαζθάινπ ζπλνςηδφηαλ ζηελ 

ελζάξξπλζε θαη δηεπθφιπλζε ηνπ ζπιινγηζκνχ ησλ παηδηψλ. Η λέα θάζε ραξαθηεξίδεηαη 

απφ αλαιπηηθέο εμεγήζεηο ζηνηρείσλ ηεο ζεσξίαο πνπ θξίλνληαη ρξήζηκεο γηα ηελ 

πξναγσγή ηεο ζπδήηεζεο, ρσξίο φκσο λα δίλνπλ έηνηκε ηε ιχζε ή λα θαηαιήγεη ζηελ 

επίζεκε εγθπξνπνίεζε ηεο ζσζηήο απάληεζεο. Οπζηαζηηθά δηαθφπηεηαη ε ξνή κηαο 

αλνηρηήο δηεξεχλεζεο κε πξσηαγσληζηέο ηνπο καζεηέο θαη θαηά ηε δηαπξαγκάηεπζε ηνπ 

λνήκαηνο ηα επηρεηξήκαηα θαη νη εμεγήζεηο ηνπ δαζθάινπ απνθηνχλ βαξχλνπζα ζεκαζία. 

Όκσο απηή ε εκβφιηκε "δηδαζθαιία" δελ εθκεδέληζε πιήξσο ηηο πξνζδνθίεο ησλ 

επηθνηλσληαθψλ κεηφρσλ γηα ηε ζεκαζία ζπλδηαιιαγήο θαη έδσζε ψζεζε ζηελ θνηλή 

θαηαλφεζε ηνπ παξαδφμνπ απφ ηνπο καζεηέο θαη ηε ζπλαθφινπζε εμεχξεζε θαη 

αηηηνιφγεζε ηνπ ιάζνπο. Απηή ε θαηεχζπλζε επλνήζεθε θαηά βάζε απφ ηε δηαηήξεζε ηεο 

"δηαπξαγκαηεπηηθήο" πξφζεζεο ζηελ ηάμε. Σηελ κηθξνθνπιηνχξα ηεο ηάμεο, νη εζηκηθνί 



 

 

θαλφλεο είλαη «νξηζκέλνη» θαη νη ζπλαθφινπζεο πξαθηηθέο είλαη ζπζηαηηθά ζηνηρεία ησλ 

ηξφπσλ κε ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ ην καζεκαηηθφ λφεκα.  

Θα κπνξνχζε ν δάζθαινο λα είρε αθήζεη ηελ θαηάζηαζε πξνβιεκαηηζκνχ αλνηρηή; 

Ννκίδνπκε φρη. Σηε Γ΄ Λπθείνπ ελαιιαθηηθέο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο πνιχ δχζθνια 

κπνξνχλ λα αλαηξέςνπλ έλα παγησκέλν ζχζηεκα ζην νπνίν ε δηεξεχλεζε πξνβιεκάησλ 

είλαη πεξηηηή πνιπηέιεηα. Οη καζεηέο ηεο ηειεπηαίαο ηάμεο έρνπλ εζηζηεί λα θαηαλαιψλνπλ 

έηνηκεο ιχζεηο. Αμίδεη λα επηζεκαλζεί φηη νη εζηκηθνί θαλφλεο πνπ θαζνξίδνπλ ηηο 

ακνηβαίεο πξνζδνθίεο θαη ππνρξεψζεηο φισλ ησλ ζπκκεηερφλησλ ππνηάζζνληαη ζηελ 

εμεηαζηηθή ρξεζηκόηεηα. Οη καζεηέο πξνπνλνχληαη εληαηηθά κφλν ζε ζέκαηα πνπ 

πξνδηαγξάθνληαη απαξέγθιηηα απφ ηηο γεληθέο εμεηάζεηο. Θεσξνχλ φηη ε επηηπρία ηνπο 

ζπλδέεηαη κε ηελ θαηνρή ηεο θξνληηζηεξηαθήο κεζνδνινγίαο ελφο επξένο θάζκαηνο 

αζθήζεσλ. Σε έλα ηέηνην πιαίζην δηαζηξεβιψλνληαη βαζηθέο έλλνηεο ηνπ δηαθνξηθνχ-

νινθιεξσηηθνχ ινγηζκνχ απφ ηερλεηέο αζθήζεηο ππεξβνιηθήο αιγεβξνπνίεζεο κε καγηθά 

ηξπθ θαη απίζαλεο αθξνβαζίεο. Όια απηά νη καζεηέο θαινχληαη λα ηα καζαίλνπλ ρσξίο λα 

ηα ζθέπηνληαη θαη λα ηα θαηαλννχλ, παξφηη ν δάζθαινο δειψλεη φηη παζρίδεη γηα ηελ 

ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε. Η κνλνκεξήο έκθαζε ζηε δηαδηθαζηηθή γλψζε θαζψο θαη ε 

εθηεηακέλε ρξήζε κεραληθψλ θαη απνζπαζκαηηθψλ ηερληθψλ δελ βνεζνχλ ηνπο καζεηέο λα 

εκβαζχλνπλ ζηηο έλλνηεο θαη ζηγά-ζηγά λα απνθηήζνπλ κηα πιεξέζηεξε εηθφλα ηεο δνκήο 

ησλ Μαζεκαηηθψλ.  

΢υδήηεζε θαη ζυκπεπάζκαηα 

Έλα θνηλφ ζηνηρείν πνπ αλαδχεηαη απφ ηηο δηαθνξεηηθέο αιιειεπηδξαζηηθέο δηαδηθαζίεο 

πνπ αλαιχζεθαλ είλαη φηη έλα κεγάιν κέξνο ηεο ζπιινγηθήο αιιειεπίδξαζεο ρξεζηκεχεη γηα 

ακνηβαίεο εμεγήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ο δάζθαινο δίλεη θαηαιπηηθή ψζεζε ζηελ 

θαηαλφεζε κε ηε κνξθή εθηεηακέλσλ ξεηψλ επεμεγήζεσλ. Αζρνιείηαη θπξίσο κε ηελ 

ηππηθή πηπρή ηεο καζεκαηηθήο επηθνηλσλίαο, ελψ νη καζεηέο παίξλνπλ ην ιφγν απζφξκεηα 

ρξεζηκνπνηψληαο θαη άηππεο εθθξάζεηο, νη νπνίεο είλαη νηθείεο θαη θαηαλνεηέο ζηνπο 

ίδηνπο. Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη νη πξνζδνθίεο ηνπ δαζθάινπ εθιακβάλνληαη σο 

εζηκηθνί θαλφλεο απφ ηνπο καζεηέο. Οκνίσο, ν δάζθαινο πξνηξέπεη ηνπο καζεηέο λα 

θαηαλνήζνπλ ηηο πξνηάζεηο ησλ ζπκκαζεηψλ ηνπο δεηψληαο λα ζθεθηνχλ θαη πηζαλφλ λα 

ζπκθσλήζνπλ. Οη καζεηέο πνπ εθθξάδνληαη ην θάλνπλ ρσξίο θαλεξέο δπζθνιίεο. Καη’ 

απηφ ηνλ ηξφπν, νη κεηέρνληεο ζηηο ζπιινγηθέο αιιειεπηδξάζεηο εμεγνχλ θαη αλαδεηνχλ 

ηελ ακνηβαία θαηαλφεζε. Σηαδηαθά, κέζα απφ "δηαπξαγκαηεχζεηο" θαη ζπλδηαιιαγέο 

νηθνδνκνχλ θνηλά καζεκαηηθά λνήκαηα πνπ ζπλαπνδέρνληαη ζηελ θνηλφηεηα ηεο ηάμεο. 

Απηή ε δνκή ηεο αιιειεπίδξαζεο ελεξγνπνηείηαη εμίζνπ ζηηο δπαδηθέο αιιειεπηδξάζεηο, 

φπνπ θάζε δπάδα έρεη ηε δηθή ηεο ζρεζηαθή δπλακηθή. 

Σηε δπάδα πνπ εξεπλήζακε, ιεηηνπξγεί θαηά βάζε κηα κνξθή ζπλεπεμεξγαζίαο θαη 

γλσζηηθήο αιιεινζπκπιήξσζεο, φπνπ νη δηαθνξεηηθνί ηξφπνη εξκελείαο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, πεξλνχλ κέζα απφ ζχληνκεο αληηπαξαζέζεηο ιηγφηεξν ή πεξηζζφηεξν 

επηρεηξεκαηνινγεκέλεο. Οη δχν καζεηέο εμεγνχλ ηνπο ζπιινγηζκνχο ηνπο θαζ’ φιε ηε 



 

 

δηάξθεηα ηεο ιχζεο, παξά ηηο γλσζηηθέο δηαθνξέο πνπ ηνπο ραξαθηεξίδνπλ. Γεληθά, 

επηδεηθλχνπλ ελδηαθέξνλ γηα ηελ εγθαζίδξπζε κηαο ακνηβαίαο θαηαλφεζεο, παξφιν πνπ 

δπζθνιεχνληαη λα θαηαιήμνπλ ζε πιήξε ζπκθσλία, φπσο ην δείρλνπλ νη αλαιχζεηο πνπ 

πξνεγήζεθαλ.  

Οη πξναλαθεξφκελεο δηαπηζηψζεηο θαηαδεηθλχνπλ φηη ε εμήγεζε θαη ε αλαδήηεζε 

ακνηβαίαο θαηαλφεζεο ραξαθηεξίδνπλ ηηο ζπκκεηνρηθέο επεμεξγαζίεο ζηηο καζεκαηηθέο 

πξαθηηθέο ηεο ηάμεο, ηφζν ζηηο ζπιινγηθέο αιιειεπηδξάζεηο φζν θαη ζηηο δπαδηθέο. Τα 

εθζεζέληα επεηζφδηα καο επηηξέπνπλ λα ππνζέζνπκε φηη ε εμήγεζε θαη ε ακνηβαία 

θαηαλφεζε ζην πιαίζην ησλ εξγαζηψλ ησλ νκάδσλ αληηπξνζσπεχνπλ, ζην θνηλνηηθφ 

πιαίζην, θνηλνχο εζηκηθνχο θαλφλεο πνπ αλαγλσξίδνληαη απφ ηε κηθξνθνπιηνχξα ηεο ηάμεο 

(Yackel & Cobb, 1996). Καηά απηφ ηνλ ηξφπν, κηα απφ ηηο ηδηνκνξθίεο ηνπ θαλφλα πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηε κειέηε καο είλαη φηη εθθξάδεηαη ξεηά, ελψ νη εκπεηξηθέο παξαηεξήζεηο 

ηνπ Voigt (1998) δείρλνπλ φηη νη εζηκηθνί θαλφλεο ζηελ ηάμε θαζηεξψλνληαη ζπλήζσο κε 

ηξφπν ππνλννχκελν θαηά ηηο αιιειεπηδξάζεηο ησλ επηθνηλσληαθψλ κεηφρσλ. Απηή ε 

δηαπίζησζε καο σζεί λα ζθεθηνχκε πεξηζζφηεξν ην παηγλίδη ππνλννχκελνπ-ξεηνχ θαηά ηε 

ζχζηαζε ηεο κηθξνθνπιηνχξαο ηεο ηάμεο.  
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