
 
ΕΛΕΥΘΕΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

Κόσυβας Γιώργος, Μαθηματικός Δ.Ε 
e-mail: gkosyvas@yahoo.com 

 
Απνδεηθηηθόο ζπιινγηζκόο κε γωλίεο  

(θαηαθνξπθήλ γωλίεο, παξαιιειία, άζξνηζκα γωληώλ ηξηγώλνπ θιπ.) 
 

1. ΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ θαη έλα ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΓΔ ην νπνίν 
πεξηέρεη ην ζεκείν Γ. Ζ πξνέθηαζε ηεο ΓΓ ηέκλεη ηελ ΑΔ ζην Ε θαη ε πξνέθηαζε ηεο ΑΓ ηέκλεη 

ηελ ΓΔ ζην Ζ. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ˆΔΑΓ , ˆΑΕΓ  θαη ˆΑΖΔ . 
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2. ΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα λα ππνινγίζεηε ηε γσλία ζ̂ . (δίλεηαη 1 2ε //ε ) 
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3. ΢ην παξαθάησ ζρήκα ηζρύνπλ: ΑΒ//ΓΓ θαη AΔ ΑΒ . Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ζ, θ θαη σ.  
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4. ΢ην παξαθάησ ζρήκα ηζρύνπλ: ΑΓ//ΒΓ. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο θ θαη σ.  
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5. ΢ην παξαθάησ ζρήκα ηζρύνπλ: ΑΒ//ΓΓ. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ζ, θ θαη σ.  
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6. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) κε ˆ 0Α = 20 . Από ηηο θνξπθέο Β 

θαη Γ θέξλνπκε εζσηεξηθέο εκηεπζείεο έηζη ώζηε ˆ 0ΓΒΓ = 50 θαη 

ˆ 0EΓΒ = 20 . Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ˆΔΓΒ = ζ .  (Απ. Απνδείμηε πξώηα όηη 

ηα ηξίγωλα ΒΓΓ θαη ΒΓΔ είλαη ηζνζθειή. 
0ζ = 10 )  
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7. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ˆ ˆ 0Β - Γ = 90 . Να απνδείμεηε όηη ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α̂  ζρεκαηίδεη 

γσλία 450 κε ηελ πιεπξά ΒΓ. 
 
 

8. ΢ην παξαθάησ ζρήκα έρνπκε 1 2ε //ε θαη 

ζεκεηώλνληαη δύν γλσζηέο γσλίεο.  
 
α) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία θ θαη λα  

δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

β) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ω θαη λα 
δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

γ) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ζ θαη λα 
δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 
 
 
 
 
 

9. ΢ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) ε γσλία θνξπθήο είλαη 0ζ = 36 . Φέξλνπκε ηε δηρνηόκν ηεο 

γσλίαο B̂ πνπ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην ζεκείν Γ. Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΒΓΓ είλαη 
ηζνζθειέο.  

 
 

22. ΢ην αθόινπζν ζρήκα ηα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΔΕ είλαη ηζόπιεπξα. Πόζεο κνίξεο είλαη ε γσλία ζ; 
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23. ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ θέξλνπκε ηα ύςε ΑΓ θαη ΒΔ θαη ηε  δηρνηόκν ΓΕ. Να ππνινγίζηε ηηο γσλίεο 
ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα επζύγξακκα ηκήκαηα ΑΓ, ΒΔ θαη ΓΕ. 
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(Απ. 0Κ = Μ = 44ˆ ˆ  θαη 
0Λ = 15ˆ ) 

 
24. Αλ ζην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ αθόινπζνπ ζρήκαηνο ε ΒΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο εζσηεξηθήο γσλίαο 
Β, ε ΓΓ δηρνηόκνο ηεο εζσηεξηθήο γσλίαο Γ θαη ε ΓΔ δηρνηόκνο ηεο εμσηεξηθήο γσλίαο Γ, λα 
ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Α θαη Δ.  
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Απνδεηθηηθόο ζπιινγηζκόο κε κήθε θαη εκβαδά 
(Ππζαγόξεην ζεώξεκα, αληίζηξνθν θαη πνξίζκαηα ηνπ Π. Θ., θαηαζθεπέο) 

 

1. Πξώηε απόδεημε ηνπ Ππζαγόξεηνπ ζεωξήκαηνο: δηακέξηζε θαη απόδεημε ηεο ηζόηεηαο 
κε αθαίξεζε: Σν πξώην ηεηξάγσλν, κε κήθνο πιεπξάο β+γ, δηακεξίδεηαη ζε 4 νξζνγώληα 
ηξίγσλα ίζα κε ην δεδνκέλν θαη 2 ηεηξάγσλα κε πιεπξέο ηηο θαζέηνπο. Σν δεύηεξν ηεηξάγσλν, 
πάιη κε κήθνο πιεπξάο β+γ, ρσξίδεηαη ζε έλα ηεηξάγσλν κε πιεπξά ηελ ππνηείλνπζα θαη 4 
ηξίγσλα ίζα κε ην δεδνκέλν. Αλ από ίζα αθαηξέζνπκε ίζα πξνθύπηεη όηη ην ηεηξάγσλν πνπ 
έρεη πιεπξά ηελ ππνηείλνπζα έρεη εκβαδό ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ ηεηξαγώλσλ 
πνπ ζρεκαηίδνληαη πάλσ ζηηο θάζεηεο πιεπξέο.  
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    ΢ύληνκα ε απόδεημε έρεη σο εμήο: 
 

 Σα ηέζζεξα ηξίγσλα έρνπλ ην ίδην εκβαδόλ, νπόηε ζηα δύν ζρήκαηα ηα  γξακκνζθηαζκέλα 
εκβαδά είλαη ην ίζα. 

 Δπνκέλσο θαη ηα κε γξακκνζθηαζκέλα εκβαδά είλαη επίζεο ίζα. 
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΢ην ζρήκα 1 απηό ην εκβαδό είλαη 2 2β +γ .  

΢ην ζρήκα 2 απηό ην εκβαδό είλαη 
2α  εθόζνλ ην ΒΓΓΔ είλαη ηεηξάγσλν (γηαηί;).  

 Άξα: 2 2 2α = β +γ .  
 

2. Γεύηεξε απόδεημε ηνπ Ππζαγόξεηνπ ζεωξήκαηνο: Σν νξζνγώλην ηξίγσλν κε πιεπξέο α, β, 
γ είλαη ζρεδηαζκέλν δύν θνξέο. Σα ηξίγσλα ΑΓΔ θαη ΔΒΓ έρνπλ ηνπνζεηεζεί όπσο δείρλεη ην 
αθόινπζν ζρήκα (A, E, B ζπλεπζεηαθά). 
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Γηα ηελ απόδεημε λα αθνινπζήζεηε ηα αθόινπζα βήκαηα: 
 

 Ση είδνπο είλαη ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη πνην είλαη ην εκβαδόλ ηνπ; 

 Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ απνηειείηαη από ηξία ηξίγσλα: Ση είδνπο είλαη θαζέλα από απηά ηα 
ηξίγσλα θαη γηαηί; Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ΑΒΓΓ, ζεσξώληαο ην σο άζξνηζκα ησλ 
ηξηώλ ηξηγώλσλ.   

 Να ζπγθξίλεηε ηα πξνεγνύκελα απνηειέζκαηα θαη λα ζπκπεξάλεηε ην ππζαγόξεην 
ζεώξεκα.  

 
3.  Τξίηε απόδεημε ηνπ Ππζαγόξεηνπ ζεωξήκαηνο (ηνπ Ηλδνύ Μπαζθάξα): Σν ζρήκα 1 

δείρλεη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. Σν  ζρήκα 2 απνηειείηαη από 
ηέζζεξα νξζνγώληα, θαζέλα από ηα νπνία είλαη ίζα κε ην δεδνκέλν νξζνγώλην ηξίγσλν θαη 
έλα ηεηξάγσλν πιεπξάο β-γ.  
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Γηα ηελ απόδεημε λα αθνινπζήζεηε ηα αθόινπζα βήκαηα: 
 

 Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη ηεηξάγσλν. 

 Σν ηεηξάπιεπξν ΚΛΜΝ είλαη ηεηξάγσλν. 

 Σν ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ απνηειείηαη από ηέζζεξα νξζνγώληα ηξίγσλα θαη ην ηεηξάγσλν 
ΚΛΜΝ. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ΑΒΓΓ, ζεσξώληαο ην σο άζξνηζκα ησλ 
πξνεγνύκελσλ ζρεκάησλ.   
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 Άξα: 2 2 2α = β +γ . Γηαηί; 

 
 
 
 
4. Τέηαξηε απόδεημε ηνπ Π. Θ. κε όκνηα ηξίγωλα  
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5.  Πνξίζκαηα Ππζαγνξείνπ ζεωξήκαηνο:  
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Πόξηζκα 1: Σν γηλόκελν ηεο ππνηείλνπζαο ελόο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ επί ην ύςνο πνπ 

αληηζηνηρεί ζε απηήλ, είλαη ίζν κε ην γηλόκελν ησλ δύν θαζέησλ πιεπξώλ ηνπ:  α π = β γ  

(Υπόδεημε: λα εθθξάζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο). 
 
Πόξηζκα 2: ΢ε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν ηνπ ύςνπο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 
ππνηείλνπζα είλαη ίζν κε ην γηλόκελν ησλ πξνβνιώλ ησλ θαζέησλ πιεπξώλ ζηελ ππνηείλνπζα: 

2

1 1π = β γ .  

 
Απόδεημε:  
 






2 2 2

2 2 2 2 21

1 12 2 2

1

Π. Θ.  ζην ηξηγ.  ΑΒΓ γ = π +γ
β +γ = 2π + β +γ

Π. Θ.  ζην ηξηγ.  ΑΓΓ =π + β

⇒

⇒ β
. 

 

Από ην Π. Θ. ΢ην ηξίγσλν ΑΒΓ έρνπκε: 
2 2 2α = β +γ  

Οπόηε έρνπκε:  
2 2 2 2

1 1α = 2π + β +γ . Όκσο: 1 1α = β +γ . Δπνκέλσο:  

  ...  
2 2 2 2

1 1 1 1β +γ = 2π + β +γ 2

1 1π = β γ . 

 









2

2

ΑΓΓ ΑΒΓ =

γ
ΑΒΓ ΑΒΓ = γ γ

1

1

1

1

β α
⇒ ⇒ β = αβ
β β

α
⇒ ⇒ = α
γ γ

  2 2 2

1 1 1 1β +γ = αβ +αγ = α β +γ = α α = α   

 

                                     Άξα: 
2 2 2α = β +γ  
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Πόξηζκα 3: ΢ε θάζε νξζνγώλην ηξίγσλν, ην ηεηξάγσλν κηαο θάζεηεο πιεπξάο ηνπ είλαη ίζν κε ην 
γηλόκελν ηεο ππνηείλνπζαο επί ηελ πξνβνιή απηήο ηεο θάζεηεο πξνο ηελ ππνηείλνπζα, δειαδή : 

2

1β = α β  θαη 2

1γ = α γ .  

 

Απόδεημε ηνπ 2

1β = α β :  

 

 


     


2 2 2

2 2 21

1 1 1 1 1 12

1 1

Π.Θ. ζην ηξηγ. ΑΓΓ =π + β
β = β γ + β β = β γ β

Σξηγ. ΑΒΓ π = β γ

⇒ β

⇒

2

1β =β α . 

6. Ππζαγόξεηεο ηξηάδεο: Αλ ηξεηο θπζηθνί αξηζκνί α, β, γ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε 
2 2 2α + β =γ , ηόηε ζρεκαηίδνπλ κηα «Ππζαγόξεηα ηξηάδα».  

 

Δύξεζε όιωλ ηωλ πξωηνγελώλ ππζαγόξεηωλ ηξηάδωλ (Δπθιείδεο): Αλ ηα κήθε ησλ 

πιεπξώλ ελόο ηξηγώλνπ είλαη 2 2θ + ι , 2 2θ - ι θαη 2θι, ηόηε λα απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν απηό 
είλαη νξζνγώλην. (θ,ι ζεηηθνί αθέξαηνη κε ηνλ έλαλ άξηην θαη ηνλ άιιν πεξηηηό θαη θ>ι).  
 

α) Να επαιεζεύζεηε όηη νη ηξηάδεο 8, 15, 17 θαη 5, 12, 13 είλαη ππζαγόξεηεο.  
 
 

 
 
 

 

β) Να ζρεκαηίζεηο ππζαγόξεηεο ηξηάδεο θαη λα επαιεζεύζεηο ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα γηα  
    ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο.  
 
 

i) θ=2, ι=1       ii) θ=5, ι=3      iii)  θ=8, ι=5     
 

γ) Γίλνληαη δύν αξηζκνί. Να πξνζδηνξίζεηο ηνλ ηξίην έηζη ώζηε λα ζρεκαηίζεηο  
   ππζαγόξεηεο ηξηάδεο.  
 

i) 119 θαη 120       ii) 240 θαη 289      iii)  65 θαη 97          iv)  13.500 θαη 12.709                 
 

δ) Να επαιεζεύζεηε όηη νη αθόινπζεο ηξηάδεο είλαη ππζαγόξεηεο: 
 

35 65 33 77 119 39 45 55 7 

12 72 56 36 120 80 28 48 24 

37 97 65 85 169 89 53 73 25 
 

Γλώξηδαλ νη Βαβπιώληνη ηηο Ππζαγόξεηεο ηξηάδεο; (ακθηζβεηνύκελν ζέκα) 
 

     Να επαιεζεύζεηε αλ νη ηξηάδεο ηνπ αθόινπζνπ πίλαθα είλαη ππζαγόξεηεο. 
 

Πιάθα Plimton 322 (δηνξζωκέλε) 
 

Α/Α θ ι β γ α 

1 12 5 120 119 169 

2 64 27 3456 3367 4825 

3 75 32 1800 4601 6649 

4 125 54 13500 12709 18541 

5 9 4 72 65 97 

6 20 9 360 319 481 
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7 54 25 2700 2291 3541 

8 32 15 960 799 1249 

9 25 12 600 481 769 

10 81 40 6480 4961 8161 

11 2 1 60 45 75 

12 48 25 2400 1679 2929 

13 15 8 240 161 289 

14 50 27 2700 1771 3229 

14 9 5 90 56 106 

 
 
 
 

7. Πνηθηιία θαηαζθεπώλ ηνπ 5 . Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο ηερληθέο 

θαηαζθεπήο ελόο επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο κήθνπο 5 . Μπνξείηε λα ηηο εμεγήζεηε θαη λα ηηο 

αηηηνινγήζεηε;  
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2 5
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5

1
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1 2
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Να θαηαζθεπάζεηε κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο έλα επζύγξακκν ηκήκα κήθνπο 8 . 

 
8. Ο ρξπζόο αξηζκόο (ρξπζή ηνκή). Θεσξνύκε ηεηξάγσλν πιεπξάο 1. Παίξλνπκε ην κέζν Δ 

ηνπ ΑΒ . Καηαζθεπάδνπκε θύθιν κε θέληξν ην ζεκείν Δ θαη αθηίλα ΔΓ ν νπνίνο ηέκλεη ηελ ΑΒ 
ζην Ε.  
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1

ZEΑ B

Γ Γ

 

α) Να ππνινγίζεηε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα ΔΒ, ΔΓ θαη ΑΕ. β) Αλ 
1+ 5

θ =
2

ή 

(θ=1,618033...) λα απνδείμεηε όηη: 
ΑΕ ΑΒ

= θ
ΑΒ ΒΕ

 (ρξπζή ηνκή). γ) Να ππνινγίζεηε ην 2θ .    

δ) Να επαιεζεύζεηε όηη:  2θ = θ+1 , 
1

= θ -1
θ

, 
1 θ

=
θ 1+ θ

, ε) Αλ από έλα νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν πνπ νη πιεπξέο ηνπ έρνπλ ιόγν θ (π.ρ. είλαη θ θαη 1), αθαηξέζνπκε έλα 
ηεηξάγσλν, ηόηε ην νξζνγώλην πνπ απνκέλεη είλαη όκνην ηνπ αξρηθνύ (νη δηαζηάζεηο ηνπ έρνπλ 
πάιη ιόγν θ). 
 
 
 
 
 
 

9. Ο ζαιίγθαξνο ηνπ Ππζαγόξα. (θαηαζθεπάζηκεο ξίδεο κε θαλόλα θαη δηαβήηε) 
 

1

1

1

O Z

E

H

P

Α

B
Γ

Γ

Θ

 
 

α) Να παξαηεξήζεηε πξνζεθηηθά ην παξαπάλσ ζρήκα θαη λα ππνινγίζεηε ηα κήθε ησλ 
     επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΓ θαη ΟΔ. Δίλαη ΟΘ=3; 
 

β) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ν ηύπνο:    
2 2

2λ +1 = λ +1  

 
γ) Αλ ζπλερίζνπκε ηελ θαηαζθεπή θηηάρλνληαο ζπλνιηθά 17 νξζνγώληα ηξίγσλα, ηόηε ην  

    ηειεπηαίν επζύγξακκν ηκήκα έρεη κήθνο 3 2 ; 

 
Αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα  
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1. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο δηαγώληνπ ελόο ηεηξαγώλνπ ηνπ νπνίνπ ε πιεπξά έρεη κήθνο: 

α) 2. β) 7. Όκνηα λα ππνινγίζεηε ην ύςνο ελόο ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ. 

2. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο δηαγώληνπ δ ελόο ηεηξαγώλνπ ηνπ νπνίνπ ε πιεπξά έρεη κήθνο 
α. Όκνηα λα ππνινγίζεηε ην ύςνο π ελόο ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ πιεπξάο α. 

α

α

α

α

α
υ

δ

 
      Αλ ε πιεπξά είλαη ια λα βξείηε ηε δ θαη ην π. Σα κήθε ησλ δ θαη π είλαη αλάινγα πξνο ην α; 
 
 
3. Να ππνινγίζεηε ην κήθνο ηεο δηαγώληνπ ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ ηνπ νπνίνπ ηα 

κήθε ησλ πιεπξώλ είλαη: α) 15 θαη 8, β) 2 θαη 5, γ) 15α θαη 8α, α>0 θαη δ) 2α  θαη 5α, α>0. 
 
 
 
 
 

4. Αλ α είλαη δεδνκέλν επζύγξακκν ηκήκα λα θαηαζθεπάζεηε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα α 2 , 

α 3  θαη α 5  

 
 

5. Να θαηαζθεπάζεηε ηεηξάγσλν ηνπ νπνίνπ ε δηαγώληνο είλαη ίζε κε έλα δεδνκέλν επζύγξακκν 
ηκήκα δ. 

 
 
6. Αλ ε πιεπξά ελόο ηεηξαγώλνπ είλαη δεδνκέλε θαη ίζε κε α λα θαηαζθεπάζεηε έλα άιιν 

ηεηξάγσλν κε δηπιάζην εκβαδόλ. 
 
 
 
7. Γύν ηεηξάγσλα πιεπξάο 1 έρνπλ θνηλή θνξπθή, θαη ε πιεπξά ηνπ 

ελόο βξίζθεηαη πάλσ ζηε δηαγώλην ηνπ άιινπ, όπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα. Να ππνινγίζεηε ην θνηλό εκβαδόλ ησλ δύν ηεηξαγώλσλ. 

                                                                                      (Απ. 2 -1 ) 

 
 
 
 

 
 

8. Σν εκβαδόλ ελόο ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ είλαη 36 3 . Να βξείηε ηελ πιεπξά θαη ηελ αθξηβή ηηκή 

ηνπ ύςνπο ηνπ ηξηγώλνπ. (Απ. 12,  π=6 3 ) 
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9. Οξζνγώλην ηξίγωλν εγγεγξακκέλν ζε θύθιν: ΢ην δηπιαλό 
ζρήκα ΑΒ είλαη ε δηάκεηξνο ηνπ θύθινπ. Αλ ΑΓ=16 θαη ΒΓ=12, 
λα βξείηε ηελ ΑΒ. 
 

 
 
 

 
 
 
 
10. α) ΢ην αθόινπζν ζρήκα λα ππνινγίζεηε ην ΒΓ.       

β) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη 

νξζνγώλην. γ) Αλ Ο είλαη ην κέζν ηεο ΑΓ λα 

απνδείμεηε όηη ΟΒ=ΟΓ.  

 
 
 
 
 

 
 
 
 

11. Οη δύν ηύπνη ηνπ εκβαδνύ νξζνγωλίνπ ηξηγώλνπ: Γίλεηαη 
νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε θάζεηεο ΑΒ=60 θαη ΑΓ=80. Να 
ππνινγίζεηε: α) ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ, β) Σν εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ, 
γ) ην ύςνο ΑΓ θαη δ) ηα ηκήκαηα ζηα νπνία ηνπ ύςνο ΑΓ ρσξίδεη 
ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ.  

(Απ. α) ΒΓ=100, β) Δ= 2400 , γ) ΑΓ=48, δ) ΒΓ=64, ΓΓ=36) 

 
 
 
 
 
12. Οη δύν ηύπνη ηνπ εκβαδνύ ξόκβνπ: Οη δηαγώληνη ελόο ξόκβνπ είλαη 

48 θαη 36. Να ππνινγίζεηε: α) ηελ πιεπξά ΑΓ, β) Σν εκβαδόλ ηνπ 
ξόκβνπ θαη γ) ην ύςνο ΖΕ. 

 
(Απ. α) ΑΓ=30, β) Δ= 864 , γ) ΖΕ=28,8) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
13. Τν ηζνζθειέο ηξαπέδην: ΢ε έλα ηζνζθειέο ηξαπέδην ΑΒΓΓ είλαη ΑΒ=14, ΒΓ=ΑΓ=30 θαη 

ΓΓ=50. Να ππνινγίζεηε ην ύςνο ΑΖ, ηε δηαγώλην ΒΓ θαη λα απνδείμεηε όηη ΑΓ ΑΓ .  

A B

Γ

K

63

65

56
33

Α

Β

Γ

Γ
O

Α

Β

Γ

Γ

Α

ΒΓ

Γ

H

Z

O

24

18
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A B

ΓΓ H

14

18

30
30

Z18  
 

(Απ. ΑΖ=24, ΒΓ=40 θαη ηζρύεη ΓΓ
2  

=ΑΓ
2 
+ΑΓ

2
) 

 

14. Αλνηρηό πξόβιεκα: Έλα ηξαπέδην ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην κε 0Α = Γ = 90ˆ ˆ κε ΑΓ=12 θαη 

ΒΓ=15. Δπίζεο ηζρύεη ΒΓ ΒΓ . Να ππνινγίζεηε ην ύςνο ΒΖ, ηε δηαγώλην ΒΓ θαη ην εκβαδόλ 
ηνπ ηξαπεδίνπ.  

 
Α B

Γ ΓH

12 15
π

x
ζ

θ

x

 
(Απ. ΒΖ=12, ΒΓ=20, Δ=246) 

 
 
15. Τν ηξαπέδην: ΢ε έλα ηξαπέδην ΑΒΓΓ είλαη ΑΒ=39, ΒΓ=12, ΑΓ=5 θαη ΓΓ=52. Να ππνινγίζεηε 

ην εκβαδόλ ηνπ ηξαπεδίνπ.    
(Υπνδ. Να θέξεηε ΑΔ//BΓ) 

A B

Γ Γ52

39
125

E  
 

 
 

 
 

16. Αλνηρηό πξόβιεκα: Γίλεηαη ζεκείν Ρ ζην εζσηεξηθό 

νξζνγσλίνπ ΑΒΓΓ, έηζη ώζηε ΡΑ=3, ΡΓ=4 θαη ΡΓ=5. Να 

ππνινγίζεηε ην κήθνο ηνπ  

 
 
 
 
 
17. Αλνηρηό πξόβιεκα: Αλ ην δηπιαλό ηεηξάπιεπξν έρεη δύν νξζέο 

γσλίεο θαη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ίζεο, ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ 
ηνπ. (α<β<γ, δ=4 ) (Απ. 8 ) 

 
 
 
 

ΓΓ

ΒΑ

5

3

4

Ρ

α

β

βδ

γ
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Απνδείμεηο κε ρξήζε ηεο αληίζηξνθεο ηδηόηεηαο ηεο κεζνθαζέηνπ    
   

1. Αλ δύν ηζνζθειή ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΓΒΓ έρνπλ ηελ ίδηα βάζε ΒΓ, λΝα απνδείμεηε: α) ε επζεία 
ΓΓ πνπ ζπλδέεη ηηο θνξπθέο ηνπο είλαη κεζνθάζεηνο ζηε βάζε ΒΓ. β) ην ηπρνλ ζεκείν ηεο 
επζείαο ΓΓ  ηζαπέρεη από Β θαη Γ. 
 

2. Από δύν ζεκεία ηεο κεζνθαζέηνπ ελόο επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ θέξλνπκε ηηο απνζηάζεηο 
ΓΑ, ΓΒ θαη ΓΑ, ΓΒ. Να απνδείμεηε όηη γσλία ΓΑΓ= γσλία ΓΒΓ. 

 
3. Γίλεηαη ρνξδή ΑΒ θύθινπ θέληξνπ Ο. Αλ Μ είλαη ην κέζν ηνπ ηόμνπ ΑΒ, λα απνδείμεηε όηη ε 

επζεία ΟΜ είλαη κεζνθάζεηε ηνπ ΑΒ. 
 

4. Να απνδείμεηε όηη ε δηάθεληξνο δύν άληζσλ ηεκλόκελσλ θύθισλ είλαη κεζνθάζεηνο ζηελ θνηλή 
ρνξδή. Πόηε ε θνηλή ρνξδή είλαη κεζνθάζεηνο ζηελ δηάθεληξν; 

 

5. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) κε ˆ 0Α = 20 . Από ηηο θνξπθέο Β θαη Γ θέξλνπκε 

εζσηεξηθέο εκηεπζείεο έηζη ώζηε ˆ 0ΓΒΓ = 50 θαη ˆ 0EΓΒ = 40 . Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ˆΔΓΒ = ζ .  

(Απ. 0ζ = 30 )  

 
A

B
50

0

40
0

ζΔ

Γ

Γ

20
0

 
 

6. ΢ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ θαη ην ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΚΑΓ.  Να 
απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Κ, Γ, Β είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 
Γ

A

B

Γ

K  
 

 

Πξνβιήκαηα πξωηνβάζκηωλ εμηζώζεωλ (Αξηζκεηηθή)  

 

Α. Τερλεηά πξνβιήκαηα αξηζκώλ  

 

1. Ζ Τπαηία έρεη εληππσζηάζεη ηηο θίιεο ηεο κε ην εμήο «καγηθό» καζεκαηηθό παηγλίδη: 
 

 ΢θέςνπ έλαλ αξηζκό. 
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 Γηπιαζίαζέ ηνλ. 

 Πξόζζεζε 15. 

 Γηπιαζίαζε ην απνηέιεζκα. 

 Αθαίξεζε 10. 

 Γηαίξεζε ην απνηέιεζκα κε 4. 

 Αθαίξεζε ηνλ αξηζκό πνπ ζθέθηεθεο. 

 Βξήθεο 5.  
 

          Μπνξείηε λα εμεγήζεηε πσο ε Τπαηία μέξεη ην απνηέιεζκα; 

(Υπνδ.  
 2x +15 × 2 -10

- x = 5
4

,  απ.  0x=0, αόξηζηε)  

 

 

 

 

2. Να βξείηε ηξεηο δηαδνρηθνύο θαζηθνύο αξηζκνύο κε άζξνηζκα 87. 

(Απ.  28, 29, 30 )  

 

3. Να βξεζεί ν αξηζκόο πνπ πξέπεη λα πξνζζέζνπκε θαη ζηνπο δύν όξνπο ηνπ θιάζκαηνο 
6

13
 

ώζηε ην λέν θιάζκα λα ηζνύηαη κε 
3

5
. 

(Απ. 4,5 )  

 

4. Τπάξρεη θπζηθόο αξηζκόο πνπ αλ πξνζηεζεί θαη ζηνπο δύν όξνπο ηνπ θιάζκαηνο 
1789

1994
 ην 

λέν θιάζκα ηζνύηαη κε 2; 

(Απ. x=-2199 ,  αδύλαην)  

5. ΢θέθηνκαη έλαλ αξηζκό. Αλ αθαηξέζνπκε ην 
1

5
 από ην 

1

4
 ηνπ αξηζκνύ βξίζθνπκε ην 

1

20
 ηνπ 

αξηζκνύ. Να βξείηε ηνλ αξηζκό.   

(Απ. αόξηζην)  

 

6. Γύν αθέξαηνη ζεηηθνί αξηζκνί έρνπλ άζξνηζκα 188. Αλ δηαηξέζνπκε ην κεγαιύηεξν δηα ηνπ 

κηθξόηεξνπ βξίζθνπκε πειίθν 3 θαη ππόινηπν 8. Πνηνη είλαη νη αξηζκνί; 

(Απ. 143, 45 )  

 

 

7. Να βξεζεί έλαο δηςήθηνο αξηζκόο ηνπ νπνίνπ ην ςεθίν ησλ κνλάδσλ είλαη δηπιάζην από ην 

ςεθίν ησλ δεθάδσλ θαη όηαλ ελαιιάμνπκε ηε ζέζε ησλ ςεθίσλ ηνπ πξνθύπηεη αξηζκόο 

κεγαιύηεξνο θαηά 36.  

(Απ. 48 )  
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Β. Πξνβιήκαηα ειηθηώλ  

 

8. Παηέξαο θαη γηνο έρνπλ αληίζηνηρα ειηθίεο 41 θαη 18 έηε. Μεηά από πόζα ρξόληα ε ειηθία ηνπ 

παηέξα ζα είλαη δηπιάζηα από ηελ ειηθία ηνπ γηνπ ηνπ;  

(Απ. 5 )  

 

9. Μεηέξα θαη θόξε έρνπλ αληίζηνηρα ειηθίεο 40 θαη 8 έηε. Μεηά από πόζα ρξόληα ε ειηθία ηεο 

θόξεο ζα είλαη ηα 
4

5
 ηεο ειηθίαο ηεο κεηέξαο;  

(Απ. αδύλαην )  

 

10. Έλαο παηέξαο 42 εηώλ έρεη δύν παηδηά ειηθίαο 13 θαη 11 εηώλ αληίζηνηρα. Μεηά από πόζα 

ρξόληα ν ιόγνο ηεο ειηθίαο ηνπ παηέξα πξνο ην άζξνηζκα ησλ ειηθηώλ ησλ δύν παηδηώλ ηνπ ζα 

είλαη ίζνο κε 
5

4
;  

(Υπνδ. 42 + x 5
=

24 + 2x 4
, απ. x=8 )  

 

11. Έλαο άλζξσπνο ειηθίαο 42 εηώλ έρεη δύν αλίςηα ειηθίαο 2 θαη 4 εηώλ. Να βξείηε κεηά από 

πόζα ρξόληα ην άζξνηζκα ησλ ειηθηώλ ησλ παηδηώλ είλαη ίζν κε ηελ ειηθία ηνπ ζείνπ; 

(Απ. 36 )  

 

Γ. Πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα αξηζκώλ  

 

12. ΢ε 11 ζξαλία κηαο ηάμεο θάζνληαη 27 παηδηά. Σα αγόξηα θάζνληαη αλά 3 ζε θάζε ζξαλίν θαη ηα 

θνξίηζηα αλά 2. Αλ θαιύπηνληαη όιεο νη ζέζεηο ησλ ζξαλίσλ, πόζα είλαη ηα αγόξηα θαη πόζα ηα 

θνξίηζηα; 

(Υπνδ. 
x 27 - x

+ = 11
3 2

, απ. 15 αγόξηα θαη 12 θνξίηζηα )   

13. ΢ε έλα αγξόθηεκα ππάξρνπλ θόηεο θαη θνπλέιηα πνπ έρνπλ όια καδί 42 θεθάιηα θαη 120 

πόδηα. Να βξείηε πόζεο είλαη νη θόηεο θαη πόζα ηα θνπλέιηα; 

(Απ. 18 θνπλέιηα θαη 24 θόηεο )  

 

14. ΢ε έλαλ αγώλα κπάζθεη έλαο παίθηεο ζηηο 24 εύζηνρεο βνιέο έβαιε 61 πόληνπο από δίπνληα 

θαη ηξίπνληα. Πόζα ήηαλ ηα δίπνληα θαη πόζα ηα ηξίπνληα θαιάζηα; 

(Απ. 11 δίπνληα θαη 13 ηξίπνληα )   

 

 

15. Έλα πξόβιεκα ηνπ Euler: Έλαο παηέξαο άθεζε ζηνπο ηξεηο γηνύο ηνπ 1600 ιίξεο. 

΢ύκθσλα κε ηε δηαζήθε ν πξσηόηνθνο πήξε 200 ιίξεο πεξηζζόηεξεο από ην δεύηεξν θαη ν 

δεύηεξνο 100 ιίξεο πεξηζζόηεξεο από ηνλ ηξίην. Πνην ήηαλ ην πνζό πνπ πήξε ν θαζέλαο; 

(Απ. Α=700, Β=500, Γ=400 )  
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16. Σξία άηνκα Α, Β θαη Γ κνηξάζηεθαλ έλα ρξεκαηηθό πνζό. Ο Α θαη ν Β παίξλνπλ καδί 5.000 €, 

ν Β θαη Γ παίξλνπλ 10.000 € θαη ν Α θαη ν Γ παίξλνπλ 9.000 €. Πνην ρξεκαηηθό πνζό 

κνηξάζηεθαλ θαη πόζα ρξήκαηα πήξε ν θαζέλαο; 

(Απ. 12.000  θαη Α=2.000, Β=3.000, Γ=7.000 )  

 

17. Να κνηξάζεηε 180 € κεηαμύ ηξηώλ αδεξθώλ, έηζη ώζηε ν πξώηνο λα πάξεη 20 € πεξηζζόηεξα 

από δεύηεξν θαη ν δεύηεξνο 20 € πεξηζζόηεξα από ηνλ ηξίην.  

(Απ. 80, 60,  40 )  

 

18. Έλα δεπγάξη αζιεηηθά παπνύηζηα θνζηίδεη x € θαη κηα κπάια πνδνζθαίξνπ θνζηίδεη 3 € 

ιηγόηεξν. Έλα δεπγάξη αζιεηηθά παπνύηζηα θαη δύν κπάιεο πνδνζθαίξνπ θνζηίδνπλ 144 €. Πόζν 

θνζηίδνπλ ηα αζιεηηθά παπνύηζηα; 

(Απ. 50€ ) 

 

19. Ο ηακίαο κηαο ζρνιηθήο ηάμεο δηέζεζε γηα κηα ζεαηξηθή παξάζηαζε 33 εηζηηήξηα ησλ 2 €, 3 € 

θαη 5 € θαη εηζέπξαμε 177 €. Αλ ηα εηζηηήξηα ησλ δύν επξώ είλαη δηπιάζηα από ηα εηζηηήξηα ησλ 

ηξηώλ επξώ, λα βξείηε πόζα εηζηηήξηα από θάζε είδνο δηαηέζεθαλ; 

 (Υπνδ.    3x +2 2x +5 33 - 3x =117 ,  απ.  6. 12 θαη 15 αληίζηνηρα)  

 

20. Σα κηζά κνπζηθά CD ηνπ Γεκήηξε θαη κηζό αθόκα έρνπλ κνπζηθή ξνθ. Σα κηζά από ηα 

ππόινηπα θαη κηζόο δίζθνο έρνπλ πνπ κνπζηθή θαη ηα ππόινηπα 3 CD έληερλε ιατθή κνπζηθή. 

Πόζα κνπζηθά CD έρεη ν Γεκήηξεο; 

(Υπνδ. 
x +1 1 x -1 1

+ + + 3 = x
2 2 2 2

,    απ.  15 CD)  

21. Σξία παηδηά κνηξάζηεθαλ 122  κπίιηεο. Ο Α πήξε ηα 
4

5
 από ηηο κπίιηεο πνπ πήξε ν Β ηα νπνία 

είλαη ηα 
4

5
 όζσλ πήξε ν Γ. Πόζεο κπίιηεο πήξε ν θαζέλαο; 

(Απ. 32, 40,  50 )  

 

22. Έλα πνζό ρξεκάησλ κνηξάδεηαη κεηαμύ ηεζζάξσλ αδεξθώλ κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν: Ο Α 

πήξε ην 
1

5
 ηνπ πνζνύ, ν Β ηα 

4

9
 ηνπ ππνινίπνπ, ν Γ ηα 

2

5
 ηνπ λένπ ππνινίπνπ θαη ν Γ  πήξε 

720 € . Πνην πνζό κνηξάζηεθαλ θαη πνην ήηαλ ην κεξίδην ηνπ θαζελόο; 

(Απ. 2700, Α=540, Β=960, Γ=480, Γ=720 )  

 

 

 

 

23. Έλα άιιν πξόβιεκα ηνπ  Euler: Έλαο παηέξαο πέζαλε θαη νη ηέζζεξηο γηνη ηνπ ζύκθσλα κε 

ηελ επηζπκία ηνπ κνηξάζηεθαλ ηα αγαζά ηνπ κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν:  

 Ο Α  πήξε 3000 ιίβξεο ιηγόηεξεο  από ην κηζό ηεο πεξηνπζίαο. 
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 Ο Β πήξε 1000 ιίβξεο ιηγόηεξεο  από ην έλα ηξίην ηεο πεξηνπζίαο. 

 Ο Γ πήξε αθξηβώο ην έλα ηέηαξην ηεο πεξηνπζίαο. 

 Ο Γ πήξε 600 ιίβξεο πεξηζζόηεξεο από ην έλα πέκπην ηεο πεξηνπζίαο.  
 

Πνηα ήηαλ ε πεξηνπζία ηνπ παηέξα θαη πνην ήηαλ ην πνζό πνπ πήξε ν θαζέλαο; 

(Υπνδ. 
x x x x

- 3000 + -1000 + + +600 = x
2 3 4 5

,  απ. 12000, Α=Β=Γ=Γ=3000  )  

 

Πξνβιήκαηα εμηζώζεωλ πξώηνπ βαζκνύ (Γεωκεηξία) 

 

24. Σν εκβαδόλ ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ είλαη 72 cm2. Αλ έλα ηεηξάγσλν πνπ έρεη 

ην κηζό εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ έρεη πιεπξά ίζε κε ηα 
3

8
 ηεο βάζεο ηνπ νξζνγσλίνπ λα 

βξείηε ηελ πεξίκεηξν ηνπ νξζνγσλίνπ. 
(Απ. 41 )  

 
 

25. Σν εκβαδόλ ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη 1980 cm2. Δπίζεο δίλεηαη ΑΒ=88 cm. Αλ ην ύςνο πνπ 

άγεηαη από ηελ θνξπθή Γ δηαηξεί ηελ ΑΒ ζε δύν ηκήκαηα πνπ έρνπλ ιόγν 
15

7
 λα βξείηε ηηο ΑΒ 

θαη ΒΓ. 
(Απ. ΑΓ=75 θαη ΒΓ=53)  

 
 
26. Ζ δηαγώληνο ελόο νξζνγσλίνπ είλαη θαηά δύν κνλάδεο κεγαιύηεξε από ην κήθνο ηνπ, ελώ ην 

πιάηνο ηνπ είλαη θαηά δύν κνλάδεο κηθξόηεξν από ην κήθνο ηνπ. Να βξεζεί ην εκβαδόλ ηνπ 
νξζνγσλίνπ απηνύ; 

(Απ. Δ=48 η. κ.) 

 
 

27. Να βξείηε ην x ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξαπεδίνπ ΑΒΔΓ λα είλαη δηπιάζην ηνπ εκβαδνύ ηνπ 
ηξηγώλνπ ΒΓΔ. 

(Απ. x=3) 

 

A B

ΓΓ Δ

9

7

x  
  
 
 
 
 

28. Γίλνληαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΒΓ=6 cm. 
          α) Nα εθθξάζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ σο ζπλάξηεζε ηνπ x. 
          β) Nα ππνινγίζεηε ην κήθνο x έηζη ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ ΑΒΓ λα είλαη 12 cm2. 

(Απ. x=4) 
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6

xA

B

ΓΓ  
 

29. Σν πιάηνο ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ είλαη x cm. To κήθνο ηνπ είλαη 4 cm 
κεγαιύηεξν από ην πιάηνο ηνπ. Ζ πεξίκεηξόο ηνπ είλαη 48 cm. Πόζν είλαη ην πιάηνο ηνπ; 

 

30. Ζ κία πιεπξά ελόο ηξηγώλνπ είλαη ην 
1

3
 ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ, ε άιιε είλαη ηα 

4

9
 ηεο πεξηκέηξνπ 

ηνπ θαη ε ηξίηε 10 m. Να βξεζεί ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ.  
(Απ. 9 m, 8 m θαη 10 m) 

 
31. Έλα ηεηξάγσλν ειαηηώζεθε ζε κέγεζνο, πεξηζζόηεξν ζηε κηα δηάζηαζε από ηελ άιιε θαη 

έδσζε έλα νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ ην κήθνο είλαη ηα 
5

8
 ηεο πιεπξάο ηνπ 

ηεηξαγώλνπ θαη ην πιάηνο ηα 
3

5
 ηεο πιεπξάο ηνπ ηεηξαγώλνπ. Ζ πεξίκεηξνο ηνπ νξζνγσλίνπ 

είλαη 245 m . Να βξείηε ην κήθνο ηεο πιεπξάο ηνπ ηεηξαγώλνπ. 
(Απ. 10 m) 

 
32. Να ππνινγίζεηε ηηο δηαζηάζεηο ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ πνπ έρεη πεξίκεηξν 96m 

θαη ε κηα δηάζηαζή ηνπ είλαη ίζε κε ηα 
5

11
ηεο άιιεο. 

(Απ. 33 m, 15 m) 

 
33. Έλα νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ ην κήθνο είλαη δηπιάζην από ην πιάηνο έρεη 

εκβαδόλ 162 m2. Πνηεο είλαη νη δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ; 
(Απ. 9 m, 18 m) 

 
34. Αλ Δ2 είλαη ην εκβαδόλ ηνπ γξακκνζθηαζκέλνπ ηκήκαηνο θαη Δ1 ην ππόινηπν λα εθθξάζεηε ηα 

Δ1 θαη Δ2 ζπλαξηήζεη ηνπ x. Δπηπιένλ αλ 2 1

5
E = Δ

7
 λα βξείηε ην x. 

(Απ. x=4) 

 

18

x

24

6

Δ1

Δ2
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35. Να βξεζεί ε γσλία ηεο νπνίαο ε δηαθνξά ησλ 
2

3
 ηεο ζπκπιεξσκαηηθήο ηεο από ηα  

4

5
 ηεο 

παξαπιεξσκαηηθήο ηεο είλαη 080 . 

(Υπνδ.      0 0 04 2
180 - x - 90 - x = 80

5 3
,   απ.  x= 030 )  

 

36. ΢ε έλα νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  ˆ 0Α = 90 ε δηαθνξά ησλ γσληώλ Β̂ θαη Γ̂  είλαη 012 . Πόζεο 

κνίξεο είλαη ην κέηξν θάζε γσλίαο; 
(Απ. 039 , 051 ) 

 
37. Να ππνινγηζηνύλ νη δηαζηάζεηο ελόο νξζνγσλίνπ αλ γλσξίδνπκε όηη ε κία είλαη κεγαιύηεξε 

ηεο άιιεο θαηά 16 cm θαη ε πεξίκεηξόο ηνπ είλαη 136  cm. 
 

38. ΢ε έλα ηξίγσλν ΑΒΓ, ε θάζεηε από ην Α πξνο ηε ΒΓ ηέκλεη ηε ΒΓ ζην Γ θαη ε γσλία ˆΓΑΓ  είλαη 

δηπιάζηα από ηε γσλία ˆΒΑΓ= x .  
 

A

B ΓΓ

2xx

 

  α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ˆΑΒΓ θαη ˆΑΓΒ  ζπλαξηήζεη ηνπ x.  
  β) Να ππνινγίζεηε ην x ώζηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ λα είλαη νξζνγώλην. (Απ. x=30) 
  γ) Να ππνινγίζεηε ην x ώζηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ λα είλαη ηζνζθειέο. ΢ηελ πεξίπησζε  
    απηή λα ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ. (Απ. x=22,5,  x=18) 
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Αλνηρηά πξνβιήκαηα 
 

1. Μπξνζηά ζε έλα πνηηζηήξη, πνπ είλαη γεκάην θαη πεξηέρεη αθξηβώο 11 ιίηξα λεξό, ππάξρνπλ 

επηά άδεηα δνρεία: ηνπ 1 ιίηξνπ, ησλ 2 ιίηξσλ, ησλ 3 ιίηξσλ, ησλ 4 ιίηξσλ, ησλ 5 ιίηξσλ, ησλ 

6 ιίηξσλ θαη ησλ 7 ιίηξσλ.  

Ο Λεπηέξεο πξέπεη λα δηαιέμεη κεξηθά δνρεία ζηα νπνία ζα κεηαγγίζεη όιν ην λεξό ηνπ 
πνηηζηεξηνύ ηνπ. Σα δνρεία πνπ ζα δηαιέμεη πξέπεη λα ηα γεκίζεη εμνινθιήξνπ, αιιά δελ 
πξέπεη λα μερεηιίδνπλ! 
 
Πόζα δνρεία κπνξεί λα δηαιέμεη ν Λεπηέξεο;  
 
Γηα παξάδεηγκα, αλ ν Λεπηέξεο δηαιέμεη ηα δνρεία ησλ 3, 4 θαη 6 ιίηξσλ, δελ ζα ππάξρεη 
αξθεηό λεξό γηα λα ηα γεκίζεη όια. Αλ δηαιέμεη ηα δνρεία ησλ 6 θαη 2 ιίηξσλ, δελ ζα 
θαηαθέξεη λα αδεηάζεη εμνινθιήξνπ ην πνηηζηήξη ηνπ. Αλ δηαιέμεη ηα δνρεία ησλ 2, 3 θαη 6 
ιίηξσλ, ηόηε ζα κπνξέζεη λα αδεηάζεη ην πνηηζηήξη θαη λα γεκίζεη εμνινθιήξνπ ηα δνρεία ηνπ. 
 
Ωζηόζν ππάξρνπλ θαη άιινη ηξόπνη. Να βξείηε όινπο ηνπο ηξόπνπο θαη λα  εμεγήζεηε πώο 
ηνπο βξήθαηε.  

 
 
 
2. Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα ςεθία 1, 2, 3, 4, 5, θαη 6 κόλν κηα θνξά ην θαζέλα κπνξνύκε λα 

γξάςνπκε δύν ηξηςήθηνπο αξηζκνύο κε πνιινύο ηξόπνπο. Γηα παξάδεηγκα κπνξνύκε λα 

δηαιέμνπκε ηνπο αξηζκνύο 123 θαη 456 ή αθόκα 531 θαη 264.  

α) Γηαιέμηε ηνπο δύν αξηζκνύο θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε ην άζξνηζκά ηνπο λα είλαη ην 
κηθξόηεξν δπλαηό. Πνηό είλαη απηό ην άζξνηζκα;  

 

β) Γηαιέμηε ηνπο δύν αξηζκνύο θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε ε δηαθνξά ηνπο λα είλαη ε κηθξόηεξε 
δπλαηή. Πνηα είλαη απηή ε δηαθνξά;  

 
 
 
 
3. Ζ Μειίλα γηνξηάδεη ηα γελέζιηά ηεο θαη ζέιεη λα θαηαζθεπάζεη ράξηηλεο πξνζθιήζεηο πνπ ζα 

κνηξάζεη ζηνπο θαιεζκέλνπο ηεο. Κάζε θάξηα έρεη ζρήκα νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ κε 

δηαζηάζεηο 15 εθ. κήθνο θαη 10 εθ. πιάηνο. Τπνζέηνπκε όηη δηαζέηεη έλα κεγάιν ραξηόλη 

ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ δηαζηάζεσλ 45 εθ κήθνο θαη 35 εθ. πιάηνο.  

Πόζεο πξνζθιήζεηο ζα κπνξέζεη λα θαηαζθεπάζεη απ’ απηό ην ραξηόλη; Μπνξείηε  λα ηηο  

ραξάμεηε  πάλσ  ζε ραξηόλη; Πξνζνρή δελ επηηξέπεηαη λα ελώζεηε δύν θνκκάηηα γηα λα 

θηηάμεηε κηα πξόζθιεζε. 

 

 

4. Ρώηεζαλ έλαλ βνζθό γηα ηνλ αξηζκό ησλ πξνβάησλ ηνπ θνπαδηνύ ηνπ θαη ν βνζθόο 
απάληεζε: «Έρσ πεξηζζόηεξα από 700 θαη ιηγόηεξα από 800 πξόβαηα θαη αλ ηα κεηξήζσ 
αλά 8, αλά 12 θαη αλά 15 κέλεη ππόινηπν 7». Πόζα πξόβαηα έρεη ν βνζθόο; 
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Σπαδνθεθαιηέο θαη γξίθνη 

 
 

1. Σνπνζεηήζηε ελλέα ζπίξηα έηζη ώζηε λα ζρεκαηίδνπλ ηέζζεξα ηζόπιεπξα ηξίγσλα, όπσο 

δείρλεη ην ζρήκα. Βξείηε ηώξα έλαλ ηξόπν λα ζρεκαηίζεηε ηέζζεξα ηξίγσλα ίδηνπ ζρήκαηνο 

θαη ίζνπ κεγέζνπο κε απηό πνπ έρεηε, ρξεζηκνπνηώληαο κόλν έμη ζπίξηα.   

 
 
 

2. Υαξάμηε ηέζζεξηο επζείεο γξακκέο πνπ λα πεξλνύλ θαη από ηα ελλέα ζεκεία, ρσξίο λα 

ζεθώζεηε ην κνιύβη ζαο από ην ραξηί.  

 

 
 
 
 

3. Τπάξρνπλ 2 θόθθηλα θαη 3 καύξα θαπέια. Τπάξρνπλ επίζεο ηξεηο θίινη από ηνπο νπνίνπο ν 

έλαο είλαη ηπθιόο. Αθνύ θιείζνπκε ηα κάηηα ζε απηνύο πνπ βιέπνπλ θνξάκε από έλα θαπέιν 

θαη ζηνπο ηξεηο. Σα ππόινηπα θαπέια ηα θξύβνπκε θαη απειεπζεξώλνπκε ηελ όξαζε ησλ δύν. 

΢ηε ζπλέρεηα ξσηνύκε ηνλ πξώην ηη ρξώκα θαπέιν θνξάεη θαη απαληά «δελ μέξσ». Ρσηάκε 

ην δεύηεξν θαη κεηά από ζθέςε ιέεη θη απηόο «δελ μέξσ». Ρσηάκε ηόηε θαη ηνλ ηπθιό, θαη κεηά 

από ιίγν εθείλνο απαληάεη κε βεβαηόηεηα «θνξάσ καύξν θαπέιν». Καη είρε δίθην. Πώο άξαγε 

ην βξήθε;  

 


