ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ
Α)  Ξεκινώ από το πρώτο μέλος για να φτάσω στο άλλο (ευθεία απόδειξη)

Συνήθως ξεκινώ από αυτό που μπορώ να κάνω περισσότερες πράξεις.

π.χ. Να αποδείξετε ότι (α+β+γ)2 =α2 +β2+γ2 +2αβ+2αγ+2βγ

       ΛΥΣΗ: 
π.χ. Να αποδείξετε ότι 2χ2 +2ψ2 =(χ+ψ)2  -(χ-ψ)2

       ΛΥΣΗ:
Β)  Κάνουμε πράξεις και στα δύο μέλη συγχρόνως  και με ισοδυναμίες καταλήγουμε σε κάτι 
     που ισχύει  (ή  παίρνουμε ξεχωριστά το ένα μέλος , ξεχωριστά το άλλο και φτάνουμε στο 
    ίδιο αποτέλεσμα).

π.χ. Να αποδείξετε ότι (χ-1)3 + (2χ)2 =χ(χ+1)2 –(χ-1)2 
             ΛΥΣΗ:
Γ) Αν έχω συνθήκη (δεδομένο) 

     α)ξεκινώ από τη συνθήκη  (δεδομένο)  και με διαδοχικές πράξεις φτάνω στο ζητούμενο       

        (ευθεία απόδειξη)  

     β) Λύνουμε τη συνθήκη ως προς μία μεταβλητή και την αντικαθιστούμε στο ένα ή και στα   

         δύο μέλη της  ισότητας που θέλουμε να αποδείξουμε)

    γ) ξεκινώ από το ένα μέλος της σχέσης που θέλω να αποδείξω και χρησιμοποιώ στην 
         πορεία τη  συνθήκη(δεδομένο) 

   π.χ. Αν 
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 να αποδείξετε ότι β2 =αγ 
          ΛΥΣΗ:
    π.χ. Αν α-β =3 να αποδείξετε ότι 3α-β2 -3β +2αβ =α2 

           ΛΥΣΗ:
    π.χ. Αν β2 =αγ να αποδείξετε ότι (α+β+γ)(α-β+γ) =α2 + β2 +γ2 

          ΛΥΣΗ:
 Δ) ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΝΤΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΟΣ
     Τη μέθοδο αυτή  τη χρησιμοποιώ όταν θέλω να αποδείξω ότι ένας ισχυρισμός δεν είναι 
     πάντα αληθής. Σε αυτή την περίπτωση βρίσκουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα για το 
     οποίο ο ισχυρισμός δεν  αληθεύει.

     π.χ. Να αποδείξετε ότι ο ισχυρισμός α3>α2  δεν είναι αληθής  για κάθε α>0. 

     π.χ. Να αποδείξετε ότι ο ισχυρισμός ''αν α2 =β2 τότε α=β'' δεν είναι αληθής για κάθε α,β (R 

      ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : 
     Γενικά δεν ισχύει για κάθε α,β ο ισχυρισμός '' αν α2ν =β2ν τότε α=β'' (ο  εκθέτης άρτιος)

    Ισχύει όμως πάντοτε ο ισχυρισμός ''αν α2ν+1 =β2ν+1  τότε α=β '' (ο εκθέτης περιττός) 

 Ε) ΑΠΑΓΩΓΗ ΣΕ ΑΤΟΠΟ

      Στην μέθοδο της ''εις άτοπο απαγωγής'' υποθέτουμε (προς στιγμήν)  ότι αυτό που θέλουμε 
      να απόδείξουμε  δεν ισχύει και με σκέψεις και πράξεις καταλήγουμε σε άτοπο. 
      Οπότε ο ισχυρισμός ισχύει. 

    π.χ. Αν Α, Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω  με Ρ(Α) =1/2 και Ρ(Β) = 2/3 
           να αποδείξετε  ότι τα Α,Β δεν είναι ασυμβίβαστα. 

    π.χ. Αν ο αριθμός α2 +2α είναι άρτιος να αποδείξετε ότι και ο α είναι άρτιος. 

   π.χ. Αν  ο α είναι άρρητος και ο β ρητός να αποδείξετε ότι ο α+β είναι άρρητός .
          ΛΥΣΗ: Έστω ότι ο α+β είναι ο ρητός χ. Τότε έχουμε διαδοχικά : α+β=χ( α=χ-β  που 
                       θα είναι ρητός  ως διαφορά δύο ρητών αριθμών (γνωρίζουμε ότι η διαφορά δύο   

                       ρητών είναι ρητός). Άτοπο. 

                      Το άτοπο προήλθε από την παραδοχή ότι ο α+β ήταν ρητός. 

                      Άρα ο α+β δεν είναι ρητός!!!

        ΓΛΩΣΣΑΡΙ 

   Οι άρτιοι αριθμοί συμβολίζονται με 2κ όπου ο κ ακέραιος (αφού όλοι είναι πολλαπλάσια του 2) 

   Οι περιττοί αριθμοί συμβολίζονται με 2κ+1  όπου ο κ ακέραιος 

   Δύο διαδοχικοί ακέραιοι συμβολίζονται  ν , ν+1.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να αποδείξετε ότι 

α) (3χ+1)2 – (9χ2 +1) =6χ

β) χ3 +2 =(χ+3)3 -6 (χ+1)2 

γ) (α-β) (α+β) (α2 –β2 ) =α4 –β4 

δ) χ2 + (2χ+5)2 = (χ+4)2 + (2χ+3)2 

ε) (χ2 +χ-1)2 +3χ2 = (χ2 +1)2 -2χ(1-χ)(χ+1) 

        στ) (α2 –α+1)2 +3α2 =(α2 +1)2  -2α(1-α)(α+1)
         ζ) (α-3β)2 –(β-3α)2 =8(β-α)(β+α)

       ΥΠΟ ΣΥΝΘΗΚΗ

2) Αν (α+β)2 –(α-β)2 =4 να αποδείξετε ότι αβ=1
3) Αν α2 +β2 =2 να αποδείξετε ότι (α+2β)2 +(2α-β)2=10

4) Αν (α+β) (
[image: image3.wmf]1

a

+
[image: image4.wmf]1

b

) =4  με α(0,β(0 να αποδείξετε ότι α=β.
5) Αν α-β=2 να αποδείξετε ότι : α3-3α2 =β3 +3β2-4

6*) Αν α+β+γ=3 και αβ+βγ+αγ =0 να αποδείξετε ότι α2 +β2 +γ2 =9 

7*) Αν (α2 + β2)3 =(α3 +β3)2   να αποδείξετε ότι 
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8) Αν α+β+γ=2τ να αποδείξετε ότι (τ-α)2 + (τ-β)2 + (τ-γ)2 +τ2 =α2 +β2 +γ2
    ΑΤΟΠΟ 

 9) Αν ο (α+3)2 είναι άρτιος (με α ακέραιο)  να αποδείξετε ότι ο α είναι περιττός. 

10) Αν Α, Β είναι δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω  με Ρ(Α) =1/2 και Ρ(Β) = 2/3 
       να αποδείξετε  ότι  α) τα Α,Β δεν είναι ασυμβίβαστα , β) αν επιπλέον Ρ(Α(Β)=5/6 να 
      βρείτε την Ρ(Α(Β).
     ΑΝΤΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

 11) Να αποδειχτεί ότι οι ισχυρισμοί δεν είναι αληθείς

      α) Για κάθε α>0 ισχύει α>
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      β) Για κάθε α<5 ισχύει α2 <25

      γ) Για κάθε α,β( R  με α<2 και β<3 ισχύει αβ<5

      δ) Αν α2=9 τότε α=3

      ε) Αν α(2 τότε α2(4

       ΕΞΥΠΝΕΣ ΠΡΑΞΕΙΣ
   12)  α) Να αποδείξετε ότι α2 – (α+2)(α-2) = 4

          β) με τη βοήθεια της προηγούμενης ταυτότητας να βρείτε την τιμή της παράστασης   

              Α=3202 –322
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    13)  α) Να αποδείξετε την ταυτότητα (α+β)(α-β)-(α+γ)(α-γ)= (γ-β)(γ+β)

           β) να βρείτε την τιμή Α=2014
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       ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 14) Να αποδείξετε ότι α)  α2 +β2 =(α+β)2 -2αβ
                                        β)  α2 +β2 = (α-β)2 +2αβ

                                        γ)  α3 +β3 = (α+β)3 -3αβ(α+β) 

                                        δ) Με τη βοήθεια των παραπάνω ταυτοτήτων να βρείτε την  τιμή των 
                                             παραστάσεων : Α= χ2 + 
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                                        ε) Ομοίως την τιμή της παράστασης Β= ψ2+
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