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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΧΑΛΑΤΖΙΑΝ ΠΑΥΛΟΣ 

2Ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 

Α. ΘΕΩΡΙΑ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ (σελ.     ) 

Β. ΘΕΩΡΙΑ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ (σελ.     ) 

Γ.          ΘΕΩΡΙΑ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ (σελ.     )                                    

Δ. ΣΩΣΤΟ-ΣΩΣΤΟ-ΣΩΣΤΟ-ΛΑΘΟΣ-ΣΩΣΤΟ 

ΘΕΜΑ Β 

 Α) Θέτω 2 2z u z u− = ⇔ = +    

( )

( ) ( ) ( ) ( )22

(1) 2 2 5 2 4 2 1 2

2 1 2 2 1 2 1 2 2

4 2 2 1 2 2 4 ... 1

u u u u

u u u u u u

uu u u uu u u u

⇒ + − = + − ⇔ − = −

⇔ − = − ⇔ − − = − −

⇔ − − + = − − + ⇔ ⇔ =

  

Άρα 2 1z − =  , άρα ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ(z) είναι ο κύκλος με κέντρο το Κ(2,0)  

και ακτίνα ρ=1. 

 Β)  έχουμε ( )5 4 5 4z i z i− + = − −   . Έστω ( )5, 4P −   

 Άρα ( )max 5 4 5 1 6z i PK ρ− + = + = + =  

 Και ( )min 5 4 5 1 4z i PK ρ− + = − = − = .  Άρα  4 5 4 6z i≤ − + ≤  

Γ) Έχουμε  ( ) ( )2 1
2 1 2 1 2 2 1 2

2
z z z z z

z
− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔ − =

−
 

Άρα 
1

2 2 ( 2) z z 2 yi
2

z x yi

w z w z z
z

= +

= − − ⇔ = − − − = − =
−

 

Άρα ( )N w y΄y∈  . Όμως 1 1 2 2 2 2 2y y w− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤   

Άρα ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του μιγαδικού w είναι το ευθύγραμμο τμήμα του άξονα  

y΄y με άκρα ( ) ( )0, 2 0,2A Bκαι−   

Έχουμε ( ) w z z z z z zΜΝ = − = − − = − =   

Άρα ( )min min 2 1 1w z z OK ρ− = = − = − =   

Και ( )max max 2 1 3w z z OK ρ− = = + = + =       



ΓΕΛ ΣΟΧΟΥ                                                                                                                                            ΣΧΟΛΙΚΟ ΕΤΟΣ 2014-2015 

 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΧΑΛΑΤΖΙΑΝ ΠΑΥΛΟΣ 

Δ)  Επειδή είναι 1 2 4z z
β
α

+ = − =   .  

Αν 1 2,z z ∈ℝ  τότε προφανής λύση 

 είναι 1 21 , 3z z= =  

Άρα 1 2 3z z
γ

κ κ
α

⋅ = = ⇔ =  

 Αν 1 2,z z C∈    τότε 2 1z z=  , άρα 

1 1 1 14 2Re( ) 4 Re( ) 2z z z z+ = ⇔ = ⇔ =  

Επειδή όμως οι εικόνες των μιγαδικών  1 2,z z

βρίσκονται στον κύκλο του z  άρα 

 (βλέπε σχήμα) 

είναι 1 22 , 2z i z i= + = −   

Έχουμε  ( )( )1 2 2 2 5z z i i⋅ = + − =  

Όμως 1 2 5z z
γ

κ κ
α

⋅ = = ⇔ =  

ΘΕΜΑ Γ 

 Α) είναι γνωστό ότι η άλλη ρίζα της εξίσωσης είναι η συζυγής της.   Άρα 2

1 3

2 2
z i= − −      

  Επειδή είναι 1 2 1 2,z z z z
β γ

κ λ
α α

+ = − = − ⋅ = =       

 Όμως  1 2 1 2... 1 , ... 1z z z z+ = = − ⋅ = =        

Άρα   είναι 1 1κ και λ= =                                                                      

 Β)  έχουμε 

2

2
1 2

1 3 1 3
...

2 2 2 2
z i i z

 
= − + = = − − =  
 

 

 Αφού 
1

2 3 2 3 2
1 1 1 1 1 1 1 11 0 0 1

z

z z z z z z z z
⋅

+ + = ⇔ + + = ⇔ = − − =   

 Γ) έχουμε  2015 3 671 2 , 2014 3 670 1= ⋅ + = ⋅ +   

 Άρα ( )6712015 3 2 671 2 2
1 1 1 1 11z z z z z= ⋅ = ⋅ =   
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 και ( )6702014 3
2 2 2 2 1...z z z z z= ⋅ = = =  

 άρα έχουμε  : 2015 2 2
1 1 1 1 1 22014

2 2

1 1
1 1 1 0 ( 1)z z z z z z

z z
+ + = + + = + + = =                        

Δ) έχουμε: 
1 3 1 1 3 1 1 3

2 1 3 2 3 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2

w w w w w w+ + + = ⇔ + + + = ⇔ + + + = ⇔  

1 3 1 3
3 3

2 2 2 2
w w+ = ⇔ + =   

Άρα   ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας   Μ(w)   είναι κύκλος με κέντρο 
1

,0
2

K
 − 
 

 και ακτίνα 

3

2
ρ =  .  

Ε) Παρατηρούμε ότι οι εικόνες των 

μιγαδικών ( ) ( )1 2,z zΑ Β   είναι 

αντιδιαμετρικά σημεία του παραπάνω 

κύκλου (βλέπε σχήμα) . Άρα για κάθε σημείο 

Μ(z) του κύκλου η γωνία 0ˆ 90AMB =  , Άρα 

ισχύει το Πυθαγόρειο Θεώρημα. 

 

 

 

 

 

 

 

Έχουμε ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 2 2 3K w z w z AM BM AB ρ= − + − = + = = =   
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ΘΕΜΑ Δ 

Α) Έχουμε:  
2 4 8

2 4 4 2z z z z z z
z z

= ⇔ = ⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔ =  

  
8

2 3
z i

w z z z i
z

α β

α β
= +

= + = + = −    . Έστω w x yi= +  

 Άρα έχουμε 
2 2

2 2 22
2

4

3
4 13

2 9 36 4

zx
x x x y

y
y

y
α β

α α
β β

=

+ =

= = ⇔ ⇔ + = ⇔ + = 
= −  = −

            

Άρα ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του μιγαδικού w είναι η έλλειψη με εστίες στον άξονα 

x΄x  και 2 26 , 2 , 32 6 2α β γ α β= = = − = =             

Έχουμε 
8 8 8 8

4
2

w z z z ή
z z z

σταθερ− = + − = = = = =               

Β) Προφανώς ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του μιγαδικού z είναι ο κύκλος με κέντρο 

Ο(0,0) και ακτίνα ρ=2 

Από τον κανόνα του παραλληλογράμμου ή με χρήση του Πυθαγορείου Θεωρήματος έχουμε    

1 2 2 2z z+ =   .        

Γ) αφού  1 2,w w  είναι δύο μιγαδικοί που βρίσκονται στον γεωμετρικό τόπο του w για τους  

οποίους είναι 1 2 12w w− = αναγκαστικά οι εικόνες τους βρίσκονται στις κορυφές του  μεγάλου 

άξονα , άρα έχουμε  1 2 0 ,w w ύαϕο+ = ΟΓ +Ο∆ = Ο∆ = −ΟΓ
���� ���� ���� ����

.     
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Δ) αφού η εικόνα του u1 είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου του z , ενώ  η εικόνα του u2 είναι 

εξωτερικό σημείο του κύκλου του z. 

Άρα είναι 1 22 2u uκαι< >      (2) 

Έχουμε: 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 24 2 4 4u u u u u u u u− ⋅ < ⋅ − ⇔ − ⋅ < ⋅ − ⇔  

               ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 24 4 4u u u u u u u u− ⋅ − ⋅ < ⋅ − − ⇔      

  1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 216 4 4 4 4 4 4u u u u u u u u u u u u u u u u− ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ < + − − ⇔        

               1 2 1 2 1 1 2 216 4 4 0u u u u u u u u+ ⋅ ⋅ ⋅ − − < ⇔         

  ( ) ( ) ( )( )2 2

1 1 2 2 1 24 4 0 4 4 0u u u u u u− − < ⇔ − − <  που ισχύει λόγω των σχέσεων (2). 


