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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

4ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Σε όλη την ύλη) 

ΘΔΜΑ Α 

1.  Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ καςεύθσμρηπ»,   

ρελίδα 251 

 2. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ καςεύθσμρηπ»,     

ρελίδα 151. 

 3.   

α) ωρςό          

β)  Λάθξπ       

γ)  ωρςό        

δ)  ωρςό       

ε)  Λάθξπ 

ΘΔΜΑ Β 

1.  α.  Δίμαι 

2

2

1

1 3 1 1 3 3 1 3
2 .

2 2 4 2 2 4 2 2
z i i i  

Άοα 
2

1 1

1 3 1 3
1 1 0

2 2 2 2
z z i i  

 

β. Ποξταμώπ είμαι 1 1z  . Δπξμέμωπ  

2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 11 0 1 1 1 0 1 0 1z z z z z z z z . 
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γ.   Έυξσμε  
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        πξσ ιρυύει. 

Ομξίωπ 

22
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     πξσ ιρυύει 

2.  Λόγω ςηπ  δεύςεοηπ ρυέρηπ ςξσ εοωςήμαςξπ  (1 (γ))  

 έυξσμε:   
6

36 218 18 3 6

2 2 1 1 1 1 0z z z z i . Άοα α =1 και β = 0. 

Λόγω ςηπ  ποώςηπ ρυέρηπ ςξσ εοωςήμαςξπ  (1 (γ))  έυξσμε: 

3
19 2 9 1 9 2 2 9 2 3

2 2 1 1 1 1 1
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1 3
 

2 2
1 i
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z z

 

Άοα 
1

2
   και 

3

2
  .  
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ΘΔΜΑ Γ 

1. Δπειδή ξι ρσμαοςήρειπ f  και 
1

( ) x

x
g x e

e

  είμαι παοαγωγίριμεπ,  έυξσμε όςι 

και η ρσμάοςηρη   ( )( ) f xgof x e  είμαι παοαγωγίριμη. Δπξμέμωπ και η 

ρσμάοςηρη 
( )( ) f xf x e είμαι παοαγωγίριμη ωπ διατξοά παοαγωγίριμωμ 

ρσμαοςήρεωμ.  

    Δπξμέμωπ , από ςη δξθείρα ρυέρη έυξσμε: 

   

   

 

( )

( )

( )

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) 1 1

f x

f x

f x

f x e x

f x f x e

f x e







   

   

  

 

   Όμωπ 
( )1 0f xe  , για κάθε x R . Άοα 

( )

1
( )

1 f x
f x

e
 


 

2. 

 Δπειδή 
( )

1
( ) 0

1 f x
f x

e
  


 για κάθε x R , έυξσμε όςι η f  είμαι γμηρίωπ 

αύνξσρα ρςξ R .  

 Δπειδή (0) 0f   και η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ R , έυξσμε  

( ) (0) 0f x f   για κάθε 0x   και ( ) (0) 0f x f   για κάθε 0x  .  

Άοα 

( ) 0, 0

(0) 0

( ) 0, 0

f x x

f

f x x





 



 

 

3.  Δπειδή 
( )

1
( )

1 f x
f x

e
 


, η f  είμαι δσξ τξοέπ παοαγωγίριμη με  

 

   

( ) ( )

( ) 2 2
( ) ( )

( )1 ( )
( )

1 1 1

f x f x

f x
f x f x

f x e f x e
f x

e e e

 


 

      
    

   

. 

 Δπειδή 
( )

1
( ) 0

1 f x
f x

e
  


,  έυξσμε ( ) 0f x  για κάθε x R . Άοα η f  

είμαι κσοςή ρςξ R . (Βλέπε και ρυξλικό βιβλίξ, ρελίδα 278, άρκηρη 3,  Β΄Ομάδαπ) 
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4.  Για ςη ρσμάοςηρη f  ιρυύξσμ  ξι ποξϋπξθέρειπ ςξσ Θ.Μ.Σ ςξσ διατξοικξύ 

λξγιρμξύ ρςξ  διάρςημα   0, x
 ,

( 0)x   ατξύ είμαι  ρσμευήπ ρςξ  0, x  και  

παοαγωγίριμη ρςξ  0, x . Δπξμέμωπ  θα σπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ  0, x   

ςέςξιξ, ώρςε 

 
( ) (0) ( )

 
0

f x f f x
f

x x



  

  

    Όμωπ  ( ) 0f x  για κάθε x R πξσ ρημαίμει όςι  η f  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα     

ρςξ R . Δπξμέμωπ, ατξύ 0 x    , έυξσμε  

     

 

( 0 )

0
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f

f f f x

f x
f x
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 και επειδή x>0, παίομξσμε :      
1

( ) ( )  
2

x f x xf x            (1)       

Όμωπ 
( )

1
( ) 1

1 f x
f x

e
  


και x>0. Δπξμέμωπ ( )xf x x      (2) 

Από ςιπ (1) και (2) έυξσμε ςελικά 
1

( ) ( )
2

x f x xf x x    , για κάθε 0x  .  

5. Από ςξ ποξηγξύμεμξ εοώςημα έυξσμε  όςι :
 

( ) , 0
2

x
f x x x    και ετ’ όρξμ

lim lim
2x x

x
x

 
  

 
 από ςξ  κοιςήοιξ παοεμβξλήπ  ποξκύπςει  όςι  

lim ( )
x

f x


  .Δπξμέμωπ  ( )
x

im f x


  και  άοα 
( )lim 0f x

x
e


  

Έυξσμε : 
( ) ( )( ) 1 ( ) ( 1)f x f xf x e x f x x e        , ξπόςε  

  ( )lim ( ) ( 1) lim 0f x

x x
f x x e
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Άοα η εσθεία 1y x   είμαι η πλάγια αρύμπςωςη ςηπ γοατικήπ 

παοάρςαρηπ ςηπ f , ρςξ  .  

 

ΘΔΜΑ Δ 

1.   Η ρσμάοςηρη  
f (t)

t +1

t e +1( )
 είμαι ρσμευήπ  ρςξ 0 , +( ) , ςξ  1 0 , +( ) , άοα η 

ρσμάοςηρη  

x

f (t)

1

t +1
f (x)= dt

t e +1( )  είμαι παοαγωγίριμη ρςξ 0 , +( )   με 

f (x)

x + 1
f (x) =

x (e + 1)
΄ . 

  Για κάθε x > 0  έυξσμε: 

  

f (x) f (x)

f (x)

x + 1 1
f (x) = xe f (x) + x f (x) = x + 1 e f (x) + f (x) = 1 +

xx(e + 1)
΄ ΄ ΄ ΄ ΄  

 

            f (x) f (x)
e + f (x) = x+ lnx e + f (x) = x+ lnx + c.΄ ΄   

 

        Για  x = 1  έυξσμε  
f (1) 0e + f (1) = 1+ ln1+ c e + 0 = 1+ 0 + c c 0.    

        Άοα για κάθε x (0 , + )   έυξσμε   
f (x)

e + f (x) = x+ lnx .  

   2.   Για κάθε x R  είμαι  
xφ (́x) = e +1 > 0 , ξπόςε η ρσμευήπ ρσμάοςηρη  τ  

είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ R ,  άοα είμαι και «1 –1» . 

3.  Για κάθε x > 0  έυξσμε: 

      
f (x) f (x) lnx

e + f (x) = x+ lnx e + f (x) = e + lnx    (1). 

Από (1) ιρξδύμαμα έυξσμε  
1-1

φ(f (x)) = φ(lnx) f (x) = lnx , x (0 , + )  . 
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4.   α)  Για 
1

1x
e
    είμαι  ln 0x    και για  1 x e    ln 0x  . Άοα     

   

   

1 1

1 1 1
1 1

1 11
11 1 11 1

1
1

1

( )  ( ) ( ) ln  ln  

ln  ln  ln 1 ln 1 

1 1 1 1 2
ln ln 1 1 2

e e e

e e e

e ee

ee e

e

e

E f x dx f x dx f x dx x dx x dx

x x dx x x dx x x dx x x dx

x e e x e e
e e e e e



       

         

 
             

 

    

     

 

 

β)  Για μα ξοίζεςαι ςξ κλάρμα  
ln

x

x
,  ποέπει  0     ln 0 1x x x        (2) 

Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη  
1

( )
ln

t
t

    η ξπξία είμαι ρσμευήπ και έυει πεδίξ ξοιρμξύ 

ςξ (0,1) (1, )D    . Για μα ξοίζεςαι  η ρσμάοςηρη 
1

 
ln

x

e
dt

t  ποέπει ςα άκοα ςξσ 

ξλξκληοώμαςξπ μα αμήκξσμ ρςξ ίδιξ διάρςημα ςξσ  D  και ατξύ  (1, )e   

έπεςαι όςι και (1, )x      (3) 

Από  (2)  και  (3)  ποξκύπςει όςι  (1, )GD   . 
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Η  G είμαι παοαγωγίριμη ωπ διατξοά παοαγωγιρίμωμ ρσμαοςήρεωμ  ςξσ πηλίκξσ  

ln

x

x
 και ςηπ  

1
 

ln

x

e
dt

t  η ξπξία είμαι παοαγωγίριμη ωπ αουική ςηπ ρσμευξύπ 

ρσμάοςηρηπ 
1

( )
ln

t
t

  . 

Παοαγωγίζξμςαπ ςη  G ποξκύπςει  
2 2 2

ln 1 1 ln 1 ln 1
( ) 0

ln ln ln ln

x x x
G x

x x x x

   
       

για κάθε (1, )x   και ατξύ η G είμαι ρσμευήπ θα είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 

(1, ) . 

Δπξμέμωπ :  

  2 2

2

2 2
2 2

2

2

1 1
( ) ( )   

ln ln ln 1 2 ln

1
 .

ln 2

G ί ί e e

e e

e

e

e e e e
e e G e G e dt dt

e e t t

e
dt e

t

   

         

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 


