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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

5ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Σε όλη την ύλη) 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδεπ 262-263. 

 

2. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδα 303. 

 

3. 1) Λάθξπ, 2) Λάθξπ, 3) Λάθξπ, 4) Σωρςό, 5) Λάθξπ . 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

1. Από ςη δξθείρα ρυέρη 1 2 1z z z   ιρξδσμάμωπ έυξσμε: 

  

   

2 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1

2

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z 1 z z z z 1

1
2Re z z 1 Re z z

2

         

        

      

   

 

2.
2

1 2 1 1 1 1 1z z z z (1 2λi) z z (1 2λi) z (1 2λi)           

2 2

1 1z 2λ z i  

Και επειδή από ςξ εοώςημα (1) ιρυύει 1 2

1
Re(z z )

2
   , θα είμαι 

2

1 1

1 2
z z

2 2
   . 

1ξ ςοόπξπ: 

 2 1 2 1 1 1 2 1z z 1 2λi z z 2z λi z z 2z λi           

άοα 1 2 1 1 1

1
z z 2z λi z 2 z λi 1 2 λ λ

2
         άοα 

1
λ

2
  . 
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2ξ ςοόπξπ:   

2 1z z (1 2λi)   άοα  

2

2 1 2 1

2
z z (1 2λi) z z 1 2λi 1 1 4λ

2
          

2 2 2 22 2 1 4λ 4 2(1 4λ ) 2 1 4λ 4λ 1             

2 1 1
λ λ

4 2
      

3. Ιρυύει 1 2 1

2
z z z

2
    και επειδή ςξ μέςοξ ςηπ διατξοάπ δύξ μιγαδικώμ αοιθμώμ 

ιρξύςαι με ςημ απόρςαρη ςωμ εικόμωμ ςξσπ θα είμαι  
2

AB
2

 . 

Ομξίωπ   1

2
OA z

2
   και   2OB z 1  . Δπξμέμωπ ςξ ςοίγωμξ ΟΑΒ είμαι ιρξρκελέπ 

με κξοστή ςξ Α ατξύ (ΑΒ)=(ΑΟ). 

Δνάλλξσ ιρυύει ςξ Πσθαγόοειξ Θεώοημα ατξύ 
2 2

2 2 22 2
(OA) (AB) 1 (OB)

2 2

   
          

   
 άοα ςξ ςοίγωμξ είμαι και ξοθξγώμιξ ρςξ Α. 

4.  2
2 2 2

2 2

z i i
iw iwz z i z iw 1 i iw 1

z z


            (είμαι 2z 0  ατξύ |z2|=1). 

Άοα 

2 2

ii
iw 1 iw 1 iw 1 1

z z
          

2

1 i
i(w ) 1 i w 1 w i 1

i i
          

Δπξμέμωπ η εικόμα ςξσ w ρςξ μιγαδικό επίπεδξ κιμείςαι ρςξμ κύκλξ με κέμςοξ ςξ ρημείξ 

Κ(0, -1) και ακςίμα R=1.  

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

1. α) Για x 1 , θέςξσμε  
 f x 2 -5

h x
x -1


 . Τόςε 

x 1
limh(x) 6


  και 
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     f x 2 x -1 h x 5   . Δπξμέμωπ      
x 1 x 1
lim lim 5 5f x 2 x -1 h x
 

     . 

Όμωπ ξι ρσμαοςήρειπ f και g(x) x 2   είμαι ρσμευείπ. Δπξμέμωπ και η f (x 2)  είμαι 

ρσμευήπ. Άοα  
x 1
lim  f (x 2) f 1 2 f (3) 5


     .  

β) Αοκεί μα δείνξσμε όςι 
x 3

f (x) f (3)
lim 6

x 3





 

Αμ θέρξσμε όπξσ x u 2  , ςόςε, όςαμ x 3  ςξ u 1 και έυξσμε: 

x 3 u 1 u 1

f (x) f (3) f (u 2) f (3) f (u 2) 5
lim lim lim 6

x 3 u 1 u 1  

    
  

  
. Άοα  f 3 6  . 

 

2. 
x 3 x 3 x 3

x 2 - f (x) x 2 - f (x) -5 5

x 2 - f (x) (x -3) (x -3)
lim  lim   lim   

ημ(x -3) ημ(x -3)ημ(x -3)

(x -3) (x -3)

  

  


    

   

x 3 x 3

x -3- f (x) -5 (x -3) - f (x) - f (3)

1- f (3)(x -3) (x -3)
lim    lim    1- 6 -5

ημ(x -3) ημ(x -3) 1

(x -3) (x -3)

 


     

Διόςι: 

x 3

f (x) - f (3)
lim f (3)

x -3
  και 

x 3

ημ(x -3)
lim 1

(x -3)
 , (θέςξσμε x-3=u , ( u 0)  ξπόςε 

u 0

ημu
lim 1  ,  

u
  

 

Σχόλιο: Δεμ μπορούμε μα εργαστούμε με τομ καμόμα  De L’Hospital γιατί δεμ γμωρίζουμε 

αμ η συμάρτηση  f  είμαι παραγωγίσιμη σε διάστημα της μορφής (α,3) (3,β) . 

 

3. Η ρσμάοςηρη h  είμαι ρσμευήπ ρςξ  ωπ απξςέλερμα ποάνεωμ ρσμευώμ 

ρσμαοςήρεωμ. Για ςημ h  ρςξ διάρςημα [0,3] ιρυύξσμ: 

 Δίμαι ρσμευήπ ρςξ [0,3]. 

 



ΨΗΦΙΑΚΟ ΔΚΠΑΙΔΔΥΤΙΚΟ ΒΟΗΘΗΜΑ «ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ» 
5o ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΜΑΩΟΣ 2014: ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ 

Σελίδα 4 από 6 
 

 

h(0)= -7<0

h(3)=3f(3)-9-7συν3=15-9-7συν3= 6-7συν3>0  

π
 (αφου  3 π)

2






  


     

και ρςξ δεύςεοξ ςεςαοςημόοιξ ςξ ρσμημίςξμξ είμαι αομηςικόπ αοιθμόπ. 

Δπξμέμωπ, ρύμτωμα με ςξ θεώοημα ςξσ Bolzano, η ενίρωρη h(x)=0  θα έυει μία 

ςξσλάυιρςξμ λύρη ρςξ (0,3), δηλαδή η γοατική  παοάρςαρη ςηπ  h  θα ςέμμει ςξμ άνξμα 

x x  ρε έμα ςξσλάυιρςξμ ρημείξ. 

 

4. Απ σπξθέρξσμε όςι η ενίρωρη 
6g(x)  x  έυει δσξ ςξσλάυιρςξμ λύρειπ μεγαλύςεοεπ 

ςξσ 1, ςιπ 
1x και 

2x  με 1 21 x x  . Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη 

 6

1 2h(x)  g(x) - x ,  x x , x  . Η h  είμαι ρσμευήπ ρςξ 1 2[x , x ] , παοαγωγίριμη ρςξ 

1 2(x , x )  με παοάγωγξ 
5h (x) g (x) -6x   και ιρυύει 

1 2h(x ) h(x ) 0  . 

Δπξμέμωπ, ρύμτωμα με ςξ Θεώοημα ςξσ Rolle, θα σπάουει 1 2ξ (x , x )  ςέςξιξ ώρςε 

h (ξ)=0 . Έυξσμε 

5 5h (ξ)=0 g (ξ)-6ξ 0 g (ξ)=6ξ     . Όμωπ g (ξ) f (3) g (ξ) 6     . Δπξμέμωπ 

5 56ξ 6 ξ 1 ξ 1      πξσ είμαι άςξπξμ ατξύ 1 21 x ξ x   . 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

1. Η ρσμάοςηρη 

u

0

f(t)dt  είμαι παοαγωγίριμη ωπ αουική ςηπ ρσμευξύπ ρσμάοςηρηπ f. 

Ομξίωπ η ρσμάοςηρη 

x u

0 0

f(t)dt  du
 
 
 
   είμαι παοαγωγίριμη ωπ αουική ςηπ ρσμευξύπ 

ρσμάοςηρηπ 

u

0

f(t)dt . Από ςη δξθείρα ιρόςηςα ποξκύπςει: 

x u x

0 0 0

1 1
f(t) dt du   = x f(t) dt + f(x) -  

2 2

     
     
    
     

x x

0 0

1
 f(t)dt = f(t)dt xf(x) + f (x)

2
   

 f (x) + 2xf(x)=0  
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2 2x xe f (x)+2xe f(x)=0  

 
2xe f(x) =0


 

Δπξμέμωπ 
2xe f(x) = c  και για x =0  ποξκύπςει c=1 . Άοα 

2-xf(x) = e ,  x . 

 

2. Η f είμαι παοαγωγίριμη ρςξ  ωπ ρύμθερη παοαγωγιρίμωμ ρσμαοςήρεωμ με 

παοάγωγξ 
2-xf (x) = -2xe , x  . Τξ ποόρημξ ςηπ f   ταίμεςαι ρςξμ παοακάςω πίμακα.  

 

Άοα : 

 Η f είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ (- ,0]   

 Η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ [0, )   

 Η f παοξσριάζει  ξλικό μέγιρςξ ρςξ 0x 0  , ςξ f(0)=1. 

Δπειδή 
x - x
lim f(x)= lim f(x)=0
  

, ςξ ρύμξλξ ςιμώμ ςηπ f είμαι ςξ διάρςημα (0,1]. 

 

3. Δπειδή η f είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ [0, )  , για 0 t x   έυξσμε: 

2 2 2

x

0

x x x x

0 0 0 0

x x x x
x

-t -t -x

0
0 0 0 0

   f(t) f(x) f(t)-f(x) 0 (f(t)-f(x))dt 0

f(t)dt - f(x)dt 0 f(t)dt  f(x)dt 

f(t)dt  f(x) 1dt e dt  f(x) e dt  xe  ,  x 0t[ ]

     

    

      



   

   

 

 

4. Αμ ρςξ ξλξκλήοωμα 

x

0

f(x-t)dt  θέρξσμε x-t = u , ςόςε έυξσμε du dt  και ςα άκοα 

ξλξκλήοωρηπ γίμξμςαι x  και 0 αμςιρςξίυωπ. Δπξμέμωπ  
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x 0 x x

0 x 0 0

f(x-t)dt f (u)( du) f (u)du f (t)dt        

Με εταομξγή ςξσ καμόμα de L’ Hospital (μξοτή 
0

0
), έυξσμε 

x x

0 0

3 3x 0 x 0

f (x - t)dt -  x f (u)du -  x

lim lim
x x 


 

 

 

xx

00

3x 0 x 0 3

f (t)dt -  xf (t)dt -  x

lim lim
x

x
 

 
 
  




 

2 2x x

2x 0 x 0 x 0 x 0

f (x) 1 f (x) 2xe e 1
lim lim lim lim

3x 6x 6x 3 3

 

   

  
       

 

5. Θεωοξύμε ςη ρσμάοςηρη 
2

x

-t

0

g(x)= e dt ,  x 0 . 

Η g είμαι παοαγωγίριμη  ωπ αουική ςηπ ρσμευξύπ ρσμάοςηρηπ 
2-tf(t)=e . Άοα ιρυύξσμ ξι 

ποξϋπξθέρειπ ςξσ ΘΜΤ για ςη g ρςξ διάρςημα [0,k], k>0.  

Δπξμέμωπ θα σπάουει ξ (0,k) , ςέςξιξ ώρςε 

2

2 2 2

k

-t

k

-ξ -t -ξ0

0

e dt
g(k)-g(0)

g (ξ)= e e dt k e
k k

     


  

 


