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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

6ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Σε όλη την ύλη) 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδα 260. 

 

2. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ «Μαθημαςικά θεςικήπ και ςευμξλξγικήπ Καςεύθσμρηπ»,  

ρελίδα 143. 

 

3.  

α) Λάθξπ   

Τξ ρύμξλξ ςχμ ρημείχμ  M z  ιραπέυξσμ από ςα    Α 4,0 ,Β 4,0  επξμέμχπ θα 

βοίρκξμςαι ρςη μερξκάθεςξ ςξσ ΑΒ, άοα είμαι η εσθεία με ενίρχρη x 0 . 

 

β) Σχρςό  

Αμ        f x g x f x g x   για κάθε x  και  f x 0  για κάθε x  ςόςε  σπάουει 

c  ώρςε    g x cf x  για κάθε x . 

Για κάθε x  ξι ρσμαοςήρειπ f ,g  είμαι (χπ παοαγχγίριμεπ ρςξ ) ρσμευείπ και  

       
       

 2

f x g x f x g x
f x g x f x g x 0 0

f x

 
      

 

 

g x
0

f x

 
   

 
. Άοα σπάουει αοιθμόπ c  ώρςε 

 

 
   

g x
c g x cf x

f x
    για κάθε 

x . 

 

γ)Λάθξπ  

Ποέπει επιπλέξμ μα ξοίζεςαι και η εταπςξμέμη ρςξ 0x . 

 

δ)Σχρςό 
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Ατξύ 
1 1

1 1

x xβ β β

α α x α x

f (x)dx 0 f (x)dx f (x)dx 0 f (x)dx f (x)dx            άοα 

   1 2E Ω E Ω . 

 

ε) Σχρςό  

ςξ εμβαδόμ ςξσ ςοιγώμξσ  
  AB OB 1 2

OAB 1
2 2


   , ξπόςε  

2 1
E(Ω) 1 τ.μ

3 3
    

 

 

ΘΔΜΑ Β 

Α. Τξ πεδίξ ξοιρμξύ ςηπ f  είμαι ςξ 
fA  , ρςξ ξπξίξ είμαι ρσμευήπ, χπ άθοξιρμα 

ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ. Δίμαι παοαγχγίριμη, με 
2x 4f (x) 2e 5(x 1) 0     , άοα η f  

είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ fA  . 

 
2x 5

x x
lim f (x) lim (e (x 1) )
 

      

 
2x 5

x x
lim f (x) lim (e (x 1) )
 

     . Άοα  f (A) ,   . 

 

Β. Έυξσμε όςι  0 f (A) ,     και ατξύ η f  είμαι ρσμευήπ, η f (x) 0  έυει μία 

ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ . Δπειδή, όμχπ η f  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, ςόςε η f (x) 0 , 

έυει μία ςξ πξλύ οίζα ρςξ . Άοα, σπάουει μξμαδικό 0x  , ςέςξιξ ώρςε 0f (x ) 0 , 

δηλαδή η fC  ςέμμει ακοιβώπ ρε έμα ρημείξ ςξμ άνξμα x x . 

 

Γ.  

i. Παοαγχγίζξμςαπ καςά μέλη ςημ  3g (x) 2g(x) 5f (x), *  , έυξσμε: 

2 23g (x)g (x) 2g (x) 5f (x) (3g (x) 2)g (x) 5f (x)        

2

5f (x)
g (x) 0

3g (x) 2


  


, διόςι f (x) 0   και 

23g (x) 2 0  .  

Άοα η g  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα ρςξ . 

 

ii. Έρςχ 0x  , η μξμαδική οίζα ςηπ f (x) 0 , δηλαδή 0f (x ) 0 . (1) 

Για 0x x , από ςημ (*) έυξσμε: 
(1)

3 2

0 0 0 0 0g (x ) 2g(x ) 5f (x ) (g (x ) 2)g(x ) 0    

και επειδή 
2

0g (x ) 2 0  , θα είμαι 0g(x ) 0 , δηλαδή ςξ 0x   είμαι οίζα ςηπ 
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g(x) 0.  Όμχπ, η g  είμαι γμηρίχπ αύνξσρα, άοα η οίζα είμαι μξμαδική. 

Δπξμέμχπ, η gC  ςέμμει ςξμ x x  ρςξ ίδιξ ρημείξ με ςημ 
fC . 

Δ. 

2g:γν.αύξουσα f (1) e f :γν.αύξουσα
2 2g(f (x)) g(e ) f (x) e f (x) f (1) x 1.



        

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Α’ ςοόπξπ 

Α. Έρςχ  0x 2,   . Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι ιρυύει 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


 . 

Έυξσμε 

2

2

0 0 0

f (x) 3f (x) x 0

f (x ) 3f (x ) x 0

   


  
και αταιοώμςαπ βοίρκξσμε: 

2 2

0 0 0f (x) f (x ) 3f (x) 3f (x ) x x 0        

0 0 0(f (x) f (x ))(f (x) f (x ) 3) x x       

0 0 0f (x) f (x ) f (x) f (x ) 3 x x       

0f (x) f (x ) 3 1

0 0f (x) f (x ) x x
  

      

0 0 0x x f (x) f (x ) x x       (1) 

Δπειδή 
0 0

0 0
x x x x
lim( x x ) lim x x 0
 

     , από ςξ κοιςήοιξ παοεμβξλήπ η (1) μαπ δίμει 

0 0
0 0

x x x x
lim(f (x) f (x )) 0 lim f (x) f (x )
 

    . 

 

Β. Έρςχ  0x 2,   . Από ςξ Α) εοώςημα έυξσμε: 

0x x

0 0 0(f (x) f (x ))(f (x) f (x ) 3) x x


       

0

0 0

f (x) f (x ) 1

x x f (x) f (x ) 3


 

  
 

0 0

0

x x x x
0 0 0

f (x) f (x ) 1 1
lim lim

x x f (x) f (x ) 3 2f (x ) 3 


  

   
 

Άοα 
1

f (x)
2f (x) 3

 


. 
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Γ. Ιρυύει f (x) 1 2f (x) 3 1 0      , ξπόςε  f (x) 0, για κάθε x 2,     .  

Όμχπ 
 

2

2f (x)
f (x) 0

2f (x) 3


  


 πξσ ρημαίμει όςι η f  ρςοέτει ςα κξίλα κάςχ για κάθε 

 x 2,   . 

Δπίρηπ  f x 0   για κάθε  x 2,   , άοα δεμ έυει ρημεία καμπήπ. 

 

Δ. Σςη ρυέρη 
2f (x) 3f (x) x 0,   θέςξσμε όπξσ x 4  και έυξσμε: 

2f (4) 3f (4) 4 0 f (4) 4       ή  f 4 1 . 

Δπειδή όμχπ f (x) 1  , ςόςε θα έυξσμε f (4) 1  και 
1

f (4)
5

  . 

Άοα η ενίρχρη ςηπ εταπςξμέμηπ ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ f ρςξ ρημείξ A(4,f (4))  

είμαι: 
1 1

y f (4) f (4)(x 4) y x
5 5

       

 

Δ. Ατξύ η f είμαι κξίλη ρςξ  2,  , η εταπςξμέμη ςηπ θα βοίρκεςαι πάμχ από ςη 

γοατική ςηπ παοάρςαρη, με εναίοερη ςξ ρημείξ επατήπ, ξπόςε θα ιρυύει: 

 
1 1

f (x) x 5f (x) x 1, x 2,
5 5

        . 

 

Β’ ςοόπξπ 

2 2 3 9 9
f (x) 3f (x) x 0 f (x) 2 f (x) x 0

2 4 4
         

2
3 9

f (x) x 0
2 4

 
    

 
,  (1) 

γιαςί 
9

x 2
4

     

η (1) γίμεςαι 

22
3 9

f (x) x
2 4

  
          

 

 
3

f x 1
2

3 9 3 9
f (x) x f (x) x 0

2 4 2 4

  

 
 

        
                          

  
 

 ξπόςε  
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3 9 3 9 4x

f (x) x 0 f x
2 4 2 2

   
              

 

 

Α.  
3 9 4x

f x
2 2


   , με x 2  ρσμευήπ ραμ άθοξιρμα ρσμευώμ ρσμαοςήρεχμ. 

 

Β.  
3 9 4x

f x
2 2


    παοαγχγίριμη ραμ άθοξιρμα παοαγχγιρίμχμ ρσμαοςήρεχμ 

 
 9 4x1 1

f x 0
2 2 9 4x 9 4x


   

 
 

Γ.        
1 3 3

2 2 2
1 1

f x 9 4x 4 9 4x 2 9 4x 0
29 4x

  
    

            
   

 πξσ ρημαίμει 

όςι η f  ρςοέτει ςα κξίλα κάςχ για κάθε  x 2,   . 

Δπίρηπ  f x 0   για κάθε  x 2,   , άοα δεμ έυει ρημεία καμπήπ. 

 

Δ.  
3 9 16 3 5

f 4 1
2 2 2 2


       , 

1 1
f (4)

59 16
  


. 

Άοα η ενίρχρη ςηπ εταπςξμέμηπ ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ f ρςξ ρημείξ A(4,f (4))  

είμαι: 
1 1

y f (4) f (4)(x 4) y x
5 5

       

 

Δ. Ατξύ η f είμαι κξίλη ρςξ  2,  , η εταπςξμέμη ςηπ θα βοίρκεςαι πάμχ από ςη 

γοατική ςηπ παοάρςαρη, με εναίοερη ςξ ρημείξ επατήπ, ξπόςε θα ιρυύει: 

 
1 1

f (x) x 5f (x) x 1, x 2,
5 5

        . 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

Α. Τη ρυέρη 2w iz 2w iz    σφώμξσμε ρςξ ςεςοάγχμξ 
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     2 2
2w iz 2w iz 2w iz 2w iz 2w iz 2w iz        

     2w iz 2w iz 2w iz 2w iz     

4ww 2izw 2iwz zz 4ww 2izw 2iwz zz       
 *w w w

4iwz 4izw
z z z

 
      

 
 

 * Ιρυύει z z z    επίρηπ z 0  επειδή α 0 . 

Β. Από ςη ρυέρη
w w w

wz zw
z z z
     

           f β 2iβ f α 2iα f α 2iα f β 2iβ    

       f α f β 2iβf α 2iαf β 4αβ            f α f β 2iβf α 2iαf β 4αβ  

       
   f α f β

4iαf β 4iβf α αf β βf α
α β

      , (1) 

Η ενίρχρη ςηπ εταπςξμέμηπ ρε έμα ςσυαίξ ρημείξ ςηπ   0 0A x ,f x  είμαι η εσθεία 

      0 0 0ε : y f x f x x x   . 

Για μα διέουεςαι η  ε  από ςημ αουή ςχμ ανόμχμ ποέπει ςξ ρημείξ    Ο 0,0 ε , άοα θα 

ποέπει μα απξδείνξσμε όςι ιρυύει         0 0 0 0 0 00 f x f x 0 x x f x f x 0       , (2). 

Σςη θέρη ςξσ 0x x  και η (2) γίμεςαι 

   
     

2

xf x f x f x
xf x f x 0 0 0

x x

   
       

 
 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη  
 f x

g x
x

  ρςξ διάρςημα    α,β 0,  και εταομόζξσμε ςξ 

Θεώοημα ςξσ Rolle. 

 Η  g x  είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  χπ πηλίκξ παοαγχγιρίμχμ ρσμαοςήρεχμ 

άοα και ρσμευήπ  

  
   

 
 1f α f β

g α g β
α β

   , άοα ιρυύξσμ ξι σπξθέρειπ ςξσ Θεχοήμαςξπ ςξσ Rolle 

Δπξμέμχπ σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα    0 0x α,β :g x 0   

 
           

2 2

f x xf x x f x xf x f x
g x

x x x
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   0 0 0

0 0 0 02

0

x f x f x
g x 0 0 x f x f x 0

x

 
        άοα δείναμε ςη (2) 

 

Γ. Θέςξσμε  4x α 4t u 4x α 4t dt du 4dt du          

Υπξλξγίζξσμε ςα καιμξύογια όοια ξλξκλήοχρηπ  

 

 

 

Τξ όοιξ γίμεςαι 

 

  

x

x α
α

f 4x α 4t
lim dt 1

α x 4x α 4t

 
  

    

 α

x α
4x 3α

f u1 1
lim du 1

α x 4 u


 
   

  
  

(ξ όοξπ α x  είμαι ρςαθεοόπ αμενάοςηςξπ ςηπ μεςαβληςήπ u ) 

 

 

α

4x 3α

x α

f u
du

u
lim 1

4 α x







   



 

 

 

 

4x 3α4x 3α

0
αα

x α x α0

f uf u
dudu

uu
lim 1 lim 1

4 α x 4 α x



 

 
 
     

 



  
 

x α

f 4x 3α 4x 3α

4x 3α
lim 1

4

 


  



 

 

 

 x α x α

4f 4x 3α f 4x 3α
lim 1 lim 1

4 4x 3α 4x 3α 

 
     

 
 

       
   

1f α f α f β
1 1 f α α f β β 0

α α β
          , (3). 

Θεχοξύμε ςη ρσμάοςηρη    h x f x x   ρςξ διάρςημα  α,β  και εταομόζξσμε ςξ 

Θεώοημα ςξσ Rolle. 

 Η  h x είμαι παοαγχγίριμη ρςξ  α,β  χπ διατξοά παοαγχγιρίμχμ ρσμαοςήρεχμ 

άοα και ρσμευήπ  

    h α f α α 0   ,        h β f β β 0 h α h β       

άοα ιρυύξσμ ξι σπξθέρειπ ςξσ Θεχοήμαςξπ ςξσ Rolle. 

Δπξμέμχπ σπάουει ςξσλάυιρςξμ έμα    ξ α,β : h ξ 0  . 

Όμχπ    h x f x 1    έςρι έυξσμε  

     h ξ 0 f ξ 1 0 f ξ 1         

t  x  α  

u  α  4x 3α  


