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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

«Την 12η ώρα οι δείκτες ενός ρολογιού συμπίπτουν. Υπάρχουν και άλλες χρονικές στιγμές μέσα σε ένα δωδεκάωρο κατά τις οποίες και πάλι οι δείκτες θα συμπέσουν; Αν ναι, πόσες και ποιες είναι αυτές;» Αυτό το πρόβλημα, ένα πρόβλημα καθημερινότητας και πρακτικής αριθμητικής, επιλέξαμε ως εφόρμηση για μια πρόταση διδασκαλίας μαθηματικών εννοιών όπως η συμμεταβολή μεγεθών, η περιοδικότητα μιας συνάρτησης, οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μιας γωνίας.
Αυτή η πρόταση προέρχεται από δύο εργασίες  κατά την επιμόρφωση μας στα ΠΑΚΕ 6 και 7 αντίστοιχα. Εργασίες τοπικά και χρονικά ανεξάρτητες, με διαφορετικές δραστηριότητες υποστηριζόμενες από διαφορετικά λογισμικά (Sketchpad για την πρώτη,  F.P.  και GeoGebra για τη δεύτερη), από εμάς, δυο συγγραφείς άγνωστους τότε μεταξύ μας. Σας φέρνουμε μια πρόταση ενοποιημένη μέσα από την ομοιότητα, τη διαφορά και τη αλληλοσυμπλήρωση, που μπορεί να εφαρμοστεί με πολλές παραλλαγές σε μαθητές Γυμνασίου ή Λυκείου ή σύμφωνα με τις ανάγκες και τις δυνατότητες των μαθητών.
ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: Τριγωνομετρία  Γυμνασίου-Λυκείου, Sketchpad, FP, GeoGebra
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στην παρούσα εργασία επιχειρούμε έναν συγκερασμό ιδεών από δύο διαφορετικές προτάσεις διδασκαλίας της τριγωνομετρίας, που προέκυψαν από εργασίες μας, στα πλαίσια της επιμόρφωσής μας ως επιμορφωτές Β΄ Επιπέδου, για την αξιοποίηση των ΤΠΕ στην εκπαίδευση.
Η ενασχόληση και των δυο με το ίδιο ακριβώς μαθηματικό πρόβλημα, διήγειρε την περιέργειά μας για το τι κοινό ή τι διαφορετικό «έκρυβε» η εργασία της μιας από την εργασία της άλλης. Δημιουργήθηκε έτσι η ανάγκη για επικοινωνία, για ανταλλαγή απόψεων, για προβληματισμό και ξεκίνησε ένα «παιχνίδι» όπου κάθε μια είχε έναν διττό ρόλο: του «εκπαιδευτικού» που παρουσίαζε μια διδακτική πρόταση και του «μαθητή» που εκτελούσε τις δραστηριότητες που πρότεινε ο άλλος. 
Προς έκπληξή μας, διαπιστώσαμε ότι υπήρχαν ιδέες με κοινά ή διαφορετικά στοιχεία, αλλά και ιδέες με σχεδόν αντίστροφη πορεία. Τελικά, μέσα από το διάλογο που ξεκίνησε και που δεν έχει σταματήσει ακόμα, γίναμε σοφότερες, κυρίως γιατί διαπιστώσαμε πως το κοινό μας θέμα, μπορεί κάλλιστα να πλαισιωθεί από ένα εύρος δραστηριοτήτων που ούτε καν φανταζόμασταν και να «μεταμορφωθεί» σε μια νέα, δια-λογισμική πρόταση για τη διδασκαλία της τριγωνομετρίας στο Γυμνάσιο και το Λύκειο.
ΤΑ ΡΟΛΟΓΙΑ – ΔΙΔΑΚΤΙΚΟΙ ΜΑΘΗΣΙΑΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ
Ένα από τα μελήματα ενός δασκάλου στις πρώτες τάξεις του Δημοτικού είναι και η διδασκαλία της «ανάγνωσης» της ώρας σε ένα ρολόι με δείκτες. Τότε όλα φαντάζουν απλά: στη 01:30, ο ωροδείκτης δείχνει το νούμερο 1 και ο λεπτοδείκτης δείχνει το νούμερο 6. Τουλάχιστον αυτή είναι η εικόνα με το ξύλινο ρολόι-παιχνίδι που χρησιμοποιεί ο δάσκαλος.  Όμως σε ένα αληθινό ρολόι, ο ωροδείκτης δε βρίσκεται στο 1 αλλά σε ένα σημείο μεταξύ του 1 και του 2 – κάπου στη μέση. Γι’ αυτό συχνά, τα μικρά παιδιά διαβάζουν την ώρα 01:30 λανθασμένα ως 02:30 σε ένα πραγματικό ρολόι. 
Και παρόλο που τα παιδιά μεγαλώνοντας αρχίζουν να αντιλαμβάνονται την ανεπαίσθητη αλλά διαρκή κίνηση του ωροδείκτη, εντούτοις και ως ενήλικες δυσκολεύονται να απαντήσουν σε ερωτήματα όπως, αν υπάρχουν χρονικές στιγμές που οι δυο δείκτες συμπίπτουν (μια προφανής είναι στις 12:00), ή πόσες τέτοιες χρονικές στιγμές υπάρχουν στη διάρκεια ενός δωδεκάωρου.
Θέτοντας τέτοιου είδους ερωτήματα στους μαθητές μας, κατανοητά από τη μια, δύσκολα και απαιτητικά από την άλλη, που προϋποθέτουν την άριστη κατανόηση της σχετικής κίνησης των δεικτών ενός ρολογιού, είναι δυνατόν να εισαχθούν έννοιες όπως η συμμεταβολή δυο μεγεθών, οι τριγωνομετρικοί αριθμοί μια γωνίας, η περιοδικότητα μιας συνάρτησης, η περιοδικότητα του χρόνου,  η γωνιακή ταχύτητα, η συχνότητα αλλά και οι μετασχηματισμοί των τριγωνομετρικών συναρτήσεων στις τάξεις του Λυκείου.
Το ιδανικό μέσο για τη διερεύνηση των παραπάνω ερωτημάτων δεν είναι φυσικά το ξύλινο ρολόι του Δημοτικού, αλλά ούτε το «αργοκίνητο» πραγματικό ρολόι – αν και «πειράζοντας» τους δείκτες του, μπορούμε να το επιταχύνουμε αν θέλουμε. Το ιδανικό μέσο είναι μια σύνθεση από κατάλληλες δραστηριότητες, με χρήση κάποιου εκπαιδευτικού λογισμικού, όπου οι μαθητές δε θα παρατηρούν απλώς τις κινήσεις των δεικτών ενός ρολογιού, αλλά θα μπορούν επιπλέον να παρεμβαίνουν σ’ αυτές, να πειραματίζονται με αυτές, να τις απεικονίζουν με διάφορους τρόπους, π.χ. ως γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. Με τον τρόπο αυτό επιχειρούμε την υλοποίηση δυο βασικών αρχών του  Freudenthal (1973) για τα μαθηματικά: 1. ότι προκειμένου να έχουν ανθρώπινη αξία πρέπει να συνδέονται με την πραγματικότητα, να είναι  κοντά στις εμπειρίες των παιδιών και να σχετίζονται με καταστάσεις της καθημερινότητάς τους και 2. ότι είναι μια ανθρώπινη δραστηριότητα και άρα, μαθαίνονται μέσα από την πράξη. Όταν οι μαθητές βρίσκονται σε καταστάσεις να «κάνουν» μαθηματικά, δουλεύουν πάνω σε προβλήματα με προσωπικό νόημα γι’ αυτούς, αναπτύσσουν μαθηματική σκέψη αναλογιζόμενοι, συζητώντας μεταξύ τους και επιχειρηματολογώντας, δομώντας δικά τους νοήματα και «θεωρήματα» για να εξηγήσουν ή να αποδείξουν τη λύση κάποιου προβλήματος (Κυνηγός, 2002). 
Πριν όμως αναλύσουμε το ρόλο των λογισμικών στις προτεινόμενες δραστηριότητες, ας αναφέρουμε επιγραμματικά τους μαθησιακούς / διδακτικούς στόχους που επιθυμούμε να επιτύχουμε μέσα από αυτές, πέρα από τον πειραματισμό και τη διατύπωση-διερεύνηση εικασιών που αναφέρθηκαν προηγουμένως. Επιθυμούμε οι μαθητές να είναι σε θέση: 

· Να κατασκευάζουν ένα μαθηματικό μοντέλο για την ερμηνεία ενός φαινομένου όπως η κίνηση των δεικτών ενός ρολογιού.
· Να συσχετίζουν τα μεταβαλλόμενα μεγέθη.

· Να εντοπίζουν σταθερά-αμετάβλητα μεγέθη
· Να διατυπώνουν εικασίες-κανόνες ερμηνεύοντας τα αμετάβλητα

· Να παριστάνουν γραφικά αυτούς τους κανόνες

· Να ερμηνεύουν στοιχεία της γραφικής αναπαράστασης όπως η περιοδικότητα και οι ρίζες μιας συνάρτησης

· Να χρησιμοποιούν  και να εφαρμόζουν τη νέα γνώση σε δικά τους δημιουργήματα

Σχολιάζοντας τον τελευταίο από τους παραπάνω στόχους, η κατασκευή ενός ρολογιού, σε ένα περιβάλλον δυναμικής γεωμετρίας, που όμως οι δείκτες του κινούνται κατά την αντίθετη φορά, αλλά σημαίνουν σωστά την ώρα, είναι απολύτως αποδεκτή στο χώρο των μαθηματικών, της φαντασίας, του πειραματισμού.
ΤΑ ΛΟΓΙΣΜΙΚΑ ΚΑΙ Ο ΡΟΛΟΣ ΤΟΥΣ ΣΤΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ
Τα λογισμικά που χρησιμοποιούνται στα σενάρια είναι στην ουσία δύο: Το Geometers’ Sketchpad στη μια και το Function Probe στην άλλη. Ένα δυναμικό ρολόι, κατασκευασμένο με το GeoGebra, συνοδεύει το δεύτερο σενάριο, απλώς και μόνο για να γίνουν κάποιες μηχανικές παρατηρήσεις, αντικαθιστώντας τα πραγματικά ρολόγια. Η διαφορετικότητα των λογισμικών αντανακλάται στις διαφορές τόσο των  δραστηριοτήτων που σχεδιάζονται, όσο και στην πορεία εξέλιξής τους. Είναι επομένως σημαντικό να κατανοήσουμε ποια ήταν ακριβώς εκείνα τα  ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που διαθέτει το καθένα, ώστε να θεωρηθεί σε κάθε περίπτωση, το καταλληλότερο για την υλοποίηση των συγκεκριμένων δραστηριοτήτων.
Κοινά χαρακτηριστικά των λογισμικών αυτών, είναι ότι επιτρέπουν στο μαθητή την οπτικοποίηση μαθηματικών οντοτήτων, τον πειραματισμό, την έκπληξη, την ανατροφοδότηση και την ανάγκη για απόδειξη (Arcavi & Hadas, 2000).  Τα εργαλεία των λογισμικών αυτών ενσωματώνουν μαθηματική γνώση (π.χ. τα εργαλεία των μενού) και η χρήση αυτών των εργαλείων απαιτεί - από πλευράς μαθητή - και μαθηματική γνώση, αλλά και γνώση του εργαλείου (Laborde, 2003).  Συνεπώς, τα εργαλεία μπορούν να χρησιμοποιηθούν από τον εκπαιδευτικό ως μέσο ενδυνάμωσης της γνώσης του μαθητή κατά τη διαδικασία κατασκευής νοημάτων (Mariotti et al, 2003). 
Το Sketchpad είναι λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας που όμως διαθέτει και πολλά εργαλεία άλγεβρας, όπως μέτρηση αποστάσεων, σύστημα συντεταγμένων, πινακοποίηση μετρήσεων, γραφική αναπαράσταση σχέσεων. Eισάγει τη δυνατότητα χωρικής αναπαράστασης της μεταβλητότητας (Laborde, 2003), καθώς παρουσιάζει γεωμετρικές δομές σε ένα περιβάλλον που δίνει έμφαση στη συνεχή φύση του Ευκλείδειου χώρου. Έτσι αποτελεί μια εξαιρετική γέφυρα μεταξύ της γεωμετρίας και της ανάλυσης (Goldenberg, 1999). Στο πρώτο σενάριο, το λογισμικό αυτό χρησιμοποιείται αρχικά ως ο καμβάς σχεδιασμού ενός δυναμικού ρολογιού, που οι δείκτες του κινούνται με το σωστό μηχανικό τρόπο. Η μεταβολή της γωνίας των δεικτών του μπορεί να μετρηθεί κατά την πάροδο ενός δωδεκάωρου και συγχρόνως η μέτρηση αυτή να σταλθεί, ως σημείο, σε ένα σύστημα συντεταγμένων, αφήνοντας κάποιο ίχνος για τη γραφική της απεικόνιση, παρατήρηση, ερμηνεία. Εκτελείται όμως και ένα δεύτερο πείραμα πολύ πιο τολμηρό: Επιτρέπουμε στο λεπτοδείκτη να αυξομειώνει το μήκος του καθώς αυτός περιστρέφεται. Μετρήσεις που γίνονται πάλι, οδηγούν στον εντοπισμό μεγεθών που δεν αλλάζουν με την αυξομείωση του δείκτη, αλλά εξαρτώνται αποκλειστικά και μόνο από τη γωνία του δείκτη με την κατακόρυφη νοητή γραμμή που διέρχεται από το κέντρο του ρολογιού. Αυτά τα μεγέθη είναι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας, που επίσης παριστάνονται γραφικά.
Το Function Probe (F.P.) υπάγεται στην κατηγορία των Computer Algebra Systems (CAS). Διαθέτει τρία αλγεβρικά παράθυρα που επικοινωνούν μεταξύ τους, ανταλλάσοντας πληροφορίες, κατά την απαίτηση του χρήστη. Το πρώτο και πιο εντυπωσιακό, είναι το γράφημα, ένας καμβάς όπου απεικονίζονται σημεία, καμπύλες, γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων, εφοδιασμένος με εργαλεία μετρήσεων και μετασχηματισμών. Το δεύτερο, είναι ένας πίνακας τιμών, με δυνατότητα αυτόματων καταχωρήσεων και τέλος το τρίτο είναι μια προηγμένη αριθμομηχανή, με δυνατότητα κατασκευής κουμπιών εξειδικευμένων σε υπολογισμούς που ορίζει ο χρήστης. Ο μαθητής έχει τη δυνατότητα να συνδέσει όλες τις δυνατές αναπαραστάσεις μιας συνάρτησης (αλγεβρικό τύπο, γραφική παράσταση, πίνακα τιμών), να κατανοήσει τη σχέση μεταξύ τους, να μετασχηματίσει τον τύπο και τη γραφική παράσταση, να δει τις επιπτώσεις των μετασχηματισμών αυτών στις διαφορετικές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, να πειραματισθεί αλλάζοντας τα δεδομένα σε μια αναπαράσταση της συνάρτησης και να παρατηρεί τις επιπτώσεις στις άλλες, καθώς και να δημιουργήσει τις δικές του συναρτήσεις (Function Probe, 2002). Το λογισμικό αυτό χρησιμοποιείται στο δεύτερο σενάριο, αρχικά για να βρεθεί, με διαδοχικές προσεγγίσεις, η επόμενη χρονική στιγμή μετά τη 12η ώρα, κατά την οποία οι δείκτες συμπίπτουν. Ο πίνακας είναι ιδανικός για τέτοιες προσεγγίσεις. Όταν όμως γίνεται η προσπάθεια εντοπισμού όλων των χρονικών στιγμών μέσα στο δωδεκάωρο που οι δυο δείκτες συμπίπτουν, αυτός δεν αρκεί. Έτσι, τα σημεία του πίνακα αποστέλλονται στο γράφημα, για τη γραφική τους απεικόνιση.  Χρησιμοποιώντας τα εργαλεία μετασχηματισμών γραφικών παραστάσεων, προσαρμόζεται πάνω τους η κατάλληλη τριγωνομετρική καμπύλη και μ’ αυτόν τον τρόπο γίνεται αντιληπτή η περιοδικότητα των τιμών αυτών: κάθε 720/11 λεπτά οι δείκτες συμπίπτουν. Συνολικά δηλαδή, υπάρχουν 11 τέτοιες χρονικές στιγμές σύμπτωσης μέσα σε ένα δωδεκάωρο.
ΠΛΑΙΣΙΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ 

Όπως ήδη αναφέρθηκε, το εύρος των δραστηριοτήτων είναι αρκετά μεγάλο, από την εισαγωγή των  τριγωνομετρικών αριθμών οξείας γωνίας, θέμα της Β΄ και Γ΄  Γυμνασίου, μέχρι το μετασχηματισμό των τριγωνομετρικών συναρτήσεων, θέμα της Β΄ Λυκείου.
Αυτό που ίσως κανείς αναμένει τώρα, είναι μια διδακτική πρόταση με αρχή, μέση και τέλος, που να καλύπτει αυτό το φάσμα γνώσεων. Επειδή όμως οι προτάσεις εξ αρχής ήταν δύο, στην πραγματικότητα η αρχή δεν είναι μοναδική, αλλά ούτε η μέση ούτε το τέλος. Μάλιστα, θα μπορούσε το «τέλος» να γίνει «αρχή»! Όχι, δε σκοπεύουμε να σας δημιουργήσουμε σύγχυση! Απλά, αυτό που ισχυριζόμαστε, είναι ότι δεν υπάρχει απαραίτητα μια γραμμική διάταξη των δραστηριοτήτων! Οι παραλλαγές είναι πολλές και ποικίλες και η επιλογή αφήνεται στην κρίση του εκπαιδευτικού. Εμείς απλώς θα εκθέσουμε σε παραλληλία και αντιδιαστολή, τις φάσεις των δυο σεναρίων.
Αυτό που απαιτείται, είναι, οι δραστηριότητες όλες να διεξαχθούν στο εργαστήριο πληροφορικής, όπου οι μαθητές θα έχουν οι ίδιοι πρόσβαση στα μηχανήματα-λογισμικά, χωρισμένοι σε ομάδες των 2-3 ατόμων. Θα τους δοθούν πρόχειρο σημειωματάριο, φύλλα εργασίας, ένα ολοκληρωμένο ρολόι στο Sketchpad για μηχανικές παρατηρήσεις και μετρήσεις ή στο Geogebra για μηχανικές μόνο παρατηρήσεις, αλλά και κενοί καμβάδες για τις δικές τους δημιουργίες,  στο Sketchpad στο FP ή και στα δύο.
Ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να υπηρετήσει κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο τους μαθησιακούς στόχους που θέσαμε στην αρχή, να ωθήσει δηλαδή τους μαθητές, μέσω της συνεργασίας τους, προς την παρατήρηση, διερεύνηση, ερμηνεία, δημιουργική έκφραση. Γι’ αυτό και η παρουσία του θα πρέπει να είναι διακριτική, να αφήνει το περιθώριο λάθους στους μαθητές του, να απαντά με βοηθητικές ερωτήσεις ή παραινετικές εκφράσεις, όταν ζητείται η συμβολή του. Τέλος, σημαντικό κομμάτι του ρόλου του διδάσκοντα αποτελεί ο συντονισμός των ομάδων και η εκμετάλλευση με δημιουργικό τρόπο των αντιδικιών στο πλαίσιο της ομάδας, αλλά και η προτροπή για γενικεύσεις (Cobb et al, 1992). 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΦΑΣΕΙΣ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΩΝ ΣΕΝΑΡΙΩΝ
Προτού αναπτύξουμε, σε παραλληλία, τις φάσεις διεξαγωγής των σεναρίων, ας αναφέρουμε ότι ως προαπαιτούμενες γνώσεις θεωρούμε τις 4 πράξεις της αριθμητικής, την έννοια του λόγου, βασικά γεωμετρικά στοιχεία κύκλου και ορθογωνίου τριγώνου, την έννοια της μέτρησης χρόνου, τόξων, γωνιών, τις μονάδες που χρησιμοποιούνται γι’ αυτές και τις υποδιαιρέσεις τους, καθώς και την εμπειρική γνώση του Sketchpad και του FP.
Φάση 1η Κοινό ερώτημα είναι ο εντοπισμός όλων των χρονικών στιγμών, μέσα σε ένα δωδεκάωρο, κατά τις οποίες οι δυο δείκτες ενός ρολογιού συμπίπτουν. Κοινός στόχος η μαθηματικοποίηση του προβλήματος. Οι μαθητές οδηγούνται να ανακαλύψουν τη γωνία που σχηματίζουν στην 1η συνάντησή τους μετά την 12η ώρα ο λεπτοδείκτης και ο ωροδείκτης με τον κατακόρυφο άξονα της 12ης ώρας και μετά την ώρα συνάντησης τους, α)με τη βοήθεια του ρολογιού Sketchpad και ερωτήσεων όπως: (παρατίθεται και η αναμενόμενη απάντηση «α.α.»)
· Σε ένα δωδεκάωρο πόσους κύκλους διαγράφει ο ωροδείκτης; (α.α.: 1)

· Σε ένα δωδεκάωρο πόσους κύκλους διαγράφει ο λεπτοδείκτης; (α.α.: 12)

· Αν ο ωροδείκτης τρέχει με γωνιακή ταχύτητα v, ο λεπτοδείκτης με τι γωνιακή ταχύτητα τρέχει; (α.α. 12 v)
· Αν ο ωροδείκτης έχει διαγράψει γωνία φ με τον νοητό άξονα που διέρχεται από την 12η ώρα, ο λεπτοδείκτης τι γωνία θα έχει διαγράψει στον ίδιο χρόνο; (α.α. 12φ –  επιτρέπεται να ξεπεράσουμε τις 360ο)

Στόχος των παραπάνω ερωτήσεων είναι να πειραματιστούν και να παρατηρήσουν οι μαθητές την αντιστοιχία 1:12 στον αριθμό περιστροφών, στη γωνιακή ταχύτητα των δεικτών και στη γωνία που σχηματίζουν οι δείκτες με τον κατακόρυφο άξονα από την έναρξη λειτουργίας του ρολογιού (12η ώρα) μέχρι τη στιγμή της παρατήρησης. Συσχετίζουν έτσι όμοιες μεταβλητές και οδηγούνται να απαντήσουν στην επόμενη ερώτηση: 

· Στην πρώτη τους συνάντηση, ποια γωνία θα σχηματίζουν από την 12η ώρα; Τι ώρα θα είναι τότε; (α.α. στην πρώτη συνάντηση θα έχουν διαγράψει γωνίες φ, 12φ με Δφ=360ο άρα 11φ=360ο άρα φ=360/11=32,72ο. Με την αντιστοιχία 60΄(360ο t=5,45΄=5΄27΄΄δηλ. η 1η συνάντηση είναι στις 01:05:27 )
· Μέσα στο 12-ωρο πόσες φορές συναντιόνται οι δυο δείκτες; (α.α. μέσω πειραματικής διαπίστωσης, 11 φορές., το οποίο επιβεβαιώνουν με τον προηγούμενο υπολογισμό και αλγεβρικά)

 β) με το ρολόι Geogebra ο στόχος είναι οι μαθητές να πειραματιστούν και να βρουν τη συσχέτιση των παραπάνω γωνιών των δεικτών με το χρόνο. Δεδομένου ότι στα 720 λεπτά (ένα δωδεκάωρο) ο λεπτοδείκτης έχει διαγράψει γωνία 12(360ο ενώ ο ωροδείκτης γωνία 360ο, οι γωνιακές ταχύτητές τους σε μοίρες ανά λεπτό είναι V=6 και v=0,5 αντίστοιχα, επομένως, αυτό που αναμένουμε είναι η συσχέτιση:

U = 6 × t
και 
u = 0,5 × t
όπου με U και u συμβολίζουμε τη γωνία σε μοίρες που έχουν διαγράψει ο λεπτοδείκτης και ο ωροδείκτης αντίστοιχα, μετά από πάροδο t λεπτών από τη στιγμή εκκίνησης 00:00 (και εδώ επιτρέπουμε σ’ αυτές τις γωνίες να υπερβούν τις 360ο).
Κοινή λοιπόν είναι η δεύτερη αποστολή των δυναμικών-έτοιμων ρολογιών: ως τα μοντέλα όπου οι μαθητές θα παρατηρήσουν το πώς οι κινήσεις του ωροδείκτη και του λεπτοδείκτη συνδέονται, γιατί αυτές δεν είναι ανεξάρτητες. Ένα ρολόι που διαθέτει μόνο ωροδείκτη μπορεί εξίσου καλά και με την ίδια ακρίβεια, να δείξει τη σωστή ώρα όπως και ένα άρτιο ρολόι. 
Κοινή ερώτηση:
· Να βρείτε έναν τύπο που να συνδέει τις δυο κινήσεις. (α.α. Αν V η γωνιακή ταχύτητα του λεπτοδείκτη, τότε ισχύει V = 12v)
Σχολιάζοντας την τελευταία σχέση των δύο γωνιακών ταχυτήτων, μπορούμε να ενθαρρύνουμε τους μαθητές να παρατηρήσουν αφενός ότι είναι ανεξάρτητη από μονάδες μέτρησης και αφετέρου ότι είναι μια γραμμική σχέση. Η γραμμική σχέση μπορεί να αποδοθεί πολύ εντυπωσιακά στον καμβά του Sketchpad, κάτι που περιγράφεται στην 4η φάση.
Φάση 2η  Με μια πρώτη ματιά, οι δραστηριότητες σε αυτή τη φάση είναι διαφορετικές, όμως με μια δεύτερη, οι μαθητές από κοινού «αναγκάζονται» να χρησιμοποιήσουν την προ ολίγου αποκτηθείσα γνώση.
α) Με το Sketchpad  οι μαθητές παροτρύνονται να κατασκευάσουν το δικό τους ρολόι (σχήμα 2) αξιοποιώντας τη σχέση 1:12 που έχουν βρει προηγουμένως. Αναμενόμενο είναι να φτιάξουν ένα κύκλο και 3 ακτίνες του ΟΑ, ΟΒ,  ΟΓ, με σχέση γωνιών  ΑΟΓ=12(ΑΟΒ, χρησιμοποιώντας το εργαλείο του λογισμικού ( μετασχηματισμός γωνίας ( επιλογή κέντρου ( περιστροφή κατά την επιλεγμένη γωνία.
β) Με το Function Probe, οι μαθητές αξιοποιούν τις σχέσεις U = 6t και u = 0,5t των συμμεταβαλλόμενων μεγεθών γωνίας των δεικτών και χρόνου, που βρήκαν προηγουμένως, για να προσδιορίσουν προσεγγιστικά τη χρονική στιγμή t που οι δείκτες συναντώνται για πρώτη φορά, δηλαδή όταν η διαφορά d=U-u γίνεται 360ο. 

Εάν λοιπόν, στο πεδίο «Πίνακας», εφαρμόσουν επανειλημμένα την εντολή «ενδιάμεσο γέμισμα» στη στήλη του χρόνου t (σχήμα 1), μπορούν να προσεγγίσουν με μεγάλη ακρίβεια το χρόνο πρώτης συνάντησης. Στο σχήμα 1, εντοπίζεται μεταξύ 65,4΄ και 65,5΄, δηλαδή η συνάντηση γίνεται ανάμεσα στις χρονικές στιγμές 01:05:24 και 01:05:30.
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Σχήμα 1: Προσεγγίζοντας,  με τον «Πίνακα» του F.P.,  τη χρονική στιγμή της πρώτης συνάντησης.
Φάση 3η Σε αυτή τη φάση τα σενάρια είναι σε διαφορετική πορεία, υπάρχουν όμως κοινά στοιχεία: η περιοδικότητα συναρτήσεων και η ανάγκη μετασχηματισμού γωνιών σε ακτίνια. 
α) Η περιοδικότητα της κίνησης με το sketchpad.  Οι μαθητές πειραματίζονται και στέλνουν συσχετιζόμενες μεταβλητές στο επίπεδο, για αποτύπωση, ως σημεία (x, y). Προτείνεται η μετατροπή γωνιών σε ακτίνια, πράγμα που διατίθεται από εργαλείο του λογισμικού. Στο σχήμα 2, το σταθερό σημείο Α προσδιορίζει τη θέση της 12ης ώρας, ενώ τα κινούμενα σημεία Β και Δ τις θέσεις του ωροδείκτη και λεπτοδείκτη αντίστοιχα.

Το σημείο με τετμημένη το μέτρο της γωνίας ΑΟΒ (που καθορίζει μονοσήμαντα τη θέση του ωροδείκτη, άρα και τη χρονική στιγμή) και τεταγμένη το μέτρο της γωνίας ΒΟΔ (γωνία μεταξύ των δεικτών του ρολογιού), αφήνει ίχνος 11 παράλληλες κόκκινες γραμμές που εμφανίζονται στο σχήμα 2. Πρόκειται για ένα γράφημα μιας συνάρτησης που οι μαθητές καλούνται να περιγράψουν. Απαντούν: πότε το σημείο έφτανε στο ψηλότερο σημείο των γραμμών, πότε στο χαμηλότερο και πότε περνούσε επάνω από τον άξονα x΄x; πού οφείλεται η ασυνέχεια του γραφήματος; σε τι διαφέρουν δυο γωνίες με μέτρα –π και π ακτίνια;.
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Σχήμα 2: Το ρολόι του μαθητή στο Sketchpad. Πρόταση κατασκευής, περιοδικότητα κίνησης δεικτών.

β) Μετασχηματισμοί τριγωνομετρικών συναρτήσεων με το FP, μια φάση  αποκλειστικά για μαθητές της Β΄ Λυκείου, ενταγμένη μετά τη διδασκαλία των τριγωνομετρικών συναρτήσεων.
Ο πίνακας του σχήματος 1, συμπληρωμένος για t από 0 έως 720, με βήμα 3, παρέχει λεπτομερείς αριθμητικές πληροφορίες για τη σχετική γωνία d των δεικτών του ρολογιού, κατά την πάροδο ενός δωδεκάωρου. Αν σ’ αυτόν προσθέσουμε ακόμα δυο στήλες, μια για τη μετατροπή της γωνίας d σε ακτίνια a=[image: image4.png]


 και μια για το ημίτονό της y=sin(a), τότε, στην περίπτωση που «αποστείλουμε» τα 240 ζεύγη τιμών (t, y) ως μεμονωμένα σημεία στο γράφημα του FP, προκύπτει κάτι το πραγματικά εντυπωσιακό (σχήμα 3).
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Σχήμα 3: Απεικόνιση των ζευγών (t, y)=(χρόνος, ημίτονο γωνίας ρολογιών) στο γράφημα του F.P.
Καλούνται οι μαθητές να παρατηρήσουν την περιοδικότητα, τις 11 επαναλήψεις στο διάστημα [0, 720] και το εύρος των τιμών από (1 μέχρι 1, στοιχεία που παραπέμπουν σε συναρτήσεις της μορφής y = ρ(sin(ωt). 
Αν παρόλα αυτά, δεν καταφέρουν να «μαντέψουν» τον τύπο y = sin(2πt(11/720), ως την καμπύλη που διέρχεται από τα εικονιζόμενα σημεία, τότε πάντα υπάρχει η δυνατότητα να χρησιμοποιήσουν τα εντυπωσιακά εργαλεία μετασχηματισμών του F.P., για να «τραβήξουν» μια τυχαία ημιτονοειδή καμπύλη, όπως την y=sin(0.1t) και να την προσαρμόσουν επάνω σ’ αυτά.
Τέλος, οδηγούνται να συνδέσουν την περιοδικότητα του γραφήματος, με την περιοδική μεταβολή της γωνίας των δεικτών, να εντοπίσουν σ’ αυτό τα σημεία  που αντιστοιχούν στις συναντήσεις των δεικτών, να τα στείλουν ως ζεύγη τιμών στον Πίνακα.
       Φάση 4η Πειραματισμός με αλγεβρικές σχέσεις: με πράξεις μηκών στο Sketchpad, με μετατροπή μονάδων στο F.P. 
α) Οι μαθητές με το Sketchpad οδηγούνται μέσα από γεωμετρικές σχέσεις να καταλήξουν στην αναγκαιότητα ορισμού  τριγωνομετρικών αριθμών. Ζητάμε να ορίσουν τα αντίστοιχα ορθογώνια τρίγωνα που δημιουργούνται με την κίνηση των δεικτών (στο σχήμα 2 τα ΟΛΓ, ΟΤΔ, ΟΜΒ), να πάρουν μετρήσεις για τις πλευρές τους, ζητώντας και τον υπολογισμό διαφόρων λόγων αυτών. 

Να κινούν με το μεταβολέα τους δείκτες του ρολογιού (σχήμα 2), να παρατηρούν και να καταγράφουν τι παραμένει σταθερό;  Πόσο είναι κάθε φορά η γωνία των ορθογώνιων τριγώνων; Να αυξομειώνουν την ακτίνα του λεπτοδείκτη και να επιβεβαιώνουν τα προηγούμενα συμπεράσματα ή να τα τροποποιούν. Αναμενόμενο είναι να παρατηρήσουν ότι σε όλα τα ορθογώνια τρίγωνα, με μία οξεία γωνία, π.χ. 35ο, ο λόγος των καθέτων πλευρών (απέναντι προς προσκείμενης) είναι σταθερός, δηλαδή ανεξάρτητος από τα μήκη των πλευρών τους. Να καταλήξουν σε κανόνες και στην αναγκαιότητα  ορισμού νέων εννοιών, περιγράφοντας τις πλευρές ως κάθετες ή ως υποτείνουσα. 
β) Με το F.P. οι μαθητές παροτρύνονται να αμφισβητήσουν τα βήματα της διαδικασίας και να πειραματιστούν σε άλλες πορείες. Αν για παράδειγμα, δε γινόταν η μετατροπή της γωνίας d σε ακτίνια, αλλά ζητούσαμε τη γραφική απεικόνιση των σημείων (t, sin(d)), θα λαμβάναμε την ίδια πληροφορία για την περιοδική μεταβολή της σχετικής γωνίας των δεικτών d και των χρόνων συνάντησης; Αν όχι, πώς αυτό μπορεί να διορθωθεί;
Φάση 5η Τριγωνομετρικές συναρτήσεις και η κυρτή γωνία των δεικτών. 
α) Με το Sketchpad, εστιάζουμε στη γωνία ω που σχηματίζει ο λεπτοδείκτης με τον κατακόρυφο άξονα και ζητείται από τους μαθητές να στείλουν για αποτύπωση σημείων τα (ω, ημω),  (ω, συνω), (ω, εφω) και να ζητήσουν σχεδίαση του ίχνους των. Να κάνουν παρατηρήσεις που αφορούν τα γραφήματα που βλέπουν και να τις γράψουν. Αναμενόμενα η περιοδικότητα, η ομοιότητα καμπύλων ημιτόνου και συνημίτονου, μονοτονία, ακρότατα (σχήμα 4).

β) Τα γραφήματα που λαμβάνονται στο σχήμα 4 αναφέρονται σε τριγωνομετρικούς αριθμούς οξείας γωνίας. Στο F.P. ζητείται κάτι ανάλογο: να επανασχεδιάσουν τις φάσεις 2 και 3, ώστε τα απεικονίζεται η μεταβολή της κυρτής γωνίας των δεικτών ως προς το χρόνο. Έτσι, η d (η γωνία αυτή σε μοίρες) θα παίρνει τιμές στο [0, 180], κάτι που επιτυγχάνεται με τη συνάρτηση y=abs(d mod 360). Το αποτέλεσμα φαίνεται στο σχήμα 5. (χωρίς την απόλυτο τιμή (abs) θα παίρναμε 11 πλάγιες γραμμές παρόμοιες με εκείνες του σχήματος 2).
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Σχήμα 4: Μηχανικό ρολόι και γραφήματα τριγωνομετρικών συναρτήσεων στο Sketchpad
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Σχήμα5: Μεταβολή της κυρτής γωνίας των δεικτών του ρολογιού (σε μοίρες),  με το F.P.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ
Σημαντικές ομοιότητες στην πορεία των δύο εργασιών είναι ότι: 1) αρχικά τα ρολόγια Sketchpad και Geogebra χρησιμοποιούνται έτοιμα από τους μαθητές για πειραματισμούς 2) με αφόρμηση ένα ρολόι  εμπλέκονται στη διαδικασία τριγωνομετρικές έννοιες 3) σύνδεση πραγματικού προβλήματος με τα μαθηματικά.
Αν μια αντίθεση ήταν έντονη στις δυο εργασίες, είναι η εξής: Στο σενάριο του Sketchpad, η πορεία προσέγγισης του θέματος είναι από τη Γεωμετρία προς την Άλγεβρα (οι γωνίες συσχετίστηκαν, απεικονίστηκαν γραφικά, εισήχθησαν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας), ενώ στο σενάριο του F.P. η πορεία ήταν αντίστροφη, από την Άλγεβρα προς τη Γεωμετρία (σχέσεις γωνιών με εξισώσεις, πίνακας τιμών, γραφική απεικόνιση σημείων). Οι δυο αυτές φαινομενικά αντίθετες προσεγγίσεις, επιβεβαιώνουν την άποψη ότι τα μαθηματικά είναι ένα ενιαίο αντικείμενο (Wijers & Reeuwijk, 2004), που απλά μπορεί να ειδωθεί από διαφορετικές οπτικές γωνίες.
Η κατασκευή ενός ρολογιού, στο Sketchpad ή στο GeoGebra, που οι δείκτες του θα περιστρέφονται κατά την αντίθετη φορά, αλλά που όμως θα σημαίνει σωστά την ώρα, θα μπορούσε να παραπέμψει στον τριγωνομετρικό κύκλο και στους τριγωνομετρικούς αριθμούς τυχαίας γωνίας (όχι μόνο οξείας), επεκτείνοντας τις παραπάνω δραστηριότητες.
Οι βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες, η σχέση μεταξύ τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας, η απόσταση δυο σημείων, η κατασκευή ευθείας από δυο σημεία της – η κλίση ευθείας, είναι κάποια από τα θέματα που μπορούν να τεθούν επιπλέον προς διερεύνηση. Επίσης θα μπορούσε να συνδεθεί και με το μάθημα της Φυσικής αφού η γωνιακή ταχύτητα των δεικτών έχει έναν κύριο λόγο στο σενάριο αυτό.
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ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

1. Arcavi, A., Hadas, N. (2000). Computer Mediated Learning: An example of an approach. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 5: 25–45
2. Γαβρίλης, Κ., Κυνηγός, Χ. (2005). Αναπτύσσοντας μια αίσθηση για την περιοδικότητα. Στο Χ. Κυνηγός (επιμ.) Πρακτικά εισηγήσεων 1ου Συνεδρίου Εν.Ε.Δι.Μ. «Η Διδακτική Μαθηματικών ως Πεδίο Έρευνας στην Κοινωνία της Γνώσης». Αθήνα: Ελληνικά Γράμματα, 428-438
3. Cobb, P., Yachel, E., Wood, T. (1992). Interaction and learning in mathematics classroom situations. Educational Studies in Mathematics, 23, 99-122

4. Freudental, H. (1973). Mathematics as an Educational Task. Dordrecht: Reidel Publishing Company

5. Function Probe. (2002). Εγχειρίδιο χρήστη. Αθήνα: Exodus
6. Goldenberg, P. (1999). Principles, Art and Craft in Curriculum Design: The case of Connected Geometry. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 4(2-3), 191-224
7. Κυνηγός, Χ. (2002). Η ανάπτυξη μαθηματικών μικρόκοσμων ως διαδικασία κατάρτισης επιμορφωτών. Στο Χ. Κυνηγός, Ε. Δημαράκη (επιμ.) Νοητικά εργαλεία και πληροφοριακά μέσα, Αθήνα: Καστανιώτης
8. Laborde, C. (2003).  Technology used as a tool for mediating knowledge in the teaching of mathematics: the case of Cabri-geometry.  Plenary lecture at Asian Technology Conference in Mathematics

9. Mariotti, M.A., Laborde, C., Falcade, R. (2003). Function and Graph in a DGS environment. Proceedings of the 2003 Joint Meeting of PME and PMENA, 3, 237-244
10. The Geometers’ Sketchpad 4. (2001). Εγχειρίδιο αναφοράς. Key Curriculum Press
11. Wijers, M., van Reeuwijk, M. (2004). Using the toolkit: RME and A Realistic Approach to Algebra. In K. Stacey, H. Chich, M. Kendal, The future of the Teaching and Learning of Algebra. The 12th ICMI Study. Kluwer Academic Publishers, 80-83

www.e-diktyo.eu                                                                       www.epyna.gr 

