To Τρίγωνο του Πασκάλ
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1.1 Εισαγωγή

Στο σχήμα επάνω μπορούμε να διακρίνουμε ένα τρίγωνο που σχηματίζεται από φυσικούς αριθμούς. Το πρώτο που παρατηρούμε είναι ότι στις δύο από τις τρεις  πλευρές του υπάρχει μία ατέλειωτη σειρά από μονάδες. Οι υπόλοιποι αριθμοί είναι το άθροισμα των δύο αριθμών που βρίσκονται ακριβώς από πάνω τους στην προηγούμενη σειρά. Έτσι, ο αριθμός 120 στην τελευταία σειρά του σχήματος είναι το άθροισμα 36+84 των αριθμών που εμφανίζονται ακριβώς πάνω από αυτόν στην προηγούμενη σειρά. Μπορείτε λοιπόν χρησιμοποιώντας αυτόν τον κανόνα να μαντέψετε ποια θα είναι η επόμενη σειρά αριθμών; Ορίστε και μία σειρά από κάποιες επόμενες δραστηριότητες:

1. Πώς είναι διατεταγμένοι οι φυσικοί αριθμοί στο τρίγωνο αυτό;

2. Υπάρχει  κάποια συμμετρία στην διάταξη των αριθμών;
3. Μπορείτε να ανακαλύψετε πού βρίσκονται οι τριγωνικοί αριθμοί; (φυσικά εφόσον γνωρίζετε ποιους αριθμούς ονομάζουμε τριγωνικούς).
4. Αν χρωματίσετε τους άρτιους αριθμούς, μπορείτε να μαντέψετε τι σχέδιο θα εμφανιστεί;
Όλα αυτά τα ερωτήματα δεν έχουν και πολύ προφανή απάντηση. Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα δώσουμε απαντήσεις και σε μερικά ακόμα ερωτήματα που θα θέσουμε στη συνέχεια. Το τρίγωνο αυτό έχει πάρα πολλές ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Οι ιδιότητές του αυτές το έχουν καταστήσει ένα σημαντικό και εύχρηστο εργαλείο σε πολλούς κλάδους των μαθηματικών. 

 Το τρίγωνο αυτό είναι γνωστό σαν τρίγωνο του Πασκάλ και πήρε την ονομασία του από τον Βλάσιο Πασκάλ (Blaise Pascal 1623-1662), Γάλλο μαθηματικό και φιλόσοφο, που πρώτος έγραψε μια πραγματεία σχετικά μ’ αυτό, με τίτλο «Πραγματεία πάνω στο Αριθμητικό Τρίγωνο (Traite  du Triangle Arithmetique)». Το σχέδιο αυτό ήταν αρκετά γνωστό πολύ πριν το 1653, έτος κατά  το οποίο έγραψε την πραγματεία του ο Πασκάλ. Είχε εμφανιστεί στη σελίδα των τίτλων ενός βιβλίου αριθμητικής των αρχών του 16ου αιώνα του Petrus Apianus, που ήταν αστρονόμος στο Πανεπιστήμιο του Ingolstadt. Και μια εικόνα σ’ ένα βιβλίο του 1303 ενός Κινέζου μαθηματικού περιγράφει το τριγωνικό σχέδιο, αλλά και κάποιες άλλες έρευνες τοποθετούν την καταγωγή του ακόμη πιο πίσω. Ο Omar Khayyam, μαθηματικός, ποιητής και φιλόσοφος γνώριζε για το τρίγωνο γύρω στα 1100. Ίσως μάλιστα και αυτός να το είχε γνωρίσει από Κινέζικες ή Ινδικές πηγές.

Αλλά ας δούμε τις πιο γνωστές ιδιότητες του τριγώνου που θα μας δώσουν τις απαντήσεις στα ερωτήματα που θέσαμε στην αρχή.

1.2 Τριγωνικοί, τετραεδρικοί, κ.α. αριθμοί στο τρίγωνο του Πασκάλ.
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Είναι γνωστό ότι οι Αρχαίοι Έλληνες αρέσκονταν στο να παριστάνουν τους διάφορους αριθμούς με εικόνες – γεωμετρικά σχήματα. Έτσι οι αριθμοί 1,4, 9,16, 25,…που τους ονομάζουμε τετράγωνα, πραγματικά μπορούν να παρασταθούν γεωμετρικά με τετράγωνα πλευράς 1, 2, 3, 4, 5, … αντίστοιχα. Κάτι ανάλογο συμβαίνει και με τους αριθμούς 1, 3, 6, 10,… που λέγονται τριγωνικοί γιατί μπορούν να παρασταθούν σαν τρίγωνα όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Οι διατάξεις αυτές μας θυμίζουν πολύ τις μπάλες ενός μπιλιάρδου. Αν θέλουμε να γνωρίσουμε ακόμα περισσότερους τριγωνικούς αριθμούς, δεν έχουμε παρά να δούμε την δεύτερη  διαγώνια σειρά στο τρίγωνο του Πασκάλ, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, θεωρώντας ότι η διαγώνιος με τις μονάδες είναι η μηδενική διαγώνιος σειρά. Αυτοί οι αριθμοί δίνονται και από τον τύπο n(n+1)/2, όπου n φυσικός αριθμός. Παρατηρείστε ότι το άθροισμα δύο διαδοχικών τριγωνικών αριθμών είναι ίσο με ένα τετράγωνο. Φυσικά, η πρώτη διαγώνια σειρά είναι η ακολουθία των φυσικών αριθμών, ενώ η τρίτη διαγώνια σειρά είναι η ακολουθία των τετραεδρικών αριθμών που λέγονται έτσι γιατί μπορούν να παρασταθούν στον χώρο (τρεις διαστάσεις) σε τετραεδρική διάταξη (σχηματίζουν δηλαδή πυραμίδα με βάση τρίγωνο). Ο τύπος που μας δίδει όλους τους τετραεδρικούς αριθμούς είναι ο n(n+1)(n+2)/6, όπου n φυσικός αριθμός. Η τέταρτη διαγώνιος περιλαμβάνει τους αριθμούς που διατάσσονται στον τετραδιάστατο χώρο σε ένα υπερτετραεδρικό σχήμα που οι μαθηματικοί ονομάζουν τετραδιάστατο simplex. Προχωρώντας στις διαγώνιες σειρές το φαινόμενο αυτό επαναλαμβάνεται, δηλαδή η n-οστή διαγώνιος περιέχει τους αντίστοιχους των τριγωνικών αριθμών στον n-διάστατο χώρο. Μπορούμε λοιπόν να δούμε αμέσως ότι 10 μπάλες μπορούν να τοποθετηθούν έτσι, ώστε να σχηματίζουν μία τετραεδρική πυραμίδα στο χώρο των τριών διαστάσεων ή ένα ισόπλευρο τρίγωνο στο χώρο των δύο διαστάσεων. Επίσης 35 υπερμπάλες μπορούν να τοποθετηθούν τόσο για  να σχηματίσουν ένα τετραδιάστατο υπερτετράεδρο, όσο για να σχηματίσουν ένα τρισδιάστατο τετράεδρο, όμως δεν μπορούν να σχηματίσουν ένα ισόπλευρο τρίγωνο. 

Παρατηρείστε ακόμα και το εξής: Για να βρούμε το άθροισμα των αριθμών μιας διαγωνίου αρχίζοντας από την μονάδα μέχρι κάποιο συγκεκριμένο αριθμό, δεν έχουμε παρά να δούμε τον αριθμό που βρίσκεται κάτω και αριστερά από τον τελευταίο προσθετέο. Για παράδειγμα, το άθροισμα των φυσικών αριθμών από το 1 μέχρι το 8 είναι 36, ενώ το άθροισμα όλων των τριγωνικών αριθμών από το 1 μέχρι το 10 είναι 20.

1.3 Συνδυαστική,  διωνυμικοί συντελεστές και δυνάμεις του 2 στο τρίγωνο του Πασκάλ

Στο βιβλίο της Γ’ Γυμνασίου στο κεφάλαιο των ταυτοτήτων υπάρχουν κάποια σχόλια στο ιστορικό σημείωμα για το τρίγωνο του Πασκάλ. Η παρατήρηση που γίνεται είναι ότι οι αριθμοί που εμφανίζονται σε κάθε οριζόντια γραμμή του τριγώνου (σχήμα 1), είναι ακριβώς οι συντελεστές που εμφανίζονται στα αναπτύγματα των πολυωνύμων (α + β)ο, (α + β)1, (α + β)2, (α + β)3, (α + β)4, …αντίστοιχα, όπως είναι φανερό στον παρακάτω πίνακα:
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Βλέπουμε λοιπόν ότι το τρίγωνο του Πασκάλ είναι ένα σημαντικό εργαλείο που μας βοηθά να γράφουμε τους διωνυμικούς συντελεστές, δηλαδή τους συντελεστές του αναπτύγματος του (α + β)n , για οποιοδήποτε φυσικό n, αρκετά γρήγορα και εύκολα. 

Οι συντελεστές αυτοί παίζουν σπουδαίο ρόλο σε προβλήματα Συνδυαστικής και Πιθανοτήτων. Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι από 5 αγαπημένα μας βιβλία θέλουμε να επιλέξουμε 3 που θα πάρουμε μαζί μας σ’ ένα ταξίδι. Πόσες διαφορετικές τριάδες μπορούμε να σχηματίσουμε; Θα διαπιστώσουμε ότι το πλήθος τους είναι 10, που είναι ο συντελεστής του α3β2 , η αλλιώς του α3β5 – 3 . Όμοια, αν θέλουμε να μάθουμε σε τρεις διαδοχικές ρίψεις ενός νομίσματος πόσες είναι οι περιπτώσεις που στις δύο από τις τρεις έχουμε γράμματα (Γ), αυτές θα είναι ΚΓΓ, ΓΚΓ και ΓΓΚ, όπου το Κ παριστάνει κορώνα. Δηλαδή υπάρχουν τρεις περιπτώσεις που δύο ρίψεις από τις τρεις είναι γράμματα. Πάλι ο αριθμός 3 είναι ο συντελεστής του α2β, που γράφεται και αλλιώς α2β3 – 2  . Γενικά, αν θέλουμε να επιλέξουμε k στοιχεία από ένα σύνολο με n στοιχεία (στα παραδείγματά μας επιλέγουμε k = 3 βιβλία από n = 5 βιβλία,  k = 2 ρίψεις για γράμματα από συνολικά n = 3 ρίψεις), το πλήθος των επιλογών είναι ο συντελεστής του αnβn – k  που στο τρίγωνο του Πασκάλ είναι ο αριθμός που βρίσκεται στην n οριζόντια γραμμή και στην k διαγώνια σειρά. (Μην ξεχνάμε ότι αρχίζουμε το μέτρημα των σειρών και των γραμμών από το 0).

Γύρω στο 1654 ο Πασκάλ άρχισε να ερευνά την πιθανότητα να πάρει διαφορετικά αποτελέσματα σε διαδοχικές ρίψεις ενός ζαριού και οι συζητήσεις του που είχε με τον Φερμά (Pierre de Fermat) θεωρούνται πως έθεσαν τα θεμέλια της Θεωρίας των Πιθανοτήτων. Στο προηγούμενο πείραμα τύχης της ρίψης του νομίσματος, εάν το νόμισμα είναι αμερόληπτο, δηλαδή «δεν έχει προτιμήσεις» σε κάποιο αποτέλεσμα, τότε η πιθανότητα να πάρουμε στις τρεις ρίψεις δύο γράμματα είναι το πηλίκο του πλήθους των επιθυμητών αποτελεσμάτων, που όπως τα μετρήσαμε είναι τρία,  προς το πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσμάτων που είναι οκτώ: ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ. Επομένως η πιθανότητα είναι 3/8. 

Ας μετρήσουμε όλα τα δυνατά αποτελέσματα κάπως διαφορετικά, όπως μετρήσαμε όλα τα αποτελέσματα που στις τρεις ρίψεις οι δύο ήταν γράμματα:

Έχουμε ένα αποτέλεσμα με τρία γράμματα (ΓΓΓ), τρία αποτελέσματα με δύο γράμματα (ΚΓΓ, ΓΚΓ, ΓΓΚ), τρία αποτελέσματα με ένα γράμματα (ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΓΚΚ) και ένα αποτέλεσμα με κανένα γράμματα (ΚΚΚ). Άρα το πλήθος των δυνατών αποτελεσμάτων θα πρέπει να είναι 1 + 3 + 3 + 1 = 8. Παρατηρούμε λοιπόν ότι το πλήθος των δυνατών αποτελεσμάτων βρίσκεται από το άθροισμα των αριθμών που βρίσκονται στην τρίτη γραμμή του τριγώνου του Πασκάλ. 

Πώς μπορούμε όμως να ξέρουμε χωρίς να εκτελέσουμε τις προσθέσεις να υπολογίσουμε το άθροισμα των αριθμών μίας γραμμής του τριγώνου του Πασκάλ; Ο κανόνας που ισχύει είναι ότι το άθροισμα των αριθμών της n-οστής γραμμής του τριγώνου του Πασκάλ, είναι ίσο με την n-oστή δύναμη του 2. Για να το δούμε αυτό, αρκεί στα πολυωνύμα (α + β)ο, (α + β)1, (α + β)2, (α + β)3, (α + β)4, …και στα αναπτύγματά τους να θέσουμε α = β = 1, οπότε έχουμε τις ισότητες στον παρακάτω πίνακα (σχήμα 2):
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1.4 Οι δυνάμεις του 11 στο τρίγωνο του Πασκάλ
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Εκτός από τις δυνάμεις του 2, μπορούμε να διακρίνουμε και τις δυνάμεις του 11 στο τρίγωνο του Πασκάλ. Βλέπουμε δηλαδή πώς αν διαβάσουμε τους αριθμούς των πέντε πρώτων γραμμών σαν ψηφία ενός ενιαίου αριθμού , ότι σχηματίζονται οι πέντε πρώτες δυνάμεις του 11 όπως φαίνεται στην αριστερή στήλη του σχήματος 3. Αν όμως συνεχίσουμε στις επόμενες δυνάμεις, ο κανόνας αυτός φαινομενικά «χαλάει», όπως φαίνεται στην δεύτερη στήλη του σχήματος 3.

Είναι δηλαδή 

115 = 161051 και όχι 115 = 15101051,

116 = 1771561 και όχι 116 = 1615201561, κ.ο.κ. 

	
	Απλοποίηση γραμμής
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Δεν υπάρχει λοιπόν άμεση σχέση του τριγώνου του Πασκάλ και των δυνάμεων του 11; Η απάντηση θα έρθει αν μελετήσουμε το ερώτημα αναλυτικά: Το πρώτο πρόβλημα που αντιλαμβανόμαστε στην εφαρμογή του κανόνα είναι ότι στην 5η γραμμή του τριγώνου εμφανίζονται για πρώτη φορά διψήφιοι αριθμοί. Έτσι το 10 δεν γίνεται να καταλαμβάνει μία μόνο θέση στα ψηφία της 5ης δύναμης του 11. Μπορούμε όμως να σκεφτούμε την 5η γραμμή του τριγώνου του Πασκάλ ως το ανάπτυγμα του (10 + 1)5, δηλαδή τον αριθμό:

1(105) + 5(104) + 10(103) + 10(102) + 5(101) + 1(100) 
= 100000 + 50000 + 10000 + 1000 + 50 + 1 = 161051 

που είναι πραγματικά η 5η δύναμη του 11. Κατ’ αυτόν τον τρόπο η 5η γραμμή απλοποιήθηκε στον αριθμό 161051. Έτσι μπορούμε να δούμε πως και οι επόμενες γραμμές που και αυτές περιέχουν διψήφιους αριθμούς απλοποιούνται ως όπως φαίνεται στο σχήμα 4. 

Αλλά ας ρίξουμε μία κοντινή ματιά στην 6η γραμμή και την απλοποίησή της για να καταλάβουμε ποιος απλός κανόνας απλοποίησης κρύβεται πίσω από αυτήν:
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Ο κανόνας λοιπόν απλοποίησης μιας γραμμής του τριγώνου του Πασκάλ που θα δώσει σαν ενιαίο αριθμό τις δυνάμεις του 11, μας λέει ότι αρχίζουμε από το τελευταίο ψηφίο δεξιά και όταν συναντάμε διψήφιο αριθμό τότε το πρώτο ψηφίο του προστίθεται στο δεύτερο ψηφίο του επόμενου αριθμού στα αριστερά. Στις προσθέσεις αυτές ενδεχομένως να εμφανιστούν και ξανά διψήφιοι αριθμοί, οπότε θα πρέπει να επαναλάβουμε την διαδικασία μέχρι που η απλοποίηση της γραμμής να περιέχει μονοψήφιους αριθμούς. Μία τέτοια διαδικασία παρουσιάζεται στην 8η γραμμή που αντιμετωπίζεται με τον κανόνα που αναφέραμε σε δύο στάδια ως ακολούθως: 
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Αφήνουμε τέλος για άσκηση στον αναγνώστη να μαντέψει ποια θα είναι η διαδικασία υπολογισμού των δυνάμεων του 11 με βάση τις γραμμές του τριγώνου του Πασκάλ όταν αυτές εμφανίζουν και τριψήφιους ή τετραψήφιους κ.τ.λ. αριθμούς.

Φυσικά υπάρχει και ο εναλλακτικός τρόπος για τον υπολογισμό των δυνάμεων του 11, δηλαδή να υπολογίσουμε το ανάπτυγμα του διωνύμου (10+ 1)ν. Συνεπώς θα έχουμε: που 

	112 
	=
	(10 + 1)2 =
	1(102 + 2(101 + 1
	=
	100 + 20 + 1
	=
	 121

	113 
	=
	(10 + 1)3 =
	1(103 + 3(102+ 3(101+ 1
	=
	1000 + 300 + 30 + 1
	=
	1331

	114 
	=
	(10 + 1)4 =
	1(104 + 4(103 + 6(102 + 4(101 + 1
	=
	...
	 
	 


Ίσως κάποιοι προτιμούσαν αυτόν τον τρόπο για δύο λόγους: Πρώτον πάλι χρησιμοποιούμε το τρίγωνο του Πασκάλ και δεύτερον δεν μας «ενοχλούν» τώρα οι πολυψήφιοι αριθμοί που εμφανίζονται στις γραμμές του.

1.5 Οι αριθμοί Fibonacci και το τρίγωνο του Πασκάλ.
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σχήμα 5

Στο τρίγωνο του Πασκάλ εμφανίζεται και η ακολουθία των αριθμών Fibonacci για την οποία θα αφιερώσουμε ξεχωριστό κεφάλαιο. Απλώς εδώ να αναφέρουμε ότι οι δύο πρώτοι όροι της ακολουθίας είναι μονάδες ενώ κάθε άλλος όρος προκύπτει ως το άθροισμα των δύο αμέσως προηγούμενων όρων.  Έτσι σχηματίζεται η ακολουθία των φυσικών αριθμών  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …. Όπως φαίνεται και στο σχήμα 4 αυτή η ακολουθία των αριθμών εμφανίζεται στο τρίγωνο του Πασκάλ ως αθροίσματα των στοιχείων που βρίσκονται σε πλάγιες γραμμές με κάπως μεγαλύτερη κλίση από τις πλάγιες γραμμές που περιείχαν τους φυσικούς, τριγωνικούς, και λοιπούς αριθμούς. Το γεγονός αυτό δεν το παρατήρησε ο ίδιος ο Πασκάλ αλλά έγινε γνωστό πολύ αργότερα, προς το τέλος του 19ου αιώνα.

1.6 Το τρίγωνο του Πασκάλ και το τρίγωνο του Sierprinski.

Χρωματίζοντας τα πολλαπλάσια του 2 στο τρίγωνο του Πασκάλ, παρατηρούμε ότι   εμφανίζονται μικρά και μεγάλα τρίγωνα που στο σύνολό τους συνθέτουν ένα πάρα πολύ εντυπωσιακό σχέδιο. Αυτό το σχέδιο «υπακούει» στους κανόνες σχεδιασμού ενός άλλου τριγώνου που λέγεται τρίγωνο του Sierprinski και είναι ένα από τα πρώτα fractals που θα συναντήσουμε στο σχετικό κεφάλαιο. (σχήμα 5 αριστερά όπου οι άρτιοι είναι λευκό χρώμα). Αλλά και αν θελήσουμε να χρωματίσουμε τα πολλαπλάσια κάποιου άλλου αριθμού στο τρίγωνο του Πασκάλ, βλέπουμε να εμφανίζονται νέα σχέδια με μικρά και μεγάλα τρίγωνα καθένα από αυτά χαρακτηριστικό για κάθε διαιρέτη που επιλέξαμε. Στο σχήμα 6 για παράδειγμα, φαίνεται δεξιά το σχέδιο που εμφανίζεται όταν χρωματίσουμε με άσπρο τα πολλαπλάσια του 3. 

Θα μπορούσαμε να αναφέρουμε πάρα πολλές ακόμα ιδιότητες του τριγώνου του Πασκάλ, όπως παραδείγματος χάριν να ανακαλύψουμε σ’ αυτό τους συντελεστές των πολυωνύμων Chebyshev ή τους αριθμούς Catalan.  Ο ίδιος ο Πασκάλ είχε ιδιαίτερα εντυπωσιαστεί με τον πλούτο αυτού του τριγώνου σε ιδιότητες. Παραδέχτηκε στη διατριβή του ότι άφηνε έξω περισσότερα από τα στοιχεία που εισήγαγε σχολιάζοντας: «Είναι παράξενο πράγμα το πόσο γόνιμο είναι σε ιδιότητες».

Υπάρχουν επίσης πολλές παραλλαγές του τριγώνου και πολλοί τρόποι γενίκευσής του. Ο ποιο συνηθισμένος είναι η τετραεδρική του εκδοχή στις τρεις διαστάσεις.

Ως ένθετο δίνουμε στις επόμενες σελίδες εικονογραφημένες οδηγίες για την κατασκευή ενός τριγώνου Πασκάλ.
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σχήμα 6

Δραστηριότητες στο διαδίκτυο:

http://jwilson.coe.uga.edu/EMT668/EMT668.Student.Folders/BrombacherAarnout/spreadsheets/SpreadsheetsnPascal.html
http://www.cs.washington.edu/homes/jbaer/classes/blaise/blaise.html
Οδηγίες κατασκευής του τριγώνου του Πασκάλ.
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Οδηγίες για την παραγωγή μίας δομικής μονάδας για το «κτίσιμο» ενός τριγώνου Πασκάλ. Ακολουθήστε με τη σειρά τις οδηγίες στα τετράγωνα, ξεκινώντας με ένα τετράγωνο φύλλο χαρτιού.

	1. Διπλώστε  δύο απέναντι πλευρές και  τσιμπήστε ελαφρώς τη μέση τους. Διπλώστε τις δύο άλλες απέναντι πλευρές του μέχρι τα σημάδια σας ώστε να συναντηθούν στη μέση και τσακίστε.

	




	
	2. Διπλώστε την μία κορυφή μέχρι την τσάκιση που δημιουργήθηκε στο πρώτο βήμα:




	3. Επαναλάβετε και με την δεύτερη κορυφή επάνω και ανοίξτε:




	4. Γυρίστε ανάποδα και χρησιμοποιήστε τις τσακίσεις ώστε να διπλώσετε το άνω τέταρτο του τετραγώνου εκεί που διασταυρώνονται οι δύο πλάγιες γραμμές:





	5. Στη συνέχεια διπλώστε τις δύο κάτω κορυφές μέχρι να συναντήσουν την ακμή:




	6.Ξεδιπλώστε τις κορυφές ώστε να επανέλθετε στο 4ο βήμα, γυρίστε ανάποδα και διπλώστε την κάτω πλευρά του τετραγώνου:




	7. Ανοίξτε, και οι τσακίσεις σας θα πρέπει να φαίνονται κάπως έτσι:




	8. Το επάνω μέρος θα πρέπει με ευκολία να διπλώνει κατ’ αυτόν τον τρόπο:





	9. Διπλώστε το κάτω τέταρτο του τετραγώνου προς τα πάνω:




	10. Τραβήξτε τις κορυφές προς τα κάτω και απλώστε κάπως έτσι:




	
	


Φτιάξτε αρκετές δομικές μονάδες.

	11. Ενώστε δύο από αυτές ώστε να φαίνονται έτσι από τη μία μεριά:

	




	
	12. Και έτσι από την άλλη:






Ένα ωραίο σχέδιο μπορεί να κατασκευαστεί. Συνήθως, όταν προστίθεται μία μονάδα στην κατασκευή, είναι ευκολότερο να την ανοίξουμε και μετά να την διπλώσουμε στη θέση της όπως δείχνουν οι οδηγίες:

	




	
	






	






	






	





Εδώ έχουμε ενώσει έξι δομικές μονάδες:




Μπορεί κανείς να χρησιμοποιήσει παραλληλόγραμμα αντί για τετράγωνα χαρτιά και να κατασκευάσει μακρύτερες δομικές μονάδες που όταν ενωθούν θα φαίνονται κάπως έτσι:
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Χρειάζεται λίγη προσοχή να διπλωθούν οι άκρες όμορφα ώστε να μην ανοίξουν.
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