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1 Istorik  anadrom 1.1 Ti eÐnai sun�rthsh?Aut  h genik  ènnoia apaiteÐ me ton ìro sun�rthsh tou
x na ennooÔme ton arijmì pou dÐnetai gia k�je x kai oopoÐoc metab�lletai stadiak� mazÐ me to x. H tim  miacsun�rthshc mporeÐ na orÐzetai apì k�poia analutik èkfrash   apì mia sunj kh pou parèqei th dunatìthtana dokim�soume ìlouc touc arijmoÔc kai na epilèxoumeènan apì autoÔc  , tèloc, h ex�rthsh endèqetai naup�rqei kai na paramènei �gnwsth.H genik  morf  thc jewrÐac dèqetai thn Ôparxh miacex�rthshc mìnon upì thn ènnoia ìti ofeÐloume na nooÔmetouc sqetizìmenouc arijmoÔc wc dedomènouc omoÔ.

N.I. LobačevskǐıSto biblÐo [4, kef�laio 9] tou V.M. Tikhomirov brÐskoume thn ex c isto-rik  anafor� gia th gènnhsh thc ènnoiac thc sun�rthshc:. . . Tic pr¸tec prosp�jeiec gia na skiagrafhjeÐ to perÐgramma thcènnoiac thc sun�rthshc tic katèbalan sta tèlh tou 17ou ai¸na o
Leibniz kai o Johann Bernoulli. Ton ìro {sun�rthsh} eis gageo Leibnitz. O Bernoulli sunèdese me autì ton ìro thn idèa {miacèkfrashc pou kataskeu�zetai me orismèno trìpo apì èna metablhtìmègejoc kai apì stajerèc}. Argìtera, o Euler katèsthse peris-sìtero apt  thn idèa tou Bernoulli, orÐzontac sta egqeirÐdi� touth sun�rthsh wc mian analutik  èkfrash kataskeuasmènh apì ènametablhtì mègejoc kai apì stajerèc. M�lista eis gage kai tosumbolismì f(x). O Euler dèqthke ìti eÐnai dunatìn na onomasteÐsun�rthsh {k�je eleÔjera sqediasmènh kampÔlh} kai eÐqe upìyhtou peript¸seic sunart sewn�gia par�deigma, th sun�rthsh touhmitìnou�pou mporeÐ na perigrafoÔn lektik�. . .To ti eÐnai sun�rthsh, apasqìlhse gia pollèc dekaetÐec th majhmatik koinìthta. Stic arqèc tou 19ou ai¸na o Lobačevskǐı ìrise th sun�rthsh wc3



antistoiqÐa�ìpwc dhlad  èqei epikr�thsei mèqri kai tic mèrec mac.'Etsi, kai sta shmerin� sqolik� biblÐa dÐnetai o ex c orismìc thc sun�rth-shc, qrhsimopoi¸ntac sunolojewrhtik  {gl¸ssa}:H (sqèsh) f lègetai sun�rthsh me pedÐo orismoÔ to sÔnolo X kai timècapì to sÔnolo Y an se k�je stoiqeÐo x tou sunìlou X (h sqèsh f) antistoi-qÐzei èna monadikì stoiqeÐo y tou sunìlou Y . Autì to monadikì y lègetaieikìna tou x kai sumbolÐzetai me f(x). Gr�foume dhlad  y = f(x).1.2 To {basÐleio} twn sunart sewn.Me b�sh loipìn ton prohgoÔmeno orismì, ja tolmoÔsame na poÔme ìti oisunart seic eÐnai antikeÐmena thc JewrÐac Sunìlwn.EntoÔtoic, jèmata ìpwc to ìrio, h sunèqeia, h sÔgklish kai h omoiì-morfh sÔgklish sunart sewn, k.a., èdwsan thn aform  gia na gennhjeÐ ènacnèoc kl�doc twn Majhmatik¸n�to katexoq n {basÐleio} thc sun�rthshc�hAn�lush.'Opwc perigr�fetai kai sto [3], h an�gkh na epinohjoÔn mèjodoi epÐlushcalgebrik¸n exis¸sewn od ghse se èna sunduasmì 'Algebrac kai GewmetrÐac.'Hdh, apì ton 11o m.Q. ai¸na o Om�r Qagi�m anak�luye mia gewmetrik  mèjo-do epÐlushc exis¸sewn trÐtou bajmoÔ mèsw thc eÔreshc twn shmeÐwn tom cdÔo kwnik¸n tom¸n.Argìtera, me thn epinìhsh tou kartesianoÔ epipèdou, k�je algebrik par�stash mpìrese na metamorfwjeÐ se kampÔlh. 'Ektote, to gewmetrikìan�logo gia par�deigma tou x2 den eÐnai to tetr�gwno pleur�c x, all� hparabol . Autì  tan idiaÐtera qr simo gia th {met�frash} gewmetrik¸n idio-t twn miac kampÔlhc se algebrikèc sqèseic. Gia par�deigma, k�ti tètoio  tanaparaÐthto gia th melèth twn troqi¸n twn planht¸n.O NeÔtwnac  tan ekeÐnoc pou sthn prosp�jei� tou na diamorf¸sei ènamajhmatikì montèlo thc mhqanik c, mÐlhse pr¸toc gia rujmoÔc metabol cposot twn   roèc ìpwc tic onìmase (dhlad  tic shmerinèc parag¸gouc). Nw-rÐtera kai o Pier de Fermat eÐqe asqolhjeÐ me tic exis¸seic efaptomènwn se4



poluwnumikèc kampÔlec. 'Omwc oi {patèrec} tou DiaforikoÔ LogismoÔ jew-roÔntai o NeÔtwnac kai o Leibnitz. M�lista ston deÔtero apodÐdontai kai oiìroi {diaforikìc logismìc}, {oloklhrwtikìc logismìc} ìpwc kai ta sÔmbola
dy/dx kai ∫

dx.Ac shmei¸soume loipìn ìti prin p�rei th morf  antistoiqÐac, h sun�rthshproôp rqe stic fusikèc epist mec wc diadikasÐa   metabol . KatanooÔme è-tsi kai giatÐ eÐnai èna tìso polÔpleuro antikeÐmeno pou qrhsimpopoieÐtai apìpolloÔc episthmonikoÔc kl�douc. Wc tètoio ja prèpei kai na thn proseg-gÐsoume, èqontac kal� sto nou mac ìti an kai diakrÐnoume s� aut  gewmetrik�  algebrik� stoiqeÐa den periorÐzetai s� aut�.2 H ènnoia thc sun�rthshcAn zht soume apì touc majhtèc mac na d¸soun èna dikì touc par�deigmasun�rthshc, to pio pijanìn eÐnai na mac d¸soun mìno ènan algebrikì tÔpo.FaÐnetai loipìn pwc o orismìc thc sun�rthshc kat� ton Bernoulli (dhlad wc analutik  èkfrash kataskeuasmènh apì metablhtì mègejoc kai stajerèc)èqei epikrat sei sth suneÐdhsh twn majht¸n mac kai Ðswc kai th dik  mac.SÐgoura ìmwc ja epijumoÔsame, toul�qiston se ena arqikì st�dio, naskiagraf soume mèsa apì ta kat�llhla paradeÐgmata tic di�forec {morfèc}miac sun�rthshc. Autìc eÐnai kai o stìqoc thc paroÔsac ergasÐac.2.1 Metabolèc'Opwc anafèrjhke kai sthn istorik  anadrom , h sun�rthsh suqn� paÐrnei thmorf  thc metabol c. Tètoia paradeÐgmata mac prosfèrei ploÔsia h Fusik ,ìpwc th metabol  tou diast matoc pou dianÔei èna kinhtì shmeÐo me thn p�ro-do tou qrìnou,   th metabol  thc taqutht�c tou, th metabol  tou hlektrikoÔfortÐou enìc puknwt  k.t.l. OmoÐwc, kai �llec epist mec ìpwc h Iatrik , hKoinwniologÐa, h BiologÐa, . . . , endiafèrontai gia th metabol  diafìrwn mege-j¸n pou meletoÔn. (gia par�deigma, h Iatrik  ja endiaferìtan na melet sei thmetabol  tou epipèdou zakq�rou enìc organismoÔ se sqèsh me thn ekrinìmenhinsoulÐnh). Fusik�, den eÐnai mìno h metabol , all� kai o rujmìc metabol c(par�gwgoc) pou apasqoleÐ. 5



GiatÐ ìmwc ja  tan endiafèron na asqolhjoÔme me tètoia paradeÐgmata stom�jhma twn majhmatik¸n? H ap�nthsh èrqetai mèsw tou akìloujou paradeÐg-matoc:2.1.1 Par�deigma: Puretikì Di�gramma.Sta majhmatik� tou GumnasÐou exet�zontai dÔo klasikèc peript¸seic metabo-l¸n: Ta an�loga kai ta antistrìfwc an�loga pos�.'Wstìso, an den epijumoÔme na sundèsoume th metabol  me k�poio kanìna,ja mporoÔsame na d¸soume to akìloujo par�deigma, me arket� pleonekt ma-ta ìpwc ja doÔme:

Sq ma 1: Puretikì Di�grammaParousi�zoume stouc majhtèc mac èna puretikì di�gramma ìpwc sto sq -ma 1 (k�ti sqetik� oikeÐo s� autoÔc) kai jètoume erwt seic ìpwc:
• Ti parist�nei to sqèdio?
• GnwrÐzete m pwc ti k�nei mia nosokìma gia na sqedi�sei th gramm  aut ?6



• Gia poio lìgo protim�tai o sqediasmìc miac gramm c apì thn apl  kata-graf  thc jermokrasÐac arijmhtik�?
• Se poia qronik� diast mata h jermokrasÐa tou asjenoÔc aux�nei kai sepoia mei¸netai?
• MporeÐte na ektim sete th jermokrasÐa tou asjenoÔc stic 3 NoembrÐoukai ¸ra 8p.m.?Fusik�, to par�deigma anafèretai sth sun�rthshqronik  stigm  → jermokrasÐa asjenoÔcpou den kajorÐzetai apì k�poion kanìna-tÔpo. Akrib¸c gi� autì, prob�llontaiperissìtero ta stoiqeÐa tou graf matoc miac sun�rthshc ìpwc:
• H ènnoia thc sunèqeiac: H metabol  apì th mÐa jermokrasÐa sthn �l-lh gÐnetai me suneq  trìpo (Ðswc ìqi {omalì}) mesolab¸ntac ìlec oiendi�mesec timèc.
• Proseggistikèc diadikasÐec: EktÐmhsh thc jermokrasÐac se stigmèc pouden ègine mètrhsh.
• Diast mata monotonÐac.Kai ac mhn xeqn�me ìti kajetÐ pou problhmatÐzei kai wjeÐ touc majhtèc naex�goun ta dik� touc sumper�smata eÐnai oÔtwc   �llwc wfèlimo apì paida-gwgik  �poyh.2.2 DiadikasÐec'Opwc anafèrame, h sun�rthsh eÐnai mia antistoiqÐa apì èna sÔnolo X se ènasÔnolo Y , me thn opoÐa se k�je stoiqeÐo x ∈ X antistoiqeÐ èna monadikì

y ∈ Y .Suqn� aut  h antistoiqÐa de gÐnetai �mesa, all� me endi�mesa st�dia.AkoloujoÔn paradeÐgmata pou enisqÔoun aut  th jèsh.
7



2.2.1 ManteÔontac ènan arijmì.Oi mikroÐ majhtèc tou GumnasÐou entupwsi�zontai me to akìloujo {paiqnÐdi}:ManteÔontac ènan arijmì (b mata) H majhmatik  ermhneÐaB�le ènan arijmì sto nou sou. xB�le kai gia to fÐlo sou �lla tìsa. 2xB�le kai gia mèna 10. 2x + 10{RÐxe} ta mis� sth j�lassa. 1
2
(2x + 10)D¸se pÐsw sto fÐlo sou ta dik� tou. 1

2
(2x + 10) − x

5 de sou èmeinan? = 5To entupwsiakì s� autì to aplì par�deigma eÐnai ìti anex�rthta apì tonarijmì eisagwg c x, to telikì apotèlesma eÐnai p�nta o arijmìc 5. Prìkeitaidhlad  gia par�deigma stajer c sun�rthshc.H stajer  sun�rthsh apoteleÐ prìskomma gia touc mikroÔc majhtèc: P¸cmporeÐ na lègetai sun�rthsh k�ti pou den èqei metablht ? Poia h diafor� apìènan arijmì? Fusik� to dÐkio eÐnai me to mèroc twn paidi¸n, mia kai {exarth-mènh} metablht  den exart�tai kajìlou apì thn anex�rthth. En¸ loipìn mÐaèkfrash thc morf c f(x) = 5 sugqèetai eÔkola me ton arijmì 5, to sug-kekrimèno par�deigma {peÐjei} gia thn Ôparxh stajer¸n sunart sewn: H di-adikasÐa anagnwrÐzetai eukolìtera wc morf  antistoiqÐac.Tèloc na anafèroume kai duo-trÐa epiplèon pleonekt mata tou {paiqnidioÔ}mac.1. KentrÐzei to endiafèron twn majht¸n kai dhmiourgeÐ euq�risth atmì-sfaira sthn t�xh, diamorf¸nontac jetikèc st�seic proc ta Majhmatik�.2. WjeÐ touc majhtèc se diereunhtik  diadikasÐa. Epijum¸ntac na apant -soun sto er¸thma poÔ ofeÐletai to stajerì apotèlesma, epiqeiroÔn th{majhmatik  met�frash}.3. OdhgoÔntai se genikeÔseic: Sth jèsh tou arijmoÔ 10 ja mporoÔse nampei ènac opoiosd pote arijmìc me an�loga apotelèsmata.4. Oi pio proikismènoi majhtèc Ðswc aniqneÔsoun thn idiìthta thc paramè-trou gia ton arijmì 10. To sugkekrimèno par�deigma epomènwc, apoteleÐkai par�deigma parametrik¸n sunart sewn.8



2.2.2 H sÔnjesh sunart sewn kai h sumpl rwsh tetrag¸-nou sto tri¸numo.'Otan did�skoume th sÔnjesh twn sunart sewn, ousiastik� zht�me apì toucmajhtèc mac na anagnwrÐsoun ta b mata miac diadikasÐac. Gia par�deigma, antouc d¸soume th sun�rthsh f(x) = hm(

ex2+1
), perimènoume na anagnwrÐsounthn ex c diadikasÐa:JewroÔme k�poion arijmì x.PaÐrnoume to tetr�gwno tou x.Sto tetr�gwno tou x prosjètoume th mon�da.JewroÔme thn ekjetik  sun�rthsh me b�sh to e kai ekjèth thnprohgoÔmenh èkfrash.PaÐrnoume to hmÐtono thc prohgoÔmenhc èkfrashc.'Hdh apì thn A' LukeÐou oi majhtèc èrqontai se epaf  me tètoiou eÐdoucdiadikasÐec, ìtan efarmìzetai h mèjodoc thc sumpl rwshc tou tetrag¸nousto tri¸numo, me skopì tìso thn epÐlush deuterob�jmiwn exis¸sewn, ìsokai th grafik  apeikìnish thc sun�rthshc.Sumplhr¸nontac to tetr�gwno se èna tri¸numo, ousiastik� exaleÐfometon prwtob�jmio ìro. 'Etsi to tri¸numo f(x) = x2 +2x+3 metasqhmatÐzetaisto f(x) = (x + 1)2 + 2. Oi dÔo isodÔnamec ekfr�seic upodeiknÔoun dÔodiaforetikèc diadikasÐec, tic

x → x2 → x2 + 2x → x2 + 2x + 3kai
x → x + 1 → (x + 1)2 → (x + 1)2 + 2H deÔterh ìmwc èqei to ex c pleonèkthma: k�je b ma thc metafr�zetaise sugkekrimèno gewmetrikì metasqhmatismì sto kartesianì epÐpedo. 'Etsi,katanooÔme kai giatÐ to gr�fhma thc f(x) = (x + 1)2 + 2 eÐnai apl¸c mia me-tatìpish tou graf matoc thc g(x) = x2, ìpwc apeikonÐzetai kai sto sq ma 2.'Opwc polÔ eÔstoqa epes mane kai o sun�delfoc Papantwn�khc NÐkoc,Fusikìc sto 11o LÔkeio HrakleÐou, oi tÔpoi apotetragwnismoÔ twn trigwno-metrik¸n sunart sewn paÐzoun an�logo rìlo me th sumpl rwsh tetrag¸nou.9
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2
pou kai autì me th seir� tou eÐnaiomoiìjeto thc y = sunx (deÐte kai to sq ma 12).2.2.3 'Apeirec diadikasÐecMia apì tic duskolÐec pou parousi�zei o qeirismìc kai h katanìhsh thc ek-jetik c sun�rthshc me b�sh ton e, eÐnai o Ðdioc o arijmìc e. EÐnai uperbatikìckai mporoÔme na ton no soume mìno wc ìrio. Epomènwc kai h algebrik  èk-frash ex, akìma kai gia x fusikì arijmì, eÐnai sthn ousÐa èna ìrio. Poio?Up�rqoun di�forec apant seic ìpwc
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H teleutaÐa èkfrash ja mporoÔse na jewrhjeÐ san k�poia morf  �peirhcdiadikasÐac. Parìlo pou den problèpetai apì to UpourgeÐo h sugkekrimènhanafor�, {apant�} arket� ikanopoihtik� stic erwt seic twn pio {perÐergwn}majht¸n mac. (An jèlete, h sun�rthsh f(x) = 1 + x
1!

+ x2

2!
+ x3

3!
+ x4

4!
+ · · ·peÐjei kalÔtera gia tic qarakthristikèc idiìthtec thc ekjetik c, f ′(x) = f(x)kai f(0) = 1.)2.3 Kanìnec antistoÐqhshcErqìmaste t¸ra sthn pio {oikÐa} morf  sun�rthshc, pou eÐnai h antistoÐqhshme b�sh k�poio kanìna�sun jwc k�poion algebrikì tÔpo. Suqn�, jèlontacna skiagraf soume ton rìlo tou tÔpou miac sun�rthshc, parousi�zoume stoucmajhtèc mac mia eikìna ìpwc to sq ma 3.

Sq ma 3: H {mhqan } thc sun�rthshc.To sugkekrimèno antikeÐmeno prosfèretai kai gia {paiqnÐdi rìlwn}, ìpwcproteÐnetai kai sto [5, kef�laio 3]: K�poioc majht c upodÔetai to rìlo thc{mhqan c}, krat¸ntac mustikì ton tÔpo thc sun�rthshc. Oi upìloipoi sum-majhtèc tou, eis�goun sth mhqan  di�forec timèc (ta x) kai ekeÐnoc toucepistrèfei ta antÐstoiqa f(x). To zhtoÔmeno eÐnai na mantèyei k�poioc tontÔpo thc sun�rthshc, opìte kai ja p�rei me th seir� tou to rìlo thc mhqan c.Sto paiqnÐdi autì mporeÐ na efarmosteÐ kai h ex c parallag : H mhqan {filtr�rei} tic eisagìmenec timèc kai de dèqetai k�poiec sugkekrimènec (giapar�deigma ekeÐnec pou eÐnai megalÔterec apì 20). Me autìn ton trìpo gÐnetaikai h eisagwg  sto PedÐo OrismoÔ miac sun�rthshc kai ston rìlo pou paÐzoun11



oi periorismoÐ stouc tÔpouc.Istorikì sqìlioH isìthta twn sunart sewn proôpojètei isìthta sto PedÐo OrismoÔ, stoPedÐo Tim¸n kai ston algebrikì tÔpo-kanìna antistoÐqhshc. H istorÐa did�skeiìti tÐpota apì ìla aut� den eÐnai profanèc. Ja anafèrw mÐa perÐptwsh ìpouh isìthta ston tÔpo twn sunart sewn apotèlese èna idiaÐtera barus mantoje¸rhma thc JewrÐac Arijm¸n:Anafèromai sth ζ sun�rthsh tou Euler1, pou orÐzetai gia k�je prag-matikì arijmo x kai èqei tÔpo
ζ(x) =

1

1x
+

1

2x
+

1

3x
+

1

4x
+ · · ·O Euler apèdeixe ìti h Ðdia sun�rthsh perigr�fetai kai apì ènan deÔterotÔpo:

ζ(x) =
1

1 − (1/2)x
× 1

1 − (1/3)x
× 1

1 − (1/5)x
× 1

1 − (1/7)x
× · · ·ìpou to ginìmeno twn ìrwn 1

1−(1/p)x
upologÐzetai se ìlouc touc pr¸touc arij-moÔc p.Parak�tw akoloujoÔn sugkekrimèna paradeÐgmata pou {fwtÐzoun} di�fo-rec pleurèc thc leitourgikìthtac tou tÔpou miac sun�rthshc.2.3.1 To {eikonikì} estiatìrioTo {eikonikì} estiatìrio eÐnai empneusmèno apì to sun�delfo Swkr�th Ntri-�nko, majhmatikì tou SqoleÐou DeÔterhc EukairÐac Neapìlewc JessalonÐ-khc. 'Otan to èlaba, pragmatik� enjousi�sthka. Me idiaÐtera mejodeumènotrìpo, wjeÐ touc ekpaideuìmenouc na ex�goun mìnoi touc ènan kanìna gia top¸c metab�letai to kèrdoc se sqèsh me thn pelateÐa se k�poio estiatìrio, na

1 Συχνά λέγεται και ζ συνάρτηση του Riemann γιατί ο Riemann στη θέση του
πραγματικού x τοποθέτησε μιγαδικό z. Παραμένει ανοικτό το πρόβλημα των ριζών αυτής
της συνάρτησης. Ο Riemann εξέφρασε την εικασία ότι αυτά βρίσκονται στη μιγαδική ευθεία
Re(z) = 1/2. Το πρόβλημα αυτό παραμένει ανοιχτό και μαζί με άλλα 6 αποτελούν τα 7
προβλήματα της 3ης χιλιετίας. Για το καθένα υπάρχει το χρηματικό βραβείο του $ 1.000.000
για όποιον το λύσει πρώτος (δείτε και το [1]).12



anaparast soun grafik� ton kanìna autì kai tèloc, na problhmatistoÔn giathn anagkaiìthta thc eisagwg c twn arnhtik¸n arijm¸n (ìtan gia par�deigmao esti�torac èqei kèfia kai taòzei dwre�n,   ìtan to kèrdoc gÐnetai zhmi� meth meÐwsh thc pelateÐac). Me mia prosektikìterh mati� diapist¸noume ìtiup�rqei sugkalummènoc o kanìnac pros mwn {+ · − = −}, pou anamènetai naanakalufjeÐ.Prìkeitai dhlad  gia èna eisagwgikì par�deigma se di�fora pedÐa twnmajhmatik¸n, pou emplèkei energ� touc ekpaideuìmenouc. Sth sunèqeia para-jètw to par�deigma (sqedìn) autoÔsio:ESTIATORIOO idiokt thc enìc estiatorÐou èkane touc akìloujouc logariasmoÔc pou deÐ-qnoun th sqèsh metaxÔ tou kajaroÔ kèrdouc kai tou arijmoÔ twn pelat¸n.Arijmìc pelat¸n 30 40 50 60Kajarì kèrdoc se � 100 200 300 400 . . . . . . . . .
• Poioc eÐnai o arijmìc twn pelat¸n ìtan den up�rqei kèrdoc?
• Ti sumbaÐnei ìtan to pl joc twn pelat¸n eÐnai mikrìtero apì 20?
• Pìte arqÐzei h zhmi�?
• Up�rqei k�poia mèjodoc me thn opoÐa apant�me se ìlec autèc tic erwt -seic?Apì ti exart�tai h ap�nthsh se ìlec tic erwt seic?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .OdhgÐec gia thn epilog  tou sust matoc suntetagmènwn:Orizìntioc �xonac: arijmìc pelat¸n, arÐjmhsh an� 10.Katakìrufoc �xonac: Kèrdoc, arÐjmhsh an� 100.ShmeÐa: (Arijmìc pelat¸n, kèrdoc)Kataskeu�ste ènan pÐnaka me:Pr¸th gramm : {Arijmìc pelat¸n}.DeÔterh gramm : {Mèso posì pou pl rwse k�je pel�thc}.TrÐth gramm : {Sunolikì posì pou pl rwsan oi pel�tec}.13



Kajarì kèrdoc(Sun�rthsh pou perigr�fei to jetikì . . . mhdenikì . . . kaiarnhtikì kèrdoc.)ProsdiorÐste ton tÔpo aut c thc sun�rthshc (arijmìc pelat¸n → kajarìkèrdoc).Apant ste stic erwt seic tou probl matoc melet¸ntac to gr�fhma.Lèxeic kleidi� gia na perigr�yete to gr�fhm� sac:EujeÐaKlÐshTomèc me touc �xonec. Ti plhroforÐec dÐdoun aut� ta shmeÐa?'Eqoun nìhma arnhtik� x?2.3.2 To sÔnolo tim¸n kai h arq  tou perister¸naTo sÔnolo tim¸n èrqetai sto prosk nio ìtan k�noume lìgo gia thn 1�1idiìthta k�poiwn sunart sewn kai thn antÐstrofh miac sun�rthshc.Sto sq ma 4 parist�netai h {arq  tou perister¸na}. Me apl� lìgia, anto sÔnolo tim¸n (fwlièc) èqei ligìtera stoiqeÐa apì to pedÐo orismoÔ (peri-stèria), tìte anagkastik� h sun�rthsh DEN eÐnai 1�1. Up�rqoun dhlad toul�qiston dÔo stoiqeÐa tou pedÐou orismoÔ me thn Ðdia eikìna (toul�qistondÔo peristèria pou mènoun sthn Ðdia fwlia). Aut  h tìso apl  diapÐstwsheÐnai suqn� kai to {kleidÐ} se arket� dÔskola probl mata. AparaÐthth bèbaiaproôpìjesh gia thn isqÔ thc arq c tou perister¸na eÐnai ta duo sÔnola naeÐnai peperasmèna mia kai se �peira sÔnola ta pr�gmata eÐnai entel¸c diafore-tik� ìpwc ja diapist¸soume kai sthn akìloujh par�grafo.H epìmenh prìtash ja mac peÐsei gia th qrhsimìthta thc arq c tou peri-ster¸na. Th sun�nthsa se k�poio apì ta semin�ria Didaktik c Majhmatik¸npou org�nwse o kajhght c tou PanepisthmÐou Kr thc Miq�lhc L�mprou.Prìtash 2.3.2.1. K�je kurtì polÔedro èqei toul�qiston duo èdrec me tonÐdio arijmì koruf¸n.Apìdeixh. JewroÔme th sun�rthshèdra tou polÔedrou → arijmìc koruf¸n thc èdrac14



Sq ma 4: H arq  tou perister¸na.Pìsec korufèc mporeÐ na èqei k�poia èdra? Fusik�, ja èqei apì 3 mèqrik�poio m; to mègisto arijmì koruf¸n se èdra. Epomènwc to SÔnolo Tim¸nthc sun�rthshc eÐnai uposÔnolo tou sunìlou {3, 4, 5, . . . , m}, pou èqei m−2stoiqeÐa.Pìsec èdrec èqei to polÔedro? Efìson up�rqei èdra me m korufèc, aut ja èqei kai m akmèc (ìsec eÐnai oi akmèc eÐnai kai oi korufèc). Epomènwc,ektìc apì aut n thn èdra up�rqoun akìma �llec m pou sundèontai me aut .Me �lla lìgia, to polÔedro èqei toul�qiston m + 1 èdrec.To sumpèrasma pou bg�zoume eÐnai ìti to PedÐo OrismoÔ thc sun�rths cmac èqei perissìtera stoiqeÐa apì to SÔnolo Tim¸n thc, �ra sÔmfwna me thnarq  tou perister¸na h sun�rthsh den eÐnai 1�1. Up�rqoun dhlad  duo èdrecme ton Ðdio arijmì koruf¸n.2.3.3 Metr¸ntac to �peiro'Opwc anafèrjhke kai prohgoumènwc, se orismènec peript¸seic, ìtan èqoumeduo �peira sÔnola, eÐnai dunatìn na epino soume mia 1�1 kai epÐ antistoiqÐatou enìc sto �llo, pou arqik� faÐnetai par�logh kai antifatik  me thn arq tou perister¸na. Autì apoteleÐ èna idiaÐtera {agaphtì} jèma thc JewrÐ-ac Sunìlwn kai èqei na k�nei me th mètrhsh tou apeÐrou. Gia na gÐnei piokatanohtì, parajètoume to epìmeno {par�doxo} par�deigma me to {'ApeiroXenodoqeÐo}, ìpou to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n apeikonÐzetai sto sÔnolotwn �rtiwn arijm¸n mèsw thc 1�1 kai epÐ sun�rthshc f(n) = 2n, n ∈ N.
15



TO APEIRO XENODOQEIOSe k�poio xenodoqeÐo up�rqoun �peira dwm�tia arijmhmèna 1, 2, 3, 4, ...Sthn pìlh diex�getai èna festib�l kai ìla ta dwm�tia eÐnai kateilhmmèna. Lì-gw ìmwc twn meg�lwn apait sewn, o idiokt thc anagk�zetai na deqteÐ {�llouctìsouc} pel�tec. Poia ìmwc dwm�tia ja diajèsei stouc kainoÔriouc pel�tec?Gr gora brÐskei thn ex c lÔsh: K�je {paliìc} pel�thc metakineÐtai stodwm�tio me noÔmero to dipl�sio tou arqikoÔ tou dwmatÐou. 'Etsi, oi {palioÐ}pel�tec katalamb�noun dwm�tia me zugoÔc arijmoÔc, en¸ ta dwm�tia me toucmonoÔc arijmoÔc eÐnai sth di�jesh twn {nèwn} pelat¸n.Ac prosèxoume ìti lÔsh sto prohgoÔmeno prìblhma shmaÐnei kai eÔreshtou swstoÔ tÔpou antistoÐqhshc.2.3.4 SÔnjetoi kanìnec antistoÐqhshcSthn 'Algebra thc A' LukeÐou oi majhtèc èrqontai gia pr¸th for� se epaf  metic legìmenec kladwtèc sunart seic. Mil¸ntac sth {gl¸ssa thc mhqan c}, è-qoume na k�noume me mia pio sÔnjeth mhqan , pou analìgwc me tic eisagìmenectimèc x, efarmìzetai kai diaforetikìc tÔpoc. Mia tètoia perÐptwsh sun�rth-shc eÐnai gia par�deigma kai h
f(x) =

{

x2 an x ≥ 2
3x − 2 an x < 2.Oi majhtèc mac, parousi�zoun k�poia adunamÐa sthn katanìhsh thc sug-kekrimènhc graf c kai th sÔndes  thc me thn pragmatik  leitourgÐa thc sun-�rthshc, akìma kai sthn apl  perÐptwsh thc f(x) = |x|. Ta pr�gmata gÐ-nontai polÔ qeirìtera ìtan kaloÔntai na sqedi�soun th grafik  par�stashkladwt¸n sunart sewn.Ta probl mata aut�, se sunduasmì me thn pÐesh tou qrìnou gia thnolokl rwsh thc didaktèac Ôlhc sto sugkekrimèno m�jhma, upagoreÔoun thnan�gkh gia suntomìterh, aploÔsterh all� sugqrìnwc oloklhrwmènh prosèg-gish tou jèmatoc.Sth sunèqeia ja ekjèsw mia drasthriìthta pou jumÐzei paiqnÐdi tÔpou puz-

zle kai pou ef�rmosa me arket  epituqÐa sthn A' T�xh tou GenikoÔ LukeÐou16
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Sq ma 5: Oi 8 kartèlec thc drasthriìthtacDÐnoume se k�je majht  èna sÔnolo apì tic eikonizìmenec kartèlec tousq matoc 5. Autì pou èqoume k�nei eÐnai na apeikonÐsoume se diaforetikoÔqr¸matoc qartìnia tic kampÔlec y = x, y = −x, y = x2 kai y = −x2. Katìpin,ta kìboume kat� m koc tou �xona twn y, ¸ste na sqhmatistoÔn 8 kartèlectic opoÐec kai arijmoÔme. Oi majhtèc mac kaloÔntai na antapokrijoÔn se dÔotÔpouc ask sewn:1. Touc dÐnoume ènan tÔpo kladwt c sun�rthshc ìpwc
f(x) =

{

x2 an x ≥ 0
−x an x < 017
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Sq ma 6: Di�foroi sunduasmoÐkai touc zht�me na sqhmatÐsoun me tic kartèlec touc to gr�fhma thcsun�rthshc.2. Touc dÐnoume ènan perittì kai ènan �rtio arijmì apì to 1 wc to 8,pou antistoiqoÔn se noÔmera kartel¸n kai touc zht�me afenìc na sqh-matÐsoun to gr�fhma kai afetèrou na katagr�youn ton tÔpo thc sun�r-thshc.H efarmog  aut¸n twn ask sewn ja odhg sei se di�forouc sunduasmoÔctwn kartel¸n, k�poioi apì touc opoÐouc eikonÐzontai sto sq ma 6. Ac sqoli�-soume ìti an sunduastoÔn oi kartèlec No 3© kai 2©, sqhmatÐzetai to gr�fhmathc f(x) = |x| pou oi majhtèc mac kaloÔntai na anagnwrÐsoun. Epiplèon,18



autì to {paiqnÐdi} suqn� exelÐssetai kai se ènan sunduastikì problhmatismì.Telik�, de faÐnontai kai tìso {q�lia} autèc oi sunart seic... 'H m pwcìqi? Ac to xanaskeftoÔme prin apant soume. DÐnw mìno èna akìma par�deigmapou Ðswc bohj sei:
f(x) =

{

1 an x ∈ Q

0 diaforetik�.2.3.5 Kanìnec antistoÐqhshc qwrÐc algebrikì tÔpoO Bernoulli, dÐnontac ton orismì tou gia th sun�rthsh wc èkfrash poukataskeu�zetai me orismèno trìpo apì èna metablhtì mègejoc kai apì sta-jerèc, �fhse akajìristh thn èkfrash {orismènoc trìpoc}. 'Iswc ìmwc en-nooÔse autì pou kai s mera fant�zontai orismènoi majhtèc mac. 'Oti dhlad an k�poia pragmatik  sun�rthsh pragmatik c metablht c upakoÔei se sug-kekrimèno kanìna antistoÐqhshc, tìte upoqrewtik� o kanìnac autìc ja prèpeina eÐnai algebrik  èkfrash poluwnumik¸n, trigwnometrik¸n, ekjetik¸n kailogarijmik¸n sunart sewn. To polÔ polÔ na emplèkontai kai oi antÐstrofecaut¸n twn sunart sewn.Dustuq¸c ìmwc, ta pr�gmata den eÐnai tìso apl�: An jewr soume giapar�deigma th sun�rthsh
f(x) =

∫ x

0

eu2

dude ja mporèsoume potè na broÔme ènan {tÔpo} pou na perigr�fei ton sug-kekrimèno kanìna antistoÐqhshc, me tic sunart seic tou {katalìgou} mac. (Hsun�rthsh aut , ìqi mìno up�rqei�lìgw thc sunèqeiac thc g(u) = eu2�all�eÐnai kai �peirec forèc paragwgÐsimh).S� autèc tic peript¸seic prospajoÔme na broÔme k�poia {gnwst } sun�r-thsh pou na proseggÐzei thn {ainigmatik } sun�rthsh (kai ed¸ anagnwrÐzetaih meg�lh sumbol  tou Jewr matoc Taylor). Kami� for� ìmwc, akìma kaiautì eÐnai polÔ dÔskolo na epiteuqjeÐ. Mia tètoia perÐptwsh katagr�fhkesthn istorÐa kat� th {gènnhsh} tou Jewr matoc twn Pr¸twn Arijm¸n:EÐnai gnwstì apì thn arqaiìthta ìti oi pr¸toi arijmoÐ den katanèmontaiomoiìmorfa an�mesa stouc �llouc arijmoÔc. EÐnai dunatìn, metaxÔ duo diado-19



qik¸n pr¸twn arijm¸n, na mesolabeÐ ìso meg�lo pl joc sÔnjetwn arijm¸n kian epijumoÔme. Bèbaia, èna eÔlogo er¸thma eÐnai pìsoi eÐnai oi pr¸toi arijmoÐpou den uperbaÐnoun ènan fusikì arijmì N ? 'H akìma kalÔtera, poia eÐnai hpuknìthta twn pr¸twn arijm¸n stouc N arqikoÔc fusikoÔc {1, 2, 3, . . . , N}?H puknìthta aut  DN , pou eÐnai sun�rthsh tou N , ekfr�zetai me to kl�sma
DN =

P (N)

Nìpou P (N) eÐnai to pl joc twn pr¸twn pou eÐnai mikrìteroi   Ðsoi tou N .To 1791 o Gauss, se hlikÐa mìlic 14 et¸n, parat rhse ìti aut  h posìthtaeÐnai perÐpou Ðsh me 1/lnN , idiaÐtera gia polÔ meg�la N . Qrei�sthkan ìmwc naper�soun 105 qrìnia gia na apodeiqteÐ h eikasÐa tou, par� tic prosp�jeiec kaitou diakekrimènou majhmatikoÔ Riemann, pou up rxe majht c tou Gauss.En tèlh, to 1896, to apèdeixan oi Hadamard kai de la Valée Poussin oiopoÐoi erg�sthkan anex�rthta. To apotèlesma autì eÐnai to gnwstì Je¸rhmatwn Pr¸twn Arijm¸n (deÐte kai to [1]):Je¸rhma 2.3.5.1 (Je¸rhma twn Pr¸twn Arijm¸n).
lim

N→+∞

lnN · P (N)

N
= 13 Efarmogèc twn Sunart sewnSthn prohgoÔmenh enìthta prospaj same na ekfr�soume to ti eÐnai sun�rth-sh. To er¸thma poÔ qrhsimopoieÐtai mia sun�rthsh eÐnai apeÐrwc duskolìterona apanthjeÐ. Autì giatÐ h sun�rthsh èqei to Ðdio eÔroc me ta majhmatik�:sqedìn up�rqoun pantoÔ, eÐte to upoyiazìmaste eÐte ìqi. S� aut  thn enìth-ta ja dojeÐ èmfash se efarmogèc twn sunart sewn pou prokÔptoun apì thdipl  idiìtht� touc na eÐnai algebrik� kai gewmetrik� antikeÐmena sugqrìnwc(algebrik  èkfrash kai kampÔlh mazÐ).3.1 BeltistopoÐhsh - Grammikìc ProgrammatismìcSthn paroÔsa upoenìthta exet�zontai probl mata beltistopoÐhshc ìpwc me-gÐstwn kai elaqÐstwn sun�rthshc (gia par�deigma mègisto kèrdoc   el�qisth20



zhmi�). Me aut� ta probl mata asqoleÐtai kurÐwc h An�lush, all� se aploÔ-sterh morf  kai o Grammikìc Programmatismìc.Sta Majhmatik� thc G' GumnasÐou, sto 8o kef�laio, anafèrontai stoiqeÐakai probl mata tou GrammikoÔ ProgrammatismoÔ, pou ìmwc den perilamb�no-ntai sth didaktèa Ôlh.PisteÔw ìmwc ìti axÐzei ton kìpo na parousi�soume stouc majhtèc macmia praktik  efarmog  twn sunart sewn. ProteÐnw loipìn to akìloujopar�deigma (agor� kinhtoÔ) pou kai aplì eÐnai kai sÔgqrono.Proswpik� to èlaba apì to sun�delfo Swkr�th Ntri�nko (perièqetai kaisto �rjro tou sto [6]). O Ðdioc ìmwc me enhmèrwse ìti up�rqei autoÔsio kaisto [7].3.1.1 Agor� kinhtoÔ. TO PROBLHMAAc upojèsoume ìti jèlete na agor�sete kinhtì thlèfwno kai met� apìèreuna sthn agor� katal xate metaxÔ tri¸n axiìpistwn etairei¸n...A-B-G.
• H A qre¸nei to mhniaÐo p�gio 15 � kai 0, 30 � to k�je leptì thlefwnik ckl shc.
• H B qre¸nei to mhniaÐo p�gio 12 � kai 0, 40 � to k�je leptì thlefwnik ckl shc.
• H G qre¸nei to mhniaÐo p�gio 9 � kai 0, 50 � to k�je leptì thlefwnik ckl shc.Poia etaireÐa sac sumfèrei na epilèxete telik�?H LUSHTo endiafèron sth lÔsh tou probl matoc eÐnai ìti h ap�nthsh eÐnai {exar-t�tai} kai ìqi {h t�de etaireÐa} ìpwc Ðswc ja perÐmene k�poioc. Autì to{exart�tai} gia na leqjeÐ ja prèpei na prohghjeÐ mia prosektik  melèth touprobl matoc. 21



Ed¸ èrqetai na paÐxei kajoristikì rìlo h majhmatikopoÐhsh tou probl -matoc kai h grafik  tou anapar�stash. An x eÐnai ta lept� thlefwnik ckl shc to m na, tìte h mhniaÐa qrèwsh twn tri¸n etairei¸n perigr�fetai apìtic epìmenec treic sunart seic:
fΓ(x) = 9 + 0, 5x

fΒ(x) = 12 + 0, 4x

fΑ(x) = 15 + 0, 3xPSfrag replacementc
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y = 15 + 0, 3xSq ma 7: Grafik  anapar�stash tou probl matoc agor�c kinhtoÔ.Sto sq ma 7 faÐnetai kai h lÔsh tou probl matoc: An ta lept� thle-fwnik c kl shc eÐnai ligìtera apì 30 mac sumfèrei h G etaireÐa en¸ an eÐnaiapì 30 kai p�nw mac sumfèrei h A etaireÐa.3.1.2 πe   eπ?Sto diagwnismì tou A.S.E.P. to 2000, èna apì ta erwt mata sta Majhmatik� tan h di�taxh twn πe kai eπ. Poio apì ta duo eÐnai megalÔtero? DÔskolo22



na apofasÐsei kaneÐc: Tìso o π ìso kai o e eÐnai arijmoÐ polÔ kont� sto 3(�sqeta an o ènac eÐnai megalÔteroc kai o �lloc eÐnai mikrìteroc).An p�roume tic 1
eπ

dun�meic twn proc sÔgkrish arijm¸n, to er¸thma metasqh-matÐzetai sto ex c isodÔnamo:Poioc apì touc arijmoÔc π1/π kai e1/e eÐnai o megalÔteroc?Amèswc anagnwrÐzoume thn omoiomorfÐa twn dÔo ekfr�sewn; kai oi dÔoeÐnai timèc thc sun�rthshc
f(x) = x1/x , x > 0De mènei par� na melet soume thn en lìgw sun�rthsh gia thn Ôparxh tuqìnmègistwn   el�qistwn tim¸n. An jèloume na aplopoi soume touc logaria-smoÔc mac, mporoÔme antÐ gia thn f na asqolhjoÔme me thn g = lnf pou èqeitÔpo

g(x) =
lnx

xAutì pou  jela na tonÐsw me to sugkekrimèno par�deigma eÐnai ìti suqn�, odrìmoc proc th lÔsh k�poiwn fainomenik� dÔskolwn problhm�twn pern� mèsaapì thn èmpneush thc kat�llhlhc sun�rthshc.3.2 O g�moc thc 'Algebrac kai thc GewmetrÐacApì th stigm  pou epino jhke to kartesianì epÐpedo, ta majhmatik� prag-matik� metamorf¸jhkan: Oi algebrikèc ekfr�seic apeikonÐsthkan se kam-pÔlec, oi pr�xeic thc arijmhtik c ermhneÔthkan wc gewmetrikoÐ metasqhma-tismoÐ, oi gewmetrikèc sqèseic (parallhlÐa, kajetìthta, gwnÐa,...) diatup¸-jhkan me exis¸seic kai sunart seic. DÐkaia loipìn, anaferìmaste s� aut nthn exèlixh wc to {g�mo thc 'Algebrac kai thc GewmetrÐac}. Tìso polÔ è-qoun exaleifjeÐ k�poiec apì tic diaqwristikèc grammèc, pou ìtan lème giapar�deigma kurtìthta, grammikìthta k.t.l., o nouc mac phgaÐnei stic alge-brikèc sqèseic kai ìqi tìso stic gewmetrikèc. Parak�tw ja doÔme k�poiecapì tic sunèpeiec autoÔ tou {g�mou} se sugkekrimèna paradeÐgmata.
23



3.2.1 H gewmetrik  èkfrash thc epimeristik c idiìthtac.An anazht soume mia aitiologÐa gia ton kanìna pollaplasiasmoÔ
a(−b) = −abja broÔme thn ex c, pou anafèretai kai sto didaktikì biblÐo thc 'Algebrac A'LukeÐou:

a · 0 = 0

⇔ a [b + (−b)] = 0

⇔ ab + a(−b) = 0

⇔ a(−b) = −ab'Opwc parathroÔme, o rìloc thc epimeristik c idiìthtac eÐnai kajoristikìc.PSfrag replacementc
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Sq ma 8: To gewmetrikì epiqeÐrhma.Enallaktik�, up�rqei kai to ex c gewmetrikì epiqeÐrhma (sq ma 8): Jew-roÔme th grafik  par�stash thc f(x) = ax, pou wc gnwstì eÐnai eujeÐagramm  pou dièrqetai ap� thn arq  twn axìnwn. Opìte, ta dÔo shmeÐa thc
(b, ab) kai (−b, a(−b)) eÐnai summetrik� wc proc to O. All� sto kartesianìepÐpedo to summetrikì enìc shmeÐou (s, t) wc proc to O eÐnai to (−s,−t).24



Anagkastik� loipìn, ta shmeÐa (−b, a(−b)) kai (−b,−ab) ja prèpei na tautÐ-zontai wc summetrik� tou (a, ab). Dhlad , a(−b) = −ab.EntopÐsame loipìn duo diaforetikoÔc drìmouc gia to Ðdio jèma. O ènac tan algebrikìc kai o �lloc gewmetrikìc. O ènac basÐsthke sthn isqÔ thcepimeristik c idiìthtac kai o �lloc sth gewmetrik  idiìthta thc kampÔlhc
y = ax na eÐnai eujeÐa gramm  pou dièrqetai apì to (0,0). Sthn pragmatikìthtaaut� ta dÔo eÐnai isodÔnama, ìpwc faÐnetai kai me thn akìloujh prìtash.Prìtash 3.2.1.1. Oi epìmenec duo prot�seic eÐnai isodÔnamec.1. Gia opoiousd pote pragmatikoÔc arijmoÔc a, b kai c isqÔei

a(b + c) = ab + ac2. Gia opoiod pote pragmatikì arijmì a, h kampÔlh y = ax eÐnai eujeÐagramm .Apìdeixh. 1. ⇒ 2.: Tetrimmèno.2. ⇒ 1.: 'Estw a, b kai c tuqaÐoi pragmatikoÐ arijmoÐ. Ja apodeÐxoume ìtian h y = ax eÐnai eujeÐa gramm , tìte isqÔei a(b + c) = ab + ac.PSfrag replacementc
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Sq ma 9: Kurt  kai koÐlh sun�rthsh.JewroÔme th sun�rthsh f(x) = ax. Lìgw thc grammikìthtac thc y = axh sun�rthsh aut  eÐnai kai koÐlh kai kurt  (sq ma 9). Me �lla lìgia, an25



λ ∈ [0, 1] tìte gia opoiad pote s kai t isqÔei
f(λs + (1 − λ)t) = λf(s) + (1 − λ)f(t)Epomènwc,

f(b) + f(c) = ab + ac

=
1

2
a · 2b +

1

2
a · 2c

=
1

2
f(2b) +

1

2
f(2c) orismìc thc f

= f

(

1

2
2b +

1

2
2c

) grammikìthta thc f

= f(b + c)DeÐxame loipìn ìti
f(b) + f(c) = f(b + c)

⇔ ab + ac = a(b + c)3.2.2 Tri¸numo kai apìluta'Ena apì ta sunhjèstera l�jh twn paidi¸n eÐnai to
√

a2 = aSthn A' lukeÐou mporoÔme na jèsoume tic ex c erwt seic me th sugkekrimènhseir�:1. Parathr ste to sq ma 10. Kat� th gn¸mh sac, h y = |x| me poiakampÔlh {moi�zei} perissìtero? Thn y = x   thn y = x2?2. Poia apì tic duo sqèseic pisteÔete ìti isqÔei?
√

x2 = |x|   √
x2 = xMe tic erwt seic autèc stoqeÔoume na esti�soume tìso sth gewmetrik ìso kai thn algebrik  omoiìthta twn sunart sewn. Kai oi duo èqoun gr�fhmame mh arnhtikèc timèc, eÐnai fjÐnousec sto (−∞, 0), aÔxousec sto (0, +∞).Up�rqei epÐshc isqur  analogÐa sthn epÐlush exis¸sewn kai anis¸sewn ìpwcperigr�fetai ston akìloujo pÐnaka, sunèpeia thc √x2 = |x|.26
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Sq ma 10: Anazht¸ntac thn ìmoia kampÔlh sthn y = |x|.Tri¸numo Apìluta
x2 = θ2 ⇔ x = θ   x = −θ |x| = θ ⇔ x = θ   x = −θ

x2 < θ2 ⇔ −θ < x < θ |x| < θ ⇔ −θ < x < θ
x2 > θ2 ⇔ x < −θ   x > θ |x| > θ ⇔ x < −θ   x > θ3.2.3 KampÔlec pou xeqwrÐzoun.H logarijmik  speÐra, h kampÔlh pou eikonÐzetai sto sq ma 11, èqei thn ex centupwsiak  idiìthta: An th megenjÔnoume   th smikrÔnoume den all�zei mège-joc; mìno pou peristrèfetai lig�ki gÔrw apì ton pìlo thc. 'Opwc diab�zoumekai sto [2], o Jacob Bernoulli eÐqe tìso polÔ enjousiasteÐ apì aut n thnidiìthta thc logarijmik c speÐrac ¸ste z thse na th qar�xoun sto mn ma toumazÐ me th latinik  fr�sh {Eadem mutata resurgo}, pou shmaÐnei {An kaiallagmènoc, ja emfanist¸ o Ðdioc.}2.H speÐra bèbaia den eÐnai grafik  par�stash sun�rthshc. Up�rqoun ìmwcgraf mata sunart sewn pou na èqoun an�logec entupwsiakèc idiìthtec?H ap�nthsh eÐnai jetik . Up�rqoun sunart seic pou to gr�fhm� touc apl�metakineÐtai ìtan efarmìzetai k�poioc metasqhmatismìc thc morf c y = cf(x)  y = f(cx) me c > 0. Autì akoÔgetai katarq n par�logo mia kai o pr¸-toc metasqhmatismìc shmaÐnei katakìrufh epim kunsh   suspeÐrwsh, en¸ odeÔteroc orizìntia (sq ma 12).2Τελικά η φράση παραλείφθηκε και η σπείρα που χαράχτηκε δεν ήταν λογαριθμική αφού

το πλάτος ανάμεσα σε δύο διαδοχικές ελίξεις παρέμενε σταθερό.27
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Sq ma 11: Logarijmik  speÐraTo endiafèron eÐnai ìti oi zhtoÔmenec sunart seic, mac eÐnai exairetik�oikeÐec: prìkeitai gia tic ekjetikèc kai tic logarijmikèc sunart seic. An{metafr�soume} gewmetrik� tic tìso idiaÐterec kai apì arketoÔc {aq¸neutec}idiìthtèc touc, autì akrib¸c prokÔptei. Fusik� anafèromai stic
ax1 · ax2 = ax1+x2kai

loga(x1 · x2) = logax1 + logax2Pragmatik�, h ekjetik  sun�rthsh eÐnai analloÐwth ston metasqhmatismì
y = cf(x), c > 0 afoÔ gia f(x) = ax isqÔei:

cf(x) = cax

= alog
a
c · ax

= aC · ax ìpou C = logac

= aC+x

= f(C + x)Blèpoume dhlad  ìti h epÐdrash tou metasqhmatismoÔ eÐnai mia orizìntia meta-tìpish. Epomènwc entopÐsame èna sq ma pou en¸ {epimhkÔnetai} katakìrufa,autì den all�zei. 28
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Sq ma 12: GewmetrikoÐ metasqhmatismoÐ: Sqèsh thc y = f(x) me tic y = cf(x)kai y = f(cx).'Omoia, gia th sun�rthsh f(x) = logax kai c > 0 èqoume:
f(cx) = loga(cx)

= logac + logax

= C + logax ìpou C = logac

= C + f(x)Ed¸ èqoume apl¸c mia katakìrufh metatìpish, parìlo pou o metasqhmatismìcepidr� me orizìntia epim kunsh   suspeÐrwsh.Anaforèc[1] Keith Devlin, The Millennium Problems - The seven greatest unsolved

mathmatical puzzles of our time, Granta Books, 2005.[2] M. Gardner, About three types of spirals and how to construct them,
Mathematical Games, Scientific American, Apr. 1962, V 206, No 4.29
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