
ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥΣ
Ασκήσεις  Ανάπτυξης 

Α΄ Ομάδα
1) Να γράψετε στη μορφή α+βi τους αριθμούς:

a) (2+3i)3 – (1+ i)2
b) 1+(
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c) 
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3

2

z

3

1

3

1

z

;

2

1

2

1

-

=

-

+

=

i

i

i

i

ό

z

z

kai

pou


d) 
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e) 
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f) 
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2) Να υπολογίσετε τους α,β ώστε (α2-2β+1) + (β2-2α+1)=0.
3) Να δείξετε ότι (α+βi)2006+(β-αi)2006=0

4) Να λυθεί η εξίσωση Ζ2=
[image: image6.wmf]i
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Β΄ Ομάδα

1) Να βρείτε το γ.τ. των σημείων (χ,ψ) σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

a) χ+ψi =λ(1+i)

b) χ-λ (ψ-1) I = μ(
[image: image7.wmf]2

3

-i) όπου χ,ψ,λ((.

2) Να βρείτε το γ.τ. της εικόνας Μ(Ζ) αν ο αριθμός 
[image: image8.wmf]i
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είναι:
a) Πραγματικός

b) Φανταστικός

3) Έστω ω=
[image: image9.wmf]2
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a) Αν οι εικόνες των ω και Ζ συμπίπτουν τότε να βρείτε τον μιγαδικό ω.

b) Αν η εικόνα του Ζ βρίσκεται στον φανταστικό άξονα τότε να βρείτε το γ.τ. της εικόνας του ω.

c) Αν η εικόνα του Ζ βρίσκεται στον πραγματικό άξονα τότε να βρείτε το γ.τ. της εικόνας του ω.

4) Αν 
[image: image10.wmf]0
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z

, όπου α,Ζ(C, α(0 και γ(( τότε ν.δ.ο: ο γ.τ.της εικόνας του μιγαδικού z είναι ευθεία.
5) Έστω z,w (C, με z=w+
[image: image11.wmf]w

1

. Αν η εικόνα του w ανήκει σε κύκλο με κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα  ρ=2 τότε ν.δ.ο:η εικόνα του μιγαδικού z ανήκει σε έλλειψη, της οποίας να βρείτε τις εστίες.
6) Να βρείτε τον μιγαδικό z, όταν 5+ z+i(1+2z)=0.Στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση: (5+χ)2+(1+2χ)2=0 i)στο (. ii) στο C.

7) Αν z=
[image: image12.wmf]2

3

2

1

i

+

-

 και w=1+ z, ν.δ.ο:
a) 1+ z+ z2=0

b) Z3=1

c) W2ν= zν για κάθε φυσικό ν.

d) Να υπολογίσετε τους μιγαδικούς w300και w333

8) Να υπολογιστεί το άθροισμα S=i+i2+i3+……..+i2004

9) Αν οι φυσικοί αριθμοί κ,λ,μ,ν διαιρούμενοι με το 4 δίνουν το ίδιο υπόλοιπο, ν.δ.ο:ikiλιμiν=1
10) Να αποδειχθεί ότι:
[image: image13.wmf]0
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11) Να αποδειχθεί ότι:(
[image: image14.wmf]n
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12) Αν χ, ψ((, ν(Ν* και χ-ψi=(
[image: image15.wmf]7
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)ν,ν.δ.ο: χ2+ψ2=10ν
13) Αν z (C και z2+z+1=0, ν.δ.ο: z2004+ 
[image: image16.wmf]2
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14) Οι μιγαδικοί z και w συνδέονται με τη σχέση w=
[image: image17.wmf]1
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 (z(1). Να βρείτε το γ.τ. των εικόνων του z, αν Re(w)=Im(w).
15) Να βρείτε τις τετραγωνικές ρίζες των μιγαδικών αριθμών : α) 3-4i   β)  -7 + 24i.

16) Να δειχθεί ότι 1+2i +3i2 +……..+νiν-1=
[image: image18.wmf]2
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όπου ν(Ν*.
17) Να λυθεί η εξίσωση 1+2z+2z2+2z3+z4=0 z (C
18) . Αν ν(Ν, 1999(ν(2002 και i3ν+1=1, να βρείτε την τιμή του ν.

Συζυγείς Μιγαδικοί

Ασκήσεις ανάπτυξης

Α΄ Ομάδα

1) Να βρείτε τις τιμές των χ, ψ((, αν οι μιγαδικοί αριθμοί z=χ2+(ψ+3)i και w=χψ-2(i+χ) είναι συζυγείς.

2) Αν z, w(C και w(0, ν.δ.ο: 

a) Re(
[image: image19.wmf]w
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b) Im(
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3) Να προσδιορίσετε τον α((, ώστε ο αριθμός z=
[image: image21.wmf]i)i
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να είναι πραγματικός.

4) Δίνονται οι μιγαδικοί z1, z2, z3 . Αν z=
[image: image22.wmf]1

z

( z2+ z3) +
[image: image23.wmf]2

z

( z3+ z1)+
[image: image24.wmf]3

z

( z1- z2) και w=
[image: image25.wmf]1

z

( z2- z3) +
[image: image26.wmf]2

z

( z3+ z1)+
[image: image27.wmf]3

z

( z1- z2), να αποδείξετε ότι z(( και w(Ι.

5) Για κάθε μιγαδικό z ν.δ.ο:

a) (z+[image: image28.wmf]z

)2( 0

b) (z-
[image: image29.wmf]z

)2( 0

6) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός w=
[image: image30.wmf]z
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7) Να βρείτε τους α,β,γ((, ώστε να είναι συζυγείς οι μιγαδικοί z=
[image: image32.wmf]i
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8) Αν α+βi=(3+i)10 α,β((,να αποδείξετε ότι: α2+β2=1010.

9) Να βρείτε των γ.τ. των εικόνων Μ(z) των μιγαδικών z, όταν: Im(
[image: image34.wmf])
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10) Αν z(C*, ν.δ.ο: οι εικόνες των  
[image: image35.wmf]z
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   στο μιγαδικό επίπεδο είναι συνευθειακά σημεία.
11) Αν είναι 
[image: image36.wmf]z
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, ν.δ.ο: η εικόνα του z στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε κύκλο , του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

Β΄Ομάδα

1) Αν για τους μιγαδικούς z=α+βi w=χ+ψi ισχύει α2+β2=χ2+ψ2=1 ν.δ.ο: ο αριθμός u=(
[image: image37.wmf]w
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)2004είναι πραγματικός.

2) Δίνεται η εξίσωση αz +β
[image: image38.wmf]z

+2γ=0 με α,β(C, γ(( και β=
[image: image39.wmf]0

¹

a

. Να αποδειχθεί ότι οι εικόνες των ριζών της παραπάνω εξίσωσης βρίσκονται σε μια ευθεία.

3) Αν η εικόνα του Μ του μιγαδικού αριθμού z(0 κινείται στον κύκλο (C): χ2+ψ2=1,ν.δ.ο: η εικόνα Ν του μιγαδικού αριθμού w=
[image: image40.wmf]z

1

κινείται στον ίδιο κύκλο.

4) Να βρεθεί ο γ. τ. των εικόνων Μ(z) για τους οποίους ο αριθμός w=
[image: image41.wmf]1
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είναι πραγματικός.

5) Αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z κινείται στον κύκλο ( C ): χ2+ψ2=4,ν.δ.ο: η εικόνα του μιγαδικού αριθμού w=z+
[image: image42.wmf]z

i
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 κινείται επίσης σε  κύκλο.

6) Να λυθεί η εξίσωση z2+2
[image: image43.wmf]z

+1=0, όπου z( C.

7) Να λυθούν στο C οι ανισώσεις:

a) Z2-4z+3(0

b) 6z-5 ( z2
8) Να βρείτε πόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση :
Α=i3ν-2-i-3ν+5,αν ν(Ν.

9) Έστω ο μιγαδικός z(1 για τον οποίο ισχύει:3z2001+2001
[image: image44.wmf]z

2001=2004 .Na αποδείξετε ότι: 

a) (
[image: image45.wmf]z

 )2001=z2001=1(Υπόδειξη: Να πάρετε τα συζυγή των δύο μελών)

b) z
[image: image46.wmf]z

=1

c) αριθμός w=
[image: image47.wmf]z
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 είναι φανταστικός.

10) Έστω το τριώνυμο Ρ(z)=α z2+β z+γ με α(0, διακρίνουσα  Δ(0

και α,β,γ((,ενώ ο z( C.Αν z1, z2 λύσεις της Ρ(z)=0:

a) Ν.δ.ο: z1+ z2 ((.

b) Ν.δ.ο: z1ν+ z2ν με ν(Ν* είναι πραγματικός αριθμός.

c) Αν Α( z1), Β( z2) οι εικόνες των  z1, z2 αντίστοιχα ν.δ.ο: d(Α,Β)=
[image: image48.wmf]a

D

.

d) Αν Γ(z1+ z2) η εικόνα του z1+ z2 τότε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓείναι:Ε(ΑΒΓ)=
[image: image49.wmf]2
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11) Δίνεται η συνάρτηση f(z)=
[image: image50.wmf]z
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 με z( C και Re(z)(0.

a) N.δ.ο: f(
[image: image51.wmf]z
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)=f(z).

b) Να βρείτε το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα σημεία Μ(χ,ψ) για τα οποία οι μιγαδικοί αριθμοί z=αχ+βψi με α,β,χ,ψ(( και αβχ(0 ικανοποιούν τη σχέση Re[f(z)] =0

12) Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων που είναι εικόνες των ριζών της εξίσωσης , z2+4z=
[image: image52.wmf]z
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13) Δίνονται οι μιγαδικοί z και w που συνδέονται με τη σχέση 
[image: image53.wmf]z
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.Να αποδείξετε ότι Im(z)>0( Im(w)(0.

14) Ν.δ.ο: ( 3+4i )4ν+( 4+ 3i )4ν 
[image: image54.wmf]Â
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 για κάθε ν
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15) Ν.δ.ο: οι εικόνες των μιγαδικών z=
[image: image56.wmf]Â

Î

+

+

l

l

λi

1

i

2

ανήκουν σε έναν ορισμένο κύκλο.

16) Να συμπληρωθούν τα κενά. Αν z=
[image: image57.wmf]i
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[image: image58.wmf]Â
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,τότε: 

α)λ=……. 

β) z2003=……..

17) Αν ισχύει z100+z99+z98+……….+z+1=0, ν.δ.ο: Z+
[image: image59.wmf]z
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[image: image60.wmf]Â
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(Υπ.Ν.δ.ο: 
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18) Aν 
[image: image62.wmf]=

+

1

2

2

1

z

z

z

z



 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]3

,να βρείτε τις γωνίες του τριγώνου με κορυφές τα σημεία Ο(0,0) ,  Α(z1) και Β(z2).(Υπ. Να θεωρήσετε άγνωστο το 
[image: image64.wmf]2
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z
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19) Αν z1 ,  z2 είναι ρίζες της εξίσωσης  χ2+2χ+2=0, να βρείτε κάθε ν
[image: image65.wmf]*

N

Î

, ώστε z1ν+z2ν=0.

20) Ένα κινητό κινείται στο μιγαδικό επίπεδο, ώστε την τυχαία χρονική στιγμή t ( 0 να βρίσκεται στο σημείο που είναι εικόνα του μιγαδικού z=2t-1+(t-3)i :

a) Ν.δ.ο: το κινητό κινείται πάνω σε μια ορισμένη ευθεία.

b) Να βρείτε τη χρονική στιγμή που το κινητό απέχει από την αρχή των αξόνων τη μικρότερη απόσταση.

21) Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z,w  και  w1 τέτοιους ώστε w=z-zi και w1=
[image: image66.wmf]αi,
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α((*.Να αποδείξετε ότι, το α μεταβάλλεται στο (* και ισχύει w=
[image: image67.wmf]1

w

 τότε η εικόνα Ρ του z στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή.

22) Δίνεται η συνάρτηση f(z)=
[image: image68.wmf]ν
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, ν(Ν*.

a) Να αποδείξετε ότι: 
[image: image69.wmf]=
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z
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 f(z).

b) Να βρείτε για ποιες τιμές του ν ορίζεται το f(i).

c) Ν.δ.ο: το f(i) είναι πραγματικός για κάθε επιτρεπτό ν.

23) Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(z)=z2001 –z2002 +z2003-1.Ν,δ,ο: υπάρχει πολυώνυμο W(z), με πραγματικούς συντελεστές ώστε: Ρ(z)=(z2+1)W(z). 

24) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις, σημειώνοντας στο γραπτό σας το αντίστοιχο γράμμα Σ(σωστό) ή Λάθος(λάθος).

a) Αν για τον μιγαδικό z ισχύει z2=
[image: image70.wmf]2

z

, τότε ο z είναι πραγματικός.

b) Αν για τον μιγαδικό z ισχύει z2+
[image: image71.wmf]2

z

=0, τότε z =0.

c) Αν για τον μιγαδικό z ισχύει z2=
[image: image72.wmf]z

, τότε ισχύει z3(0.

25) Αν ο z1 είναι μιγαδικός και όχι φανταστικός, τότε οι ρίζες της εξίσωσης:

 z2-   2(z1+
[image: image73.wmf]1

z

)z +4 z1
[image: image74.wmf]1

z

+1=0 είναι:

a) Θετικές 

b) Αρνητικές 

c) πραγματικές και άνισες

d) φανταστικές

e) τίποτα από τα προηγούμενα

ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ

Ασκήσεις Ανάπτυξης

Α΄ ΟΜΑΔΑ

1) Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών z1=
[image: image75.wmf]i
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[image: image78.wmf]2
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2) Αν για τον μιγαδικό z ισχύει 8+z2 = (
[image: image79.wmf]3

.z2-6)i, να βρείτε το 
[image: image80.wmf]z

.

3) Να αποδείξετε ότι 
[image: image81.wmf]2
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4) Αν λ(( και z((, να βρείτε το μέτρο του μιγαδικού w = 
[image: image82.wmf]3z
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5) Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z = 
[image: image83.wmf]2
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, και w = 
[image: image84.wmf]2

(1+i ). Να αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό αριθμό της στήλης Α με το μέτρο του που είναι στη στήλη Β συμπληρώνοντας τον παρακάτω πίνακα.
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6) Δίνεται ο μιγαδικός z(1 και έστω f(z) =
[image: image87.wmf]z
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a) Nα δ.ο: 
[image: image88.wmf]z
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b) Αν 
[image: image89.wmf]1
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z

 και Μ είναι η εικόνα του f(z) στο μιγαδικό επίπεδο, ν.δ.ο: το Μ ανήκει σε ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

7) Αν α,β(Ζ, ν.δ.ο: ο μιγαδικός z =α2-β2+2αβi έχει μέτρο φυσικό αριθμό.

8) Αν z,w ( C και 
[image: image90.wmf]w
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, ν.δ.ο: ο αριθμός w=
[image: image91.wmf]2
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 είναι πραγματικός.

9) Να λυθεί η εξίσωση z2+
[image: image92.wmf]0
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10) Να αποδειχθεί ότι για κάθε μιγαδικό αριθμό z ισχύει ότι: 
[image: image93.wmf]z
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11) Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ) δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση:Για κάθε μιγαδικό αριθμό z ισχύει:
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12) Αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z ανήκει στον κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ=1, να δ.ο: το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού αριθμού w= =
[image: image99.wmf],
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Β΄ ΟΜΑΔΑ

1) Να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί z,w για τους οποίους ισχύει 
[image: image100.wmf]1
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 και z+w+1=zw.

2) Αν z,w ( C και λ(( με 
[image: image101.wmf],
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[image: image102.wmf]l
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3) Έστω α,β ( C με α2β2(-1 και 
[image: image103.wmf]1
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.Ν.δ.ο: ο αριθμός w=
[image: image104.wmf]2
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 είναι πραγματικός.

4) Αν z1, z2, z3(C και 
[image: image105.wmf],
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[image: image106.wmf].

3

1

1

3

3

2

2

1

3

2

1

z

z

z

z

z

z

z

z

z

+

+

=

+

+


5) Αν  z ( C, 
[image: image107.wmf]1
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 και 
[image: image108.wmf]1
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, ν.δ.ο: z2+z+1=0 και αντίστροφα.

6) Αν α,β ( C, λ(( και 
[image: image109.wmf]1
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, ν.δ.ο: οι αριθμοί z = α+β+λαβ+1 και w =α+β+αβ+λ έχουν ίσα μέτρα.

7) Αν z,w ( C με 
[image: image110.wmf]w
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 ν.δ.ο: ο αριθμός w = 
[image: image111.wmf]2004
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είναι πραγματικός ενώ ο αριθμός  w = 
[image: image112.wmf]2003
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είναι φανταστικός.

8) Δίνονται οι μιγαδικοί α,β,γ των οποίων οι εικόνες βρίσκονται στον κύκλο με εξίσωση χ2+ψ2=1. Ν.δ.ο: Im
[image: image113.wmf]0
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9) Αν z,w ( C με 
[image: image114.wmf]w
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[image: image115.wmf]2
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10) Αν z,w ( C και 
[image: image116.wmf],
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[image: image117.wmf]z
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11) Αν z,w ( C, ν.δ.ο: 
[image: image118.wmf]w
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12) Αν z,w ( C, ν.δ.ο: 
[image: image119.wmf])
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13) Να υπολογιστεί το μέτρο του z αν ισχύει: 
[image: image120.wmf]1
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14) Αν z,w ( C με μέτρο μικρότερο του 1, ν.δ.ο: 
[image: image121.wmf]z
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15) Αν z ( C, να αποδείξετε την ισοδυναμία: 
[image: image122.wmf]Â
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(Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία της ισοδυναμίας.).

16) Αν z,w ( C-{i} και z1, z2, z3,………..zν ( C-{i}  ν.δ.ο:

a)  
[image: image123.wmf]0
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b) αν ισχύει η σχέση: 
[image: image124.wmf]1
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να δείξετε ότι:   
[image: image125.wmf]1
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17) Να παραστήσετε στο μιγαδικό επίπεδο τους μιγαδικούς για τους οποίους ισχύει:

a) 
[image: image126.wmf]3
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b) 
[image: image127.wmf]1
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c) 
[image: image128.wmf]5
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d) 
[image: image129.wmf]2
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18) Να προσδιορίσετε στο μιγαδικό επίπεδο το χωρίο στο οποίο ικανοποιούνται τα συστήματα των ανισοτήτων:

a) 
[image: image130.wmf]2
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b) 
[image: image131.wmf]1
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19) Να λυθεί το σύστημα:


[image: image132.wmf]2
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[image: image133.wmf]1
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20) Να αποδείξετε ότι για τον μιγαδικό αριθμό z ισχύει 
[image: image134.wmf]i
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, α,β (( και α(β αν και μόνον αν Im(z) = 
[image: image135.wmf]2
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. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά την παραπάνω πρόταση.
21) Αν για τον μιγαδικό αριθμό z ισχύει 
[image: image136.wmf]3
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,να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Α=
[image: image137.wmf].
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Να δοθεί γεωμετρική ερμηνεία όταν z ( (3i.

22) Αν z,w ( C, να αποδείξετε την ταυτότητα 
[image: image138.wmf]2
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(1). Ποια γεωμετρική πρόταση εκφράζει η (1);

23) Έστω z1 =5i και z2 ένας μιγαδικός με 
[image: image139.wmf]2
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.

a) Να βρείτε για ποιες τιμές του z2 η παράσταση 
[image: image140.wmf]2
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 γίνεται i) μέγιστη ii) ελάχιστη.

b) Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά τα παραπάνω αποτελέσματα.

24) Αν z,w ( C και 
[image: image141.wmf]w
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25) Να βρείτε τον γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει:

a) 
[image: image143.wmf]i
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b) 
[image: image144.wmf]i

z

z

3

5

3

+

-

³

-


c) 
[image: image145.wmf]8
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d) 
[image: image146.wmf]i
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e) 
[image: image147.wmf]i
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f) 
[image: image148.wmf]i
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26) Να βρείτε τον γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών z που ικανοποιούν τη σχέση: 
[image: image149.wmf]i
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(1).

Από τους μιγαδικούς z που ικανοποιούν την (1), ποιος έχει το μικρότερο μέτρο;

27) Από τους μιγαδικούς z που ικανοποιούν τη σχέση 
[image: image150.wmf]10
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, να βρεθούν εκείνοι οι οποίοι έχουν:

a) Το ελάχιστο μέτρο.

b) Το μέγιστο μέτρο.

28) Δίνεται ο μιγαδικός z = (2χ-3)+(2ψ-1)I με χ,ψ ((. Αν 
[image: image151.wmf],
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ν.δ.ο: ο γ.τ. των σημείων Μ(χ,ψ) είναι κύκλος. Στη συνέχεια να προσδιορίσετε τις συντεταγμένες του κέντρου του παραπάνω κύκλου και την ακτίνα του.

29) Έστω z1, z2, z3, z4 ( C και Μ1, Μ2, Μ3, Μ 4 οι εικόνες τους αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπεδο.

a) Ν.δ.ο: Μ1Μ2 // Μ3Μ 4 
[image: image152.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image153.wmf]Î
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b) Ν.δ.ο: Μ1Μ2 ( Μ3Μ 4 
[image: image154.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]Î
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c) Ν.δ.ο: Μ1, Μ2, Μ3 συνευθειακά όταν Im(
[image: image156.wmf]2
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d) Να βρείτε τον γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών 1, z, 1+z2, των οποίων οι εικόνες τους αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπεδο είναι συνευθειακά σημεία.

30) Να βρείτε τον γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών z που ικανοποιούν τη σχέση:
[image: image157.wmf]).
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31) Αν για τους μιγαδικούς z1, z2 ισχύουν 
[image: image158.wmf].
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[image: image159.wmf]2
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, να δείξετε ότι 
[image: image160.wmf]1
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32) Αν z =9-12i και 
[image: image161.wmf]w

=4, ν.δ.ο: 11
[image: image162.wmf]£
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33) Αν
[image: image163.wmf]£
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[image: image164.wmf]£
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34) Αν z1, z2(C να δείξετε ότι: 
[image: image165.wmf].
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35) Δίνεται ο μιγαδικός z με 
[image: image166.wmf]1
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[image: image167.wmf]£
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36) Αν  z ( C, με 
[image: image168.wmf]1
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[image: image169.wmf]2
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37) Να λυθoύν οι εξισώσεις:

a) 
[image: image170.wmf]z

5z9=1, z ( C.

b) Ζ3=
[image: image171.wmf]z

, z ( C
38) Αν η εξίσωση (iz – 2)ν = w(z+2i)ν με άγνωστο τον z, ν(Ν*,έχει πραγματική ρίζα, ν.δ.ο: 
[image: image172.wmf]w

 =1.

39) Να εξετάσετε αν η εξίσωση (1+ iz)ν = 
[image: image173.wmf]i
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, έχει πραγματική ρίζα.

40) Ν.δ.ο: η εξίσωση (1-λi)ν = 
[image: image174.wmf]i
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 με λ(( και ν(Ν* δεν έχει λύση.

41) Έστω z = α+βi, α,β ((. Δίνεται ακόμα ότι η εξίσωση (
[image: image175.wmf]i
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)
[image: image176.wmf]n

 =z (1), με άγνωστο τον w, έχει τουλάχιστον μια πραγματική ρίζα.

a) Ν.δ.ο: 
[image: image177.wmf]z

=1.

b) Όλες οι ρίζες της (1) είναι πραγματικές.

42) Έστω α,β,γ,δ,χ,ψ ((*. Αν α+βi = (χ+ψi)2001 και γ+δi =( ψ+χi)2000, ν.δ.ο:     
[image: image178.wmf]2
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= χ2+ψ2.

43) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(χ) = 
[image: image179.wmf]2
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, α((.Ν.δ.ο: για κάθε χ,ψ(( ισχύει:
[image: image180.wmf]ψ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ

ΣΤΟΥΣ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥΣ

1) Δύο μικρές μύγες Α και Β κινούνται πάνω στο μιγαδικό επίπεδο και είναι εικόνες των μιγαδικών z1 και  z2 αντίστοιχα, ώστε να ισχύει συνεχώς z1 = 
[image: image181.wmf]5
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 z2. Να αποδειχθεί ότι:

a) Οι δύο μύγες Α και Β ισαπέχουν συνεχώς από την αρχή των αξόνων.

b) Αν η μύγα Α κινείται πάνω στον ορισμένο κύκλο (Κ,ρ), τότε και η μύγα Β κινείται πάνω σε έναν  ορισμένο κύκλο, του οποίου να βρεθούν κέντρο και ακτίνα.

2) Έστω η εξίσωση αχ2 + 2βχ + α =0, με α(β(0, που έχει ρίζες τις  χ1,  χ2.

a)  Να σημειώσετε το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.

	A) χ1,  χ2 ((
	B) χ1 +  χ2 = -4 χ1. χ2

	C) 
[image: image182.wmf]2
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	D) 
[image: image183.wmf]2
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	E) Τίποτα από τα προηγούμενα
	3) 


a) Αν ισχύει 
[image: image184.wmf]2
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, τότε να βρεθούν :

A) Οι ρίζες χ1 και  χ2,

B) Οι θετικοί ακέραιοι ν για τους οποίους ισχύει (χ1-  χ2)ν ( 0.

4) Aν η εξίσωση z2 +α z +β = 0, όπου α,β ((, έχει ρίζες του μιγαδικούς  z1  = 3+2i και z2, τότε:

a) Να βρείτε τους α, β και z2.

b) Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν ο μιγαδικός  w = z1ν + z2ν είναι πραγματικός.

c) Να βρείτε τη μικρότερη τιμή της παράστασης f(z) =
[image: image185.wmf],
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5) Έστω οι διαφορετικοί μιγαδικοί z1και z2 και ο φανταστικός αριθμός w =
[image: image186.wmf]2

1

2

1

z

z

z

z

-

+

, να αποδείξετε ότι:

a) Ο μιγαδικός w2004 είναι θετικός αριθμός ή μηδέν.

b) Οι μιγαδικοί z1και z2 έχουν ίσα μέτρα.

6) Έστω f(z) =
[image: image187.wmf]z
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, z (C-{0}.

a) Να βρείτε τον γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών z ( 0 για τους οποίους ισχύει 
[image: image188.wmf]3
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b) Αν Re(z) =λ Im(z), τότε:

c) Να εκφράσετε το 
[image: image189.wmf])

(

z

f

 ως συνάρτηση του λ.

d) Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του 
[image: image190.wmf])

(

z

f

.

7) Έστω a, b, c τρεις μιγαδικοί διάφοροι του μηδενός και διαφορετικοί ανά δύο. Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1 = 
[image: image191.wmf]c
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  z2 = 
[image: image192.wmf]a
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 και z3 = 
[image: image193.wmf]b
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. Ν.δ.ο: αν οι z1, z2 είναι φανταστικοί τότε και ο z3 είναι φανταστικός. Στην περίπτωση αυτή, αν Α,Β,Γ είναι οι εικόνες των a, b, c στο μιγαδικό επίπεδο, ν.δ.ο: η αρχή Ο των αξόνων είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

8) Έστω οι μιγαδικοί z1, z2, με 
[image: image194.wmf]2
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 και z1z2((. Να βρεθεί ο λ((, ώστε ο μιγαδικός w = 
[image: image195.wmf]2
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 να είναι πραγματικός.

9) Έστω χ(( και ο μιγαδικός z = χ + 
[image: image196.wmf]i
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:

a) Να σημειώσετε στο γραπτό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.

	A) Im(z)>
[image: image197.wmf]2
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	B) Im(z)(- 
[image: image198.wmf]2
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	C) Im(z)(0
	D) Im(z)( 
[image: image199.wmf]2
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	E) Τίποτε από τα προηγούμενα
	10) 


a) Αν ισχύει Re(z) = Im(z), να βρείτε τον θετικό ακέραιο ν, ώστε zν = 2-9i.

11) Έστω οι μιγαδικοί z1, z2  για τους οποίους ισχύει  z1z2=1+i. Υποθέτουμε ότι η εικόνα Μ1 του μιγαδικού z1 κινείται πάνω στον κύκλο κέντρου Κ(0,1) και ακτίνας ρ = 1.

a) Ν.δ.ο: η εικόνα του z2 κινείται πάνω σε μια ορισμένη γραμμή, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

b) Να βρείτε τον μιγαδικό z2 με το μικρότερο μέτρο.

12) Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z =
[image: image200.wmf]λi
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, λ ((.

a) Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση.

A) Κάθε μιγαδικός z έχει μέτρο 

	B) Μεγαλύτερο του 3
	C) Μικρότερο ή ίσο του 1

	D) Μεγαλύτερο ή ίσο του 1 και μικρότερο του3
	E) Ίσο με 1

	F) Ίσο με 3
	13) 


a) Ν.δ.ο: οι εικόνες όλων των μιγαδικών z ανήκουν σε κύκλο, του οποίου να βρείτε κέντρο και ακτίνα.

b) Αν z1 και z2 είναι δύο τυχαίοι μιγαδικοί από τους παραπάνω, ν.δ.ο: 
[image: image201.wmf]2
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14) Να δειχτεί ότι για κάθε z1 και z2 (C ισχύουν:

a) 2[
[image: image202.wmf])
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b) 
[image: image204.wmf].
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15) Έστω f(z) =(2+
[image: image205.wmf]i
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[image: image206.wmf],
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z

όπου z =χ+ψi, χ,ψ ((.

a) Να βρεθούν τα Re(f(z)), Im(f(z)).

b) Να βρείτε τo γ.τ. των σημείων Μ(f(z)) στο μιγαδικό επίπεδο.

c) Να δειχτεί ότι 
[image: image207.wmf].
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d) Να βρείτε τo γ.τ. των εικόνων του z =χ+ψi, για τους οπίους ισχύει 
[image: image208.wmf]5
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16) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z,w και έστω Α,Β οι εικόνες τους στο μιγαδικό επίπεδο.

a) Ν.δ.ο: 
[image: image209.wmf])
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b) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1, z2, z3 με εικόνες Α,Β,Γ, για τους οποίους ισχύει 
[image: image210.wmf]1
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 και z1(z22+ z32) +  z2 (z32+ z12) + z3(z12+ z22) =0. Ν.δ.ο:

A) 
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B) 
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17) Δίνεται ο μιγαδικός z για τον οποίο ισχύουν (zi+
[image: image213.wmf]3
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) (( και 
[image: image214.wmf]z

 = 1.Ν.δ.ο:

a) Z12=1

b) Z288+2Z150+1=0.

18) Έστω z = 1+i και w ένας μιγαδικός με 
[image: image215.wmf]z
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a) Να βρείτε για ποιες τιμές του w η παράσταση 
[image: image216.wmf]w
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 γίνεται i) μέγιστη, ii) ελάχιστη.

b) Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά τα παραπάνω αποτελέσματα.

19) Έστω οι μιγαδικοί z1, z2, z3  για τους οποίους ισχύει :

a) z1z2+ z3 z1+ z2 z3 =1

b) 
[image: image217.wmf]10
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Να βρεθεί το: 
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20) Έστω ο θετικός αριθμός ρ και οι μιγαδικοί z1, z2, z3 τέτοιοι ώστε να ισχύουν οι σχέσεις:

a) 
[image: image219.wmf]r
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b) 
[image: image220.wmf]3
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c) z12+ z22+z3 2= 0

Ν.δ.ο:( z1z2+ z3 z1+ z2 z3(= 8

21) Έστω ο ακέραιος ν(3 και οι πραγματικοί α,β με α2+β2=1. Θεωρούμε την εξίσωση 
[image: image221.wmf]n
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=α+βi. Ν.δ.ο:

a) Όλες οι ρίζες της εξίσωσης έχουν εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο σημεία ομοκυκλικά.

b) Αν z1, z2 είναι ρίζες της εξίσωσης, τότε θα ισχύει η σχέση ( z1- z2(( 2.

c) Αν ο zο, είναι ρίζα της εξίσωσης με (zο(=2, ν.δ.ο: zο=-2 και να βρεθούν τα α,β((.

22) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1, z2, z3 (C*, ώστε να ισχύουν: 
[image: image222.wmf]ρ
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((. Ν.δ.ο: τουλάχιστον δυο από τους  z1, z2, z3 είναι ίσοι.

23) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1, z2, z3 (C, με 
[image: image224.wmf]1
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.(Υπ. Παρατηρείστε ότι ( z1+ z2+ z3 (2(0)

24) Αν Α,Β,Γ είναι οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2, z3 στο μιγαδικό επίπεδο και ισχύει:  z3=
[image: image226.wmf]2
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[image: image227.wmf]2

1

 ι)z2, ν.δ.ο: το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.

25) Αν z1+ z2+ z3 = 0 και z12+ z22+ z32 = 0 ν.δ.ο: 
[image: image228.wmf]3
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Με τη βοήθεια της παραπάνω πρότασης να δείξετε ότι το τρίγωνο που έχει κορυφές τις εικόνες των μιγαδικών z1, z2και z3, για τους οποίους ισχύει: z12+ z22+ z32 = z1z2 + z2z3+ z3z1 είναι ισόπλευρο.(Υπ. Να θέσετε w1= z2- z1 κ.λ.π. και ν.δ.ο: 
[image: image229.wmf]3
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26) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1, z2, z3 και w ισχύει z1+ z2w+ z3w2 = 0 και 
[image: image230.wmf]w

=1, ν.δ.ο:

a) 
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27) Αν z1 και z2 είναι δύο τυχαίοι μιγαδικοί με μέτρο το 1, τότε :

a) Να αποδείξετε ότι οι ισότητες είναι ισοδύναμες

A) z1+ z2 + z1z2-1 =0

B) z1+ z2 - z1z2+1 =0

b) να βρείτε το μέτρο του μιγαδικού 
[image: image234.wmf]1
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28) Αν 
[image: image235.wmf]0
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a) (
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b) 
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29) Έστω Π(χ) = χ2+2
[image: image239.wmf]2
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χ +(1+(z1(2)( 1+(z2(2), όπου z1, z2 (C.

a) Ν.δ.ο: Π(χ)(0 για κάθε χ ((.

b) Να βρείτε πότε μπορεί να ισχύει Π(χ) = 0.

30) Θεωρούμε τους μιγαδικούς z1και z2 οι οποίοι είναι τέτοιοι ώστε: ο αριθμός 
[image: image240.wmf]i
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 να είναι πραγματικός και 
[image: image241.wmf]i
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a) Να βρείτε τον γ.τ. (c1) της εικόνας του z1
b) Να βρείτε τον γ.τ. (c2) της εικόνας του z2
c) Να προσδιορίσετε τη μέγιστη και την ελάχιστη απόσταση των εικόνων z1και z2.
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