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Ε ξ ί σ ω σ η    2 ο υ    β α θ µ ο ύ  
 

 Ορισµοί - παρατηρήσεις 
 

1. Κάθε πολυώνυµο που µετά από αναγωγή οµοίων όρων και διάταξη κατά τις φθίνου-

σες δυνάµεις του x έχει πάρει την µορφή αx2+βx+γ όπου α,β,γ πραγµατικοί αριθµοί και 

α ≠ 0 λέγεται τριώνυµο 2ου  βαθµού.  

 Παράδειγµα:  3x2+5x - 12, εδώ έχω α = 3, β = 5 και γ = -12 
   (α συντελεστής του x2,  β συντελεστής του x  και γ ο σταθερός όρος) 
 

2. Έστω P(x) = αx2+βx+γ τριώνυµο, αν στη θέση της µεταβλητής x αντικαταστήσω κά-

ποιο αριθµό ρ η παράσταση θα πάρει τη µορφή αριθµητικής παράστασης 

P(ρ)=αρ
2+βρ+γ και αν εκτελέσω τις πράξεις ο αριθµός που θα βρω λέγεται αριθµητική 

τιµή.  

 Παράδειγµα:  
P(x) = 2x2-x - 6  για x = 1 έχω P(1) = 2·12 -1-6=2-1-6=-5, παρατηρώ όµως για x=2  P(2) 
= 2 ·22 -2 -6=8 -2 -6 = 0 

 

Θα λέµε ρίζα του τριωνύµου P(x) κάθε πραγµατικό αριθµό ρ για τον οποίο ισχύει P(ρ)=0. 
(δηλαδή δίνει τιµή µηδέν) 

 

3. Θα λέµε εξίσωση 2ου  βαθµού κάθε παράσταση της µορφής  αx2+βx+γ = 0 όπου α, β,γ 

πραγµατικοί αριθµοί µε α ≠ 0 και ρίζα ή λύση  κάθε πραγµατικό αριθµό ρ που αληθεύει  

την ισότητα  αρ2+βρ+γ = 0 (σωστή). 

 Παράδειγµα: 2x2-x -6 =0 είναι µία  εξίσωση β΄ βαθµού 

για x = 1   έχω  12 -1-6 =2-1-6 =-5 Λάθος 

για x = 2   έχω  2 ·22 -2 -6=8 -2 -6=0 Σωστή   

άρα το 2 είναι µία ρίζα της εξίσωσης. 

 
4.  Στην εξίσωση 2ου  βαθµού οι συντελεστές β, γ σαν πραγµατικοί αριθµοί δεν αποκλεί-

εται να είναι και µηδέν και προκύπτουν εξισώσεις µε ελλιπή µορφή. 

   για β=0    αx2+γ = 0 

   για γ=0    αx2+βx = 0 

   για β=0 & γ=0   αx2 = 0 
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Λύση της 2o/βάθµιας εξίσωσης 
 
1.  Μορφή  αx2 + γ = 0      

 αx2+γ=0 ⇔  αx2= -γ ⇔  χ2 = 
α
γ−

  

 α) αν το κλάσµα  
α
γ−  θετικό η εξίσωση έχει δύο λύσεις τις +

α
γ−

 και -
α
γ−

 

 β) αν το κλάσµα  
α
γ−  αρνητικό η εξίσωση δεν έχει δύο λύσεις (Αδύνατη). 

 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
1. Να λυθούν οι εξισώσεις: i) 2x2 – 18 =0   ii) 3x2+6 = 0 

ΛΥΣΗ 

i) έχουµε 2x2 = 18   ⇔  x2 = 
18

2
 ⇔  x2 = 9  ⇔  x= 9 3± = ±  δύο αντίθετες λύσεις 

ii) όµοια 3x2 = - 6  ⇔  x2  = 
6

2
3

−
= −  < 0  Α∆ΥΝΑΤΗ  

 
 
 
2.  Μορφή  αx2 + βx = 0  έχει πάντα λύση την: 

  αx2+βx = 0 ⇔  x(αx+β) = 0 ⇔   x=0  ή  αx+β = 0 ⇔  x = 0 ή x = -
α
β  

 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
2. Να λυθούν οι εξισώσεις: i) 2x2 + 18x =0   ii) 3x2- 6x = 0 

ΛΥΣΗ 

i) έχουµε x·(2x + 18) = 0  ⇔  x = 0  ή  2x + 18 = 0⇔  x = 0  ή  2x = - 18  ⇔  x = 0  ή  x = - 9 

ii)  όµοια  x·(3x - 6) = 0  ⇔  x = 0  ή  3x - 6 = 0  ⇔  x = 0  ή  3x =  6  ⇔  x = 0  ή  x = 2 

πάντα δύο λύσεις µε σίγουρη το 0 (µηδέν) 
 
 
 
3.  Μορφή  αx2 = 0 έχει πάντα  λύση την  x= 0 
 
 
 
4.  Γενική µορφή αx2+βx+γ=0 , α ≠ 0 

 
Βήµα 1ο Βρίσκω την τιµή της παράτασης ∆ = β2 - 4αγ που ονοµάζεται διακρίνουσα  της εξί-

σωσης. 

Βήµα 2ο Συγκρίνω την διακρίνουσα  ∆  µε το µηδέν:  

i.  αν ∆ < 0  (αρνητική) η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές ρίζες – Αδύνατη 
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ii.   αν ∆ = 0  η εξίσωση έχει µία διπλή ρίζα την ρ = 
α

β−

2
 

iii.   αν ∆ > 0 (Θετική) η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές πραγµατικές ρίζες που δίνο-

νται από τον τύπο ρ1,2 = 
2α

∆β ±−
,  όπου ∆ η διακρίνουσα   

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
Να λυθούν οι εξισώσεις: i) 2x2 – 10x +12 =0   ii) 013 2 =+− xx  

ΛΥΣΗ 

i) έχουµε: 

2

10

12

α =

β = −

γ =

  Έτσι ∆ = β2 – 4αγ = (-10)2 – 4·2·12 = 100 -  96 = 4 > 0  

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 

1,2x
2

−β ± ∆
= =

α
 

12 / 4 3

8/ 4 2

10 4 10 2

2 2 4

→ =

→ =

± ±
= 〈

⋅
               

ii)  έχουµε: 

3

1

1

α =

β = −

γ =

  Έτσι 2 24 ( 1) 4 3 1 11 0∆ = β − αγ = − − ⋅ ⋅ = − <  

Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

 

5. Παραγοντοποίηση του τριωνύµου αx2+βx+γ , α ≠ 0 
 

Εργάζοµαι όπως παραπάνω και βρίσκω τις ρίζες του  τριωνύµου: 

• αν ∆ < 0  δεν έχει ρίζες - ∆εν παραγοντοποιείται. 

• αν ∆ = 0  έχει µία διπλή ρίζα την ρ = 
α
β−

2
, το τριώνυµο είναι τέλειο τετράγωνο 

και ισχύει: αx2+βx+γ = α·(χ-ρ)2. 
 
• αν ∆ > 0  έχει δύο ρίζες διαφορετικές και  ισχύει:  αx2+βx+γ = α(x-ρ1)(x-ρ2). 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
Να παραγοντοποιηθεί η παράσταση 

22x 3x 1− + . 

ΛΥΣΗ 

Έχουµε ( ) 01243 2 >=⋅−−=∆  άρα οι ρίζες  είναι 1,2

( 3) 1 3 1
x

2 2 2 4

−β ± ∆ − − ± ±
= = = =

α ⋅

1

1
2

→

→
 

Άρα ( ) ( ) ( )2 1
2x 3x 1 2 x x 1 2x 1 x 1

2
 − + = − − = − − 
 

.
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6. Άθροισµα και γινόµενο ριζών του τριωνύµου αχ2+βχ+γ , α ≠ 0 

i. αν  ∆ >>>> 0 οι δύο ρίζες είναι  1

-β+ ∆
x =

2α
 και 2

-β- ∆
x =

2α
. 

   Αν πάρουµε Σ = x1+x2 = 2

2 2 2 2

−β + ∆ −β − ∆ −β + ∆ −β − ∆ − β β
+ = = = −

α α α α α
 

  και Γ = x1·x2 
( ) ( ) ( ) ( )22

2 2

-β+ ∆ -β- ∆ -β - ∆-β+ ∆ -β- ∆
= = =

2α 2α 4α 4α

⋅
⋅  

   
( )2 2

2 2

β - β -4αγ 4αγ γ
= = =

α4α 4α
. 

ii.  Όµοια αν ∆=0 τότε Σ = 2· x1 = 2·(
2

β
−

α
)= β

-
α

 και 
2

1 2 2 2

β β β 4αγ γ
Σ=x .x = - - = = =

2α 2α α4α 4α

  
  
  

  

Παρατήρηση:  

Κάθε εξίσωση  αx2 + βx + γ, α ≠ 0 γράφεται 2 β γ
x + x+ =0

α α
 ⇔ 2 β γ

x - - x+ =0
α α

 
 
 

, 

 ⇔ ( )2
1 2 1 2x - x +x x+x x =0 ⇔ x2 - Σ⋅⋅⋅⋅x + Γ= 0 

Άρα από την εξίσωση βρίσκω τις ρίζες και αντίστροφα από τις ρίζες βρίσκω την εξίσωση. 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Nα βρείτε το άθροισµα και το γινόµενο των ριζών της εξίσωση 2x 30x 198 0+ + =  χωρίς να την λύσετε. 

ΛΥΣΗ 

Α. Επειδή 2 2 24 30 4 2 198 30 8 198 0∆ = β − αγ = − ⋅ ⋅ = − ⋅ >  έχει δύο ρίζες x1, x2 πραγµατικές και άνι-

σες.  

Β. Αφού 1 2

198
x x 0

1
γ

Γ= = = >
α

 το γινόµενο των δύο ριζών είναι θετικό, οπότε οι x1, x2 είναι οµό-

σηµοι αριθµοί.  

Γ. Αφού 1 2

30
x x 0

1
β

Σ= + = − = − <
α

 το άθροισµα αρνητικό, έτσι η κάθε ρίζα είναι ένας αρνητικός 

αριθµός. 
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7.  Λύση Κλασµατικών εξισώσεων  

Κλασµατικές εξισώσεις λέγονται οι εξισώσεις που περιέχουν κλάσµατα µε άγνωστο 
στους παρονοµαστές. 
 
Επίλυση κλασµατικών εξισώσεων µε βήµατα. 

1. Παραγοντοποιούµε τους παρονοµαστές. 

2. Βρίσκουµε το Ε.Κ.Π, των παρονοµαστών, παίρνοντας τον κάθε διαφορετικό εµφανιζό-

µενο παράγοντα και µε το µεγαλύτερο εκθέτη. 

3. Θέτουµε περιορισµούς: το Ε.Κ.Π. ≠ 0 και βρίσκω τις αντίστοιχες απορριπτόµενες τιµές. 

4. Κάνουµε απαλοιφή παρανοµαστών πολλαπλασιάζοντας τα µέλη µε το Ε.Κ.Π. 

5. Απλοποιούµε και εφαρµόζουµε την επιµεριστική ιδιότητα (πολλαπλασιάζουµε).  

6. Κάνουµε αναγωγές όµοιων όρων και διατάσσουµε κατά τις φθίνουσες δυνάµεις του x 

και µε βάση τα παραπάνω λύνουµε την εξίσωση. 

7. Τέλος, ελέγχουµε αν οι ρίζες που βρήκαµε ικανοποιούν τον περιορισµό. Όσες δεν τον 

ικανοποιούν τις απορρίπτουµε.  
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ  
 
 
Στις εξισώσεις  2ου βαθµού  
 

1. Να λυθούν οι παρακάτω 2ο/βάθµιες εξισώσεις: 
 

x2-5x+6 = 0 2x2-10x+12 = 0 -2x2+10x-12 = 0 

x2+8x+12 = 0 3x2+24x+36 = 0 -3x2-24x-36 = 0 

x2-6x+12 = 0 3x2-18x+24 = 0 -3x2+18x-24 = 0 

 
• Μήπως οι εξισώσεις της ίδιας γραµµής έχουν την ίδια λύση; 
• Όσες έχουν την ίδια λύση λέγονται  ισοδύναµες.  
• Ποια από τις τρεις συµφέρει να λύσω και γιατί;  
 
 
2. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις: 

x2-25 = 0 -x2+25 = 0 3x2-75 = 0 -3x2+75 = 0 

x2+15 = 0 -x2-15 = 0 3x2+45 = 0 -3x2-45 = 0 

x2-7x = 0 -x2+7x = 0 5x2-35x = 0 -5x2+35x = 0 

 

 Και εδώ  οι τέσσερις  εξισώσεις της ίδιας γραµµής έχουν την ίδια λύση. Άρα είναι ισοδύ-
ναµες. Ποια από όλες συµφέρει να λύσω;  
 
 
3. Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις: 

(2x2-18)2 + (x-3)2 = 0 5 + (x-3)2 = 0 5(x2-5x+6)2004 = 0 

(2x2-18)2004 + (x-3)2 = 0 (x-3)2+(x+3)2 = 0 5(x-5)+(x+5)2=5(x-5) 

(5x2-6x+18/10)(x
2+5)=0 (2x+5)(2x2-32)(x2+13) = 0 (x-2)(x2-4) = 0 

 
 

4. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

( ) 02x32x3 2 =−−−  ( ) 03x132x4 2 =++−   
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ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΕΣ    ΕΞΙΣΏΣΕΙΣ 

 
1. Μορφή δύο ίσων κλασµάτων: 

 
6

1

5

1x
=

+
 

5

3x

7

x2 −
=  0

5

3x

2

2x
=

−
+

+
 

ή
1x

12

5

5x

+
=

+
 0

1x

12

5

5x
=

+
−

+
 

4x

1x2

3x

1x4

−
−

=
−
−

 1  ή0
15x8x

6x5x
2

2

==
+−
+−

 

 
 

2. Μορφή πολλών κλασµάτων: 

3x

2

9x

x2

3x

1
2 +

+
−

=
−

 
3x

1

8

3

)3x)(3x(

x2

3x

2

−
+=

+−
+

+
 

2

5x 2 3

x 16 x 4 x 4

−
+ =

− − +
 

2

x 1 x 1

x 2 x 2x x

−
+ =

− −
 

2

1 2x 1
1

x 2 x 4 x 2
+ = +

+ − −
 

2

2x 1 x 1 4
0

x 2 x 2 x 4

− −
+ − =

+ − −
 

1
2x

1

2x

1

4x

x2
2

+
−

=
+

+
−

 
6xx

1x6

2x

1

15x5

2
2 −−

+
=

+
−

−
 

2

2

2 x9

x

3x

x

9x

9

3x

3

−
−

−
−

=
−

−
+

+
−

 
1x

x

1x

2

1x

10
2 −

+
+

+
−

= 0 

3
10

5x
5x

5x
5x

=
−
+

+
+
−  

1x

1

3x2x

2

3x

3
2 +

+
−−

=
+

 

2

x 4 3 2

x 2x x 2 x

−
= −

+ +
 

2

1 2
0

x 4x 4 x 2
− =

+ + +
 

3x

4

2x

3

6x5x

2x3
2 −

−
−

=
+−

+
 

x2x3

3

3x2

1

x

5

−
=

−
−  

2x

2

8x2

4

2x3x

2
22 +

=
−

+
+−

 
2x3x

6

x2

1

)1x(x

2x3
2 ++

=+
+
−

 

 x
2x3x2

2x3x
2

2

=
−−

−+−
 

1x3

1

x2x

x2x5x3
2

23

−
=

+
−+

 

  

8
3

1
1x

1
x

1x

−=
−

−

+

 
x
1

1x

1

3

x
1x

1

=

+
−

+  
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x2x

2x5

1x

2

−

+
=

−
 

( )1xx

1
x

1x

2x

x

2

−
−−=

−
−  

6
x

1x
5

x

 1 -x 
2

−=
−

⋅−







   2

3) +(x x 

4 -3x  + x2

=  

05,0
x -3x 

4x
2

=+  1
2 + x

5 +4x  - 2x
2

2

=
 

 

Προβλήµατα που λύνονται µε εξίσωση 2ου βαθµού 

 

1. Να βρεθεί ο αριθµός του οποίου το µισό του τετραγώνου του αν  αυξηθεί  κατά 2 θα γί-

νει  ίσο µε το διπλάσιο του αριθµού αυτού.  

2. Να βρείτε δύο αριθµούς που έχουν άθροισµα Σ = 16 και γινόµενο Γ = 63. 

3. Όµοια  Σ = 10/3 και Γ = 1,   Σ = -12 και Γ = 35,  Σ = -3 και Γ = -40 . 

4.  Να βρείτε δύο αριθµούς µε διαφορά ∆ = 13 και γινόµενο Γ = 140    
 όµοια µε διαφορά ∆ = -25 και γινόµενο Γ =-150     
 όµοια µε διαφορά ∆ = 17  και γινόµενο Γ = 200. 

5.  Να βρεθεί ο αριθµός του οποίου το γινόµενο µε το αυξηµένο κατά 4 εαυτό του δίνει 21.  

6.  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε  µήκη  κάθετων  πλευρών  3x+2,   4x-3 και υποτείνου-

σα 5x-1 να βρεθεί το x και µετά τα µήκη των πλευρών του.  

7.  Όµοια για κάθετες  πλευρές  x+4, 2x-2 και υποτείνουσα 3x-2. 

8.  Σε τετράγωνο αν οι πλευρές αυξηθούν κατά 2 µονάδες το εµβαδό του γίνει 49 τετραγω-

νικές µονάδες να βρείτε την πλευρά και το εµβαδό του αρχικού τετραγώνου.  

9.  Να βρείτε τις πλευρές ενός ορθογωνίου µε περίµετρο 68 µ. και διαγώνιο 26 µ. 

10. Αν αυξήσουµε τις δύο απέναντι πλευρές ενός τετραγώνου κατά 5 µ. και τις άλλες δύο 

κατά 3 µ., προκύπτει ορθογώνιο που έχει εµβαδό 168 τ.µ. Να βρεθεί η πλευρά και το 

εµβαδό του τετραγώνου.  

11. Να βρείτε τις κάθετες πλευρές και το εµβαδό ενός ορθογωνίου τριγώνου µε  υποτείνου-

σα 13 µ. αν γνωρίζουµε ότι η µία κάθετη είναι µικρότερη της άλλης κατά 7 µ. 
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12. Να υπολογιστεί η περίµετρος ενός ορθογώνιου τριγώνου µε κάθετες πλευρές x-20 µ. 

και x+40 µ. εµβαδό 2750 τ.µ.  

13. Να υπολογίσετε δύο διαδοχικούς περιττούς φυσικούς αριθµούς που έχουν άθροισµα τε-

τραγώνων 514. 

14. *Σήµερα  ηλικία του Νίκου είναι διπλάσια από την ηλικία του Βασίλη. Πριν από πέντε 

χρόνια  η ηλικία του Νίκου ήταν τα 10/4 της ηλικίας του Βασίλη.   Πόσων χρονών είναι 

σήµερα και οι δύο;  

15. *** Αν  ο Μέγας Αλέξανδρος πέθαινε 9 χρόνια νωρίτερα, τότε ο χρόνος της βασιλείας 

του θα ήταν ίσος µε το 
8

1
 του χρόνου της ζωής του. Αν όµως πέθαινε 9 χρόνια αργότερα 

και εξακολουθούσε να βασιλεύει, τότε ο χρόνος της βασιλείας του θα ήταν ίσος µε το 
2
1

 

του χρόνου της ζωής του. Να βρεθεί πόσα χρόνια έζησε ο Μέγας Αλέξανδρος και πόσα 

βασίλεψε.   

 

16. *∆ύο τετράγωνα µε κέντρο Ο βρίσκονται το ένα 

µέσα στο άλλο. Η διαφορά των περιµέτρων 

τους είναι ίση µε 40 m. Το εµβαδόν του  γραµ-

µοσκιασµένου τµήµατος είναι ίσο µε 500 m2. 

Πόσο είναι το εµβαδόν του κάθε τετραγώνου; 

 

• είναι ο βαθµός δυσκολίας της άσκησης. 
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∆ιάταξη  και  πράξεις 

 
 Ορισµοί: Έστω α και β δύο πραγµατικοί αριθµοί  (α, β ∈ R).   Λέµε ο α µεγαλύτερος 

του β και συµβολίζουµε  α > β, όταν η διαφορά α – β > 0 ,  δηλαδή είναι θετικός αριθµός. 

 
 

 
  Όµοια λέµε α < β  όταν  α-β < 0     και     α = β  όταν  α-β = 0 
 

κάθε θετικός είναι µεγαλύτερος του µηδενός. 
Από τα παραπάνω προκύπτει: 

κάθε αρνητικός µικρότερος του µηδενός. 

 
 
Αν τα α και β είναι  οµόσηµα (α·β > 0) µπορεί να γίνει σύγκριση του πηλίκου τους µε την 
µονάδα δηλαδή: 

Ι]   1>
β
α

,  τότε  α>β,  ΙΙ]   1<
β
α

,  τότε  α<β, ΙΙΙ]   1=
β
α

,  τότε  α=β, 

 
Παρατηρήσεις: 

1.  Τα  > και < λέγονται σύµβολα της ανισότητας. 

2.  Η σχέση  α < β  λέγεται ανισότητα. Tο α λέγεται 1ο µέλος της ανισότητας και το β λέγεται 2ο µέ-

λος. 

3.  ∆ύο ανισότητες µε το ίδιο σύµβολο π.χ.  α < β  και γ < δ λέγονται οµοιόστροφες ενώ µε διαφο-

ρετικό ετερόστροφες. 

4.  Για πραγµατικούς α και β που ισχύει:  α > β ή α = β συµβολίζω  α ≥ β. 

 
 
Ι δ ι ό τ η τ ε ς  α ν ι σ ο τ ή τ ω ν  
 

Α]  Αν  α > β  ⇔   α + γ > β + γ για κάθε α, β, γ πραγµατικούς. 
Αν προσθέσουµε (ή αφαιρέσουµε) στα µέλη µιας ανισότητας τον ίδιο αριθµό, θα προκύψει ο-
µοιόστροφη ανισότητα. 

Απόδειξη: 

α > β  

α–β > 0 περνάω το β στο πρώτο µέλος 

α–β + γ–γ > 0 προσθέτω το µηδέν σε µορφή αθροίσµατος αντιθέτων +γ–γ] 

α+γ – β – γ > 0 αντιµεταθετική –β + γ = +γ – β 

α+γ–(β+γ)>0 επιµεριστική –(β + γ) = –β – γ 

α+γ > β+γ περνάω στο 2ο µέλος το –(β + γ) αλλάζει και πρόσηµο 

α > β  ⇔⇔⇔⇔ α - β > 0 
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Σηµείωση. Η φράση περνάω στο άλλο µέλος κάποιο αριθµό και αλλάζει πρόσηµο είναι πρακτική 
έκφραση που γνωστή από τις εξισώσεις της β’ γυµνασίου. 
 
Β]  Αν  α > β και β > γ τότε α > γ   µεταβατική ιδιότητα 
Απόδειξη: 
 

α > β ⇔  α – β > 0 
 
β > γ ⇔  β – γ > 0 

+ α-β + β-γ > 0 ⇔  α-γ > 0 ⇔  α > γ 

 
 
       

 
Γ]  Αν α > β  και γ > δ τότε  α+γ > β+δ πρόσθεση ανισοτήτων κατά µέλη 
Απόδειξη: 

α > β ⇔ α+γ > β+γ πρόσθεση στα δύο µέλη του γ 

γ > δ ⇔ β+γ > β+δ πρόσθεση στα δύο µέλη του β 

από µεταβατική έχω α+γ > β+γ > β+δ  άρα α+γ > β+δ. 
 

 
 
∆]  Αν γ > 0 τότε  α > β ⇔  α·γ > β·γ         

Αν πολλαπλασιάσουµε (ή διαιρέσουµε) τα µέλη µιας ανισότητας µε ένα θετικό αριθµό, θα προ-
κύψει οµοιόστροφη ανισότητα. 

Απόδειξη: 

 α > β ⇔  α-β > 0 (θετικό)   και γ > 0  (θετικό)   άρα για το γινόµενο οµόσηµων (α-β)γ > 0 

  ⇔  αγ-βγ > 0  ⇔ αγ > βγ 

 
  
Ε]  Αν γ < 0 τότε α > β ⇔  α·γ < β·γ    

Αν πολλαπλασιάσουµε (ή διαιρέσουµε) τα µέλη µιας ανισότητας µε έναν αρνητικό αριθµό, θα 
προκύψει ετερόστροφη ανισότητα. 

Απόδειξη: 
 α>β ⇔ α-β>0 (θετικό) και γ<0  (αρνητικό) άρα για το γινόµενο ετερόσηµων (α-β)γ<0 ⇔  

αγ-βγ<0⇔ αγ<βγ 
 

 
ΣΤ]  α > β και γ > δ  τότε α·γ > β·δ  

Μόνο για α, β, γ, δ θετικούς πραγµατικούς ισχύει ο πολλαπλασιασµός ανισοτήτων κατά µέλη.  
Απόδειξη: 

α > β και γ > 0 ⇔  αγ > βγ (1),  όµοια 

το άθροισµα θετικών αριθµών 
είναι θετικό  
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γ > δ και β > 0 ⇔  βγ > βδ (2) µεταβατικά από τα(1) και (2) έχω  

αγ> βγ > βδ δηλαδή αγ > βδ. 

 
Σηµείωση: Πρέπει να ξέρω ακόµη για α, β πραγµατικούς αριθµούς: 

α.   Αν α>0 και β>0 τότε α+β>0 

β.   Αν α<0 και β<0 τότε α+β<0 

γ.   Αν α, β οµόσηµοι   τότε αβ>0  και  α:β=α/β>0 όπου β≠  0 

δ.  Αν α, β ετερόσηµοι τότε αβ<0  και α:β=α/β<0  και β≠  0 

ε.  Για κάθε α≠ 0  ισχύει α2>0 

 
 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ  
 

1.  Για πραγµατικούς και οµόσηµους αριθµούς α, β (συµβολίζω  α·β > 0) ισχύει:  

  α < β ⇔
1 1

α β
>  

Απόδειξη:  

α < β ⇔  α - β <0 ⇔  
α β

αβ
−

<0   (γιατί τα  α-β  και αβ ετερόσηµα) ⇔   

a

a aβ
β
β

− <0  ⇔
1 1

β α
− <0 ⇔  

1 1

β α
<   ή 

1 1

α β
> . 
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 Λύση ανίσωσης (πρώτου βαθµού) αx+β>0,  α≠ 0 
 

Η ανίσωση που µπορεί να γραφεί µε τη µορφή αx + β > 0 ή αx + β < 0, όπου x ο άγνωστος και α, β στα-
θεροί αριθµοί (που δεν εξαρτώνται από το x), λέγεται ανίσωση α΄ βαθµού µε έναν άγνωστο. 

 
 αx + β >0 ⇔  αx > -β (προσθέτω και στα δύο µέλη το -β, δηλαδή χωρίζω γνωστά από άγνωστα) 

 
1.  Αν  α>0,  x > -β/α  ή  x > -β:α   (πολ/ζω και από τις δύο µεριές µε το θετικό 1/α) 

2.  Αν  α<0 , x < -β/α  ή  x > -β:α  (πολ/ζω µε το αρνητικό 1/α) 

3.  Αν α=0,  0x > -β    Ι) Αληθεύει για κάθε πραγµατικό χ αν β θετικό (-β<0) 

       ΙΙ) Α∆ΥΝΑΤΗ, αν β αρνητικό (-β>0) 
 

Παραδείγµατα: 

1. Να λυθεί η ανίσωση    
3x 1 x x 1

5 7 2
2− +

− +≥ . 

ΛΥΣΗ 
Για απαλοιφή παρονοµαστών  πολ/ζουµε τα µέλη µε το ΕΚΠ(5,7,2) = 70 

( ) ( )3x 1 x x 1

5 7 2
70 2 70− +

− +⋅ ≥ ⋅  

14(3x−1) − 140 ≥  10x + 35(x+1) επιµεριστική 

42x−14 −140     ≥  10x + 35x−35    χωρίζουµε γνωστά  από άγνωστα 

42x−10x − 35x ≥ 14 +140  −35    αναγωγή όµοιων όρων 

−3x ≥ 189  ή 3x ≤ − 189   διαίρεση µε το συντελεστή του αγνώστου 

x ≤ −
3

189
  ή  x ≤ − 63 

 

2. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων 
−6x  + 3 ≤≤≤≤ 5x + 2(5−6x)   και   15(2x+3)  > 4x − 7. 

ΛΥΣΗ 
Λύνουµε χωριστά τις ανισώσεις και έχουµε: 

−6x  + 3 ≤ 5x + 2(5−6x) 

−6x + 3 ≤ 5x + 10 −12x 

−6x−5x+12x ≤10−3 

x ≤≤≤≤ 7 

15(2x+3)  > 4x – 7 

30x + 45 > 4x −7 

30x −4x > − 45 −7 

26x > − 52 

x > −−−− 2 

 -2 7 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Όταν σε µια ανίσωση έχουµε σύµβολο ≤ ή ≥,  τότε περιλαµβάνεται το άκρο του διαστήµατος και το ση-
µείο του άξονα θα έχει «µαύρη τελεία», διαφορετικά  «άσπρη». 

-63
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Ασκήσεις  - ∆ιάταξη και πράξεις 
 

Οµάδα Ι – ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 
(βάλε σε κύκλο το κεφαλαίο γράµµα µε την σωστή απάντηση) 

 
1.  Αν α, β πραγµατικοί αριθµοί και ισχύει α>β, πολ/ζω και τα δύο µέλη µε -2  τότε: 

Α. -2α<-2β  Β. -2α>-2β Γ.-2α= -2β ∆.-2α≥-2β Ε.-2α≤-2β 
 

2. Αν α, β πραγµατικοί αριθµοί και ισχύει α<β, πολ/ζω και τα δύο µέλη µε µηδέν  τότε: 
Α. 0·α<0·β  Β. 0·α>0·β Γ.0·α=0·β ∆.0·α≥0·β Ε.0·α≤0·β 

 
3. Αν α>β και πολ/σω τα δύο µέλη µε το x2 όπου x πραγµατικός  ≠ 0  τότε: 

Α. αx2<βx2 Β. αx2≥βx2  Γ.αx2=βx2  ∆. βx2< αx2  Ε.αx2≤βx2 

 
4. Αν  α ≤ β και πολ/σω τα δύο µέλη µε το x-2 όπου x πραγµατικός  ≠ 0  τότε: 

Α. α x-2< β x-2 Β. α x-2≥ β x-2  Γ.α x-2 = β x-2  ∆.α x-2 < β x-2  Ε.α x-2 ≤ β x-2 

 
5. Αν α β θετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε α>β  τότε ισχύει: 

Α. α>0 & β>0   Β. α-β< 0 Γ. α/β= 1 ∆. α/β> 1 Ε. α/β< 1 
 
6. Αν α>β και β>γ όπου α,β,γ πραγµατικοί αριθµοί ισχύει: 

Α. α<γ  Β. α+β>α+γ Γ. α > γ ∆. β < γ  Ε. 2β> α+γ 
 
7. Αν α>β  και γ>δ  ισχύει και αγ>βδ µε την προϋπόθεση: 

Α. α>δ  Β. α,β θετικά γ,δ αρνητικά Γ. α,β,γ,δ πραγµατικούς    ∆. ποτέ Ε. αβγδ>0 
 
8. Η ανίσωση αx+β>0 όπου α<0 έxει λύση την: 

Α. x>0  Β. x>α  Γ. x < α/β  ∆. x<-β:α Ε. x>αβ 
 
 
 

Οµάδα ΙΙ - (Σύντοµης απάντησης ) 

1. Αν –1 < α < 1  και  2 < β < 5 τότε µεταξύ ποιών τιµών περιέχονται οι τιµές των παραστάσε-
ων: 

� α+β  α-β   αβ 
� α-2β  α:3   2α+3β-1 

2.  Να λυθούν από κοινού οι ανισώσεις  –2(x-5) < 7  και 2,5x+
x

3
 <5,5 

 
 

Οµάδα ΙΙΙ- (∆ιάταξης – σε σειρά από µικρότερο προς µεγαλύτερο) 

1. Αν  α, β θετικοί πραγµατικοί και α>β να γίνει διάταξη στα παρακάτω: 

� 1,   
β
α

,   
α
β

 

� 
β
α

,   1,   
α − β
α + β
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2. Αν για α πραγµατικό ισxύει  0<α<1 να γίνει διάταξη στα:  
1 1

2
0 1 1

α
α

α α, , , , ,
+

−  

3. Όµοια  αν α > 1  στα  1,0,,,
1

αα
α

        

   
4. Όµοια αν α > β θετικοί πραγµατικοί και x>0 στα: 

� 1
, ,

1 1

α α + α
β β + β +

 

� ,
α χ + α
β χ + β

 

 
 

1.   Αν  x < 4   τότε  
2
χ

−  …………   -2 

2. Αν   -x > -6   τότε   
2

2−χ
 ………. 2 

3. Αν  α < -β  τότε   -3 ………….. 
6

2

α + β −
 

 
4. Αν  0<α<β<γ, όπου α, β, γ πραγµατικοί αριθµοί να αποδείξετε την ανισότητα:    

 α]α2 < β2  β] β<α    γ] α < 
3

α + β + γ
 < γ 

5. Αν  α, β πραγµατικοί όπου α>1 και β>1 να αποδείξετε: α+β <1 + αβ 

6. Αν α,β,γ πραγµατικοί όπου 0<β<α και γ>0  να αποδείξετε 
β
α

<
γ+β
γ+α

 

7. Για τους πραγµατικούς αριθµούς α, β ισxύει α> 2  και β>3 2  να αποδείξετε α.β>6 

8. Όµοια α> 3  και β<- 3  τότε α.β -3 < (β-α). 3  

9. Για πραγµατικούς α>0, β>0 και  α>0  να αποδείξετε ότι   α-2<β
-2 

10. Να λυθούν οι ανισώσεις: 

Α. ( )
1

6
4 3 4

3

2

13

8
x

x
− + − >   Β. ( )−

−
> + −

2

3
1 3 8 7

x
x  

Γ. 7(4x-3) > 1+3(8x-7)   ∆. 
5x x x

2 5
6 2 3

− + < +  

Ε. 
x 3 5x x

1 0
3 6 2

+
− − + >   ΣΤ. 

x 3 x 2 x 1
x

4 3 2

− − −
− + <  

 
11. Να βρείτε για ποιες τιµές του x  συναληθεύουν οι ανισώσεις: 

� ( ) x
5 x 2

4
− <    και 

x 2x 1
3x 7

5 10

+
+ > −  

� 2(x+4) − (x+6) ≤12−x και 2x+ 
x 5

6 3
+ ≥ 2(1+x) 


