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ΘΕΜΑ Α  

 

Α1.  Βλέπε σχολικό βιβλίο «Μαθηματικά θετικής και τεχνολογικής 

κατεύθυνσης»,  σελίδα 262-263. 

 

Α2.  Βλέπε σχολικό βιβλίο «Μαθηματικά θετικής και τεχνολογικής 

κατεύθυνσης»,  σελίδα 303. 

 

Α3.  1) ΛΑΘΟΣ ,    2) ΛΑΘΟΣ ,  3)  ΛΑΘΟΣ ,   4) ΣΩΣΤΟ ,  5)  ΛΑΘΟΣ .   

 
 

 

ΘΕΜΑ Β  

 

B1.  Από τη δοθείσα σχέση 1 2 1z z z   ισοδυνάμως έχουμε:    
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B2. 
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       Και επειδή από το  (B1) ισχύει  1 2

1
Re( )

2
z z  , θα είναι  
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B3.  1
ο
 τρόπος:   
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2
ο
 τρόπος:   
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Β4.  Ισχύει  1 2 1

2

2
z z z  και επειδή το μέτρο της διαφοράς δύο 

μιγαδικών αριθμών ισούται με την απόσταση των εικόνων τους θα είναι 

2

2
AB . 

Ομοίως 1

2

2
OA z   και 2 1OB z . Επομένως το τρίγωνο ΟΑΒ 

είναι ισοσκελές με κορυφή το Α αφού (ΑΒ)=(ΑΟ). 

Εξ΄ άλλου ισχύει το  Πυθαγόρειο Θεώρημα αφού 
2 2
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ορθογώνιο στο Α . 
 

Β5.  2
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Επομένως η εικόνα του w στο μιγαδικό επίπεδο κινείται στον κύκλο με 

κέντρο το σημείο Κ(0, -1) και ακτίνα  R=1.  

ΘΕΜΑ Γ  
 

 

Γ1. α) Για 1x  , θέτουμε   
 2 - 5

-1

f x
h x

x


 .  Τότε 

1
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x

h x

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  Όμως οι συναρτήσεις f και ( ) 2g x x   είναι συνεχείς . Επομένως και η 

( 2)f x   είναι συνεχής. Άρα   
1

lim ( 2) 1 2 (3) 5
x

f x f f


     .  

         

β)  Αρκεί να δείξουμε ότι  
3
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f x f
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
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Αν θέσουμε όπου 2x u  , τότε,  όταν  3x  το 1u  και έχουμε: 
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Διότι: 

 

3

( ) - (3)
lim (3)

- 3x

f x f
f

x
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3

( - 3)
lim 1  ,   

( - 3)x

x

x




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Σχόλιο: Δεν μπορούμε να εργαστούμε με τον κανόνα  De L’Hospital γιατί δεν γνωρίζουμε 

αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σε διάστημα της μορφής ( ,3) (3, )a  . 

 

 

Γ3. Η συνάρτηση h  είναι συνεχής στο R ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών 

συναρτήσεων. Για την h  στο διάστημα [0,3]  ισχύουν: 
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 Είναι συνεχής στο [0,3] 

 

 

h(0)= -7<0

h(3)=3f(3)-9-7συν3=15-9-7συν3= 6-7συν3>0  

π
 (αφου  3 )

2







  


     

και στο δεύτερο τεταρτημόριο το συνημίτονο είναι αρνητικός αριθμός. 

 

            Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, η εξίσωση h(x)=0  θα έχει 

μία τουλάχιστον λύση στο (0,3) ,δηλαδή η γραφική  παράσταση της  h  θα 

τέμνει τον άξονα x x  σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

 

Γ4. Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση 6( )  g x x  έχει δυο τουλάχιστον λύσεις 

μεγαλύτερες του 1, τις 1x και 2x με 1 21 x x  . Θεωρούμε τη συνάρτηση 

 6

1 2( )  ( ) - ,  ,h x g x x x x x  . Η h  είναι συνεχής στο 1 2[ , ]x x ,   παραγωγίσιμη 

στο 1 2( , )x x  με παράγωγο 
5( ) ( ) - 6h x g x x   και  ισχύει 1 2( ) ( ) 0h x h x  . 

Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα του Rolle,  θα υπάρχει 1 2ξ (x ,x )  

τέτοιο ώστε h (ξ)=0 . Έχουμε 
5 5h (ξ)=0 (ξ)-6ξ 0 (ξ)=6ξg g      . Όμως  g (ξ) f (3) g (ξ) 6      . 

Επομένως  5 56ξ 6 ξ 1 ξ 1      που είναι άτοπον αφού 1 21 x x   . 

 

 

 

ΘΕΜΑ Δ  

 

Δ1. Η συνάρτηση  

u

0

f(t)dt  είναι παραγωγίσιμη ως αρχική της συνεχούς 

συνάρτησης f. Ομοίως η συνάρτηση  

x u

0 0

f(t)dt  du
 
 
 
   είναι παραγωγίσιμη ως 

αρχική της συνεχούς συνάρτησης 

u

0

f(t)dt . Από τη δοθείσα ισότητα 

προκύπτει: 
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x u x

0 0 0

1 1
f(t) dt du   = x f(t) dt + f(x) -  

2 2
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     
    
     

 

2 2

2

x x

0 0

x x

x

1
 f(t)dt = f(t)dt xf(x) + f (x)

2

 f (x) + 2xf(x)=0

e f (x)+2xe f(x)=0

e f(x) =0









 

 

Επομένως  
2xe f(x) = c  και για x =0  προκύπτει  c=1 . Άρα 

2-xf(x) = e  ,  x R . 

 

 

Δ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο R ως σύνθεση παραγωγισίμων συναρτήσεων 

με παράγωγο 
2-xf (x) = -2xe   , x R  . Το πρόσημο της  f   φαίνεται στον 

παρακάτω πίνακα.  

 

 

Άρα : 

 

 Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (- ,0]   

 Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, )   

 Η f παρουσιάζει  ολικό μέγιστο στο 0x 0  , το f(0)=1. 

 

Επειδή 
x - x
lim f(x)= lim f(x)=0
  

, το σύνολο τιμών της f είναι το διάστημα  (0,1]. 

 

Δ3. 

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, )  , για 0 t x   έχουμε: 



ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ Σελίδα 6 
 

2 2 2

x

0

x x x x

0 0 0 0

x x x x
x

-t -t -x

0
0 0 0 0
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f(t)dt - f(x)dt 0 f(t)dt  f(x)dt 

f(t)dt  f(x) 1dt e dt  f(x) e dt  xe  ,  x 0t[ ]
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Δ4. 

Αν στο ολοκλήρωμα 

x

0

f(x-t)dt θέσουμε  x-t = u , τότε έχουμε du dt  και τα 

άκρα ολοκλήρωσης γίνονται x και 0 αντιστοίχως. Επομένως  
x 0

0 0 0

f(x-t)dt ( )( ) ( ) ( )

x x

x

f u du f u du f t dt        

Με εφαρμογή του κανόνα de L’ Hospital (μορφή 
0

0
) , έχουμε 

 

 
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0
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( )  -  ( )  -  

lim lim

( ) 1 ( ) 2 1
lim lim lim lim
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x x

x x

xx

x x

x x

x x x x

f x t dt x f u du x

x x

f t dt xf t dt x

x
x

f x f x xe e

x x x

 

 
 
 

 

 
    

   



 
 
  



  
     

 


 

 

Δ5. Θεωρούμε τη συνάρτηση  
2

x

-t

0

g(x)= e dt   ,  x 0 . 

Η g είναι παραγωγίσιμη  ως αρχική της συνεχούς συνάρτησης  
2-tf(t)=e . 

Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του ΘΜΤ για τη g στο διάστημα [0,k] , k>0.  

Επομένως θα υπάρχει ξ (0,k)  , τέτοιο ώστε 

2

2 2 2

k

-t

k

-ξ -t -ξ0

0

e dt
g(k)-g(0)

g (ξ)= e e dt k e
k k

     


  
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2
ος

 τρόπος 

Μπορούμε  να  εφαρμόσουμε  και  θεώρημα  Bolzano  στην  συνάρτηση  

2 2
k

-t -x

0

( ) e dt-k eh x   στο  διάστημα  [0,k]  αφού   

 
2 2

k k

-t 0 -t

0 0

(0) e dt-k e e dt-k 0h       

γιατί  0

0

0 ( ) ( ) (0) ( ) 1 1 ( ) 0 [1 ( )] 0

( ) 0

f

t f f t f f t f t f t dt

f t dt











            

  





 

και   

 
2 2

k

-t

0

( ) e dt-k e 0h       γιατί  ισχύει  από  το  Δ3, αφού   k>0 


