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°� ∫.¶.™. / ∂¶∂∞∂∫ II / ∂Ó¤ÚÁÂÈ· 2.2.1. / ∫·ÙËÁÔÚ›· ¶Ú¿ÍÂˆÓ 2.2.1.·:
«∞Ó·ÌfiÚÊˆÛË ÙˆÓ ÚÔÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÛÔ˘‰ÒÓ Î·È Û˘ÁÁÚ·Ê‹ Ó¤ˆÓ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÒÓ ·Î¤ÙˆÓ»

¶∞π¢∞°ø°π∫√ π¡™∆π∆√À∆√
¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ °. µÏ¿¯Ô˜
√ÌfiÙÈÌÔ˜ ∫·ıËÁËÙ‹˜ ÙÔ˘ ∞.¶.£.,
¶ÚfiÂ‰ÚÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

¶Ú¿ÍË ÌÂ Ù›ÙÏÔ: «™˘ÁÁÚ·Ê‹ Ó¤ˆÓ ‚È‚Ï›ˆÓ Î·È ·Ú·ÁˆÁ‹
˘ÔÛÙËÚÈÎÙÈÎÔ‡ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÔ‡ ˘ÏÈÎÔ‡ ÌÂ ‚¿ÛË
ÙÔ ¢∂¶¶™ Î·È Ù· ∞¶™ ÁÈ· ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ»

∂ÈÛÙËÌÔÓÈÎfi˜ ÀÂ‡ı˘ÓÔ˜ ŒÚÁÔ˘
∞ÓÙÒÓÈÔ˜ ™. ªÔÌ¤ÙÛË˜   
™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

∞Ó·ÏËÚˆÙ¤˜ ∂ÈÛÙËÌÔÓÈÎÔ› ÀÂ‡ı˘ÓÔÈ ŒÚÁÔ˘
°ÂÒÚÁÈÔ˜ ∫. ¶·ÏËfi˜ 
™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘
πÁÓ¿ÙÈÔ˜ ∂. Ã·Ù˙ËÂ˘ÛÙÚ·Ù›Ô˘   
ªfiÓÈÌÔ˜ ¶¿ÚÂ‰ÚÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘

ŒÚÁÔ Û˘Á¯ÚËÌ·ÙÔ‰ÔÙÔ‡ÌÂÓÔ 75% ·fi ÙÔ ∂˘Úˆ·˚Îfi ∫ÔÈÓˆÓÈÎfi ∆·ÌÂ›Ô Î·È 25% ·fi ÂıÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜.

™À°°ƒ∞º∂π™ ¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ ∞ÚÁ˘Ú¿ÎË˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

¶·Ó·ÁÈÒÙË˜ µÔ˘ÚÁ¿Ó·˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

∫ˆÓÛÙ·ÓÙ›ÓÔ˜ ªÂÓÙ‹˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

™Ù·Ì·ÙÔ‡Ï· ∆ÛÈÎÔÔ‡ÏÔ˘, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,
∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

ªÈ¯·‹Ï ÃÚ˘ÛÔ‚¤ÚÁË˜, ™¯ÔÏÈÎfi˜ ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ

∫ƒπ∆∂™ - ∞•π√§√°∏∆∂™ ∂ÌÌ·ÓÔ˘‹Ï ª·Ó·Ù¿ÎË˜, ∂›ÎÔ˘ÚÔ˜ Î·ıËÁËÙ‹˜ ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÈÎ‹˜ ™¯ÔÏ‹˜
¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ ¶·ÙÚÒÓ

ªÈ¯·‹Ï ™·Ï›¯Ô˜, ™¯ÔÏÈÎfi˜ ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
¡ÈÎfiÏ·Ô˜ ¶··Â˘ÛÙÚ·Ù›Ô˘, ª·ıËÌ·ÙÈÎfi˜,

∂Î·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ µ/ıÌÈ·˜ ∂Î·›‰Â˘ÛË˜

∂π∫√¡√°ƒ∞º∏™∏ ¡ÈÎfiÏ·Ô˜ ª·ÚÔ˘Ï¿ÎË˜, ™ÎÈÙÛÔÁÚ¿ÊÔ˜ - ∂ÈÎÔÓÔÁÚ¿ÊÔ˜

ºπ§√§√°π∫∏ ∂¶πª∂§∂π∞ ∂˘ÁÂÓ›· µÂÏ¿ÁÎÔ˘, ºÈÏfiÏÔÁÔ˜

À¶∂À£À¡√™ ∆√À ª∞£∏ª∞∆√™ ∫∞π ¢ËÌ‹ÙÚÈÔ˜ ∫ÔÓÙÔÁÈ¿ÓÓË˜, ™‡Ì‚Ô˘ÏÔ˜ ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘
∆√À À¶√∂ƒ°√À ∫∞∆∞ ∆∏ ™À°°ƒ∞º∏

∂•øºÀ§§√ ¶·Ó·ÁÈÒÙË˜ °Ú¿‚‚·ÏÔ˜, ∑ˆÁÚ¿ÊÔ˜

¶ƒ√∂∫∆À¶ø∆π∫∂™ ∂ƒ°∞™π∂™
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∞Á·ËÙÔ› Û˘Ó¿‰ÂÏÊÔÈ,

µ·ÛÈÎfi˜ ÛÎÔfi˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ Â›Ó·È Ë ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍË ÙÔ˘ ¤ÚÁÔ˘ ÙÔ˘
‰È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜, Î·ıÒ˜ ·Ú¤¯ÂÈ ÌÈ· ÚÒÙË ÔÚÁ¿ÓˆÛË ÙˆÓ ‰È‰·ÎÙÈÎÒÓ
ˆÚÒÓ Ô˘ ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜, ÛËÌÂÈÒÓÂÈ
ÙÔ˘˜ Î‡ÚÈÔ˘˜ Î·È ‰Â˘ÙÂÚÂ‡ÔÓÙÂ˜ ‰È‰·ÎÙÈÎÔ‡˜ ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙË˜,
˘ÔÁÚ·ÌÌ›˙ÂÈ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È‰·¯ıÔ‡Ó Û’ ·˘Ù‹ Î·È
ÚÔÙÂ›ÓÂÈ ÂÓ‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜ Ô‰ËÁ›Â˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜. To Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰È‰·ÎÙÈÎÒÓ
ˆÚÒÓ Ô˘ ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜, Â›Ó·È ·˘Ùfi
Ô˘ ÔÚ›˙ÂÈ ÙÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ ¶.π. 

∫·Ù·‚Ï‹ıËÎÂ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ ÚÔÛ¿ıÂÈ· ÁÈ· ÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹ Î·È ÙË˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜
(ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜), ÛÂ ÌÂÁ¿ÏË Û˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È ÌÂ Û˘ÁÎÚÔÙËÌ¤ÓË
ÌÔÚÊ‹, ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ∏/À
(‰ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ¤˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÂÈ˜) ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ
ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ¿ Û¯¤‰È· ÂÚÁ·Û›·˜.

∂›Ó·È Â˘ÓfiËÙÔ, fiÙÈ Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ ¤¯ÂÈ ÙËÓ Â˘¯¤ÚÂÈ· Ó· ÙÚÔÔÔÈ‹ÛÂÈ Î·È Ó·
‚ÂÏÙÈÒÛÂÈ ÙÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Î·Ù¿ ÙËÓ ÎÚ›ÛË ÙÔ˘, ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÈ˜ ÒÚÂ˜
‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÛÙË ‰È¿ıÂÛ‹ ÙÔ˘ ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈ¿, ÙË
‰È‰·ÎÙ¤· ‡ÏË Î·È Î˘Ú›ˆ˜ ÙÔ Â›Â‰Ô ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ˘.

√È ÒÚÂ˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ Â›Ó·È ÂÓ‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜. √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ ¤¯ÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙË-
Ù· Ó· ÙÈ˜ ·Ó·ÚÔÛ·ÚÌfi˙ÂÈ, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒÓÂÙ·È Ë ‰È‰·ÎÙ¤·
‡ÏË ÛÙÈ˜ ÚÔ‚ÏÂfiÌÂÓÂ˜ ÒÚÂ˜.

∏ ÚfiıÂÛ‹ Ì·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È Ó· ÂÚÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÏÂ˘ıÂÚ›· Î·È ÙËÓ
·È‰·ÁˆÁÈÎ‹ ·˘ÙÔÓÔÌ›· ÙÔ˘ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÔ‡, ·ÏÏ¿ Ó· ÙÔ˘
ÚÔÛÊ¤ÚÔ˘ÌÂ È‰¤Â˜ Ô˘ ı· ÙÔÓ ‚ÔËı‹ÛÔ˘Ó Ó· ·˘Í‹ÛÂÈ Ù· fiÚÈ· ÙË˜
ÚˆÙÔ‚Ô˘Ï›·˜ ÙÔ˘, ·Ú¤¯ÔÓÙ¿˜ ÙÔ˘ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó·
·ÓÙÏ‹ÛÂÈ ˘ÏÈÎfi ·fi ÙÔ Û¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô.

√È Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜

¶ƒ√§√°√™
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∂∂ÈÈÛÛ··ÁÁˆ̂ÁÁ‹‹:: ∏ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  11ÔÔ  ––  ∞∞§§°°∂∂µµƒƒππ∫∫∂∂™™  ¶¶∞∞ƒƒ∞∞™™∆∆∞∞™™∂∂ππ™™

11..11 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜ – Û˘ÌÏËÚÒÛÂÈ˜)
∞∞.. √È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1155
µµ.. ¢˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1177
°°.. ƒ›˙Â˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1177

11..22 MoÓÒÓ˘Ì· – ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì·
∞∞.. ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ – ªÔÓÒÓ˘Ì·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2200
µµ..  ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..2222

11..33 ¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..2233
11..44 ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2244
11..55 ∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2255
11..66 ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3333
11..77 ¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3366
11..88 ∂. ∫. ¶. Î·È ª. ∫. ¢. ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3377
11..99 ƒËÙ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3388
11..1100 ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

∞∞.. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ – ¢È·›ÚÂÛË ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3399
µµ.. ¶ÚfiÛıÂÛË – ∞Ê·›ÚÂÛË ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4400

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  22ÔÔ  ––  ∂∂••ππ™™øø™™∂∂ππ™™  ––  ∞∞¡¡ππ™™øø™™∂∂ππ™™

22..11 ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4411
22..22 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡

∞∞..  ∂›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4411

µµ..  ∂›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ù‡Ô˘ . . . . . . . . . . . . . . . . 4422
22..33 ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4477
22..44 ∫Ï·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4499
22..55 ∞ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5533

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  33ÔÔ  ––  ™™ÀÀ™™∆∆∏∏ªª∞∞∆∆∞∞  °°ƒƒ∞∞ªªªªππ∫∫øø¡¡  ∂∂••ππ™™øø™™∂∂øø¡¡

33..11 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5555
33..22 ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘  . . . . . . . . . . . . . . 5577
33..33 ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5588

∞ � ª∂ƒ√™ – ∞§°∂µƒ∞

¶Eƒπ∂Ã√ª∂¡∞
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∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  44ÔÔ  ––  ™™ÀÀ¡¡∞∞ƒƒ∆∆∏∏™™∂∂ππ™™

44..11 ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 ÌÂ · � 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6611
44..22 ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ · � 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6633

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  55ÔÔ  ––  ¶¶ππ££∞∞¡¡√√∆∆∏∏∆∆∂∂™™

55..11 ™‡ÓÔÏ·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6699
55..22 ¢ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ – ∂Ó‰Â¯fiÌÂÓ·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7700
55..33 ŒÓÓÔÈ· ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7711

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  11ÔÔ  ––  ππ™™√√∆∆∏∏∆∆∞∞  ––  √√ªª√√ππ√√∆∆∏∏∆∆∞∞

11..11 πÛfiÙËÙ· ÙÚÈÁÒÓˆÓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7777
11..22 §fiÁÔ˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8822
11..33 £ÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8844
11..44 √ÌÔÈÔıÂÛ›·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8866
11..55 √ÌÔÈfiÙËÙ·

∞. ŸÌÔÈ· ÔÏ‡ÁˆÓ·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8877
µ. ŸÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ·  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9900

11..66 §fiÁÔ˜ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9966

∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√  22ÔÔ  ––  ∆∆ƒƒππ°°øø¡¡√√ªª∂∂∆∆ƒƒππ∞∞

22..11 ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ 0 �ˆ � 180Æ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9999
22..22 ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110000
22..33 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110011
22..44 ¡fiÌÔ˜ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110033

µ � ª∂ƒ√™ – °∂øª∂∆ƒπ∞ –  ∆ƒπ°ø¡√ª∂∆ƒπ∞

¶Eƒπ∂Ã√ª∂¡∞
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To ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹ ÁÚ¿ÊÙËÎÂ ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È Û‡ÌÊˆÓÔ ÌÂ ÙÔ ∞Ó·Ï˘ÙÈÎfi ¶ÚfiÁÚ·ÌÌ· ™Ô˘‰ÒÓ
ÁÈ· Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙË˜ °� °˘ÌÓ·Û›Ô˘, Ô˘ ÂÎfiÓËÛÂ ÙÔ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎfi πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ. ™‡ÌÊˆÓÔ fi¯È
ÌfiÓÔ ÌÂ ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ Î·È ÙË ‰È¿Ù·ÍË ÙË˜ ‡ÏË˜, ·ÏÏ¿ Î˘Ú›ˆ˜ ÌÂ ÙÔ ÓÂ‡Ì· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘
ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜, fiˆ˜ ·˘Ùfi ‰È·¯¤ÂÙ·È ÛÙÔ˘˜ Î‡ÚÈÔ˘˜ Î·È ÂÍÂÈ‰ÈÎÂ˘Ì¤ÓÔ˘˜ ÛÙfi¯Ô˘˜, ÙÈ˜
ÚÔ‰È·ÁÚ·Ê¤˜ Ô˘ ÙÔ Û˘ÓÔ‰Â‡Ô˘Ó Î·È Î˘Ú›ˆ˜ ÙÈ˜ ÂÓ‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜.
∏ ‡ÏË ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹ ÔÚÁ·ÓÒÓÂÙ·È ÛÂ ‰‡Ô Ì¤ÚË. ∆Ô ∞� Ì¤ÚÔ˜ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi 5
ÎÂÊ¿Ï·È·, Ù· ÔÔ›· ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÕÏÁÂ‚Ú·. ∆Ô µ� Ì¤ÚÔ˜ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi 2 ÎÂÊ¿Ï·È·, Ù·
ÔÔ›· ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙË °ÂˆÌÂÙÚ›· Î·È ÛÙËÓ ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
∫¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ¯ˆÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ıÂÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜, Î·È Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ· ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ: ÙÔ˘˜ Î˘Ú›Ô˘˜
ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙË˜, ÌÈ· ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎ‹ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ÙÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜,
‰ËÏ·‰‹ ÙË ‚·ÛÈÎ‹ ıÂˆÚ›·, ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ Î·È
ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.
ññ ∫∫‡‡ÚÚÈÈÔÔÈÈ  ™™ÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

™ÙËÓ ·Ú¯‹ Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·Ó·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÔÈ Î‡ÚÈÔÈ ÛÙfi¯ÔÈ ÙË˜ fiˆ˜ ·˘ÙÔ› ‰È·Ù˘ÒÓÔÓÙ·È
ÛÙÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ·. √È ‰È‰·ÎÙÈÎÔ› ÛÙfi¯ÔÈ Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔÈ ÌfiÓÔ ÁÈ·
ÙÔ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ·, ¿ÏÏ· Î·È ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜. ∫È ·˘Ùfi ÁÈ·Ù› Ë ÁÓÒÛË ÙˆÓ ÛÙfi¯ˆÓ ÛÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜
·Ô‚Ï¤ÂÈ Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜, ÂËÚÂ¿˙ÂÈ ÙË ÛÙ¿ÛË ÙÔ˘˜ ÛÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ ÙË˜
ÌÂıfi‰Ô˘ Î·È ÙË˜ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ‹˜ Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi  Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ
ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÈÙ˘¯›· ÙÔ˘˜. ÕÏÏˆÛÙÂ ıÂÌÂÏÈ·Î‹ ·Ú¯‹ ÙË˜ Ì¿ıËÛË˜ Â›Ó·È Ë
Â›ÁÓˆÛË ÙÔ˘ ÛÎÔÔ‡.

ññ ¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··
∫¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ· ÍÂÎÈÓ¿ ÌÂ ÌÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Ô˘ Û˘¯Ó¿ Â›Ó·È ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›-
ÛÎÂÙ·È fiÛÔ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ ÈÔ ÎÔÓÙ¿ ÛÙ· ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙ· ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹. ¶·Ú¿ÏÏËÏ· Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ
·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹˜ ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ı· ‰È‰·¯ÙÔ‡Ó ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‹ ÙË˜ Â·Ó¿ÏË-
„Ë˜ Î·È ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË˜ ¿ÏÏˆÓ Ô˘ ‹‰Ë ¤¯Ô˘Ó ‰È‰·¯ÙÂ›.
∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÛÙÔ¯Â‡ÂÈ Ó· ÂÓı·ÚÚ‡ÓÂÈ ÙË Û˘ÓÂÚÁ·Û›· Î·È ÙËÓ ÔÌ·‰ÈÎ‹ ÂÚÁ·Û›·
·ÚÔÙÚ‡ÓÔÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ‹ ÙÈ˜ ÔÌ¿‰Â˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÛÂ ÓÂ˘Ì·ÙÈÎfi, ‰È·ÓÔËÙÈÎfi
·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi. ªÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· Á›ÓÂÙ·È ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ÂÈÎÂÓÙÚˆıÂ› Ë ÚÔÛÔ¯‹
ÙÔ˘˜ ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈÂ˜ Ô˘ ı· ‰ÒÛÔ˘Ó Â˘Î·ÈÚ›Â˜ ÁÈ· Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ Û˘ÌÌÂÙÔ¯‹ fiÏˆÓ ÙˆÓ
Ì·ıËÙÒÓ. √È ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ ‰›ÓÔ˘Ó ÂÈÏ¤ÔÓ ÛÙÔ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ· ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó·
ÚÔÎ·Ï¤ÛÂÈ ÙË Û˘ÌÌÂÙÔ¯‹ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÙÔ˘ ÛÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ Ì¿ıËÛË˜ Ì¤Û· ÛÙËÓ Ù¿ÍË,
ÂÓı·ÚÚ‡ÓÔÓÙ·˜ ÙË Û˘ÓÂÚÁ·Û›·. ∆· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ‰Ú·ÛÙËÚÈÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙ· ÔÔ›· ı·
Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜. ªÂ ÙË
‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁËıÂ› ¤Ó·˜ ÚÔ‚ÏËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ
Á‡Úˆ ·fi ÙÔ ı¤Ì· Ô˘ ‰È·Ú·ÁÌ·ÙÂ‡ÔÓÙ·È Î·È ÁÈ· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ‰Â Û˘ÓÔ‰Â‡ÂÙ·È ·fi ÙË
Ï‡ÛË ÙË˜. ∫·Ù¿ ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË fiÌˆ˜ ÙÔ˘ Î˘Ú›ˆ˜ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ Ï‡ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ·ÓÈÛÒÛÂÈ˜
Î.Ù.Ï. ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ.
∏ ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎ‹ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰ÂÛÌÂ˘ÙÈÎ‹ ÁÈ· ÙÔÓ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ· Â›Ó·È ·ÏÒ˜
ÂÓ‰ÂÈÎÙÈÎ‹ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ Î¿ÔÈ· ¿ÏÏË Ô˘ ÂÎÂ›ÓÔ˜ ÎÚ›ÓÂÈ
Î·Ù¿ÏÏËÏË ÁÈ· ÙÔ Â›Â‰Ô Î·È ÙÈ˜ ‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ˘.

ññ ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi  ÂÂÚÚÈÈÂÂ¯̄fifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ÙÙËË˜̃  ÂÂÓÓfifiÙÙËËÙÙ··˜̃  ((∏∏  ‚‚··ÛÛÈÈÎÎ‹‹  ııÂÂˆ̂ÚÚ››··))
¶ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È Ó· Ì¿ıÂÈ, Ó· Û˘ÁÎÚ·Ù‹ÛÂÈ Î·È Ó· ÌÔÚÂ› Ó·
ÂÊ·ÚÌfiÛÂÈ Ô Ì·ıËÙ‹˜, fiˆ˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ Î·È È‰ÈfiÙËÙÂ˜, Ô˘ ı· ÙÔ˘ ÂÈÙÚ¤„Ô˘Ó Ó· ÂÈÏ‡ÂÈ
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È Ó· ‰È·Ù˘ÒÓÂÈ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡˜. ™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜ ‰›ÓÂÙ·È Î·È Ë ·fi‰ÂÈÍË
ÙË˜ ‚·ÛÈÎ‹˜ ÚfiÙ·ÛË˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜. √È Ì·ıËÙ¤˜ ÙË˜ °� Ù¿ÍË˜ Â›Ó·È Ï¤ÔÓ ÛÂ ı¤ÛË Ó·
·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó Î·Ï‡ÙÂÚ· ÙËÓ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·’ fiÙÈ ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜. °È’
·˘Ùfi ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ˘¿Ú¯Ô˘Ó Â˘Î·ÈÚ›Â˜ Ó· ·ÛÎËıÔ‡Ó ÛÂ ·Ï¤˜ Î·È Û‡ÓÙÔÌÂ˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜. 

∂π™∞°ø°∏:  ∏ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘ ‚ È‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹
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∏ Ì‡ËÛË ÛÙË ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›· ÙË˜ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÙfi¯Ô Ó· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó
ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙË ‰‡Ó·ÌË ÙË˜ ÛÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ·Ï‹ıÂÈ·˜ ÌÈ·˜ ÚfiÙ·ÛË˜.

ññ ¶¶··ÚÚ··‰‰ÂÂ››ÁÁÌÌ··ÙÙ··  ––  ∂∂ÊÊ··ÚÚÌÌÔÔÁÁ¤¤˜̃
¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ï˘Ì¤ÓˆÓ ·Ú·‰ÂÈÁÌ¿ÙˆÓ (·ÛÎ‹ÛÂˆÓ Î·È ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ) Ô˘
ÛÎÔÂ‡Ô˘Ó Ó· ‰ÒÛÔ˘Ó ÛÙÔ Ì·ıËÙ‹ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· Ì¿ıÂÈ Ò˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÂÈ
·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÈ ÙËÓ Â˘Ú‡ÙËÙ· ÙˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, Ó· ·ÔÎÙ‹ÛÂÈ Ó¤Â˜ ÂÌÂÈÚ›Â˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ, Ó· ÂÚÌËÓÂ‡ÛÂÈ
Î·ÓfiÓÂ˜ Î·È ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· Ó· ‰ÈÂ˘Ú‡ÓÂÈ ÙÔ Â‰›Ô ÙˆÓ ÁÓÒÛÂˆÓ ÙÔ˘ ÌÂ ÁÓÒÛÂÈ˜ Û˘ÌÏËÚˆÌ·-
ÙÈÎ¤˜. √È ÁÓÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ‰ÂÓ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ˘˜ Î‡ÚÈÔ˘˜ ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·ÏÏ¿
ÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÎfiÈÌÔ Ó· ÙÔ˘˜ ÁÓˆÚ›˙ÂÈ Ô Ì·ıËÙ‹˜.

ññ ∂∂ÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃  ((ÎÎÚÚÈÈÙÙ‹‹ÚÚÈÈ··  ··ÍÍÈÈÔÔÏÏfifiÁÁËËÛÛËË˜̃  ÙÙËË˜̃  ÌÌ··ııËËÛÛÈÈ··ÎÎ‹‹˜̃  ‰‰ÈÈ··‰‰ÈÈÎÎ··ÛÛ››··˜̃))
∂›Ó·È ·Ï¿ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· ÔÊÂ›ÏÂÈ Ô Ì·ıËÙ‹˜ Ó· Â›Ó·È ÛÂ ı¤ÛË Ó· ··ÓÙ‹ÛÂÈ ÌÂÙ¿
ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜. ªÂ ÙÈ˜ ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹
Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÈ ÙÔÓ ‚·ıÌfi ÂÈÙ˘¯›·˜ ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜, Ó· ·Ó·‰ÂÈ¯ıÔ‡Ó Ù˘¯fiÓ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ Î·È
·Ú·ÓÔ‹ÛÂÈ˜, ·ÏÏ¿ Î·È Ó· Û˘˙ËÙËıÔ‡Ó ‰È¿ÊÔÚ· ı¤Ì·Ù· Ù· ÔÔ›· Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ
ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜.

ññ ¶¶ÚÚÔÔÙÙÂÂÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÂÂ˜̃  ··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÈÈ  ÚÚÔÔ‚‚ÏÏ‹‹ÌÌ··ÙÙ··
π‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛ¿ıÂÈ· Î·Ù·‚Ï‹ıËÎÂ ÁÈ· ÙËÓ Û˘ÏÏÔÁ‹ Î·È ÙËÓ Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ.
ªÂ ÙË ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÔÈÎÈÏ›· ÙÔ˘˜ ·fi ·Ï¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ˆ˜ Ù· ÈÔ ÔÏ˘Û‡ÓıÂÙ·
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÁÈ· ··ÈÙËÙÈÎÔ‡˜ Ì·ıËÙ¤˜, ÂÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È Ë ÂÌ‚¤ÏÂÈ· ÙÔ˘˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÔÌ¤·
ÂÊ·ÚÌÔÁ‹˜,ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó Ë ËÏÈÎ›· Î·È ÔÈ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ (º˘ÛÈÎ‹ – ÃËÌÂ›· –
√ÈÎÔÓÔÌ›·, Î.Ù.Ï), Î·ıÒ˜ Î·È ÛÂ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ ˙ˆ‹˜. ∂›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ¿ÏÏˆÛÙÂ,
fiÙÈ Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÎ·›‰Â˘ÛË Ú¤ÂÈ Ó· ÛÙÔ¯Â‡ÂÈ ÌÂÙ·Í‡ ¿ÏÏˆÓ Î·È ÛÙËÓ ·fiÎÙËÛË
ÂÊ·ÚÌfiÛÈÌË˜ ÁÓÒÛË˜ ·ÏÏ¿ Î·È ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË Ú·ÎÙÈÎÒÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ.

∞fi Ù· ·Ú·¿Óˆ Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë Î˘Ú›·Ú¯Ë ÌÔÚÊ‹ Ô˘ ÂÈÎÚ·ÙÂ› ÛÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÁÓÒÛÂˆÓ Î·È Ë ÔÔ›· ˘·ÁÔÚÂ‡ÂÈ Î·È ÙË ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÔÚÂ›· Ô˘ ı· ·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ Ô
‰È‰¿ÛÎˆÓ, ·ÔÙÂÏÂ› Û‡ÓıÂÛË ÙË˜ Â·ÁˆÁÈÎ‹˜ Î·È ·Ú·ÁˆÁÈÎ‹˜ ÔÚÂ›·˜ Î·È Â›Ó·È ·˘Ù‹ Ô˘
‰ËÏÒÓÂÈ ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·.

∏ ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎ‹ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È ÛÂ Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú¿ ¤Ó·
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÚÔÙÚ‡ÓÂÈ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÔ˘Ó ÌÈ· ÂÈÎ·Û›·.
™ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· Â·ÏËıÂ‡ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘Ó ÛÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÂÓfi˜ ÓfiÌÔ˘.
√ ÓfiÌÔ˜ Â›Ó·È ÌÈ· ÈÛfiÙËÙ·, ÌÈ· ·ÓÈÛfiÙËÙ·, ÌÈ· È‰ÈfiÙËÙ·, ÌÈ· Û˘Óı‹ÎË ‹ ¤Ó·˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜. ŸÙ·Ó
ÎÚ›ÓÂÙ·È ‰˘Ó·Ùfi, ˘ÏÔÔÈÂ›Ù·È Î·È ÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜. °È· ÙË ÌÂÙ¿‚·ÛË ÛÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ÙˆÓ
ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ Â›Ó·È ·ÚÎÂÙ‹ Ë Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÓfiÌÔ˘.

™Â ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··  ··fifi  ÙÙËËÓÓ  ÈÈÛÛÙÙÔÔÚÚ››··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ ÛÙ· ÔÔ›·
ÂÈ¯ÂÈÚÂ›Ù·È Ó· ‰ÔıÂ› Ë ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Ô˘ Ù¤ıËÎÂ Î·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ
ÂÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎÒÓ ÂÚÁ·ÏÂ›ˆÓ Ô˘ ÂÊ·ÚÌfiÛÙËÎ·Ó ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· Ï˘ıÂ›. ∆· ı¤Ì·Ù· ·˘Ù¿ Ì·˙› ÌÂ Ù·
Û˘ÓÔ‰Â˘ÙÈÎ¿ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ¤¯Ô˘Ó ˆ˜ ÛÙfi¯Ô Ó· ·ÍÈÔÔÈËıÂ› ÌÂ ÙÔÓ Î·Ï‡ÙÂÚÔ ‰˘Ó·Ùfi ÙÚfiÔ Ë
ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. ∏ ·ÍÈÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÈÛÙÔÚ›·˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ¤¯ÂÈ Á›ÓÂÈ ‰ÈÂıÓÒ˜
·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÂÏÂÙÒÓ. ∏ ıÂÙÈÎ‹ Û˘Ì‚ÔÏ‹ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ
ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÂÎÌËÚÈÒÓÂÙ·È ÛÂ ÙÚÂÈ˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ ÂÈ¯ÂÈÚËÌ¿ÙˆÓ:
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·) ¶ÚÔÎ·ÏÂ› ÙÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ Î·È Û˘Ì‚¿ÏÏÂÈ ÛÙË Û˘ÁÎÚfiÙËÛË ÌÈ·˜ ıÂÙÈÎ‹˜
ÛÙ¿ÛË˜ ·¤Ó·ÓÙÈ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿.

‚) ∞Ó·‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ Î·È ˘ÔÁÚ·ÌÌ›˙ÂÈ ÙÔÓ ·ÓıÚÒÈÓÔ ¯·Ú·ÎÙ‹Ú· ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfi-
ÙËÙ·˜ ·Ó¿ ÙÔ˘˜ ·ÈÒÓÂ˜.

Á) ™˘ÓÂÈÛÊ¤ÚÂÈ ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Î·È ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ,
·Ó·‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·˜ fi¯È ÌfiÓÔ Ù· Ï·›ÛÈ· Î·È ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÚÔ¤ÏÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘˜ ·ÏÏ¿ Î·È ÙÔ˘˜
fiÚÔ˘˜ ÙË˜ ÂÍ¤ÏÈÍ‹˜ ÙÔ˘˜.

∆· ı¤Ì·Ù· ·˘Ù¿, Î·ıÒ˜ Î·È fiÛ· ÂÈÏ¤ÔÓ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó
Ó· ıÂˆÚËıÔ‡Ó ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¤ÓÂ˜ ÌÂÏ¤ÙÂ˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‚È‚ÏÈÔÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ó·ÊÔÚ¤˜ ÁÈ·
fiÛÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Î·È Î·ıËÁËÙ¤˜ ÂÎ‰ËÏÒÓÔ˘Ó ¤Ó· È‰È·›ÙÂÚÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ. 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∏ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ˆ˜ Ì¤ÛÔ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÙÔ ¢ËÌÔÙÈÎfi Î·È

ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ, Ú·ÎÙÈÎ¿ 1Ô˘ ‰ÈËÌ¤ÚÔ˘ ‰È·ÏfiÁÔ˘ ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ,
ÂÈÌ¤ÏÂÈ· ¢ËÌ‹ÙÚË˜ Ã·Û¿Ë˜, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 8-9 ª·ÚÙ›Ô˘ 2002, (‰È¿ÊÔÚ· ¿ÚıÚ·).

¶ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ·ÎfiÌË ı¤Ì·Ù· ÁÈ· ÙËÓ ÂÎfiÓËÛË ¢¢ÈÈ··ııÂÂÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ÂÂÚÚÁÁ··ÛÛÈÈÒÒÓÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó
ÚfiÎÏËÛË ÁÈ· ÔÌ·‰ÈÎ‹ ¤ÚÂ˘Ó· Î·È Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ.
∏ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÂ ÙÈ˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ Î·È Ù· Û¯¤‰È· ÂÚÁ·ÛÈÒÓ
(projects), Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ Ó¤Ô ∞Ó·Ï˘ÙÈÎfi ¶ÚfiÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ °˘ÌÓ·Û›Ô˘, ÊÈÏÔ‰ÔÍÂ› Ó· ‰ÒÛÂÈ
ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÂ Î·ıËÁËÙ¤˜ Î·È Ì·ıËÙ¤˜ ÁÈ· ÌÈ· Ó¤· ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ·ÊÔ‡
ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· Ù· Û˘Ó‰¤ÛÔ˘Ó Ì’ ¿ÏÏ· ÁÓˆÛÙÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· Î·ıÒ˜ Î·È ÌÂ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘
·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙Ô˘Ó ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ÙÔ˘˜ ˙ˆ‹. 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∫. Frey, ∏ «ª¤ıÔ‰Ô˜ Projects», ÂÎ‰ÔÙÈÎfi˜ Ô›ÎÔ˜ ∞‰ÂÏÊÒÓ ∫˘ÚÈ·Î›‰Ë, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 2002.
– ∏Ï. ª·ÙÛ·ÁÁÔ‡Ú·˜: ∏ ¢È·ıÂÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ÛÙË Û¯ÔÏÈÎ‹ ÁÓÒÛË, ∂ÓÓÔÈÔÎÂÓÙÚÈÎ‹ ·Ó·Ï·ÈÛ›ˆÛË

Î·È Û¯¤‰È· ÂÚÁ·Û›·˜, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ °ÚËÁfiÚË, ∞ı‹Ó· 2003.
– √‰ËÁfi˜ Û¯Â‰›ˆÓ ÂÚÁ·Û›·˜ (¶ÔÏ˘ıÂÌ·ÙÈÎfi ‚È‚Ï›Ô, ∂˘¤ÏÈÎÙË ˙ÒÓË, ¢È·ıÂÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·) ÁÈ·

ÙÔÓ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎfi, ¤Î‰ÔÛË À¶∂¶£-¶.π, ∞ı‹Ó· 2002.
– ™ÎÔ‡Ú·˜ ∞., ¶ÔÏ‡˙Ô˜ °. ∆· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ˙ˆ‹, ÛÙËÓ Ù¤¯ÓË Î·È ÙÔÓ

ÔÏÈÙÈÛÌfi. √‰ËÁfi˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ∂˘¤ÏÈÎÙË˜ ∑ÒÓË˜ Î·ÈÓÔÙfiÌˆÓ ¢Ú¿ÛÂˆÓ,
µÈ‚Ï›Ô ÁÈ· ÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ À¶∂¶£-¶.π, ∞ı‹Ó· 2001.

∆¤ÏÔ˜ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÌÂ HH//YY (‰ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ¤˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÂÈ˜)
Î·ıÒ˜ Î·È ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÛÙÔ ¢È·‰›ÎÙ˘Ô, ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ÔÏ‡ÙÈÌË
ËÁ‹ ¿ÓÙÏËÛË˜ ‰È‰·ÎÙÈÎÔ‡ ˘ÏÈÎÔ‡. °È· ÙËÓ ·ÍÈÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ fiÌˆ˜ ‰ÂÓ Â·ÚÎÂ› Ë ÂÍÔÈÎÂ›ˆÛË ÌÂ
ÙËÓ ÙÂ¯ÓÔÏÔÁ›·. √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈÏ¤ÁÂÈ Î·È Ó· Û˘Ó‰˘¿˙ÂÈ ÙÔ ÔÈÔÙÈÎfi ‰È‰·ÎÙÈÎfi ˘ÏÈÎfi
ÒÛÙÂ ·˘Ùfi Ó· Â›Ó·È ·ÍÈÔÔÈ‹ÛÈÌÔ ÛÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ˘ Î·È ÙË˜ Û¯ÔÏÈÎ‹˜
Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·˜ ÙË˜ ¯ÒÚ·˜ Ì·˜. ¶Ú¤ÂÈ Ó· ˘ÔÁÚ·ÌÌ›ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÍÔÈÎÂ›ˆÛË ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ
ÌÂ ÙÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙ¤˜ ‰ÂÓ ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙ¿ ·ÏÏ¿ Û˘ÌÏËÚÒÓÂÈ ÙÔÓ ÎÏ·ÛÛÈÎfi ÙÚfiÔ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜. 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∫. °·‚Ú›ÏË˜ - ¢. °·‚Ú›ÏË˜, ª·ı·›ÓÔÓÙ·˜ ÛÙÔ πnternet M·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÂÎ‰. ∫·ÛÙ·ÓÈÒÙË, 2001.
– ∆Ô˘Ì¿ÛË˜ ª. - ∞Ú‚·Ó›ÙË˜ T. ¢È‰·ÛÎ·Ï›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÂ ¯Ú‹ÛË ∏/À, ÂÎ‰. ™·‚¿ÏÏ·˜, ∞ı‹Ó·

2003.
– ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ‹ ¶‡ÏË ÙÔ˘ À¶∂¶£  www.e-yliko.gr,  http://pi-schools.gr, http://www.sch.gr

™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· Û‡ÓÙÔÌË ÂÂÚÚ››ÏÏËË„„ËË--··ÓÓ··ÎÎÂÂÊÊ··ÏÏ··››ˆ̂ÛÛËË ÌÂ Ù· ‚·ÛÈÎfiÙÂÚ·
ÛËÌÂ›· ÙÔ˘, Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÌÈ·˜ ¿ÌÂÛË˜ Â·Ó¿ÏË„Ë˜ ÙË˜ ‡ÏË˜, Î·ıÒ˜ Î·È ÁÁÂÂÓÓÈÈÎÎ¤¤˜̃
··ÛÛÎÎ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ‡ÏË fiÏÔ˘ ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘.
∆Ô ‚È‚Ï›Ô ÎÏÂ›ÓÂÈ ÌÂ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜-˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ Î·È ÌÂ Â˘ÚÂÙ‹ÚÈÔ fiÚˆÓ.

™ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎÔ‡ ÁÈ· ÙËÓ ÂÌ¤‰ˆÛË ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÂÓÔÙ‹ÙˆÓ
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ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ‰È¿ÊÔÚ· ÛÛ˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··  fiˆ˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜,
ÛÙ·˘ÚfiÏÂÍ· Î·È ÎÚ˘ÙfiÏÂÍ·. ŸÙ·Ó ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÈ·˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ··ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜
·fi ‰‡Ô ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜ ÙfiÙÂ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È ÂÂÓÓ‰‰ÂÂÈÈÎÎÙÙÈÈÎÎfifi˜̃  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙËË˜̃  ‰‰ÈÈ‰‰··ÛÛÎÎ··ÏÏ››··˜̃ ÁÈ· ÙËÓ
Î·Ï‡ÙÂÚË ÔÚÁ¿ÓˆÛË ÙË˜ Î·È ÙËÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚË ·ÍÈÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹.
¶ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ·ÎfiÌ· ÂÂÓÓ‰‰ÂÂÈÈÎÎÙÙÈÈÎÎ¿¿ ÛÛ¯̄¤¤‰‰ÈÈ··  ÎÎÚÚÈÈÙÙËËÚÚ››ˆ̂ÓÓ  ··ÍÍÈÈÔÔÏÏfifiÁÁËËÛÛËË˜̃.
∆¤ÏÔ˜ ı· ı¤Ï·ÌÂ Ó· ˘ÔÁÚ·ÌÌ›ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î·Ù¿ ÙËÓ ˘ÏÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÔ‡ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜,
ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÈÏ¤ÁÂÈ Î·È ‰ÔÌÂ› ÛÂ ÌÈ· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÛÂÈÚ¿ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ ı· Û˘ÁÎÚÔÙ‹ÛÔ˘Ó ÙÔ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ˘ÏÈÎfi Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È‰·¯ıÂ›, ÚÔÛ·ı‹Û·ÌÂ Ó· ÚÔÛ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÈÛÙËÌÔÓÈ-
Î‹ ÁÓÒÛË ÛÙÈ˜ Û¯ÔÏÈÎ¤˜ ·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙÂ˜ Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë ÙÚÂÈ˜ Î˘Ú›ˆ˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜:
ñ ∆∆ËË  ‰‰˘̆ÓÓ··ÙÙfifiÙÙËËÙÙ··  ··ÊÊÔÔÌÌÔÔ››ˆ̂ÛÛËË˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡  ··ÓÓÙÙÈÈÎÎÂÂÈÈÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆  ··fifi  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÌÌ··ııËËÙÙ¤¤˜̃. ªÈ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹

¤ÓÓÔÈ· Ô˘ Î·Ù¿ ÁÂÓÈÎ‹ ·Ú·‰Ô¯‹ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ ÛÙËÓ ·ÊÔÌÔ›ˆÛË ÙË˜, Ì·˜
··Û¯fiÏËÛÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ. ¶ÚÔÛ·ı‹Û·ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·È ÂÔÙÈÎÔ‡˜
ÙÚfiÔ˘˜ ·ÚÔ˘Û›·Û‹ ÙË˜ Ô˘ fi¯È ÌfiÓÔ Ó· Î¿ÓÔ˘Ó ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· Î·Ù·ÓÔËÙ‹, ·ÏÏ¿ Î·È Ó·
ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó ÙËÓ ÔÏ‡ÏÂ˘ÚË ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·fi ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜.

ñ ∆∆ÔÔ  ÚÚfifiÏÏÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ÌÌ··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡  ··ÓÓÙÙÈÈÎÎÂÂÈÈÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆  ÌÌ¤¤ÛÛ··  ÛÛÙÙÔÔ  ‰‰ÔÔÌÌËËÌÌ¤¤ÓÓÔÔ  ÛÛ‡‡ÓÓÔÔÏÏÔÔ  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÁÁÓÓÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ÔÔ˘̆
ÚÚfifiÎÎÂÂÈÈÙÙ··ÈÈ  ÓÓ··  ‰‰ÈÈ‰‰··¯̄ııÂÂ››  ÔÔ  ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹˜̃. ¶ÚÔÛ·ı‹Û·ÌÂ Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚË ¤ÌÊ·ÛË ÛÙÈ˜
¤ÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿ ÁÈ· ÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ‡ÏË ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ·˘Ù‹˜ .¯. Ú›˙Â˜, Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜,
·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË, Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÈÛfiÙËÙ·,ÔÌÔÈfiÙËÙ· Î.Ù.Ï.

ñ ∆∆ËËÓÓ  ÈÈ‰‰ÈÈ··ÈÈÙÙÂÂÚÚfifiÙÙËËÙÙ··  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÙÙ¿¿ÍÍËË˜̃,,  ÛÛÙÙËËÓÓ  ÔÔÔÔ››··  ··ÂÂ˘̆ıı‡‡ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ÙÙÔÔ  ‚‚ÈÈ‚‚ÏÏ››ÔÔ  ··˘̆ÙÙfifi. ∆Ô ¯·ÌËÏfi Â›Â‰Ô
ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ ··ÈÙÂ› ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ, ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ Î·È ÚÔÛ¿ıÂÈ· ÂÎ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ Î·ıË-
ÁËÙ‹ Î·Ù¿ ÙË ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ Ô˘ ‰È‰¿ÛÎÂÈ. °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ÚÔÙÂ›ÓÔ-
ÓÙ·È ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜, ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ Î·È ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÎÏÈÌ·ÎÔ‡ÌÂÓË˜ ‰˘ÛÎÔÏ›·˜ ÒÛÙÂ
Ó· ·Â˘ı‡ÓÔÓÙ·È ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜.

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∞. °·Á¿ÙÛË˜, ¢È‰·ÎÙÈÎ‹ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∞RT of text A. E, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 1995.
– ∂.°. ∫ÔÏ¤˙· – ∫.¡. ª·ÎÚ‹˜ – ∫.µ. ™Ô˘ÚÏ¿˜: £¤Ì·Ù· ¢È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ

(¢È‰·ÎÙÈÎÔ› ÛÙfi¯ÔÈ, Ù·ÍÈÓÔÌ›Â˜, ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜), ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ Gutenberg, Aı‹Ó· 1993.
– °. ºÈÏ›Ô˘ – ∫. ÃÚ›ÛÙÔ˘, ¢È‰·ÎÙÈÎ‹ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ °. ¢·Ú‰·Ófi˜, ∞ı‹Ó·

2002.

ŒÓ·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙÂÚÔ˘˜ ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙˆÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÒÓ ÚÔÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙË˜
‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‚·ıÌ›‰Â˜ ÙË˜ ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜, Â›Ó·È Ó· Î·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈ ÙÔ˘˜
Ì·ıËÙ¤˜ ÈÎ·ÓÔ‡˜ Ó· Ï‡ÓÔ˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È Ó· ·ÍÈÔÔÈÔ‡Ó Ù· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘˜. ∆Ô
Úfi‚ÏËÌ· Î·È Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙËÓ ÂÌÙÔ˘Û›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ÙË˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜
ÙÔ˘˜. ÕÏÏˆÛÙÂ, Ô ÛÔ˘‰·ÈfiÙÂÚÔ˜ ÏfiÁÔ˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ì·ı·›ÓÔ˘ÌÂ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Â›Ó·È ÁÈ· Ó·
Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ·ÏÏ¿ Î·È Ô ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ ›Ûˆ˜ ‰ÚfiÌÔ˜ ÁÈ· Ó· Ì¿ıÔ˘ÌÂ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Â›Ó·È
Ï‡ÓÔÓÙ·˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.
™Â ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· Â›Ó·È ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚÔ Ì¤ÛÔ ÁÈ· ÙËÓ ÂÌ¤‰ˆÛË Î·È
ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙˆÓ ÁÓÒÛÂˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·ÔÎÙËıÂ› (Â‰Ú·ÈˆıÂ›). H ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ï‡ÛË˜ ÌÈ·˜ ¿ÛÎËÛË˜
‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú¿ ÌÈ· Â·Ó¿ÏË„Ë ÁÓˆÛÙÒÓ ÂÓÂÚÁÂÈÒÓ Ô˘ ÛÙËÚ›˙ÂÈ ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË Î·È ·ÊÔÌÔ›ˆÛË
Î¿ıÂ Ó¤·˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ Î·È ÛÙÔ¯Â‡ÂÈ ÛÙËÓ ÂÓ›Û¯˘ÛË ÌÈ·˜ ‰ÂÍÈfiÙËÙ·˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ
·ÔÎÙËıÂ›. ∂›Ó·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÌÈ· ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÓÔËÙÈÎ‹ Ú¿ÍË, Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÛÂ ÌÂÁ¿ÏÔ ‚·ıÌfi
·fi ÙË ÌÓ‹ÌË Î·È ÙËÓ ·˘ÙÔÌ·ÙÔÔÈËÌ¤ÓË Â·Ó¿ÏË„Ë ·ÊÔÌÔÈˆÌ¤ÓˆÓ ‰ÂÍÈfiÙËÙˆÓ. ∏ Ï‡ÛË fiÌˆ˜
ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È Ë Î·Ù¿ÏËÍË ÌÈ·˜ Û‡ÓıÂÙË˜ ÓÔËÙÈÎ‹˜ ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›·˜ Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ
·Ó¿ÎÏËÛË ·ÊÔÌÔÈˆÌ¤ÓˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ, ‰È·‰ÈÎ·ÛÈÒÓ Î·È ‰ÂÍÈÔÙ‹ÙˆÓ, ÙËÓ ÔÚÁ¿ÓˆÛË, ÙËÓ ÏÔÁÈÎ‹
ÂÂÍÂÚÁ·Û›· Î·È ÂÚÌËÓÂ›· ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ, ÙËÓ ·Ó·Î¿Ï˘„Ë Û¯¤ÛÂˆÓ Î·È ÓfiÌˆÓ, ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË Î·È
ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÙËÓ ÂÍ·ÁˆÁ‹ Î·È ÙËÓ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË Û˘ÌÂÚ·ÛÌ¿ÙˆÓ.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË £ÂˆÚ›· ∫·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÙË˜ ÁÓÒÛË˜ (ÎÔÓÛÙÚÔ˘ÎÙÈ‚ÈÛÌfi˜) Ë ÁÓÒÛË Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÂÙ·È
ÂÓÂÚÁËÙÈÎ¿ ·fi ÙÔ ˘ÔÎÂ›ÌÂÓÔ Î·È ‰Â «Û˘ÏÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È» ·ıËÙÈÎ¿ ·fi ÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ. ∏ Ì·ıË-
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Ì·ÙÈÎ‹ ÁÓÒÛË ÌÔÚÂ› Ó· Î·Ù·ÓÔËıÂ› ÌfiÓÔ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ‰Ú·ÛÙËÚÈÔÙ‹ÙˆÓ Ô˘ Ì·˜ ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó Ó·
Î·Ù·ÓÔÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È Û¯¤ÛÂÈ˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÌfiÓÔ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿-
ÙˆÓ Ô˘ ·˘Ù‹ Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÁÓÒÛË Ï‡ÓÂÈ. ∆· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÏÒ˜ ¤Ó· ÏÔÁÈÎ¿ Û˘ÓÂ¤˜
ÂÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ÁÈ· ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ·˘ÛÙËÚÒÓ ·Ô‰Â›ÍÂˆÓØ Â›Ó·È ÚˆÙ›ÛÙˆ˜, ÌÈ· ‰Ú·ÛÙË-
ÚÈfiÙËÙ· Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÒÓÂÙ·È ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Î·È Ì¤Û· ÛÂ ¤Ó· ÂÚÈ-
‚¿ÏÏÔÓ Ô˘ Â˘ÓÔÂ› ÙËÓ ·Ó¿Ù˘Í‹ ÙÔ˘˜. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ˆ˜ «Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜
ÎÔÈÓfiÙËÙ·˜», fiÔ˘ Ô ‰¿ÛÎ·ÏÔ˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÍÈÔÏÔÁÂ› Î·È ÔÈÎÔ‰ÔÌÂ› ¿Óˆ ÛÙÈ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜
Î·È ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ. ÕÏÏˆÛÙÂ,ÔÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ È‰¤Â˜ ‰ÂÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤-
ÓÔ˘˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘˜ ·ÏÏ¿ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È fiÙ·Ó ÔÈ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, ÔÈ Û˘ÏÏÔÁÈ-
ÛÌÔ› Î·È Ë Û˘˙‹ÙËÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ È‰ÂÒÓ Â›Ó·È ÎÂÓÙÚÈÎ¤˜ ÂÈÏÔÁ¤˜ ÙË˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜.
∏ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÔÏ‡ÏÔÎË Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÔÏ‡ ‰‡ÛÎÔÏÔ
Ó· ‰È‰·¯ıÂ›, Î·ıÒ˜ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÌÈ· ÛÂÈÚ¿ ÛÙ·‰›ˆÓ Î·È ··ÈÙÂ› ÙË Û‡ÓıÂÛË ÌÈ·˜ ÔÚÂ›·˜
ÛÎ¤„Ë˜, Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÚˆÙfiÙ˘Ë. ∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Â›Ï˘ÛË˜ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È
ÌÈ· ÔÏ‡ÏÔÎË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·. øÛÙfiÛÔ ÔÔ  ‰‰ÈÈ‰‰¿¿ÛÛÎÎˆ̂ÓÓ  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÔÔ  ÌÌfifiÓÓÔÔ˜̃  ÔÔ˘̆  ÌÌÔÔÚÚÂÂ››  ÓÓ··  ‚‚ÔÔËËıı‹‹ÛÛÂÂÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃
ÌÌ··ııËËÙÙ¤¤˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÓÓ··  ··ÔÔÎÎÙÙ‹‹ÛÛÔÔ˘̆ÓÓ  ÂÂÌÌÂÂÈÈÚÚ››··  ÛÛÙÙËË  ÏÏ‡‡ÛÛËË  ÚÚÔÔ‚‚ÏÏËËÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÒÓÙ·˜ Ì¤Û· ÛÙËÓ Ù¿ÍË
¤Ó· ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ Ô˘ Ó· Â˘ÓÔÂ› ÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË, ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÂÚˆÙËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË
Î·Ù¿ÏÏËÏˆÓ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎÒÓ ÌÂ ÛÎfiÔ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛË ÙˆÓ ÂÚˆÙËÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ. 
°È· Ó· Á›ÓÔ˘Ó Î·Ï‡ÙÂÚÔÈ Ï‡ÙÂ˜ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜, Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ·ÓÈ¯ÓÂ‡Ô˘Ó
‰ÚfiÌÔ˘˜ ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘˜ Î·È fi¯È Ó· ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó ÁÓˆÛÙ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ Polya
Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÚÔÛ·ıÔ‡Ó ÁÈ· ÙËÓ:
ññ ∫∫··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆  ÚÚÔÔ‚‚ÏÏ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃::  ¡· ‰È·‚¿˙Ô˘Ó Î·Ï¿ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·, ÒÛÙÂ Ó· Î·Ù·Ï¿‚Ô˘Ó

ÙÈ ÚÔÛ·ıÔ‡Ó Ó· ‚ÚÔ˘Ó, Ó· Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘Ó Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Î·È Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ·, Ó· ÂÓÙÔ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜
Ï¤ÍÂÈ˜ Î·È ÙÈ˜ ÊÚ¿ÛÂÈ˜-ÎÏÂÈ‰È¿, Ó· ÚÔÛ·ıÔ‡Ó Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi,
Ó· Û¯Â‰È¿˙Ô˘Ó ¤Ó· Û¯‹Ì·, ¤Ó· ›Ó·Î·, ¤Ó· ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ‹ ÌÈ· ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÌÔÚÂ›
Ó· ÙÔ˘˜ ‚ÔËı‹ÛÂÈ.

ññ ∂∂ÈÈÓÓfifiËËÛÛËË  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰››ÔÔ˘̆  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛËË˜̃::  ¡· ‰È·Ù˘ÒÓÔ˘Ó ÂÈÎ·Û›Â˜, Ó· Î¿ÓÔ˘Ó ˘Ôı¤ÛÂÈ˜, Ó·
Û˘Û¯ÂÙ›˙Ô˘Ó Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Î·È Ù· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÌÂ ¿ÏÏ· ·ÚfiÌÔÈ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó
Ï‡ÛÂÈ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜, Ó· ÂÈÏ¤ÁÔ˘Ó Î·È Ó· ‰ÔÎÈÌ¿˙Ô˘Ó ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ¤˜, fiˆ˜ “‚ÚÂ˜ ÙÔÓ
Î·ÓfiÓ·”, “ÊÙÈ¿ÍÂ ¤Ó· Û¯‹Ì·”, “Ï‡ÛÂ ¤Ó· ÈÔ ·Ïfi Úfi‚ÏËÌ·” Î.Ù.Ï.

ññ ∂∂ÎÎÙÙ¤¤ÏÏÂÂÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰››ÔÔ˘̆  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛËË˜̃::  ¡· Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ ÂÈÏÂÁÌ¤ÓË ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ‹, Ó·
ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó ÌÈ· ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›·, Â·ÁˆÁ‹, ··ÁˆÁ‹ ÛÂ ¿ÙÔÔ Î.Ù.Ï..

ññ ∞∞ÓÓ··ÛÛÎÎfifiËËÛÛËË  ÎÎ··ÈÈ  ¤¤ÏÏÂÂÁÁ¯̄ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÔÔÙÙÂÂÏÏ¤¤ÛÛÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃::  ¡· ÂÏ¤Á¯Ô˘Ó ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛ·Ó fiÏÂ˜ ÙÈ˜
ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜, ·Ó Ë ·¿ÓÙËÛË Ô˘ ¤‰ˆÛ·Ó Â›Ó·È ÏÔÁÈÎ‹, Ó· ·Ó·ÚˆÙËıÔ‡Ó ·Ó ÌÔÚÔ‡Ó Ó·
Êı¿ÛÔ˘Ó ÛÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ÙÚfiÔ Î·È Ù¤ÏÔ˜ Ó· ·Ó·ÚˆÙËıÔ‡Ó ÙÈ ¤Ì·ı·Ó ·fi
ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ Polya: «∆Ô Ó· Ï‡ÓÂÈ˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Â›Ó·È ÌÈ· Ú·ÎÙÈÎ‹ ÂÈ‰ÂÍÈfiÙËÙ·, fiˆ˜ ·˜
Ô‡ÌÂ ÙÔ ÎÔÏ‡ÌÈ. ∞ÔÎÙÔ‡ÌÂ Ú·ÎÙÈÎ‹ ÂÈ‰ÂÍÈfiÙËÙ· ÌÂ ÙË Ì›ÌËÛË Î·È ÙËÓ Ú·ÎÙÈÎ‹ ÂÍ¿ÛÎËÛË.
¶ÚÔÛ·ıÒÓÙ·˜ Ó· ÎÔÏ˘Ì‹ÛÂÙÂ ÌÈÌÂ›ÛÙÂ ·˘Ùfi Ô˘ Î¿ÓÔ˘Ó ÔÈ ¿ÏÏÔÈ ÌÂ Ù· fi‰È· Î·È  Ù· ¯¤ÚÈ·
ÙÔ˘˜, ÁÈ· Ó· ÎÚ·Ù‹ÛÔ˘Ó ÙÔ ÎÂÊ¿ÏÈ ¤Íˆ ·fi ÙÔ ÓÂÚfi Î·È ÙÂÏÈÎ¿ Ì·ı·›ÓÂÙÂ Ó· ÎÔÏ˘Ì¿ÙÂ
Î¿ÓÔÓÙ·˜ ÂÍ¿ÛÎËÛË. ∫·ıÒ˜ ÚÔÛ·ıÂ›ÙÂ Ó· Ï‡ÛÂÙÂ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ Î·È Ó·
ÌÈÌÂ›ÛÙÂ ÙÈ Î¿ÓÔ˘Ó ÔÈ ¿ÏÏÔÈ fiÙ·Ó Ï‡ÓÔ˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È ÙÂÏÈÎ¿ Ì·ı·›ÓÂÙÂ Ó· Ï‡ÓÂÙÂ
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·ıÒ˜ ÚÔÛ·ıÂ›ÙÂ Ó· Ù· Ï‡ÛÂÙÂ». 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
–  Burkhardt H. – Shoenfeld A.: Problem solving – An Overview in problem solving – A wold

view, First Congress of Mathematical Education, 1984.
–   ∫·Ú·ÁÈÒÚÁÔ˜  ¢.: TÔ Úfi‚ÏËÌ· Î·È Ë Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ™·‚‚¿Ï·˜, ∞ı‹Ó· 2000.
– ∫Ï·Ô˘‰¿ÙÔ˜ ¡. : ™ËÌÂÈÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ «¢È‰·ÎÙÈÎ‹ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ», ∆Ì‹Ì· ª·ıË-

Ì·ÙÈÎÒÓ, ∆ÔÌ¤·˜ ¢È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ∞ıËÓÒÓ.
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– ∫Ï·Ô˘‰¿ÙÔ˜ ¡.: ∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ˆ˜ Ï‡ÛË ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, √ ÚfiÏÔ˜ ÙˆÓ
ÂÚÂ˘ÓËÙÈÎÒÓ ‰Ú·ÛÙËÚÈÔÙ‹ÙˆÓ. ∂ÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ‰È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ 
ÙÂ‡¯Ô˜ 2, 1997, ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ¤Î‰ÔÛË ÙÔ˘ ¶·Ú·ÚÙ‹Ì·ÙÔ˜ ∫ÂÓÙÚÈÎ‹˜ ª·ÎÂ‰ÔÓ›·˜ ÙË˜ ∂ÏÏËÓÈÎ‹˜
ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ∂Ù·ÈÚÂ›·˜..

– N.C.T.M(National Council of Theathers of Mathematics), The teaching and Assessing of
mathematical Problem solving, volume 3, (Research agenda for mathematics education), 
1988.

– N.C.T.M (National Council of Teachers of Mathematics), Problem solving in school 
mathematics, 1980 yearbook.

– A.H Shoenfeld: Mathematical problem solving, Academic Press, London,1985.
– G.Polya: ¶Ò˜ Ó· ÙÔ Ï‡Ûˆ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫·Ú‰·Ì›ÙÛ·, ∞ı‹Ó· 1991, ∂ÈÌ¤ÏÂÈ·: ∆¿ÛÔ˜ ¶·ÙÚÒÓË˜

™Â ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ÛÙÔ πnternet ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È Î·ı’ fiÏË ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ¯ÚÔÓÈ¿˜ ÚÔ‚Ï‹-
Ì·Ù· ÁÈ· Ï‡ÛË ·fi ÙËÓ ÕÏÁÂ‚Ú· Î·È ÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·. ∏ Ù¿ÍË, ·ÊÔ‡ ¯ˆÚÈÛÙÂ› ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜, ÌÔÚÂ›
Ó· Û˘ÌÌÂÙ¤¯ÂÈ ÛÙË Ï‡ÛË Â‚‰ÔÌ·‰È·›ˆÓ ‹ ÌËÓÈ·›ˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ. ∫¿ıÂ ÔÌ¿‰· ÂÈÏ¤ÁÂÈ ÌÈ· ÈÛÙÔ-
ÛÂÏ›‰·, Ï‡ÓÂÈ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÛÙËÓ Ù¿ÍË.
ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· ÂÌÏ·ÎÔ‡Ó ÛÙË Ï‡ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È
·Ï¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ıÂˆÚ›·˜. ŒÙÛÈ ı· ·Ó·ÁÎ·ÛÙÔ‡Ó Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÔ˘Ó ÂÈÎ·Û›Â˜, Ó·
Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘Ó ÌÔÓÙ¤Ï· ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘˜ Î·È Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘Ó ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ¤˜ ÌÂ ÛÎÔfi
Ó· ‰ÒÛÔ˘Ó ·¿ÓÙËÛË ÛÙ· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ı¤ÙÂÈ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·.
∂ÂÈ‰‹ ÔÈ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ‰ËÌÔÛÈÂ‡Ô˘Ó Î·È Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘Ó Û˘Ó‹ıˆ˜ ÙÈ˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·Ó·ÁÓˆÛÙÒÓ
ÙÔ˘˜, ı· ÙÔ˘˜ ‰ÔıÂ› Ë Â˘Î·ÈÚ›· Ó· ‰Ô˘Ó ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ fiÛÔ Î·È ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ¿ÏÏˆÓ Û˘ÓÔÌËÏ›ÎˆÓ
ÙÔ˘˜ ·’ fiÏÔ ÙÔÓ ÎfiÛÌÔ.
http://mathforum.org/library/problems, http://nrich.maths.org,
http://www.geom.uiuc.edu/java/, http://www.mathgoodies.com/lessons/,
www.bbc.co.uk/schools, ·ÏÏ¿ Î·È ÛÙÔ www. derive, www.hms.gr, www.pi-schools.gr,
www.e-yliko.gr, www.telemath.gr

MÈ· ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Û· ÚfiÙ·ÛË «§‡ÛË ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ·ıÏËÙÈÎ¤˜ ÛÂÏ›‰Â˜» ı· ‚ÚÂÈ Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ
ÛÙÔ http://www.col-ed.org/cur/math/math25.txt, Ë ÔÔ›· ÌÔÚÂ› Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ Î·È Û¯¤‰ÈÔ
ÂÚÁ·Û›·˜. 

ππnntteerrnneett  ÎÎ··ÈÈ  ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ––  ∆∆··  ÚÚÔÔ‚‚ÏÏ‹‹ÌÌ··ÙÙ··  ÎÎ··ÈÈ  ËË  ÏÏ‡‡ÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆˜̃
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∏ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ ÛÎÔfi Ó·  ÚÔÂÙÔÈÌ¿ÛÂÈ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜  ÁÈ· ÙËÓ ÔÌ·Ï‹ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÙÔ˘˜
ÛÙÔÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ÏÔÁÈÛÌfi Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ›. ∆Ô ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓfi ÙË˜ ¤¯ÂÈ ‰È‰·¯ÙÂ› ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂ-
ÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜, ÛÙËÓ Ù¿ÍË ·˘Ù‹, ı· ¤¯ÂÈ Î˘Ú›ˆ˜ Â·Ó·ÏËÙÈÎfi
¯·Ú·ÎÙ‹Ú·. ™Ùfi¯Ô˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È Ó· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ Ú·Á-
Ì·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Î·È Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘Ó ÙÈ˜
ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜  ÛÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ.
™‡ÌÊˆÓ· ¿ÏÏˆÛÙÂ ÌÂ ÙË ÛÂÈÚÔÂÈ‰‹ ‰È¿Ù·ÍË ÙË˜ ‰È‰·ÎÙ¤·˜ ‡ÏË˜, ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· Â›Ó·È
‰È·ÚıÚˆÌ¤ÓÔ ÙÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ·, ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ·fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜
Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÂ ÈÔ ÚÔ¯ˆÚËÌ¤ÓË ÌÔÚÊ‹, ÂÓÒ ·Ú¿ÏÏËÏ· ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È Î·È Ó¤Â˜. ŒÙÛÈ ÔÈ
ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·ÊÔÌÔÈˆıÂ›, ·Ó·ÓÂÒÓÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ÈÎ·ÓfiÙËÙÂ˜ Î·È ÔÈ ‰ÂÍÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ
Ì·ıËÙÒÓ ÛÙ·ıÂÚÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È ÂÌÏÔ˘Ù›˙ÔÓÙ·È ÌÂ Ó¤· ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÁÈ· ÙË
Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙÔ˘˜ ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ ÌÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· :
ñ ¡· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÔÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ï¤ÁÔÓÙ·È ÚËÙÔ›, ¿ÚÚËÙÔÈ, Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› Î·È ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·fiÏ˘-

ÙË ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡. 
ñ ¡· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÙÈ˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÙˆÓ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ÙÈ˜

‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜, ÒÛÙÂ Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÙÈ˜ ·ÍÈÔÔÈÔ‡Ó ÛÙÔ ÏÔÁÈÛÌfi.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ fiÏÂ˜ ÔÈ Ú›˙Â˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› .¯. ��4, ��9  Î·È fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó
¿ÚÚËÙÔÈ Ô˘ ‰ÂÓ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ˘Ô¯ÚÂˆÙÈÎ¿ ˆ˜ Ú›˙· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ .¯. Ô ·ÚÈıÌfi˜ .
(ÂÚˆÙ. Î·Ù. 1).

– ∏ ¿ÛÎËÛË 2 ¤¯ÂÈ ÛÎÔfi Ó· ÚÔÎ·Ï¤ÛÂÈ ÙÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ Î·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ó·
·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÌÂ ÙÈ˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÙˆÓ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ. 

– ªÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 3 ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· Û˘Ó‰¤ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙËÓ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ ‰‡Ô
·ÚÈıÌÒÓ ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÌÂ Ù· ÔÔ›· ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·. 

– ∆Ô ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2 Î·È ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 10 ·Ó·‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ÙË ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ
Ú¿ÍÂˆÓ.

– ™ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 11 ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÊÔ‡ ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È
ÌË‰¤Ó, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘Ó ÙÚÂÈ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ Î¿ıÂ ÌÈ· ÙÔ˘˜ ı· ¤¯ÂÈ
¿ıÚÔÈÛÌ· ÌË‰¤Ó (-7+2+5, -6-3+9, -5+1+4).

– ªÂ ÙÔ ÏÔÁÈÛÌfi Î·È ÙË ¯Ú‹ÛË ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ÂÍÔÈÎÂÈˆıÂ› ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜
Ù¿ÍÂÈ˜. ¡· ‰ÔıÂ› fiÌˆ˜ È‰È·›ÙÂÚË ‚·Ú‡ÙËÙ· ÛÙËÓ ÂÂÈÈÌÌÂÂÚÚÈÈÛÛÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÈÈ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙ·· Ô˘ Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹
È‰ÈfiÙËÙ· ÙÔ˘ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÔ‡ ÏÔÁÈÛÌÔ‡. ∞Ó Î·È Ë È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹  Â›Ó·È ‹‰Ë ÁÓˆÛÙ‹ ÛÙÔ˘˜
Ì·ıËÙ¤˜, ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ·ÎfiÌ· Î·È ÛÙÈ˜ ÈÔ ·Ï¤˜
ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3 - ¿ÛÎËÛË 8).

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

√√ÈÈ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ››  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))∞

1.1. ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (∂·Ó·Ï‹„ÂÈ˜-Û˘ÌÏËÚÒÛÂÈ˜)

∫∂º∞§∞π√ 1Ô - ∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜

ª ∂ ƒ √ ™  ∞�
∞∞∞∞ §§§§ °°°° ∂∂∂∂ µµµµ ƒƒƒƒ ∞∞∞∞
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11..

22.. ··))  4, ‚‚)) 0, ÁÁ)) –11,    ‰‰)) – ,    ÂÂ)) 0,    ÛÛÙÙ)) 1,    ˙̇)) ,    ËË)) – ,    ıı)) –1 

33.. ··)) –11x,      ‚‚)) –6 + 15x,      ÁÁ)) 9x,   ‰‰))  –3, –2x,    ÂÂ)) 6 +3y + 2x + xy,   ÛÛÙÙ)) 3x, 2  
44.. ii)) ‚   iiii)) ‰     
55.. ™ – § – § – ™ 

11.. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ – 5 + 12 – 3... ... = 
ÒÛÙÂ ÛÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÛÙ‹ÏË 3 – 9 – 1... ... = 
Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ ÙÔ ¤ÙÔ˜ Á¤ÓÓËÛ‹ Û·˜. 2(–3) – 4... ... = 

–3(–4) + 7... ... = 

22.. ¡· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ ·Ó ÙÔ ¿ÎÚÔ
Î¿ıÂ ‚¤ÏÔ˘˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙË˜
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÛÙ‹ÏË˜ ‹ ÁÚ·ÌÌ‹˜.

∏ Ï¤ÍË ÚÚËËÙÙfifi˜̃ Â›Ó·È Â›ıÂÙÔ Î·È ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ Ú‹Ì· Ï¤Áˆ, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ô ·ıËÙÈÎfi˜
Ì¤ÏÏˆÓ Î·È Ô ·fiÚÈÛÙÔ˜ ‚� Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ’ÚËı‹ÛÔÌ·È, Î·È ÂÚÚ‹ıËÓ. ø˜ ÁÓˆÛÙfiÓ Î¿ıÂ
ÚËÌ·ÙÈÎfi Â›ıÂÙÔ ÛÂ  –ÙÔ˜ ‰ËÏÒÓÂÈ Î¿ÙÈ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÚËÙfi˜ Â›Ó·È ·˘Ùfi˜
Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ‰È·Ù˘ˆıÂ› ÁÏˆÛÛÈÎ¿, Ô˘ ÌÌÔÔÚÚÂÂ››  ÓÓ··    ÏÏÂÂ¯̄ııÂÂ››, ÓÓ··  ÂÂÎÎÊÊÚÚ··ÛÛÙÙÂÂ››, ÓÓ··    ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››
ÛÛ··ÊÊÒÒ˜̃ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ·Ê‹ÓÂÈ ÂÚÈıÒÚÈ· ·Ú·ÓÔ‹ÛÂˆÓ ÁÈ· ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓfi ÙÔ˘. °È·
·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ï¤ÌÂ «¶‹ÚÂ ÚËÙ¤˜ ÂÓÙÔÏ¤˜ ÁÈ· ÙÔ ÙÈ ¤ÚÂÂ Ó· Î¿ÓÂÈ», «¶·Ú¿ ÙËÓ ÚËÙ‹
··ÁfiÚÂ˘ÛË ÙÔ˘ ÁÈ·ÙÚÔ‡, Û˘Ó¤¯ÈÛÂ Ó· Î·Ó›˙ÂÈ» Î.Ù.Ï.
™Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Ë Ï¤ÍË ÚËÙfi˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁË ÛËÌ·Û›·  Î·ıÒ˜ ÚËÙfi ıÂˆÚÔ‡ÌÂ
ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi o ÔÔ›Ô˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÏÂ¯ıÂ› Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Â·ÎÚÈ‚Ò˜ Î·È Ô ÔÔ›Ô˜
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ ÙÂÚÌ·ÙÈ˙fiÌÂÓÔ˜ ‹ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi˜ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜. ™Â ·ÓÙÈ‰È·ÛÙÔÏ‹ ÌÂ ÙÔ ÚËÙfi,
Ô ¿ÚÚËÙÔ˜ Ô‡ÙÂ ÌÔÚÂ› Ó· ÏÂ¯ıÂ› ·ÏÏ¿ Ô‡ÙÂ Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Â·ÎÚÈ‚Ò˜. ∆Ô ‰ÂÎ·‰ÈÎfi
Ì¤ÚÔ˜ ÂÓfi˜ ¿ÚÚËÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¿ÂÈÚ· ‰ÂÎ·‰ÈÎ¿ „ËÊ›·, ÌË ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿. 

∂ÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ƒËÙfi˜

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··
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√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Î·È Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó ÙË ¯ÚËÛÈÌfi-
ÙËÙ¿ ÙÔ˘˜ ÛÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.

– ¡· Û˘ÓËı›ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‰È·Ù˘ÒÓÔ˘Ó Î·È ÏÂÎÙÈÎ¿ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ Î·È Ó·
ÌËÓ ÂÚÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘˜. 

– ¡· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙËÓ ÚÔÙÂÚ·ÈfiÙËÙ· ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÁÈ· ÙËÓ ·ÔÊ˘Á‹ Ï·ıÒÓ Ô˘
ÔÊÂ›ÏÔÓÙ·È ÛÙËÓ ·‰˘Ó·Ì›· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹˜ ÙÔ˘˜ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3).

11.. § – ™ – ™ – ™ – ™ – § – §, 22.. “ = ” (·, Á, ‰) Î·È “ � ” (‚, Â, ÛÙ, ˙, Ë)
33.. ii)) Á, iiii)) ‰, iiiiii)) ‚ 44.. · ± 5, ‚ ± 6, Á ± 1,   ‰ ± 4 

11.. ¡· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ, ÒÛÙÂ Î¿ıÂ ÛÙ‹ÏË, 
ÁÚ·ÌÌ‹ Î·È ‰È·ÁÒÓÈfi˜ ÙÔ˘, Ó· ¤¯ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ.

(∞: 20 � 2–1 � 2–2 = 2–3...)

22.. ¡· ÁÚ¿„ÂÙÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ˆ˜ ÌÈ· ‰‡Ó·ÌË
∞ = 377 + 377 + 377 µ = 2102 – 2101 – 2100

° = 259 – 429 ¢ = 217 � 318 – 218 317

(∞: ∞ = 378, µ = 2100, ° = 258, ¢ = 617)
33.. ¡· Ï˘ıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË (–2)Ó � x = 2Ó+1

(∞: x = 2 ·Ó Ó ¿ÚÙÈÔ˜, x = –2 ·Ó Ó ÂÚÈÙÙfi˜)

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó·
Ô‰ËÁËıÔ‡Ó ÛÂ ÌÈ· ÂÈÎ·Û›· ÁÈ· ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ, ÙËÓ ÔÔ›·  ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· ÎÏËıÔ‡Ó Ó·
·Ô‰Â›ÍÔ˘Ó. 
√È Ì·ıËÙ¤˜ ı· ·Ó·ÁÓˆÚ›ÛÔ˘Ó ÙËÓ ·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙ· ·fi‰ÂÈÍË˜ Î·È ÙË˜ ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË˜ ÌfiÓÔ ÂÊfiÛÔÓ
¤¯Ô˘Ó ‚ÚÂÈ Ù· ‰ÈÎ¿ ÙÔ˘˜ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Î·È ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ù‡ÍÂÈ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ ÂÈÎ·Û›Â˜. °È’ ·˘Ùfi Ô
‰È‰¿ÛÎˆÓ ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔ˘˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ ÙÈ˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜, ÚÈÓ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÔ˘Ó ÙÔ ı¤Ì·
‰È·ÈÛıËÙÈÎ¿ – ÂÌÂÈÚÈÎ¿. ∏ ÌÂÙ¿‚·ÛË ·fi ÙÈ˜ ÂÌÂÈÚÈÎ¤˜ – ‰È·ÈÛıËÙÈÎ¤˜ ·ÓÙÈÏ‹„ÂÈ˜ ÛÂ
·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÛÎÔfi Ó· ·ÔÛ¿ÛÂÈ ÙË ÛÎ¤„Ë ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹ ·fi Ù· ÛÙÂÓ¿ Ï·›ÛÈ·
ÙÔ˘ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ó· ÙÔÓ ÂÈÛ¿ÁÂÈ ÛÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘ ı¤Ì·ÙÔ˜ Ô˘
Ú·ÁÌ·ÙÂ‡ÂÙ·È.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ ÌÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·:
ñ ¡· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ Ú›˙·˜ Î·È ÙÈ˜ ¿ÌÂÛÂ˜ Û˘Ó¤ÂÈ¤˜ ÙÔ˘.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ, Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÙÈ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó Î·È Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÙÈ˜

¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó.

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

ƒƒ››˙̇ÂÂ˜̃  ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))°

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢˘̆ÓÓ¿¿ÌÌÂÂÈÈ˜̃  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ  ((11  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··))µ

AÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 17

20 22
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– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Ô˘ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ ÛÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ
ÚÈ˙ÒÓ.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Ú›˙· Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ Î·È
ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ô ÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ  ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ. 

– ªÂ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ, ·Ó · � 0, ÙfiÙÂ (��· )2 = · ‹
��·2 =· ÂÓÒ ÁÈ· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ ��·2 = �·� (ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4‰, 4Â). 

– ªÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› ÙÔ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÔ Ï¿ıÔ˜ 
��· + ��‚ = ��·+‚  (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3).

– ∏ ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ı· ·Ó·‰ÂÈ¯ıÂ› ÛÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ï‡ÛË˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤ÓˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 10). 

– ªÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 4 ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ ·’ fiÏ· Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ·
ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÂÚ›ÌÂÙÚÔ, ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ. 

11.. ··)) 4��3,   ‚‚)) 2��2,  ÁÁ)) 0,  ‰‰)) 6,  ÂÂ)) 3,  ÛÛÙÙ)) 12
22..  ·±3, ‚±2, Á±1, ‰±3, Â±3, ÛÙ±12 
33..

44.. ™ – § – ™ – ™ – § –§ – ™ 55.. ¡∞ππ  

11.. ¶ÔÈÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi˜ ·fi ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜;

··)) ,  �� ,  , ,  (∞:  )
‚‚))  3��8,  ��72,  2��18,  6��2,  3��2,  2��3 � ��6 (∞: 3��2 )

22.. ¶ÔÈÔÈ ·fi ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Â›Ó·È ›ÛÔÈ;

ii))  · = ��8,  ‚ = , Á = 2��2,  ‰ = , Â = ,  ÛÙ = ��

(∞:  ·=Á=‰, ‚=Â=ÛÙ )

iiii))  · = ��3 +��3 ,  ‚ = 2��3 ���3 ,  Á = ��12,  ‰ = ��3+3, Â = ��27 –  ��3

(∞: ·=Á=Â)

2
4

1
��2

4
��2

��2
2

3
��3

2
��12

3
��3

��3
3

1
3

1
��3
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¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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33.. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

∞ = ��21+��13+���7+��3+��1 µ = ��57+��44+���15+��99+��1 (∞: ∞=5, µ=8 )
44.. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Ú›˙Â˜

��1 =  
��121 = 
��12321 =  
��1234321 =
................  

��123456789�87654321 = 
(∞: 1,11,111,..., ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ „ËÊ›· ÌÔÓ¿‰Â˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Â›Ó·È fiÔ˘ Ó ÙÔ

Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ „ËÊ›Ô˘ ÙÔ˘ ˘ÔÚÚ›˙Ô˘)

55.. ∞Ó ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ∞µ°¢ Â›Ó·È 80cm2  Î·È ÙÔ˘
∞∂∑∏, 45cm2, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞¢∂ Â›Ó·È 12��5.

66.. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÒÛÙÂ Ó· Á›ÓÂÈ Ì·ÁÈÎfi.

(ÀÔ‰: ��128 + ��50 + ��8 = ... = 15��2 ...)

77.. ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Î‡ÎÏÔ˘ ·ÎÙ›Ó·˜ 
r = 10cm.
MÂ ·ÊÔÚÌ‹ ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô Úfi‚ÏËÌ· Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· Û˘˙ËÙËıÂ› ÙÔ «Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘.

√ «ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘» Â›Ó·È ¤Ó· ·fi Ù· ÙÚ›· ¿Ï˘Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ ·Ú¯·ÈfiÙËÙ·˜.  ™Ù·
Ù¤ÏË ÙÔ˘ 5Ô˘ ·ÈÒÓ· . Ã. ‹Ù·Ó ÔÏ‡ ‰ËÌÔÊÈÏ¤˜ ˙‹ÙËÌ· ÛÙËÓ ∞ı‹Ó·, ·ÊÔ‡ ‹Ù·Ó Û˘ÓÒÓ˘ÌÔ ÙÔ˘
«·Î·ÙfiÚıˆÙÔ˘». ∆Ô Úfi‚ÏËÌ· ¤ÁÎÂÈÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜
ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Ô˘ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Î‡ÎÏÔ˘ ÁÓˆÛÙ‹˜ ·ÎÙ›Ó·˜. ∏
Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·˘Ù‹, fiˆ˜ ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ, ÌfiÏÈ˜ ÙÔ 1882 Ì.Ã., Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË.
™’ ·˘Ùfi ‚Ô‹ıËÛ·Ó ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ ‹Ù·Ó ¿ÁÓˆÛÙÂ˜ ÛÙÔ˘˜ ·Ú¯·›Ô˘˜ ŒÏÏËÓÂ˜. Ÿˆ˜
ÛËÌÂÈÒÓÂÈ Ô Dirk Struik ÛÙË ™˘ÓÔÙÈÎ‹ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ: «¶·Ï·ÈfiÙÂÚÔÈ Î·È Û‡Á¯ÚÔÓÔÈ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› ¤¯Ô˘Ó ÂÈÛËÌ¿ÓÂÈ ÙË Û‡Ó‰ÂÛË ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ·Ú¯·›ˆÓ ÂÏÏËÓÈÎÒÓ( ¿Ï˘ÙˆÓ)
ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙË˜ Û‡Á¯ÚÔÓË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ ı¤Ì·Ù· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È
ÛÂ ÚËÙ¤˜ ·Ó·Ï‡ÛÂÈ˜, ÛÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ÛÙË ıÂˆÚ›· ÔÌ¿‰ˆÓ».
∞Ó x Ë ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Î·È r Ë ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ÙfiÙÂ x2 =  r2 ,  x = ��r2, x = r��.
√ Lindemann ·¤‰ÂÈÍÂ fiÙÈ Ô  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi˜* ·ÏÏ¿ ˘ÂÚ‚·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜,
‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ú›˙· ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ fiÙÈ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË Ë Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË ÂÓfi˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌÔ˘
ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Ì‹ÎÔ˘˜ .
(* ŸÙ·Ó ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È Ú›˙· ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜,
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜. ¶.¯. Ô ��2  Â›Ó·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ·ÊÔ‡ Â›Ó·È Ú›˙·
ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  x2 – 2 = 0 Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÂÙ·È ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË).

√ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘

Ó + 1
2
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��32 ��128
��50

��8
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ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÁÓˆÛÙÒÓ Ù‡ˆÓ ÙÔ˘ ÂÌ‚·‰Ô‡ Î·È ÙË˜ ÂÚÈÌ¤ÙÚÔ˘ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Î·È ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘. ¢›ÓÂÙ·È
·ÎfiÌ· Ë Â˘Î·ÈÚ›· Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜ ÌÈ·˜ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË˜.

ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÚıÚˆÌ¤ÓË Ë ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ‰È·ÈÛÙˆıÂ› Ë
ÔÔÌÌÔÔÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  --  ‰‰ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿ ÌÂÙ·Í‡ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ Î·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Î·È  ËË  ··ÏÏÏÏËËÏÏÂÂ››‰‰ÚÚ··ÛÛËË
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Î·È ÙË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ (‰Â‰ÔÌ¤Ó· -
ÙÂÏÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·). 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜, Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó
fiÙÂ ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ‚·ıÌfi ÙÔ˘. 

– ∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÌfiÓÔ ÛÙÈ˜ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÌË ‰È·ÙÂ-
ıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ· ¿ÏÏÂ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ .¯. ÚËÙ¤˜ ‹ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ· ÌÂ ÙÈ˜ ÚËÙ¤˜
·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ı· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÂÎÙÂÙ·Ì¤Ó· ÛÙÈ˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜ 1.9 Î·È 1.10.

– ªÂ ÙÔÓ fiÚÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Î¤Ú·ÈÔ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ.
– ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ‰È¿ÊÔÚ· ÌÂÁ¤ıË (·Ú¿-

‰ÂÈÁÌ· 3, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7).
– ™ÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ ÌÂ ÔÏÏ¤˜ Ó¤Â˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È ÛÙËÓ Î·Ï‡ÙÂ-

ÚË ÂÌ¤‰ˆÛ‹ ÙÔ˘˜ ı· Û˘Ì‚¿ÏÂÈ Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÛÙ·˘ÚfiÏÂÍÔ˘ ÙË˜ ÂÚÒÙËÛË˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜  5. 

11.. ·, ‰, Â, ÛÙ 22.. ·, ÛÙ, Ë – ‚, ‰, ˙, È – Á, Â ı 33..  

44..  – xy2ˆ3, xy2ˆ3

55..  §§‡‡ÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛÙÙ··˘̆ÚÚfifiÏÏÂÂÍÍÔÔ˘̆

√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··::  11..  ∞§°∂µƒπ∫∏ ¶∞ƒ∞™∆∞™∏, 22..  ™∆∞£∂ƒ∞, 33.. ª∏¢∂¡, 44.. ™À¡∆∂§∂™∆∏™, 55.. π™∞,
66.. ª√¡∞¢∞, 77.. ∫Àƒπ√ ª∂ƒ√™, 88.. ª√¡ø¡Àª√

∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··::  11..ª∏¢∂¡π∫√, 22..  µ∞£ª√™, 33..  ∞∫∂ƒ∞π∞, 44.. ∞¡∆π£∂∆∞, 55..)) √ª√π∞, 66.. ∆πª∏,  
77.. ª∏¢∂¡, 88.. ∞º∞πƒ∂™∏ 

1
3

1
3

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ––  ªªÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ((11  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··))∞

1.2. ªÔÓÒÓ˘Ì· – ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÌÔÓÒÓ˘Ì·

20 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

5 xy4 1 4 5
–1 xy2 1 2 3

1/7 x2y5 2 5 7
–��3 x4 4 0 4
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11.. ŒÓ· oÚıÔÁÒÓÈÔ ¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜  ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ·fi ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ x. To ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È :
··)) 3x,   ‚‚)) 3x2,    ÁÁ)) x2, ‰‰)) 4x                                      (∞:  ‚)

22.. H M·Ú›· ¤¯ÂÈ x Â˘ÚÒ, ÂÓÒ Ë ∂Ï¤ÓË ¤¯ÂÈ 2 Â˘ÚÒ ÏÈÁfiÙÂÚ· ·fi ÙÔ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ÔÛfi ÙË˜ ª·Ú›·˜.
∏ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ  ÙÔ ¯ÚËÌ·ÙÈÎfi ÔÛfi ÙË˜ ∂Ï¤ÓË˜ Â›Ó·È:
··)) x – 2,  ‚‚)) 3x + 2, ÁÁ)) 3x,  ‰‰)) 3x – 2                    ( ∞:  ‰)

33.. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ 2 (ÛÂÏ. 27 ‚È‚Ï›Ô Ì·ıËÙ‹ ) Ó· ˘ÔÏÔÁ›-
ÛÂÙÂ ÙÔ È‰·ÓÈÎfi ‚¿ÚÔ˜ ÂÓfi˜ ¿Ó‰Ú· ËÏÈÎ›·˜ 25 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 174 cm Î·È ÌÈ·˜ Á˘Ó·›Î·˜ 
ËÏÈÎ›·˜ 24 ÂÙÒÓ Î·È ‡„Ô˘˜ 167 cm.

(∞: 68,85,  55,52)

∏ Ï¤ÍË ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‹ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ‰Â ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÌfiÓÔ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ·ÏÏ¿ ÙË Û˘Ó·-
ÓÙ¿ÌÂ ÔÏ‡ Û˘¯Ó¿ Î·È ÛËÌ·›ÓÂÈ ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ‹ ÙËÓ ·fi‰ÔÛË (ÌÂ ÂÈÎfiÓÂ˜, Û‡Ì‚ÔÏ·, Û¯‹Ì·-
Ù· Î.Ù.Ï.) ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ, Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ, ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Î·È Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÒÛÙÂ ·˘Ù¿ Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÂÚÈÛÛfi-
ÙÂÚÔ Î·Ù·ÓÔËÙ¿. ∆· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ‹ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· Ù· ÔÔ›· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÔ‡Ó Â›Ó·È ÈÛÙÔÚÈ-
Î¿, ıÚËÛÎÂ˘ÙÈÎ¿, ·ÏÏ¿ Î·È ÁÂÁÔÓfiÙ· Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó ·ÓıÚÒÈÓÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ‹ Ê˘ÛÈÎ¿ Ê·ÈÓfiÌÂÓ·, Ù·
ÔÔ›· ÚÔÙÈÌ¿ÌÂ Ó· Ù· ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ ÙÚfiÔ˘˜, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· Ù· ·ÓÙÈÏ·Ì‚·ÓfiÌ·-
ÛÙÂ Î·Ï‡ÙÂÚ· ·ÏÏ¿ Î·È Ó· ÂÍ¿ÁÔ˘ÌÂ ¯Ú‹ÛÈÌ· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ·fi ·˘Ù¿. 
∆· ÎÈÓËÌ·ÙÔÁÚ·ÊÈÎ¿ Î·È ıÂ·ÙÚÈÎ¿ ¤ÚÁ· Â›Ó·È «˙ˆÓÙ·Ó¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜» Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ‹ È‰Â·ÙÒÓ
Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ, fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ‰È·ÌÔÚÊÒıËÎ·Ó ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜, Ô˘ ÙÈ˜ Î·Ù¤ÁÚ·„·Ó ÛÂ
‚È‚Ï›· ‹ ÛÂ ÛÂÓ¿ÚÈ·. √È ËıÔÔÈÔ› ÌÂ ÙÈ˜ Ô‰ËÁ›Â˜ ÙÔ˘ ÛÎËÓÔı¤ÙË ·Ó··ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó Ù· ÛÂÓ¿ÚÈ· ÙˆÓ
Û˘ÁÁÚ·Ê¤ˆÓ. √È ÁÏ‡ÙÂ˜, ÔÈ ˙ˆÁÚ¿ÊÔÈ, ÔÈ ÊˆÙÔÁÚ¿ÊÔÈ, Î¿ÓÔ˘Ó ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜
·ÔÙ˘ÒÓÔ˘Ó ÂÈÎfiÓÂ˜ ·fi ÙÔÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ‹ ÙÔÓ ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘˜ ÎfiÛÌÔ (ÚÔÙÔÌ¤˜, ÔÚÙÚ·›Ù·,
ÙÔ›· Î.Ù.Ï.). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë ˙ˆÊfiÚÔ˜ ÙÔ˘  ¶·ÚıÂÓÒÓ· ÎÔÛÌÂ›Ù·È ÌÂ ·Ó¿ÁÏ˘ÊÂ˜ ·Ú·ÛÙ¿-
ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÔÌ‹˜ ÙˆÓ ¶·Ó·ıËÓ·›ˆÓ. 
√ ÙÔÔÁÚ¿ÊÔ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· Â‰·ÊÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹, fiÙ·Ó ÙË Û¯Â‰È¿˙ÂÈ Û’ ¤Ó· ¯·ÚÙ› ˘fi ÎÏ›Ì·Î·. √È
ÁÓˆÛÙÔ› Ì·˜ ¯¿ÚÙÂ˜ Â›Ó·È ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÁÂˆÁÚ·ÊÈÎÒÓ ÂÎÙ¿ÛÂˆÓ, ÂÓÒ Ë ˘‰ÚfiÁÂÈÔ˜ ÛÊ·›Ú· Â›Ó·È
ÌÈ· ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Á‹ÈÓË˜ ÛÊ·›Ú·˜. √ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙ‹˜ ÂÓfi˜ ¤ÚÁÔ˘ Î¿ÓÂÈ ÙËÓ ·Ó··Ú¿ÛÙ·-
Û‹ ÙÔ˘ ÛÂ ÌÈ· Ì·Î¤Ù·. √ ÌË¯·ÓÈÎfi˜, Ô ·Ú¯ÈÙ¤ÎÙÔÓ·˜ Ô ÌË¯·ÓÔÏfiÁÔ˜ ·Ó··ÚÈÛÙÔ‡Ó ÛÂ Û¯¤‰È·
fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ ÎÙÈÚ›Ô˘ Ô˘ ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ›. ™¯Â‰È¿˙Ô˘Ó ÙÈ˜ Î·Ùfi„ÂÈ˜ ÙˆÓ ‰È·-
ÌÂÚÈÛÌ¿ÙˆÓ, ÙËÓ ÚfiÛÔ„Ë ÙÔ˘ ÎÙÈÚ›Ô˘, ÙÔ ‰›ÎÙ˘Ô ÙˆÓ ÂÁÎ·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‡‰ÚÂ˘ÛË˜, ı¤ÚÌ·ÓÛË˜
ËÏÂÎÙÚÈÛÌÔ‡, ˘Ú·ÛÊ¿ÏÂÈ·˜, Ù· Û¯¤‰È· ÙˆÓ ÛÈ‰ÂÚ¤ÓÈˆÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ (Î¿ÁÎÂÏ·, ÎÈÁÎÏÈ‰ÒÌ·Ù·
Î.Ù.Ï.). 
√È ‰ÈˆÎÙÈÎ¤˜ ·Ú¯¤˜ Î¿ÓÔ˘Ó ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ ÂÁÎÏ‹Ì·ÙÔ˜ ÁÈ· Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó Î·Ï‡ÙÂÚ· ÙÔÓ
ÙÚfiÔ Î·È ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Ô˘ ·˘Ùfi Û˘Ó¤‚Ë. 
¶·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î¿ÓÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, fiÙ·Ó ‰È·Ù˘ÒÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÎÊÒÓËÛ‹
ÙÔ˘˜ ÌÂ Û˘Ì‚ÔÏÈÎ‹ ÁÚ·Ê‹ (·ÚÈıÌËÙÈÎ‹-·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË), ÌÂ Û¯‹Ì·Ù· (ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË) ‹ ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜ (ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË) ‹ fiÙ·Ó ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÈÓ¿ÎˆÓ ‹ ‰È·-
ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ Ù· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¿ ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÌÈ·˜ ¤ÚÂ˘Ó·˜. 

∂ÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ∂ÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ¶ · Ú ¿ Û Ù · Û Ë¶ · Ú ¿ Û Ù · Û Ë

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··
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∏ ·ÔÙ‡ˆÛË ÌÂ ‰È·ÊfiÚÔ˘˜ ÙÚfiÔ˘˜ (ÂÈÎfiÓÂ˜, Û¯¤‰È·, ›Ó·ÎÂ˜, ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜,
‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Î.Ù.Ï.) Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ, ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ‹ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È Ë Û˘ÁÎÚÈÙÈÎ‹ ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘˜ ı·
ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ı¤Ì· ÁÈ· ÙËÓ ÔÚÁ¿ÓˆÛË Î·È ·Ó¿Ù˘ÍË ÂÓfi˜ Û¯Â‰›Ô˘ ÂÚÁ·Û›·˜ ·fi
ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜. ™ÙËÓ ÂÚÁ·Û›· ·˘Ù‹ ı· Ú¤ÂÈ ·ÎfiÌ· Ó· ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÔÌÔÈfiÙËÙÂ˜ - ‰È·ÊÔÚ¤˜
ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÂÈ‰ÒÓ ·Ó··Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·ıÒ˜ Î·È Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ Î·È Ë ÂÍ¤ÏÈÍ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Î·È
ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ. ∏ ÂÚÁ·Û›· ·˘Ù‹ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Â›Ó·È ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë ÂÍ‹˜: ∞fi Ù· Û¯¤‰È· Î·È
ÙÈ˜ Ì·Î¤ÙÂ˜ ÛÙËÓ ÂÈÎÔÓÈÎ‹ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· Î·È Ù· ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ˘ ∏/À (ªÈ· ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ÂÍ¤ÏÈÍË ÙˆÓ
‰È·ÊfiÚˆÓ ÌÔÚÊÒÓ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜).
∏ ÂÈÎÔÓÈÎ‹ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ÁÓˆÚ›˙ÂÈ ÌÂÁ¿ÏË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÛÙÈ˜ ıÂÙÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜, ÛÙËÓ
ÂÎ·›‰Â˘ÛË Î·È ÛÙ· ÌÔ˘ÛÂ›· (ÂÈÎÔÓÈÎ¤˜ ·Ó··Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·Ú¯·›ˆÓ Ó·ÒÓ Î·È ÌÓËÌÂ›ˆÓ).
∂Ê·ÚÌfi˙ÂÙ·È ·ÎfiÌË ÛÂ ÔÏÏ¿ ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎ¿ ·È¯Ó›‰È·, ÛÙÔÓ ÎÈÓËÌ·ÙÔÁÚ¿ÊÔ, ÛÙËÓ ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË
ÙˆÓ Ù‹ÛÂˆÓ ÁÈ· ÙËÓ ÂÎ·›‰Â˘ÛË ÙˆÓ ·ÂÚÔfiÚˆÓ, ÙˆÓ ·ÛÙÚÔÓ·˘ÙÒÓ Î.Ù.Ï. ∏ Ó¤· ·˘Ù‹
ÙÂ¯ÓÔÏÔÁ›· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙË ‰È·ÌfiÚÊˆÛË ÌÈ·˜ ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎ‹˜ ·ÓÙ›ÏË„Ë˜ ÁÈ· ÙÔ ¯ÒÚÔ, ÙÔ
¯ÚfiÓÔ, ÙÔ ·ÛÙÈÎfi Î·È Ê˘ÛÈÎfi ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ ÛÙÔ Ì¤ÏÏÔÓ Î.·. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘Ó, Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘Ó Î·È Ó· ‰È·ÈÚÔ‡Ó ÌÔÓÒÓ˘Ì·.

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÁÈ· ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, Ô˘ ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· ·Ú¿-
ÛÙ·ÛË, ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ›‰ÈÔÈ Î·ÓfiÓÂ˜ Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÌÂÙ·Í‡ ·ÚÈıÌÒÓ, ÂÊfiÛÔÓ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜
·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ‡˜. ŒÙÛÈ ÂÍËÁÔ‡ÓÙ·È ÔÈ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ ÔÌÔ›ˆÓ
ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ, ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ. 

– ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ÙÔÓÈÛÙÂ› È‰È·›ÙÂÚ· fiÙÈ ‰˘Ô ÌÔÓÒÓ˘Ì·, Ù· ÔÔ›· ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌÔÈ·, ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ Î·È fiÙÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ
ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2).

11.. ™ – § – ™ – §       

22.. ··)) –3x2,    ‚‚)) –10x5,    ÁÁ)) 5x-2y,    ‰‰)) 3x2y,    ÂÂ)) 2xy3,    ÛÛÙÙ))  2x2,   ˙̇)) –2x2ˆ,    ËË)) –3xy2,    ıı)) 7x2y

11.. ¡· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Î Î·È Ï, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¶¶ÚÚ¿¿ÍÍÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓÒÒÓÓ˘̆ÌÌ··  ((11  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··))µ

™¯¤‰ÈÔ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜
£∂ª∞: ∏ Î·Ù·ÓfiËÛË Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ, ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ‹ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

Ì¤Û· ·fi ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·Ó··Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

22 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô
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··)) (-15x3Î-1yÏ) : (-3xÎ y2) = 5x3y,    ‚‚)) (4·2Î-1 ‚3Ï) : (12·Î+2‚Ï+1) = ·‚3

(∞: ·)  Î = 2, Ï = 3   ‚) Î = 4, Ï = 2)

22.. ¢‡Ô Î‡ÎÏÔÈ ¤¯Ô˘Ó ·ÎÙ›ÓÂ˜ 3x Î·È 4x ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜. ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ
ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ·Ú¯ÈÎÒÓ Î‡ÎÏˆÓ.

(∞: 5x) 

ªÂ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚÒÙËÛË ÙË˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜ Ì¿˜ ·Ú¤¯ÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘, ÂÓÒ ÌÂ ÙËÓ ÙÚ›ÙË Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ‚·ıÌfi ÙÔ˘. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó ·Ó ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ ‚·ıÌfi

ÙÔ˘ Î·È Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÂ ‰˘Ô ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ›Û·. 
ñ ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ ÁÈ· ÙËÓ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ÁÚ·Ê‹ ÌÈ·˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜

·Ú¿ÛÙ·ÛË˜, Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘Ó Î·È Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡Ó ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·. 

– ªÂ ÙÔÓ fiÚÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙÔ ·Î¤Ú·ÈÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ‰ÂÓ Ú¤-
ÂÈ Ó· ÂÂÎÙ·ıÂ› ÛÂ ÈÔ Û‡ÓıÂÙÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. 

– ¡· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙËÓ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ·ÏÔ˘ÛÙÂ‡ÂÙ·È Ë
ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ ‹ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ. 

– ªÂ ·ÊÔÚÌ‹ ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3, Ó· ÂÍËÁËıÂ› ÁÈ· ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x), Ò˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·-
ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ƒ(2x), P(–x), P(x2), Î.Ù.Ï.

– ªÂ ÙËÓ ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3 (Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÂÎÙ¤ÏÂÛË ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ – ‰È·ÊÔÚ¿˜ ÔÏ˘ˆÓ˘-
ÌˆÓ) ÚÔÂÙÔÈÌ¿˙ÂÙ·È Ô Ì·ıËÙ‹˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ.

11.. ‚, Á, 22.. ·, Á, 33.. Ó·È, 44.. Á, 55..  ··)) 3, ‚‚)) 0 ‹ 1 ‹ 2

11.. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ, ·Ó ·fi ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ 3x2 + 5x + 21 ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Ù·
ÂÌ‚·‰¿ x2 + x + 4, 2x2 + 4x + 1 ‰‡Ô ¿ÏÏˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÏÂ˘Ú¿˜ 4.

22.. ∞Ó P(x)= 4x2 – 3x Î·È Q(x)= 36x2 + 9x Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:  P(3x) – Q(–x) = 0. 

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.3. ¶ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· – ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ∞Ê·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

2
3
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ªÂ ·ÊÔÚÌ‹ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ·ÚÈıÌÒÓ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ «·Ó·Î·Ï‡ÙÔ˘Ó» ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÌÂ
ÙÔÓ ÔÔ›Ô Á›ÓÂÙ·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÔÓˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‹ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ. 

¢›ÓÂÙ·È ¤ÙÛÈ Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÁÈ· ÌÈ· ·ÎfiÌ· ÊÔÚ¿ ÙÈ˜ ÔÔÌÌÔÔÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃ ÌÂÙ·Í‡
·ÚÈıÌËÙÈÎÔ‡ Î·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÔ‡ ÏÔÁÈÛÌÔ‡.

¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÌÔÓÒÓ˘ÌÔ ÌÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Î·È ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌÂ
ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ.

ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ‰˘Ô
ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‚·ıÌÒÓ ÙÔ˘˜ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÙÔ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó
·ÚÁfiÙÂÚ· ÛÙËÓ ‰È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ ( ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2).

11.. ·± 5,  ‚± 7,   Á± 1,   ‰± 3,   Â± 6        22.. § – ™      
33.. ··)) 4,  2x2,   ‚‚)) xy,   6x2,   ÁÁ)) 2x, 3x, 15,    ‰‰)) y2, x3, xy,     44..    ii)) Á, iiii)) ‰    55.. ·, ‰

11.. ¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË
∆· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ƒ(x) = (x – 2)(x – 3) Î·È Q(x) = · x2 + ‚x +6 Â›Ó·È ›Û·, fiÙ·Ó 
··)) · =1 Î·È ‚ =5, ‚‚)) · = 2 Î·È ‚ = 3   ÁÁ)) · =1 Î·È  ‚ = –5   ‰‰)) · = –5 Î·È ‚ =1

(A: Á)

22.. ∞Ó P(x) = 3x(–2x+4)(x-1)  Î·È Q(x) = ·x3 + ‚x2 + Áx +‰ , Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚, Á, ‰,
ÒÛÙÂ Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· P(x)  Î·È Q(x) Ó· Â›Ó·È ›Û·.

(A: · =–6, ‚=18, Á=–12, ‰=0)

33.. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ (x+2)(x+3) Î·È Ó· ÙÔ ÂÚÌËÓÂ‡ÛÂÙÂ 
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿. 
(·Ó¿ÏÔÁË Â›Ó·È Î·È Ë ÂÚˆÙ. Î·Ù·Ó. 5 ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹)

(A: ±

44.. ŒÓ·˜ ‚ÈÔÙ¤¯ÓË˜ ÁÈ· Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÎÔ˘ÙÈ¿ ¯ÚË-
ÛÈÌoÔÈÂ› ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯¤‰ÈÔ. ¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ÂÈÊ¿-
ÓÂÈ·˜ Î·È Ô fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÎÔ˘ÙÈÔ‡ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ x.

(A: 2x2 + 10x +4, 2x2 + 2x) 

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.4. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜
Î·È Ó· ÁÓˆÚ›ÛÔ˘Ó ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ· (x +3)2 = x2 + 6x + 9 Ì¤Û· ·fi ÙË ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜.
∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÌÔÚÂ› Ó· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ÌÂ ¤Ó· ·ÎfiÌË ÂÚÒÙËÌ·  ‰) πÛ¯‡ÂÈ Ë ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË
ÈÛfiÙËÙ·  Î·È ÁÈ· ·ÚÓËÙÈÎ¤˜  ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x;

ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÂ ÌÈ· ÈÛfiÙËÙ· Ï¤ÁÂÙ·È Ù·˘ÙfiÙËÙ·, ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜, ÙÈ˜ 
ÔÔ›Â˜ Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÙÈ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó Î·È Ó· ÙÈ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó.

ñ ¡· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ¿ÏÏÂ˜ ·Ï¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜.

– √È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ‰È·Ù˘ÒÓÔ˘Ó ÏÂÎÙÈÎ¿ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Î·È Ó· ÌËÓ
ÂÚÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘˜ ÁÈ·Ù› ÙÔ˘˜ ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÂÈ ÛÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘˜. 

– ∏ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ¿ÛÎËÛË ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÛÙËÓ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›·.
– ™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› ÚÔ˜ Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË Î·È Ô ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·˜.

°È· ÙÔ˘˜ ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x, y Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙË
Û˘Ì‚ÔÏÈÎ‹ ÁÚ·Ê‹ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

– H ¿ÛÎËÛË 4 ÌÔÚÂ› Ó· Û˘ÌÏËÚˆıÂ› ÌÂ ¤Ó· ·ÎfiÌ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  (…+…)2 = …+ 8·‚ +…,  ÙÔ 

ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÌÈ· ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË,  ·ÊÔ‡ 8·‚ = 2(4·)‚ = 2·(4‚) =2(2·)(2‚) = 2(8·)( ) =…

– ∏ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ (· + ‚)2 = ·2 + 2·‚ + ‚2 ‚ÔËı¿ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜  Ó·
ÙËÓ Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó Î·Ï‡ÙÂÚ· ·ÏÏ¿ Î·È Ó· ‰Ô˘Ó ÙËÓ ··ÏÏÏÏËËÏÏÂÂÍÍ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË ÙË˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜ Î·È ÙË˜ °Âˆ-
ÌÂÙÚ›·˜. 

– ªÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› ˆ˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Ë  ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· Î·È ¿ÏÏˆÓ Ù·˘ÙÔÙ‹ÙˆÓ. °È·
·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: ¡· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÔÈ· Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÂÚÌËÓÂ‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·Ù·

‚
2

6. 2(x + y)ÛÛÙÙ.. ∆Ô ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ùfi˜ ÙÔ˘˜.

5. (xy)2ÂÂ.. ∆Ô ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ùfi˜ ÙÔ˘˜.

4. x2 + y2‰‰.. ∆Ô ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘˜.

3. (x  + y)2ÁÁ.. ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ÙÔ˘˜.

2. 2xy‚‚.. ∆Ô ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ùfi˜ ÙÔ˘˜.

1. 2(x + y)2··.. ∆Ô ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÁÈÓfiÌÂÓfi ÙÔ˘˜.

™™∆∆∏∏§§∏∏  µµ™™∆∆∏∏§§∏∏  ∞∞

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.5. AÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (6 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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11.. ·, Á, ‰,    22..  ii)) ‰ ,  iiii)) Á   iiiiii)) Á    33.. § – ™ – § – §    44..    ii)) Á,   iiii))  ‰   55.. § – § – § – ™
66..  ii)) Á,  iiii))  ‚,   iiiiii)) ‰,   iivv)) Á   vv))  ‰  77.. ·±4, ‚±5, Á±1, ‰±2,  Â±7, ÛÙ±8

11.. (∞Ó¿ÏÔÁÔ Â›Ó·È Î·È ÙÔ  Úfi‚ÏËÌ· 16 ÙË˜ ÛÂÏ. 50).
ñ ™ÎÂÊÙÂ›ÙÂ ¤Ó· ‰È„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi Î·È ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓfi ÙÔ˘.
ñ µÚÂ›ÙÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Ô˘ ÛÎÂ-

ÊÙ‹Î·ÙÂ Î·È ·Ê·ÈÚ¤ÛÙÂ Ù· ‰˘Ô ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·.
ñ √ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ ‰È·ÈÚÂ›Ù·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÌÂ ÙÔ 9.

ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ; ( ∞: (10· + ‚)2 – (· +‚ )2 =99·2 +18·‚ )

22.. ¶fiÛ· ·fi ÙÔ Î¿ıÂ Â›‰Ô˜ ÙˆÓ ‰ÈÏ·ÓÒÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ
Ú¤ÂÈ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÁÈ· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÂÙÂ ¤Ó· 
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÌÂ ÏÂ˘Ú¿ 
··)) x + 3, ‚‚)) 2x + 1

(A: ·) 1 – 6 – 9  ‚) 4 – 4 – 1)    

33.. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ·fi ÌÓ‹ÌË˜ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 
··)) 152 – 52 =….. ‚‚)) 122 – 82 =…..

1052 – 952 =….. 1022 – 982 =…..
10052 – 9952 = …. 10022 – 9982 = ….    

44.. ··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: 
52 - 42 = 5 + 4
122 - 112 = 12+11
652 - 642 =  65 + 64
1342 –1332 = 134+133

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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‚‚)) ªÂ ‚¿ÛË ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙË ÊÚ¿ÛË :
«∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ‰‡Ô……………Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ…………ÙˆÓ
·ÚÈıÌÒÓ ·˘ÙÒÓ .»

ÁÁ)) ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·
45682 – …… =  …… + ……

55.. ··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  ( )
2

– ( )
2

= Ó ÁÈ·  Ó ≥ 2

‚‚)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÂÚÈÙÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ.

66.. √ ÙËÏÂÊˆÓÈÎfi˜ Î·Ù¿ÏÔÁÔ˜ ÌÈ·˜ fiÏË˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 9991 ÔÓfiÌ·Ù· ÁÚ·ÌÌ¤Ó· ÛÂ ÏÈÁfiÙÂÚÂ˜  ·fi
100 ÛÂÏ›‰Â˜ Î·È  Î¿ıÂ ÛÂÏ›‰·  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÈıÌfi ÔÓÔÌ¿ÙˆÓ. √ °ÈÒÚÁÔ˜ ‰ÂÓ ÌfiÚÂÛÂ
Ó·  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÈ fiÛÂ˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÛÂÏ›‰Â˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ô Î·Ù¿ÏÔÁÔ˜. √  ¢ËÌ‹ÙÚË˜  fiÌˆ˜  ·Ú·-
Ù‹ÚËÛÂ  fiÙÈ  Ô  ·ÚÈıÌfi˜  9991 = 10000 – 9  Î·È  ÌÂ  ·ÏÔ‡˜  Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ ÚÔÛ‰ÈfiÚÈÛÂ
·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ ÛÂÏ›‰ˆÓ  ÙÔ˘ Î·Ù·ÏfiÁÔ˘.  ªÔÚÂ›ÙÂ  Ó·  ‚ÚÂ›ÙÂ  ÙÔ˘˜ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡˜
Ô˘ ¤Î·ÓÂ Ô ¢ËÌ‹ÙÚË˜;

(∞ :  9991=10000–9 =1002–32 =103�97    ÕÚ· ¤¯ÂÈ 97 ÛÂÏ›‰Â˜).

™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË:: ™ÙÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙË˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ Î¿ıÂ ÂÓfiÙËÙ·˜, ÛÂ Î¿ıÂ ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ·
Û˘ÌÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È fiÏÂ˜ ÔÈ ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜, Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, ÔÈ
ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ Î·È ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜  Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜. √
‰È‰¿ÛÎˆÓ ı· ÎÚ›ÓÂÈ ÔÈÂ˜ Î·È fiÛÂ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ı· ‰È‰·¯ıÔ‡Ó.
∏ ÛËÌÂ›ˆÛË ·˘Ù‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÂfiÌÂÓÔ˘˜ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˘˜ Û¯Â‰È·ÛÌÔ‡˜ ‰È‰·-
ÛÎ·Ï›·˜

∞Ó¿ÌÂÛ· ÛÙ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ÙÚ›ÁˆÓ·, ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ Pascal (1623-1662Ì.Ã) Î·Ù¤¯ÂÈ ÍÂ¯ˆÚÈÛÙ‹
ı¤ÛË ÏfiÁˆ ÙˆÓ ÔÏÏÒÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ÙÔ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó.

∆Ô ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ Pascal

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜  – 

∆ÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ (∞fi‰ÂÈÍË Î·È
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›·).

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2i, ii.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 15.
22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∆ÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ‰È·ÊÔÚ¿˜.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, iii, 3.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 2, 3, 4, 16, 17.
33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ·
– ∫‡‚Ô˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ – ¢È·ÊÔÚ¿˜.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4, 5.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5.
–– ∂∂ÚÚÁÁ··ÛÛ››··:: ∆Ú›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ Pascal.

44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– °ÈÓfiÌÂÓÔ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Â› ‰È·ÊÔÚ¿.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6i, ii, iii.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 3, 4, 5.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 6, 7, 8, 9, 18.
55ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢È·ÊÔÚ¿ – ∞ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Î‡‚ˆÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6, iv, v.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 6, 7.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 10, 13.
66ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂·Ó¿ÏË„Ë.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 7.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 11, 12, 14.
– °ÂÓÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6.
–– ∂∂ÚÚÁÁ··ÛÛ››··:: ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜.

((66  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.5

Ó – 1
2

Ó + 1
2
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√ ÚÒÙÔ˜ Î·È Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î¿ıÂ
ÛÂÈÚ¿˜ Â›Ó·È 1. ∫¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜
ÌÈ·˜ ÛÂÈÚ¿˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ÙÔ
¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‰˘Ô ÏËÛÈ¤ÛÙÂÚˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ
ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÛÂÈÚ¿˜  
.¯.  3 =1+ 2, 4 =1+3,….
∞fi ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜  ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Pascal
·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ :
11.. √È ·ÚÈıÌÔ› Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜ Â›Ó·È ÔÈ

Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÙÔ˘
‰ÈˆÓ‡ÌÔ˘ · + ‚. 
√È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ ‰ÈˆÓ‡ÌÔ˘
·›˙Ô˘Ó ÛÔ˘‰·›Ô ÚfiÏÔ ÛÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Û˘Ó‰˘·ÛÙÈÎ‹˜ Î·È Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, Î·ıÒ˜ ‰›ÓÔ˘Ó  ÙÔ
Ï‹ıÔ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ÛÙÔ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. (ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 5 ÛÂÏ. 181)

22.. ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î¿ıÂ ÛÂÈÚ¿˜ Â›Ó·È ‰‡Ó·ÌË ÙÔ˘ 2,  .¯.
1= 20, 1+1= 2 = 21, 1+2+1= 4 =22, 1+3+3+1= 8 =23, 1+4+6+4+1=16= 24….

33.. √È ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ¤ÓÙÂ ÚÒÙÂ˜ ÛÂÈÚ¤˜  Â›Ó·È ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÙÔ˘ 11, 
.¯.  1=110,  11=111,  121 =112,  1331=113,  14641 = 114.

44.. ··)) H 1Ë ‰È·ÁÒÓÈ· ÛÂÈÚ¿ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 1.
‚‚)) H 2Ë ‰È·ÁÒÓÈ· ÛÂÈÚ¿ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1, 2, 3, 4,…

ÁÁ)) H 3Ë ‰È·ÁÒÓÈ· ÛÂÈÚ¿ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ˘˜ ÙÙÚÚÈÈÁÁˆ̂ÓÓÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... ‰ËÏ·‰‹
ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ Â›Â‰Ô ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ fiˆ˜ Ù·
·Ú·¿Óˆ Û¯‹Ì·Ù·.

55.. ™ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Pascal ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È  ·ÎfiÌË Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Fibonaci 1, 1, 2, 3,
5,…, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚ‹ıËÎÂ ÙÔÓ 190 ·ÈÒÓ·. 

√È ‰‡Ô ÚÒÙÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ·˘Ù‹˜ Â›Ó·È ÌÔÓ¿‰Â˜, ÂÓÒ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ˜ fiÚÔ˜ ÙË˜
ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÚÔËÁÔ˘Ì¤ÓˆÓ fiÚˆÓ.
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66.. ∞Ó ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï ¯ÚˆÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜
ÌÔÓ¿‰Â˜ Î·È ÙÔ˘˜ ÂÚÈÙÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, fiˆ˜ Ê·›-
ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·, ÙfiÙÂ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ¤Ó· Û¯¤-
‰ÈÔ ÌÂ ÌÈÎÚfiÙÂÚ· Î·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· ÙÚ›ÁˆÓ·. ™¯ËÌ·Ù›-
˙ÂÙ·È ¤ÙÛÈ ¤Ó· fractal Ô˘  Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ÌÂ ÙÔ fiÓÔÌ·
ÙÚ›ÁˆÓÔ Sierprinski.  

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ¶ÂÚÈÔ‰ÈÎfi «∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ ∞ã», ÙË˜ ∂ÏÏËÓÈÎ‹˜

ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ∂Ù·ÈÚÂ›·˜ , ‰È¿ÊÔÚ· ÙÂ‡¯Ë.
– ∞. ∞ÏÌÈÓ›ÛË˜ Î.¿.  ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ °ã °˘ÌÓ·Û›Ô˘.
– E.T. µell, √È ª·ıËÌ·ÙÈÎÔ›, ¶·ÓÂÈÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ú‹ÙË˜,, ÙfiÌÔ˜ π, ∏Ú¿ÎÏÂÈÔ 1995. 
-– Ã·Ó˜ ∂ÓÙÛÂÓÛÌ¤ÚÁÎÂÚ, ∆Ô ÂÈÚ·¯Ù‹ÚÈ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ æ˘¯ÔÁÈfi˜, ∞ı‹Ó· 2000.
– http://mathforum.org/workshops/usi/pascal/pascal.links.htm 
– http://jwilson. coe.uga.edu/ – http://ptri1.tripod.com/

√ ¶ÚfiÎÏÔ˜ (5Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ Ì.Ã.) ÛÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ «™¯fiÏÈÔ ÛÙÔ ÚÒÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙˆÓ ™ÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›-
‰Ë» ·Ó·Ê¤ÚÂÈ ‰˘Ô ÌÂıfi‰Ô˘˜ Â‡ÚÂÛË˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ÛÙËÓ ·Ú¯·›· ∂ÏÏ¿‰·.
∏∏  ÚÚÒÒÙÙËË  ÌÌ¤¤ııÔÔ‰‰ÔÔ˜̃ ·Ô‰›‰ÂÙ·È ÛÙÔ˘˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ˘˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Û¯ËÌ¿ÙÈ˙·Ó ÙÚÈ¿‰Â˜ ·fi ÙÔ˘˜ 

·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  ,  , Ì, fiÔ˘ Ì ÂÚÈÙÙfi˜ Ì = 3, 5, 7,...

(√È ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔÈ Î·È ÔÈ ·Ú¯·›ÔÈ ŒÏÏËÓÂ˜ ‰Â ıÂˆÚÔ‡Û·Ó ÙËÓ ÌÔÓ¿‰· ˆ˜ ·ÚÈıÌfi). ∫·Ù¿ ÙÔ˘˜ 
L. Bunt Î.Ù.Ï ÔÈ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔÈ Î·Ù¤ÏËÍ·Ó ÛÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ·˘ÙÔ‡˜ ·fi ÙËÓ ÂÓ·Û¯fiÏËÛ‹ ÌÂ ÙÔ˘˜
·Ú·ÛÙ·ÙÈÎÔ‡˜ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜).
∏∏  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË  ÌÌ¤¤ııÔÔ‰‰ÔÔ˜̃ ·Ô‰›‰ÂÙ·È ÛÙÔ ¶Ï¿ÙˆÓ· Ô ÔÔ›Ô˜ ¤‰ˆÛÂ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÌÔÚ-

Ê‹˜ + 1, – 1, Ì,  fiÔ˘  Ì ¿ÚÙÈÔ˜ (Ì =  4, 6, 8,…) 

√È Ù‡ÔÈ ÙˆÓ ¶˘ı·ÁÔÚÂ›ˆÓ Î·È ÙÔ˘ ¶Ï¿ÙˆÓ· Â›Ó·È ·ÌÔÈ‚·›· Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ›. 
ªÂ ÙÔ ı¤Ì· ÙˆÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ·Û¯ÔÏ‹ıËÎÂ Î·È Ô ∂∂˘̆ÎÎÏÏÂÂ››‰‰ËË˜̃, Ô ÔÔ›Ô˜ Ì¿ÏÈÛÙ· ÛÙÔ
Ï‹ÌÌ· 1 ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ 28 ÙÔ˘ Ã ‚È‚Ï›Ô˘ ÙˆÓ ™ÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ‰›ÓÂÈ ÌÈ· Ì¤ıÔ‰Ô Â‡ÚÂÛË˜ ‰˘Ô
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Â›Ó·È ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ (‰ËÏ·‰‹ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ-
Â˜ ÙÚÈ¿‰Â˜) ÌÂ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ Î·È ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È Î·È ÔÈ ‰˘Ô
¿ÚÙÈÔÈ ‹ Î·È ÔÈ ‰˘Ô ÂÚÈÙÙÔ›. 
∆Ô Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ·fi ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ï‡ıËÎÂ
ÔÚÈÛÙÈÎ¿ ·fi ÙÔÓ ¢¢ÈÈfifiÊÊ··ÓÓÙÙÔÔ Ô ÔÔ›Ô˜ ÛÙËÚÈ˙fiÌÂÓÔ˜ ÛÂ ÌÈ· Ù·˘ÙfiÙËÙ·, Ë ÔÔ›· ‹Ù·Ó ÁÓˆÛÙ‹ Î·È
ÛÙÔÓ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë, ·Ó·Î¿Ï˘„Â fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ï2 + Ì2, Ï2 – Ì2, 2ÏÌ, fiÔ˘ Ï, Ì ıÂÙÈÎÔ›
¿ÓÈÛÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ  ·ÚÈıÌÔ›, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ· ÙÚÈ¿‰·. ∏ Ï‡ÛË ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ µÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘
∞ÚÈıÌËÙÈÎ¿, ¤Ó· ¤ÚÁÔ ÙÔ ÔÔ›Ô Èı·ÓfiÙËÙ· ÁÚ¿ÊÙËÎÂ ÙÔÓ 3Ô Ì.Ã. ·ÈÒÓ· Î·È ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ÚÔ-
‚Ï‹Ì·Ù· ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔÈ ‹ ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›.
∆Ô Úfi‚ÏËÌ· ÙˆÓ ˘ı·ÁfiÚÂÈˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ, ·ÚfiÏÔ Ô˘ ı˘Ì›˙ÂÈ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÁÈ·
ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· ÛÙËÓ Ô˘Û›· Â›Ó·È ¤Ó· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi Úfi‚ÏËÌ·, ·ÊÔ‡ Û¯ÂÙ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Â‡ÚÂÛË
ÙˆÓ ·Î¤Ú·ÈˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ z2 = x2 + y2. 
ŸÙ·Ó Ï‡ıËÎÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙˆÓ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ÔÏÏ¿ Û˘Ó·Ê‹ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î›ÓËÛ·Ó ÙÔ
ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ÙˆÓ ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ.  ŒÓ·˜ ·fi ·˘ÙÔ‡˜ Ô Pierre de Fermat 
(1601-1665), ÛÙÔ ÂÚÈıÒÚÈÔ ÙÔ˘ ·ÓÙÈÙ‡Ô˘ ÙˆÓ ∞ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ ¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˘ Ô˘ ‰È¤ıÂÙÂ Î·È

Ì2

4
Ì2

4

Ì2 – 1
2

Ì2 + 1
2

ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· Î·È ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜

AÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ 29

1
1 1

1 2

4
10

20

10
6

6 6

4

1
1 3 3 1

1 1
1 5 5 1

1 15
21 35 35 21

15 1
1 7 7 1
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Ï¿È ÛÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi ÙÔ˘ fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  x, y, z, n  ÌÂ n>2 ÒÛÙÂ  xn + yn = zn,
¤ÁÚ·„Â : «Œ¯ˆ ·Ó·Î·Ï‡„ÂÈ ÌÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ı·˘Ì¿ÛÈ· ·fi‰ÂÈÍË, ·ÏÏ¿ ÙÔ ÂÚÈıÒÚÈÔ ·˘Ùfi Â›Ó·È
ÔÏ‡ ÛÙÂÓfi ÁÈ· Ó· ÙÔ ¯ˆÚ¤ÛÂÈ».
∞Ó ‰È¤ıÂÙÂ ‹ fi¯È ÌÈ·Ó ·fi‰ÂÈÍË, ‰ÂÓ ı· ÙÔ Ì¿ıÔ˘ÌÂ ÔÙ¤. ∏ ·Ó·˙‹ÙËÛË fiÌˆ˜ ÁÈ· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ·
·fi 350 ¯ÚfiÓÈ· ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ ·˘Ù‹˜, ÁÓˆÛÙ‹˜ ˆ˜ ÙÙÔÔ  ÙÙÂÂÏÏÂÂ˘̆ÙÙ··››ÔÔ  ııÂÂÒÒÚÚËËÌÌ··  ÙÙÔÔ˘̆
FFeerrmmaatt, Ô˘ «˘‹Ú¯Â Î·È ¯¿ıËÎÂ», Û˘ÓÂÈÛ¤ÊÂÚÂ ÔÏÏ¿ ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. ∏
·fi‰ÂÈÍË ‰fiıËÎÂ ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ 1995 ·fi ÙÔÓ Andrew Wiles.
∂∂ÈÈÛÛ‹‹ÌÌ··ÓÓÛÛËË  
∫·Ù¿ ÙËÓ Ú·ÁÌ¿ÙÂ˘ÛË ÙÔ˘ ı¤Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ Ë Ù¿ÍË ÌÔÚÂ› Ó· ¯ˆÚÈÛÙÂ› ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ Î·È  Î·ıÂÌÈ¿
·fi ·˘Ù¤˜ Ó· ·Û¯ÔÏËıÂ› ÌÂ ÌÈ· ÌfiÓÔ ÂÚ›ÙˆÛË .

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– A. ∞czel: ∆Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Fermat , ÂÎ‰fiÛÂÈ˜  ∆ÚÔ¯·Ï›·, ∞ı‹Ó· 1998. 
– L.Bunt- Ph. Jones - J.Bedient : √È ÈÛÙÔÚÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ,

ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË ÕÓÓ· ºÂÚÂÓÙ›ÓÔ˘, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ °. ∞. ¶ÓÂ˘Ì·ÙÈÎfi˜ , ∞ı‹Ó· 1981
– Th. L.Heath :  πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ∫¤ÓÙÚÔ ŒÚÂ˘Ó·˜ ∂ÈÛÙ‹ÌË˜ Î·È

∂Î·›‰Â˘ÛË˜, ∞ı‹Ó· 2001.
– ∂. ™. ™Ù·Ì¿ÙË  :  πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ,  ∞ı‹Ó· 1975.
– ¶. µÂÚ‡ÎÈÔ˜ : ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ Î·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜, ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ÙË˜ ∂ª∂ «∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ ∞»,

ÙÂ‡¯Ë 37-38.

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 

30 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))
ñ ∞ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÂ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÙÂ˜
££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞ ÙÔ 
·Ó¿Ù˘ÁÌ¿ ÙË˜ ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

11.. ·3 – 1
··.. (· + 4)2 22.. ·3 – 3· + 3·2 – 1
‚‚.. (–4 + ·)2 33.. ·2 + 8· + 8
ÁÁ.. (4· – 3)(4· + 3) 44.. 4·2 – 9
‰‰.. (· – 1)3 55.. ·3 – 3·2 + 3· – 1
ÂÂ.. (· – 1)(·2 + · + 1) 66.. ·2 – 8· + 16

77.. 16·2 – 9
88.. ·2 + 8· + 16 ((22,,55  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µµ.. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· + ‚)3 = ·3 + 3·2‚ + 3·‚2 + ‚3 ((44,,55  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (x + 2y)2 – (y – 2x) � (y + 2x) + (2x – y)2 = 9x2 + 4y2 ((66,,55  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

™ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ∞° = 4x2 – 1, AB = 4x, µ° = 4x2 + 1.        
¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¤ÈÓ·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ.

((66,,55  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µ

4x 4x2 + 1

4x2 – 1
∞ °

™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  ∞∞ ™™ÙÙ‹‹ÏÏËË  ∞∞ α

β
ÁÁ
‰‰
ÂÂ
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™Â ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ ‰ÈÎÙ˘·ÎÔ‡˜ ÙfiÔ˘˜ Î·È ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ÛÙÔ Internet ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ ·ÏÏËÏÂÈ‰Ú·-
ÛÙÈÎ¤˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ (.¯. www.e-yliko.gr ÙÔ˘ Y¶∂¶£, ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜
‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜). ∞ÎfiÌ· ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù¤ÛÙ  ·˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ ÛÙ· ÔÔ›·
ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·ÙÚ¤ÍÂÈ Ô Ì·ıËÙ‹˜ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÂÏ¤ÁÍÂÈ ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

∞fi‰ÂÈÍË ÛËÌ·›ÓÂÈ ÂÍ‹ÁËÛË, ‰È·Û¿ÊËÛË, ÙÂÎÌËÚ›ˆÛË, ÔÚıfi˜ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌfi˜. ∂›Ó·È Ë ÂÈ‚Â‚·›ˆ-
ÛË ÙË˜ ·Ï‹ıÂÈ·˜ Î·Ù¿ ÙÚfiÔ ·Ó·ÌÊÈÛ‚‹ÙËÙÔ Î·È ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ·Ù‹, ¯ÂÈÚÔÈ·ÛÙ‹, ÙÂÎÌË-
ÚÈˆÌ¤ÓË, ·‰È¿ÛÂÈÛÙË, ÂÈÛÙÈÎ‹, ·‰È·ÊÈÏÔÓ›ÎËÙË Î.¿. ™ËÌ·›ÓÂÈ ·ÎfiÌ· ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô (Ì·Ú-
Ù˘ÚÈÎ‹, ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹, ·fi‰ÂÈÍË ‰È· ÙË˜ ÂÈ˜ ¿ÙÔÔÓ ··ÁˆÁ‹˜ Î.Ù.Ï.). ™ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÊÙ¿ÓÂÈ
Î·ÓÂ›˜ ·fi ÙÈ˜ ÚÔÎÂ›ÌÂÓÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ (˘Ôı¤ÛÂÈ˜) ÛÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÌÂ ÂÈ¯ÂÈÚ‹Ì·Ù· ÌÂ Ù¤ÙÔÈÔ
ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ó· ÌËÓ ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÎÂÓfi ÙfiÛÔ ÛÙË Û‡Ó‰ÂÛË ˘Ôı¤ÛÂˆÓ Î·È Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·ÙÔ˜,
fiÛÔ Î·È ÛÙË ‰È·‰Ô¯‹ ÙˆÓ ÂÈ¯ÂÈÚËÌ¿ÙˆÓ.
∆ÔÓ 4Ô ·ÈÒÓ· .X Ô ∞ÚÈÛÙÔÙ¤ÏË˜, ÌÂÏÂÙÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡˜, Ô˘ ‹Ù·Ó ‹‰Ë ÁÓˆÛÙÔ› ·fi
Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ¤ÁÚ·ÊÂ: «….‰ÂÖ ÙfiÓ Ï¤ÁÔÓÙ· Ì‹ Ê¿Ó·È ÌfiÓÔÓ, àÏÏ¿ Î·› Ù‹Ó ·åÙ›·Ó ·éÙÔÜ
Ï¤ÁÂÈÓ Î·› Ì‹ Ù›ıÂÛı·È ÌË‰¤Ó, Ì‹‰’ àÍÈÔÜÓ àÍ›ˆÌ· ôÏÔÁÔÓ, àÏÏ’ ì â·ÁˆÁ‹Ó õ àfi‰ÂÈÍÈÓ
Ê¤ÚÂÈÓ» (∞ÚÈÛÙÔÙ¤ÏË˜, º˘ÛÈÎ¿  £2, 252·22). ¢ËÏ·‰‹ «…Ú¤ÂÈ fiÔÈÔ˜ Ï¤ÂÈ Î¿ÙÈ, Ó· ÌËÓ ÂÚÈÔ-
Ú›˙ÂÙ·È ÛÂ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌÔ‡˜, ·ÏÏ¿ Ó· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Î·È ÛÙËÓ ·ÈÙ›· ÙˆÓ fiÛˆÓ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È Î·È Ó· ÌËÓ
·˘ı·ÈÚÂÙÂ› Ô‡ÙÂ Ó· ·ÍÈÒÓÂÈ Ó· Á›ÓÂÈ ·Ô‰ÂÎÙfi Î·Ó¤Ó· ·Ú¿ÏÔÁÔ ·Í›ˆÌ· ‹ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜, ·ÏÏ¿ Ó·
ÚÔÛÎÔÌ›˙ÂÈ ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ fiÛˆÓ ˘ÔÛÙËÚ›˙ÂÈ.»
™ÙÔ ·fiÛ·ÛÌ· ·˘Ùfi ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ Û·Ê‹ÓÂÈ· Ë È‰È·›ÙÂÚË ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Î·Ù¿ÎÙËÛË˜
ÙË˜ ÁÓÒÛË˜, ÙËÓ ÔÔ›· ·Ô‰¤¯ÔÓÙ·Ó ·ÏÏ¿ Î·È Î·ÏÏÈÂÚÁÔ‡Û·Ó, ÔÈ ÊÈÏfiÛÔÊÔÈ ÛÙÔÓ ·Ú¯·›Ô ÂÏÏË-
ÓÈÎfi ¯ÒÚÔ. ™ÙÔ˘˜ ÚÔÂÏÏËÓÈÎÔ‡˜ ÔÏÈÙÈÛÌÔ‡˜ ÙË˜ ∞Ó·ÙÔÏÈÎ‹˜ ªÂÛÔÁÂ›Ô˘ (µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ–∞ÈÁ‡ÙÈ-
ÔÈ), Ë ÁÓÒÛË ‰Â ÛÙËÚÈ˙fiÙ·Ó ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË, ·ÏÏ¿ ·¤ÚÚÂÂ ·fi ÙËÓ ·˘ıÂÓÙ›· ÙÔ‡ ÈÂÚ·ÙÂ›Ô˘, Ô˘
Î·ÙÂ›¯Â ÙËÓ ÂÍÔ˘Û›·. ∂›¯Â ÂÔÌ¤Óˆ˜ ¯·Ú·ÎÙ‹Ú· ··ÔÔÎÎ··ÏÏ˘̆ÙÙÈÈÎÎfifi. ∞˘Ù‹ ‹Ù·Ó Ë ÌÔÚÊ‹ Ù‹˜ ÁÓÒÛË˜
Ô˘ Ù·›ÚÈ·˙Â ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÛÙÈ˜  ‰ÂÛÔÙÈÎ¤˜ Î·È ıÂÔÎÚ·ÙÈÎ¤˜ ÂÎÂ›ÓÂ˜ ÎÔÈÓˆÓ›Â˜. ŸÌˆ˜, Ô ∂ÏÏË-
ÓÈÎfi˜ ÔÏÈÙÈÛÌfi˜, ÂÎÊÚ·ÛÙ‹˜ ÈÛÙÔÚÈÎÒÓ ·Ó·ÙÚÔÒÓ Î·È ·Ó·Î·Ù·Ù¿ÍÂˆÓ, ·fi ÙÔÓ 6Ô .Ã. ·ÈÒÓ·
Î·ıÈ¤ÚˆÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ÛÙ¿ÛË ·¤Ó·ÓÙÈ ÛÙË ÁÓÒÛË ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ÊÈÏÔÛÔÊ›·˜ Î·È ÙÔ
¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙÔ Ì‡ıÔ ÛÙÔ ÏfiÁÔ. ∞¤ÎÚÔ˘ÛÂ ÙË ÛÙ‹ÚÈÍ‹ ÙË˜ ÁÓÒÛË˜ ÛÙËÓ ·˘ıÂÓÙ›· Î·È ÂÈ˙‹-
ÙËÛÂ ÙË ÛÙ‹ÚÈÍË ÙË˜ ÛÙËÓ ÏÔÁÈÎ‹ Ô˘ ·Ó·‰Â›¯ıËÎÂ Ì¤Û· ·fi ÙËÓ ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ ·ÙfiÌÔ˘. ŒÙÛÈ, Ë
ÁÓÒÛË ¤·„Â Ó· ·ÔÙÂÏÂ› ÂÈı·Ó·ÁÎ·ÛÌfi ÁÈ· ÙÔÓ ÌÂÏÂÙËÙ‹, Ô ÔÔ›Ô˜ ÌÂ ‰ÈÎ‹ ÙÔ˘ Ï¤ÔÓ Â˘ı‡-
ÓË, ·ÊÔ‡ ÂÈÛıÂ›, ÙËÓ ·Ô‰¤¯ÂÙ·È. ∏ ÓÂ˘Ì·ÙÈÎ‹ ·˘Ù‹ ‰ÈÂÚÁ·Û›·, Ô˘ ÈÛÙÔÚÈÎ¿ ÚˆÙÔÂÌÊ·Ó›-
˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ· «·fi‰ÂÈÍË» Î·È «·Ô‰ÂÈÎÙÈÎfi˜
Û˘ÏÏÔÁÈÛÌfi˜» Î·È ıÂˆÚÂ›Ù·È Ë ·Ú¯‹ ÙË˜ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ‹˜ ÛÎ¤„Ë˜. ∏ ‰ËÌfiÛÈ· ÎÚÈÙÈÎ‹ Û˘˙‹ÙËÛË
ÙˆÓ ·fi„ÂˆÓ ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙË˜ fiÏË˜, ÁÓÒÚÈÛÌ· ÙË˜ ‰ËÌÔÎÚ·Ù›·˜, ··ÈÙÔ‡ÛÂ ÂÈ¯ÂÈÚ‹Ì·Ù· ÁÈ·
ÙËÓ ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍ‹ ÙÔ˘˜ Î·ıÒ˜ Ë ‰ËÌfiÛÈ· ·Ô‰Ô¯‹ ‹ Ë ÎÚÈÙÈÎ‹ ÙˆÓ È‰ÂÒÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Û·Ó Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜
‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ ÓÔÌÈÌÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘˜. 
∏ ÚÒÙË ·fi‰ÂÈÍË ÛÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·Ô‰›‰ÂÙ·È ÛÙÔÓ £·Ï‹ ÙÔÓ ªÈÏ‹ÛÈÔ (624-547
. Ã), Ô ÔÔ›Ô˜ ·¤‰ÂÈÍÂ fiÙÈ Ë ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ ¯ˆÚ›˙ÂÈ ÙÔÓ  Î‡ÎÏÔ ÛÂ ‰˘Ô ›Û· Ì¤ÚË. ∞fi ÙfiÙÂ Ë ·fi-
‰ÂÈÍË ¤‚·ÏÂ ÛÙ¤ÚÂ· ıÂÌ¤ÏÈ· ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ¤·ÈÍÂ Î·ıÔÚÈÛÙÈÎfi ÚfiÏÔ
ÛÙËÓ ÂÍ¤ÏÈÍ‹ ÙÔ˘˜. ∏ ·fi‰ÂÈÍË Û˘Ó¤‚·ÏÂ ·ÎfiÌË ÛÙË ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›·, fi¯È ÌfiÓÔ Ó¤ˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
ıÂˆÚÈÒÓ, ·ÏÏ¿ Î·È Ó¤ˆÓ ÎÏ¿‰ˆÓ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË Î·ıfiÚÈ-
ÛÂ ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· Ù‹˜ ·ÓıÚˆfiÙËÙ·˜.

™¯¤‰ÈÔ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜
£∂ª∞: ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ «·fi‰ÂÈÍË˜»

πnternet Î·È ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ – √È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜
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«∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜» ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ı¤Ì· ÁÈ· ÙËÓ ÔÚÁ¿ÓˆÛË Î·È ·Ó¿Ù˘ÍË
ÂÓfi˜ Û¯Â‰›Ô˘ ÂÚÁ·Û›·˜. ™ÎÔfi˜ ÙË˜ ÂÚÁ·Û›·˜ ·˘Ù‹˜ ı· Â›Ó·È Ë ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÙÔ˘ ÚfiÏÔ˘ Ù‹˜ ·fi-
‰ÂÈÍË˜ ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ˙ˆ‹, ÛÙÔÓ ÔÏÈÙÈÎfi ÏfiÁÔ, ÛÙÔ Ì¿ıËÌ· ÙË˜  °ÏÒÛÛ·˜, ÙË˜ πÛÙÔÚ›·˜, ÙˆÓ
ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ.
∂∂ÓÓ‰‰ÂÂÈÈÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÈÈÛÛËËÌÌ¿¿ÓÓÛÛÂÂÈÈ˜̃
∏ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ·fi‰ÂÈÍË ı· Á›ÓÂÈ Î·Ï‡ÙÂÚ· ·ÓÙÈÏËÙ‹ Ì¤Û· ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ
ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎÒÓ-ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ-
Ô‡Û·Ó ÔÈ Ï·Ô› Ù‹˜ ªÂÛÔÔÙ·Ì›·˜ ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ Ù· ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙˆÓ ·Ú¯·›ˆÓ ∂ÏÏ‹-
ÓˆÓ Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ÙËÓ Î‡ÚÈ· È‰¤· ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ·fi‰ÂÈÍË˜. ∆Ô ı¤Ì· ı· ÔÏÔÎÏËÚˆıÂ› ÌÂ ÙË
¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ Û˘ÏÏÔÁÈÛÙÈÎ‹ Î·È Ú·ÎÙÈÎ‹ (.¯. ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜
ÂÓÔ¯‹˜ – ·ıˆfiÙËÙ·˜ ÛÙÔ ‰ÈÎ·ÛÙ‹ÚÈÔ, Î.Ù.Ï.). 

¶¶ÚÚÔÔÙÙÂÂÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÂÂ˜̃  ‰‰ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃
√È Ì·ıËÙ¤˜ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Ó· ¯ˆÚÈÛÙÔ‡Ó ÛÂ 33  ÔÔÌÌ¿¿‰‰ÂÂ˜̃.
∏∏  ÚÚÒÒÙÙËË  ÔÔÌÌ¿¿‰‰·· ı· ·Û¯ÔÏËıÂ› ÌÂ ÙËÓ ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ÂÍ¤ÏÈÍË ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. £·
‰ÈÂÚÂ˘Ó‹ÛÂÈ Ù· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¿ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¿ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙˆÓ µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ Î·È ÙˆÓ ∞ÈÁ˘Ù›ˆÓ
·fi Ù· ÔÔ›· ·Ô˘ÛÈ¿˙ÂÈ Ë ·fi‰ÂÈÍË (ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ¿˘ÚÔ ÙÔ˘ ƒÈÓÙ
(Rhind) Î·È ÙÈ˜ ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î¤˜ ÈÓ·Î›‰Â˜), Î·ıÒ˜ Î·È ÙÈ˜ ··Ú¯¤˜ ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ·fi‰ÂÈÍË˜
·fi ÙÔ˘˜ ·Ú¯·›Ô˘˜ ŒÏÏËÓÂ˜ (£·Ï‹˜, ¶˘ı·ÁfiÚ·˜, ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ Î.¿.). ∆Ë ‰È·ÊÔÚÔÔ›ËÛË ·˘Ù‹
Ú¤ÂÈ Ó· ÙË Û˘Ó‰¤ÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÔÚÁ¿ÓˆÛË Î·È ÙË ‰ÔÌ‹ ÙˆÓ ÎÔÈÓˆÓÈÒÓ ÙÔ˘˜ ( Ì·˙ÈÎ‹ ÎÔÈÓˆÓ›·,
‰ÂÛÔÙÈÛÌfi˜ Î·È ıÂÔÎÚ·Ù›· ÛÂ ·ÓÙÈ‰È·ÛÙÔÏ‹ ÌÂ ÙËÓ ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙË˜ ·Í›·˜ ÙË˜ ÚÔÛˆÈÎfiÙËÙ·˜ Î·È
ÙË ‰ËÌÔÎÚ·Ù›·).
∏∏  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË  ÔÔÌÌ¿¿‰‰·· ı· ·Û¯ÔÏËıÂ› ÌÂ ÙË ¤ÓÓÔÈ· Î·È ÙË ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜:
™ÙÔ Ì¿ıËÌ· ÙË˜ °ÏÒÛÛ·˜: ¡· ˙ËÙËıÂ› Ë ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ÁÈ· ÙËÓ ·ÈÙÈÔÏfiÁËÛË ÌÈ·˜
¿Ô„Ë˜, ÙËÓ ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍË ÌÈ·˜ ı¤ÛË˜, ÙË ‰ÈÂ˘ÎÚ›ÓÈÛË-ÂÂÍ‹ÁËÛË ÂÓfi˜ ı¤Ì·ÙÔ˜, ÙË ÚÔ‚ÔÏ‹
ÂÈ¯ÂÈÚËÌ¿ÙˆÓ, ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÒÓ Î.Ù.Ï. ÂÎ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ÔÌÔ‡ ÂÓfi˜ ÌËÓ‡Ì·ÙÔ˜. ¡·
˙ËÙËıÂ› Ó· ·ÛÎ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÎÚÈÙÈÎ‹ ÛÙËÓ ÂÈıÒ ÂÓfi˜ ¿ÏÏÔ˘ ÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ ˆ˜ ‰¤ÎÙÂ˜ ÂÓfi˜
ÌËÓ‡Ì·ÙÔ˜. ªÔÚÂ› Ó· ÙÔ˘˜ ˙ËÙËıÂ› ·ÎfiÌ· Ó· ÁÚ¿„Ô˘Ó ÌÈ· ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÌÂ ·ÈÙÈÔÏfiÁËÛË ÂÓfi˜
ı¤Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÈÏÂÁÂ› ·fi ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜.  
™ÙËÓ πÛÙÔÚ›·: ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ÁÈ· ÙËÓ ·Ó¿‰ÂÈÍË ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ì¤Û· ·fi ÙË ¯Ú‹ÛË ËÁÒÓ Î·È
ÈÛÙÔÚÈÎÒÓ Ì·ÚÙ˘ÚÈÒÓ Î·È ÙËÓ ÙÂÎÌËÚ›ˆÛË ÈÛÙÔÚÈÎÒÓ ÎÚ›ÛÂˆÓ.
™ÙËÓ ∞Ú¯·ÈÔÏÔÁ›·: ÃÚËÛÈÌÂ‡ÂÈ ÛÙË ¯ÚÔÓÔÏÔÁÈÎ‹ Î·Ù¿Ù·ÍË Â˘ÚËÌ¿ÙˆÓ, ÛÙË ‰È·Ù‡ˆÛË
ÔÚÈÛÌ¿ÙˆÓ, ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎÒÓ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ Î.¿. 
™ÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ˙ˆ‹ (ÛÙÈ˜ ÂÌÔÚÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÏÏ·Á¤˜, ÛÙÔ ‰ÈÎ·ÛÙ‹ÚÈÔ, ÛÙË ‰È·Ê‹ÌÈÛË Î.Ù.Ï.).
∏∏  ÙÙÚÚ››ÙÙËË  ÔÔÌÌ¿¿‰‰·· ı· ÂÓÙÔ›ÛÂÈ Ù· Â›‰Ë ÙˆÓ ·Ô‰Â›ÍÂˆÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ 
(Â˘ıÂ›· – ¿ÌÂÛË ·fi‰ÂÈÍË,  ··ÁˆÁ‹ ÛÙÔ ¿ÙÔÔ, Î.Ù.Ï.), fiˆ˜ Ù· ¤Ì·ı·Ó Ì¤Û· ·fi Ù· Û¯ÔÏÈÎ¿
ÙÔ˘˜ ‚È‚Ï›· Î·È ı· Ù· Û˘Ó‰¤ÛÂÈ ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÌÔÚÊ¤˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÛÙË
ÁÏÒÛÛ·. ∞ÎfiÌ· ÌÔÚÂ› Ó· ÙÔ˘˜ ˙ËÙËıÂ› Ó· ‚ÚÔ˘Ó Î·È ¿ÏÏ· Â›‰Ë ·Ô‰Â›ÍÂˆÓ,  .¯. ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¤˜
·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ‰ËÏ·‰‹ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ‰›¯ˆ˜ ÏfiÁÈ·.

¶¶ËËÁÁ¤¤˜̃:: ¢È·‰›ÎÙ˘Ô, ‚È‚Ï›· ÈÛÙÔÚ›·˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÏÂÍÈÎ¿, ÂÁÎ˘ÎÏÔ·›‰ÂÈÂ˜ Î.·. ™˘ÌÏË-
ÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È Î·È Ù· ÂÍ‹˜ ‚È‚Ï›·:
– £Âfi‰ˆÚÔ˜ ∂Í·Ú¯¿ÎÔ˜ : πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÙfiÌÔ˜ ∞ã, ∆· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙˆÓ 

µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ Î·È ÙˆÓ ∞Ú¯·›ˆÓ ∞ÈÁ˘Ù›ˆÓ, ∞ı‹Ó· 1997.  
– ªÔrris ∫line : ∆· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙÔ ¢˘ÙÈÎfi ÔÏÈÙÈÛÌfi, ÙfiÌÔ˜ ∞ã,  ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ò‰ÈÎ·˜. 
– √. Neugebauer : √È ıÂÙÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯·ÈfiÙËÙ·, µã ¤Î‰ÔÛË, ªÔÚÊˆÙÈÎfi ÿ‰Ú˘Ì·

∂ıÓÈÎ‹˜ ∆Ú·¤˙Ë˜, ∞ı‹Ó· 1990. 
– B.L. van der Waerden : ∏ ·Ê‡ÓÈÛË ÙË˜ ÂÈÛÙ‹ÌË˜ (∞ÈÁ˘ÙÈ·Î¿, µ·‚˘ÏˆÓÈ·Î¿ Î·È ∂ÏÏËÓÈÎ¿

ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿) ¶·ÓÂÈÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ú‹ÙË˜, ∏Ú¿ÎÏÂÈÔ 2000.
– πÛÙÔÚ›· ÙÔ˘ ∂ÏÏËÓÈÎÔ‡ ŒıÓÔ˘˜, ∫Ï·ÛÈÎfi˜ ∂ÏÏËÓÈÛÌfi˜ (2), ÛÂÏ 523, ∂Î‰ÔÙÈÎ‹ ∞ıËÓÒÓ.
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ªÂ ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜ Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙˆÓ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ
·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Á›ÓÂÙ·È Â‡ÎÔÏ· Î·È ÁÚ‹ÁÔÚ·. ¢›ÓÂÙ·È ¤ÙÛÈ Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ˜ Ô ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜
·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ·fi ¿ıÚÔÈÛÌ· ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ. 
™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÂÚÒÙËÌ· Ì¤Û· ·fi ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÁÓˆÛÙ‹˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ 
R2 – Ú2 = (R + Ú)(R – Ú) ı· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÙË ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ ÛÙÔÓ
˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜ ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜. 

ªÂ ÙËÓ  ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹ (ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi) ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÌÈ·˜
·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃ Î·ÓfiÓˆÓ. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÛÂ ı¤ÛË Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘Ó ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, fiÙ·Ó ÛÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ˘¿Ú¯ÂÈ:

··.. KÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÛÂ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ‹ ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ fiÚˆÓ 
‚‚.. ¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ            
ÁÁ.. ¢È·ÊÔÚ¿ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ  
‰‰.. ∞Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.       
ÂÂ.. ∆ÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  x2+(· + ‚)x + ·‚

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ Ë ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ Â›Ó·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜
·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÂÓfi˜ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘. ŒÙÛÈ, ·Ó Ë ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· Î·È ÔÈ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ÁÚ·ÊÔ‡Ó ·fi
«‰ÂÍÈ¿» ÚÔ˜ Ù· «·ÚÈÛÙÂÚ¿», ‰Â›¯ÓÔ˘Ó Ò˜ ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Á›ÓÂÙ·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ. ªÂ
ÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË ·˘Ù‹ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó fiÙÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÏ¿-
˙ÂÈ ÌfiÓÔ Ë ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜. 

– ∏ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ·ÛÙÂ› ÌfiÓÔ Û·Ó ÌÈ· ÙÂ¯ÓÈÎ‹.
√È Ì·ıËÙ¤˜ ı· ÂÈÛÙÔ‡Ó Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó Ì’ ·˘Ù‹ fiÙ·Ó ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÛÔ ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô
Â›Ó·È ÁÈ· ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. ∏ ÛËÌ·Û›· ÙË˜ ·Ó·‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Ì¤Û· ·fi ÙËÓ
Â›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 3,11) Î·È ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2, ·ÛÎ‹-
ÛÂÈ˜ 17, 18, 22, 24) . ™Â ÂfiÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· ı· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÙË ÛËÌ·Û›· ÙË˜ ÛÙËÓ ·ÏÔÔ›Ë-
ÛË Î·È ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. 

– ¡· ÌË ‰È·ÙÂıÂ› ÔÏ‡˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î·È ÙËÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÚÈˆÓ‡-
ÌÔ˘, ÁÈ·Ù› ÛÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ˘¿Ú¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎ‹ ÂÓfiÙËÙ·.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÙÚÈÒÓ˘Ì· Ô˘ ‰ÂÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È ¿ÏÏ· Ô˘  ÌÂ ÙË
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Ì¤ıÔ‰Ô ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ‰‡ÛÎÔÏ·, .¯.  2x2-5x-3,…….

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

1.6. ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ (7 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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11.. · – Á – ÛÙ – ˙       
22..    ··)) x + 2,   ‚‚)) 3· – y,   ÁÁ)) 6x   ‰‰)) x – 2,    ÂÂ)) x +1,  ÛÛÙÙ)) x – 2
33.. Á   
44.. ™ –  § –  ™ –  § –  ™ – §     
55.. ™ˆÛÙfi     
66.. ··)) ·2 + 2· + 4,    ‚‚)) ·2 – 3· +9,    ÁÁ)) 4x2 + 2x +1,   ‰‰)) 1 – 5y +25y2

77.. § – ™ – § – ™     88..  ··)) x + 3,   ‚‚)) 2· – 1,   ÁÁ)) y2 – 1,   ‰‰)) 5 + x3 99..  Á

1100..

1111.. ··)) (x +·)(x +2), ‚‚)) (x + ��2)(x + ��3) 

11.. ··)) ¶Ò˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔÔıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· Ù¤ÛÛÂÚ· Û¯‹-
Ì·Ù· ÒÛÙÂ Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ. 

‚‚)) ¶ÔÈÂ˜ ı· Â›Ó·È ÔÈ  ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘;                            

(∞: √È ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ı· Â›Ó·È  · + ‚, · + Á, ·ÊÔ‡ 
·2 + ·‚ + ‚Á +·Á = (·+‚)(·+Á)

22..  ··)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·2‚ – · + ‚ – ·‚2.
‚‚)) ∞Ó ÁÈ· ÙÔ˘˜ ¿ÓÈÛÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÈÛ¯‡ÂÈ:   ·2‚ – ·  = ·‚2 – ‚,  Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ  fiÙÈ ÔÈ 

·ÚÈıÌÔ› ·, ‚ Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.                           
(A: ·2‚ – · + ‚ – ·‚2 = (· – ‚)(·‚ – 1))

33.. ∞Ó ‰˘Ô ·Î¤Ú·ÈÔÈ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ÌÂ ÙÔ 6 ‰›ÓÔ˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ˘fiÏÔÈÔ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ, Ë
‰È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 12.

(A: · = 6Î + ˘,  ‚ = 6Ï + ˘,   ·2 – ‚2 =….= 12 (Î – Ï) (3Î + 3Ï + ˘) 

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

(x + 2)(x – 1)–121–2

(x – 2)(x + 1)1–2–1–2

(x + 2)(x + 3)3256

(x + 6)(x – 1)–165–6

(x – 1)(x – 2)–2–1–32

(x +1)(x + 2)2132

((xx++··))((xx++‚‚))‚‚····  ++  ‚‚··‚‚

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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44.. ∞Ó ·Ê‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÛÒÌ· Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞,
ÙfiÙÂ Ì¤¯ÚÈ Ó· ÊÙ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ı· ÌÂÛÔÏ·‚‹ÛÂÈ
¯ÚfiÓÔ˜ t1 sec. ∞Ó ÙÔ ·Ê‹ÛÔ˘ÌÂ Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
µ, ı· ÌÂÛÔÏ·‚‹ÛÂÈ ¯ÚfiÓÔ˜ t2 Ô˘ Â›Ó·È 2 sec
ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜. 
∞Ó ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ¯ÚfiÓˆÓ t1, t2 Â›Ó·È 6 sec, Ó·
˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ∞µ. (g = 10m/sec).

(A: ∞µ = g(t12-t22) =…= 60m)

√È Ì·ıËÙ¤˜ Â›Ó·È ÂÍÔÈÎÂÈˆÌ¤ÓÔÈ ÌÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi, ÁÈ·Ù› ·Ó¿ÏÔÁÔ Â›Ó·È Î·È ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
2 ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.2

55.. ∞Ó ÛÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° (A = 90Æ) Â›Ó·È: 
µ¢ = 12cm, µ∂ = 27 cm, Ó· ÂÍËÁ‹ÛÂÙÂ ÁÈ·Ù› ∞µ = 18 cm

(A: ∞µ2 = µ°2 – Ú2 =  … = B¢ � µE =182)

66.. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) O ·ÚÈıÌfi˜  Î2 + Î  Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜, fiÔ˘ Î ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜.
‚‚)) √ ·ÚÈıÌfi˜ Î2 + 7Î Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜, fiÔ˘ Î ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜.
ÁÁ)) ∆Ô ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÂÓfi˜ ÂÚÈÙÙÔ‡ ·ÎÂÚ·›Ô˘ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ ‰È· 8 ‰›ÓÂÈ ˘fiÏÔÈÔ 1.

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›-

ËÛË˜ ÌÂ ÙË ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· – ∫ÔÈÓfi˜
·Ú¿ÁÔÓÙ·˜.

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∫ÔÈÓfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ ÔÌ¿‰Â˜.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5, 6, 7.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢È·ÊÔÚ¿ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4, 5.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 8, 9, 10, 11.

44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢È·ÊÔÚ¿ – ÕıÚÔÈÛÌ· Î‡‚ˆÓ
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6, 7.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 12, 13, 14.

55ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∞Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 8, 9.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 15, 16, 17, 18.

66ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∆ÚÈÒÓ˘ÌÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

x2 +(· + ‚)x + ·‚ = 0
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 10, 11.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 19, 20, 21.

77ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂·Ó¿ÏË„Ë – Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 22, 23, 24.
– °ÂÓÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 10.

((77  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.6

1
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™ÙÔ ÚÒÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÊÔ‡ Î¿ÓÔ˘Ó ÙË ‰È·›ÚÂÛË ı· ÁÚ¿„Ô˘Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›-
‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ (325 = 19 � 17 + 2 ‰ËÏ·‰‹ ¢ = ‰ �  + ˘). ∆ËÓ ÈÛfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ı· ÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ-
‹ÛÔ˘Ó ÁÈ· Ó· ··ÓÙ‹ÛÔ˘Ó ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÂÚÒÙËÌ· (¢(x) = ‰(x) � (x) +˘(x).) ∞ÊÔ‡ Î¿ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ Ú¿-
ÍÂÈ˜ Î·È ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘Ó ÙÔÓ ‰È·ÈÚÂÙ¤Ô ¢(x), ı· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó ÙËÓ ·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ‰È·›ÚÂ-
ÛË˜, fiÙ·Ó Í¤ÚÔ˘Ó Ù· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ¢(x) Î·È ‰(x) Î·È ·Ó·˙ËÙÔ‡Ó Ù· (x) Î·È ˘(x).

ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙÔ ËÏ›ÎÔ Î·È ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ‰˘Ô ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ
Î·È Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜.

ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó fiÙÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÂÓfi˜ ¿ÏÏÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È Ó· ÌÔÚÔ‡Ó
Ó· ÙÔ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó. 

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

1.7. ¢È·›ÚÂÛË ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (3 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜
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¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

ñ ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜.
··)) 5x2 + 15xy –10xˆ – 25x = 5x (……………………..)
‚‚)) · (x3 + 2) – ‚ (x3 + 2) + (x3 + 2) = (………..)(………….)
ÁÁ)) 25x2 – 9  =  (…….-.3)(…....+ 3)
‰‰)) 16x2 – 24x + 9  =(……..….)2

ÂÂ)) x2 + (3 + 2)x  + 3 � 2 = (……..)(…..…)                                ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µµ.. ¡· ¯·Ú·¯ÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó Â›Ó·È Ï·Ó-
ı·ÛÌ¤ÓÂ˜
··)) x2 (· + ‚) – (· +‚)  = (· + ‚)x2 ‚‚)) 9 – 6· +·2 = (· – 3)2. 
ÁÁ)) x3+1=(x + 1)(x2 + x + 1).                                                            ((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))    

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

··)) ¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË  3x3 – 12x.                 ((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  
‚‚)) ¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË    4x3 = 12x +  x3.                           ((33,,55  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

¡· ·Ú·ÁÔÓÙÔÔÈ‹ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜:
∞ = x4 – x2,    B = x3 + 2x2 – x – 2   Î·È   A – B.                         ((66,,55  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))
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– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ËÏ›ÎÔ˘ Â›Ó·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ‚·ıÌÒÓ ÙÔ˘ ‰È·ÈÚ¤ÙË ·fi ÙÔ 
‰È·ÈÚÂÙ¤Ô (EÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2).

– ∏ ÌÔÓ·‰ÈÎfiÙËÙ· ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ (x) Î·È ˘(x) ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È ·Ó ˘(x) = 0 ‹ ·Ó 
‚·ıÌfi˜ ˘(x) < ‚·ıÌfi˜ ‰(x).

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› Ë ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙË˜ Ù¤ÏÂÈ·˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÛÙËÓ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË (·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
1, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 9, 10, 11).

– ∏ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ˘ÔÏÔ›Ô˘ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ ÙÔ x – Ú  ¯ˆÚ›˜ Ó· Á›ÓÂÈ Ë ‰È·›-
ÚÂÛË ‰ÂÓ Û˘ÌÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÛÙË ‰È‰·ÎÙ¤· ‡ÏË ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ·˘Ù‹˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰È‰·ÛÎ·-
Ï›· Ó· ÌËÓ ÂÂÎÙ·ıÂ› ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛ‹ ÙÔ˘. 

11.. ii))  ‰‰,,    iiii))  Á,   iiiiii)) ‚     22.. 5 – 5 – 9        33.. ™ – § – § – ™ – ™

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· ı˘ÌËıÂ› Ô Ì·ıËÙ‹˜ Ò˜ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È Ô ª.∫.¢ ıÂÙÈ-
ÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· Ô‰ËÁËıÂ› ÛÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ∂.∫.¶. Î·È
ª.∫.¢ ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Î·È ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ.

¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙÔ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ ª.∫.¢ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ
(ÌÔÓˆÓ‡ÌˆÓ Î·È ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ).

– H ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ∂.∫.¶. Î·È ª.∫.¢ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜,
fiÙ·Ó ·Ó·Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ¤¯Ô˘Ó ·ÚÈıÌËÙÈÎÔ‡˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ıÂÙÈ-
ÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. 

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ∂.∫.¶. Î·È ÙÔ˘ ª.∫.¢. ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ Á›ÓÂÙ·È ·ÊÔ‡ ÚÒÙ· ·Ó·-
Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÚÒÒÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ. 

– ¡· ÌË Á›ÓÂÈ Î·Ù¿¯ÚËÛË  ÌÂ ∂∫¶ ·ÊÔ‡ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ı· ˘Ô¯ÚÂˆıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
Ï‡ÛÔ˘Ó ÛÙÈ˜ ÂfiÌÂÓÂ˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜.

11.. ·±4, ‚±2, Á±1 33..  ·±2, ‚±4, Á±3
22.. 44..

3(x – 2)3x3(x – 2)23x272x5(x – 1)28x5(x – 1)8x5

2(x – 2)x3(x – 2)x29x2(x – 1)22x2(x – 1)4x3(x – 1)

6(x – 2)2x(x – 2)23x18x2(x – 1)26x2(x – 1)12x3

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

1.8. ∂.∫.¶. – ª.∫.¢ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ (1 ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ·)

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· «·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó» ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÈ· ÚËÙ‹ ·ÏÁÂ‚ÚÈ-
Î‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Î·È fiÙÂ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ, Ô˘ ÚÔËÁÔ‡-
ÓÙ·È, ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÂ Î·È Ò˜ Á›ÓÂÙ·È Ë ·ÏÔÔ›ËÛË ÂÓfi˜ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ ›‰ÈÔ
ı· ÌÂÙ·Ê¤ÚÔ˘Ó ÛÙËÓ ·ÏÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. 

¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜: 
ñ ¶ÔÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ï¤ÁÂÙ·È ÚËÙ‹ Î·È fiÙÂ ·˘Ù‹ ÔÚ›˙ÂÙ·È.
ñ ¡· ·ÏÔÔÈÔ‡Ó ÚËÙ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.  

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› È‰È·›ÙÂÚ· fiÙÈ ··ÏÏÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ÛÛËËÌÌ··››ÓÓÂÂÈÈ  ‰‰ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË Î·È ÙˆÓ ‰˘Ô fiÚˆÓ ÙÔ˘  ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜
ÌÂ ÙÔÓ ÎÔÈÓfi ÙÔ˘˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ·ÏÔÔ›ËÛË ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Á›ÓÂÙ·È fiÙ·Ó Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ Î·È Ô ·ÚÔÓÔ-
Ì·ÛÙ‹˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓ· (∂ÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2).

– ™ÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ‚·ÛÈÎfi˜ ÛÙfi¯Ô˜ Â›Ó·È Ë ·ÏÔÔ›ËÛË Î·È fi¯È Ë Â‡ÚÂÛË ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÁÈ· ÙÈ˜
ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÔÈ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙˆÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ‰›ÓÔÓÙ·È,
ÂÓÓÔÂ›Ù·È fiÙÈ ‰ÂÓ ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙Ô˘Ó ÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹. √È ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ› ÁÈ· ÙÈ˜
‰˘Ó·Ù¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÚËÙ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜, Ó· ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÂÊfiÛÔÓ ÙÔ‡ÙÔ ˙ËÙÂ›Ù·È Î·È
fi¯È ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË. 

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÔ‡Ó Ù· Û˘ÓËıÈÛÌ¤Ó· Ï¿ıË Ô˘ Î¿ÓÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·Ù¿ ÙËÓ ·ÏÔÔ›ËÛË ÚËÙÒÓ
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ:

.¯. = y ‹ = (™¯ÂÙÈÎ‹ Â›Ó·È Î·È Ë ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2) 

11.. ·±6, ‚±3, Á±4, ‰±1, Â±5 22..  § – ™ – ™ – § – ™ – §

33..  ··)) x – 2, ‚‚)) , ÁÁ)) x + 1, ‰‰)) x, ÂÂ)) 2(· + ‚), ÛÛÙÙ)) (x + 2)2

44.. fi¯È ÁÈ·Ù› Ú¤ÂÈ Î·È x � 0.

11.. ¡· ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÙÂ Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·:

··)) , ‚‚)) (A: ·) ,   ‚) )
22.. ŒÓ· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ x2 + 5x +6 Î·È Ì‹ÎÔ˜ x + 3. ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘;

(∞: x + 2)

3
2

3
2

3x + 6x + 9x ... + 300x
2x + 4x + 6x ... + 200x

3 + 6 + 9 ... + 300
2 + 4 + 6 ... + 200

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

· – ‚
· + ‚ 

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

x
y

x + 2/
y + 2/

3x/  + y
3x/  

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··

1.9. ƒËÙ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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33.. ¡· ·ÏÔÔÈËıÂ› ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·  .                      (A: )
44.. ¡· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÎÏ¿ÛÌ· ÙË˜ 1Ë˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯fi ÙÔ˘ ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ ÎÏ¿ÛÌ·

·fi ÙË 2Ë ÁÚ·ÌÌ‹.

··)) , ‚‚)) , ÁÁ)) , ‰‰))

11.. , 22.. , 33.. x – 1, 44.. x + 1, 55.. , 66.. x 

(∞: · ± 4, ‚ ± 6, Á ± 3, ‰ ±1)

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ‡˜ Î·ÓfiÓÂ˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÔÏ-
Ï·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù· Î·È ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘Ó
Î·È Ó· ‰È·ÈÚÔ‡Ó ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘Ó Î·È Ó· ‰È·ÈÚÔ‡Ó ÚËÙ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó·
ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘Ó Û‡ÓıÂÙ· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÛÂ ·Ï¿. 

– √È Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ Ù· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÓÔÓÙ·È fiÙ·Ó Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ·Ó¿ÁˆÁÔ
ÎÏ¿ÛÌ·. ŒÙÛÈ, ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Á›ÓÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜. 

– ∆· Û‡ÓıÂÙ· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· Ó· ÂÍËÁËıÔ‡Ó ˆ˜ ‰È·›ÚÂÛË ‰˘Ô ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÁÈ· Ó· Î·Ù·ÓÔË-
ıÂ› Î·Ï‡ÙÂÚ· Ô Î·ÓfiÓ·˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ù· ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘ÌÂ ÛÂ ·Ï¿. 

11.. § – ™ – § – ™ – ™ – § – § – ™ 22..    ··))  2x, ‚‚))  xy,   ÁÁ))  4x, ‰‰))  , ÂÂ))  , ÛÛÙÙ)) y

11.. ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ Î¿ıÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ‹ ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË.

··)) � = , ‚‚)) � = ,    ÁÁ)) = 1 + 2x
3y

21+�y
3
x

7
x + 4

x
x + 4

7
x

x � x + 2
3y

x + 2
y

x
3

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

x + 2
x – 1

x – 1
x + 2

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

¶¶ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ··ÛÛÌÌfifi˜̃  ––  ¢¢ÈÈ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ((11  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··))∞

1.10. ¶Ú¿ÍÂÈ˜ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ

x2 – x
x2 – 1

1
x – 1

x
x + 1

x2 – x
x2 – 1

x2 – x
x

x2 – x
x – 1

x2 + x
x

x + 1
x2 + x + 1

x3 + 1
x4 + x2 +1
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‰‰)) x :: = , ÂÂ)) = , ÛÛÙÙ)) :: = 

(∞: § – ™ – § – § – § – ™) 

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÍÈÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈ· ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË – ·Ê·›ÚÂ-
ÛË ÔÌÒÓ˘ÌˆÓ  Î·È ÂÙÂÚÒÓ˘ÌˆÓ  ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó  ÛÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜
Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘Ó Î·È Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡Ó ÚËÙ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÌÂÙ·ÙÚÔ‹ ÂÙÂÚÒÓ˘ÌˆÓ ÚËÙÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÛÂ ÔÌÒÓ˘ÌÂ˜ Á›ÓÂÙ·È ·ÊÔ‡
ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ÔÈ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜ ·Ó·Ï˘ıÔ‡Ó ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ. 

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÔ‡Ó Ù· Û˘ÓËıÈÛÌ¤Ó· Ï¿ıË

(.¯. – = ·ÓÙ› )
– ¡· ÌË Á›ÓÂÈ Î·Ù¿¯ÚËÛË ÛÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ˘ÂÚ‚ÔÏÈÎ¿ ÌÂÁ¿ÏˆÓ  ·Ú·ÛÙ¿-

ÛÂˆÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÎÔ˘Ú¿˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Î·È ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ·È‰·ÁˆÁÈÎ‹ ÛËÌ·Û›· Â›Ó·È ·ÌÊ›-
‚ÔÏË. 

11.. ™ – § – ™ – ™ – § – § 22..    ™ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ‚ ÙÔ ÛˆÛÙfi Â›Ó·È Î·È fi¯È 1. 

33..    ··))  , ‚‚))  , ÁÁ))  , ‰‰))  , ÂÂ))  , ÛÛÙÙ))  

11.. ∞Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ·, ‚, Á ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ – = 0, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ

fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜. (∞: ‚ = Á) 

22.. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ: + = (1 + )
2

y
x

2y
x

x2 + y2

x2

Á
· + ‚

‚
·+ Á

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

8
x

1
x

6 
x + 2

x 
x + 1

6 
x + 6

x 
x + 6

x + 3
x + 1

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

· – ‚ – Á
‚

· – ‚ + Á
‚

‚ + Á
‚

·
‚

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

¶¶ÚÚfifiÛÛııÂÂÛÛËË  ––  ∞∞ÊÊ··››ÚÚÂÂÛÛËË  ÚÚËËÙÙÒÒÓÓ  ··ÚÚ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))µ

y
x

x2

y2
x
y

ˆy
5x2

5x̂
yx

x � ˆ + 1
y

y
ˆ + 1
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ì’ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó Î·È
ÛÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x + ‚ = 0 �x+(x+1)+(x+2) = 15, x+(x+1) + (x+2) = 3x,
x +(x+1) + (x+2) = 3(x+1) ‹ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ 3x = 12, 0x = – 3, 0x = 0�.

∏ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ ‰È‰·¯ıÂ› ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù¿ÍÂÈ˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜ ı·
¤¯ÂÈ ÂÂ··ÓÓ··ÏÏËËÙÙÈÈÎÎfifi ¯·Ú·ÎÙ‹Ú·. ™Ùfi¯Ô˜ Â›Ó·È Ó· ı˘ÌËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ò˜ Ï‡ÓÂÙ·È ÌÈ· ÂÍ›Ûˆ-
ÛË ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Î·ıÒ˜ Î·È Ó· ·Ó·ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÂ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚ = 0
¤¯ÂÈ ÌÈ· Ï‡ÛË Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË ‹ Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙ·.

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È·ÙÂıÔ‡Ó ÂÈÏ¤ÔÓ ÒÚÂ˜ ÁÈ· Â·Ó¿ÏË„Ë, ·ÊÔ‡ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· ¤¯Ô˘Ó Î·È
¿ÏÏÂ˜ Â˘Î·ÈÚ›Â˜ Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÌÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·� ‚·ıÌÔ‡.

– ∏ ¿ÛÎËÛË 5 ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È ÁÈ· Ó· Î·Ù·Ï¿‚Ô˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·Ï‡ÙÂÚ· fiÙÂ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È
Ù·˘ÙfiÙËÙ·. ™ÙËÓ Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ˙ËÙËıÂ› ·fi ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÊÙÈ¿ÍÔ˘Ó Î·È ÂÎÂ›-
ÓÔÈ ·Ó¿ÏÔÁ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.

– ¡· ÌË ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÂ Û‡ÓıÂÙÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË˜.

11.. · ± 1,  ‚ ± 3,   Á ± 2,   ‰ ± 1 22.. ™ – § – ™ – § – ™

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó Ì’ ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· ÌÂ
ÙÔ ÔÔ›Ô Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘Ó Î·È ÛÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛÂÈ˜ ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0
�x2 = 9, (x + 3)2 = 9(x + 1), (x + 3)2 + 9(x + 1) = 34 ‹ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ x2 – 9 = 0, 
x2 – 3x = 0, x2 + 15x – 16 = 0�.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ x Î·È Ó· ‰È·ÎÚ›-

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

EE››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙ¤¤ÚÚÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ··ÓÓ¿¿ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  
··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ  ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))∞

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.2. ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ (5 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.1. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 0 (1 ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ·)

∫∂º∞§∞π√ 2Ô - ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜
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ÓÔ˘Ó ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙË˜.
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÈÏ‡Ô˘Ó ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2o˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ (ÂÏ-

ÏiÂ›˜ ÌÔÚÊ¤˜ ·x2 + ‚x = 0, ·x2 + Á = 0 Î·È Ï‹ÚË ÌÔÚÊ‹ ÌÂ Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘).

– ∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ‹‰Ë
·ÓÙÈÌÂÙˆ›ÛÂÈ Î·È ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜. ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ ı· ÂÈÏ‡ÛÔ˘Ó
Î·È ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x2 + ‚x = 0 ÌÂ · � 0. ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ·˘Ù‹ ÙË
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÙÔ ÚÒÙÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ Î·È
ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó, ÁÈ·Ù› ¤¯ÂÈ ·Ú·ÙËÚËıÂ› fiÙÈ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó Î·È ÛÂ
¿ÏÏÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ .¯.:
°È· ÙË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x + 3) + (x – 5) = 0 ÁÚ¿ÊÔ˘Ó x + 3 = 0 Î·È x – 5 = 0.
°È· ÙË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x – 1) + (x – 2) + 12 = 0 ÁÚ¿ÊÔ˘Ó x – 1 = 0 Î·È x – 2 = 0.
°È· ÙËÓ ·ÔÊ˘Á‹ ÙˆÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓˆÓ Ï·ıÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ Î·È Ë Â›Ï˘-
ÛË ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ
·) x – 3(2x – 1) = 0, ‚) (x – 3) – (2x – 1) = 0,  
Á) (x – 3)(2x – 1) = 0, ‰) (x – 3)(2x – 1) = 3.

– ªÂ ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2 Á›ÓÂÙ·È Â¤ÎÙ·ÛË ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ·˘Ù‹˜ Î·È ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Ô˘
¤¯Ô˘Ó ‚·ıÌfi ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi 2 Î·È ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

– ∏ Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÌÈ·˜ ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈ·˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜. ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ·˘Ù‹, ÛÙË Ï‡ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó
·ÚÈıÌËÙÈÎÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜, ÚÔÂÙÔÈÌ¿˙ÂÙ·È Ô Ì·ıËÙ‹˜ Î·È ÁÈ· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ Ô˘
ı· ‰È‰·¯ıÂ› ÛÙÔ ÂfiÌÂÓÔ Ì¿ıËÌ·. (¿ÛÎËÛË 5).

– ∞fi ÙË Ï‡ÛË ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ·
ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó fiÙÈ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ÌÈ· (‰ÈÏ‹),
Î·ÌÈ¿ ‹ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜.

– ªÂ ÙËÓ ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3 ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· Ó· Û˘˙ËÙËıÂ› ¤Ó· ÔÏ‡ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÔ
Ï¿ıÔ˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ.

11.. § – ™ – ™ – § – ™ – ™ 22.. ™ – § – ™, ™ 33.. ∏ ·ÏÔÔ›ËÛË ÌÂ x Á›ÓÂÙ·È ÂÊfiÛÔÓ Â›Ó·È x�0

11.. ∞Ó ÌÈ· Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 + ·x – 4 = 0 Â›Ó·È ÙÔ 2, ÔÈ· Â›Ó·È Ë ¿ÏÏË Ú›˙· ÙË˜;

(A: –2)

22.. ¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 4x2 + ·x + 9 = 0 ·Ó Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ ÎÔÈÓ‹ Ï‡ÛË ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

2x + 1 = 0. (∞: · = –20, x =– , x =– )

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

EE››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  22ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌÂÂ  ÙÙËË  ‚‚ÔÔ‹‹ııÂÂÈÈ··  ÙÙ‡‡ÔÔ˘̆
((33  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))µ

9
2

1
2

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÂÈÏ‡Ô˘Ó ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ Î·È Ó· 
Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙË ÛËÌ·Û›· ÙË˜ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ
ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜.

ñ ªÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÌÂÙ·ÙÚ¤Ô˘Ó ¤Ó· ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ. 

– ∏ ¿ÛÎËÛË 3 ‰›ÓÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó fiÙÈ ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒ-
ÛÂÈ˜ Ë ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË Â›Ó·È Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚÔ˜ ÙÚfiÔ˜ ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘-
Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÛÙËÓ Ï‹ÚË ÌÔÚÊ‹ Ô ÈÔ Û‡ÓÙÔÌÔ˜ ÙÚfiÔ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ Ô ›‰ÈÔ˜,·ÏÏ¿
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 6Á, 7·, 7‚ ÙË˜ ÚÔË-
ÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ (ÛÂÏ. 93 ‚È‚Ï›Ô Ì·ıËÙ‹) Ï‡ÓÔÓÙ·È Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÌÂ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË.

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ·: 
·) ÙË ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÔÏ‡ÏÔÎˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡
‚) ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ı· ‰È‰·¯ÙÔ‡Ó ÛÙËÓ ÂfiÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Î·È Ù· ÔÔ›· ·ÚÔ˘-

ÛÈ¿˙Ô˘Ó È‰È·›ÙÂÚË ‰˘ÛÎÔÏ›·.
– ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· (.¯. x2 – 8x + 12) Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ Ë ·Ú·-

ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘ Ô˘ ¤Ì·ı·Ó ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· 1.6 ÌÂ · = 1 (Â‡ÚÂÛË ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ ÌÂ
¿ıÚÔÈÛÌ· –8 Î·È ÁÈÓfiÌÂÓÔ 12, ÛÂÏ. 57 ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹) ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈÙÂ˘¯ıÂ› Î·È ÌÂ
ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜. ¶Ú¤ÂÈ fiÌˆ˜ Ó· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚË
ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ù· ÚfiÛËÌ· ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË. 

11.. · ± 2,  ‚ ± 3,   Á ± 1,   ‰ ± 4   22.. § – ™ – §    33.. ‚, ‰

∞¿ÓÙËÛË ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË 8 ÙË˜ ÛÂÏ. 93 ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹  ±

∏∏  ÎÎÚÚ˘̆ÌÌÌÌ¤¤ÓÓËË  ÊÊÚÚ¿¿ÛÛËË

°È· Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÂÙÂ ÙÔ ÚÒÙÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÊÚ¿ÛË˜, ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÙÂ Î¿ıÂ Û‡Ì‚ÔÏÔ ÌÂ ÙÔ
ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ (.¯. 1 ± ∞, 2 ± µ, ...,
24 ± ø).

� ∏ Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 + 1 = 2x
� ∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 8x + 7 = 0
� ∏ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x – 2)2 = 25
� ∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – 17x + 30 = 0
� ∏ ÌÈÎÚfiÙÂÚË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2(x – 8)2 = 72
✶ §‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÙÔ˘ 5 (x – 2)2 = 2x + 4

� ∏ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – x + 2 = 0

AA¿¿ÓÓÙÙËËÛÛËË:: � 1 ±∞, � 8 ±£, � 7 ±∏, � 15 – 2 = 13 ±¡,   � ±2, ✶ ±0, � ±4 

9
2

�✶✶������

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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∆Ô ı¤Ì· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÊÔÚ¿ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ
‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ·fi ÙÔ˘˜ µ·‚˘ÏÒÓÈÔ˘˜. √π ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î¤˜ Ï¿ÎÂ˜ ÌÂ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi
ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·ÊÚ·ÛÙÂ›, ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ ˙ˆ‹˜.
¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ıÂˆÚËÙÈÎÔ‡ ÂÚÈÂ¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙ· ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿. ∆Ô
Úfi‚ÏËÌ· Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹ Â›Ó·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·fi Ù· Â›ÎÔÛÈ Ù¤ÛÛÂÚ·
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙËÓ ‹ÏÈÓË ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î‹ Ï¿Î· ÌÂ ÙÔÓ Îˆ‰ÈÎfi ·ÚÈıÌfi 13901 Î·È
Ë ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ µÚÂÙ·ÓÈÎfi ªÔ˘ÛÂ›Ô. ∞fi ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi ·ÏÏ¿ Î·È ·fi ¿ÏÏ·
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ó·ÏfiÁÔ˘ ÂÚÈÂ¯ÔÌ¤ÓÔ˘, ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ˘˜ µ·‚˘ÏˆÓ›Ô˘˜ ‰ÂÓ ÙÔ˘˜
··Û¯ÔÏÔ‡ÛÂ Ë ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜, ·ÊÔ‡ ÚfiÛıÂÙ·Ó ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÌÂ Ì‹ÎÔ˜, ·ÏÏ¿
Ë ›‰È· Ë ÔÛfiÙËÙ· fiˆ˜ ·˘Ù‹ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. √È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ
ÙËÓ ÂÔ¯‹ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î‹˜ ‰˘Ó·ÛÙÂ›·˜ (1830 – 1530 .Ã.) ·Ó Î·È ‰ÂÓ ÁÓÒÚÈ˙·Ó
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Î·È ‰ÂÓ Â›¯·Ó ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÔ‡˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜, Î·ÙÂ›¯·Ó ÌÂ Ú·ÎÙÈÎfi ÙÚfiÔ
ÙËÓ ÙÂ¯ÓÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ. ªÂ ‚¿ÛË ÙË ÛËÌÂÚÈÓ‹ ÔÚÔÏÔÁ›· Î·È ÙÔ
Û‡Á¯ÚÔÓÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÔÚÈÛÌ¤Ó· ·fi Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ‚ÚÂıÂ› ÁÚ·ÌÌ¤Ó· ÛÙÈ˜
‰È¿ÊÔÚÂ˜ Ï¿ÎÂ˜ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙË Ï‡ÛË ‰Â˘ÙÂÚÔ‚·ıÌ›ˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

x2 + ‚x = Á, x2 – ‚x = Á, ·x2 + ‚x = Á
∏ ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÔÈ¿˙ÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ Ï‡ÓÔ˘ÌÂ
Û‹ÌÂÚ· ÌÈ· ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË (Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘). ∏ Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘
ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ ÛÊËÓÔÂÈ‰¤˜ ÎÂ›ÌÂÓÔ ÂÚÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ··Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ
‚ËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ¯ˆÚ›˜ Î·Ì›· ‰È·Î·ÈÔÏfiÁËÛË
Î·È ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¤Ó· Â›‰Ô˜ «Û˘ÓÙ·Á‹˜». ™Â Î¿ıÂ ‚‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÂÍ·ÁfiÌÂÓÔ.

ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
√È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ Î·È Ë Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡

∞∞..  ∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  22ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡
ÌÌÂÂ  ··ÓÓ¿¿ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÛÛÂÂ  ÁÁÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÔÔ  ··ÚÚ··ÁÁfifiÓÓÙÙˆ̂ÓÓ

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘

‚·ıÌÔ‡ ÌÂ Ù· 2 ÚÒÙ· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ÙË˜
¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜. ∂›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ
2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ·Ó¿Ï˘ÛË ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ
·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 4.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– 3Ô ÂÚÒÙËÌ· ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜. ∂›Ï˘ÛË

ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË
ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7, 8.

µµ..  ∂∂››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  22ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡
ÌÌÂÂ  ÙÙËË  ‚‚ÔÔ‹‹ııÂÂÈÈ··  ÙÙ‡‡ÔÔ˘̆

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂›Ï˘ÛË ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ÙË

‚Ô‹ıÂÈ· Ù‡Ô˘ (·fi‰ÂÈÍË-‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË).
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5, 7, 8.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 3.
– ¶·Ú·ÁÔÓÙÔÔ›ËÛË ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 6.
–– ∂∂ÚÚÁÁ··ÛÛ››··:: ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ

Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ.

((55  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 2.2

44 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô
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ªÂ Û‡Á¯ÚÔÓÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi, ·Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ Ù· ‚‹Ì·Ù· ÙˆÓ µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ 

ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 – ‚x = Á, ı· Ô‰ËÁËıÔ‡ÌÂ ÛÙÔÓ Ù‡Ô (ÛÙ· ‚·‚˘ÏˆÓÈ·Î¿ ÎÂ›ÌÂÓ· ‰ÂÓ 

˘¿Ú¯ÂÈ Ô˘ıÂÓ¿ Î·Ù·ÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ ¤Ó·˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ Ù‡Ô˜).

11ÔÔ ‚‚‹‹ÌÌ··:: ¶¿ÚÂ ÙÔ 

22ÔÔ ‚‚‹‹ÌÌ··:: ¶ÔÏÏ·Ï·Û›·Û¤ ÙÔ ÌÂ ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘ � = 

33ÔÔ ‚‚‹‹ÌÌ··:: ¶ÚfiÛıÂÛÂ ÛÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi ·ÚÈıÌfi Á ( + Á) Î·È ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙËÓ ÙÂÙÚ·-

ÁˆÓÈÎ‹ ÙÔ˘ Ú›˙· (√È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ¤‚ÚÈÛÎ·Ó ÙÈ˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ Â›ÙÂ ·fi ›Ó·ÎÂ˜
ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›ÙÂ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¿).

44ÔÔ ‚‚‹‹ÌÌ··:: °È· Ó· ‚ÚÂÈ˜ ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÚfiÛıÂÛÂ ÛÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ 

+ ��+ Á  = 

¶.¯. ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 + x = ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ÚÔ¤Î˘Ù·Ó Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· 

ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ‚‹Ì·Ù· ‹Ù·Ó , , + , = 1, ��1 = 1 Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x Â›Ó·È

1 – = 

°È· ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x2 + ‚x = Á ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Û·Ó Ù· ›‰È· ‚‹Ì·Ù· ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ fiÙÈ ÛÙÔ 4Ô ‚‹Ì·

·Ê·ÈÚÔ‡Û·Ó ÙÔ . ŒÙÛÈ Î·Ù¤ÏËÁ·Ó ÛÙÔÓ Ù‡Ô ��+ Á  – = 

(0È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ Î·ıÒ˜ Î·È fiÏÔÈ ÔÈ ·Ú¯·›ÔÈ Ï·Ô› ‰Â ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜).

√È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ÂÈÏ‡Ô˘Ó ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈÂ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜
ÙÔ˘ x2 ‰ÂÓ ‹Ù·Ó 1. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 7x2 + 6x = 1, Ë ÔÔ›·
·Ó·ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÂ ÌÈ· ¿ÏÏË Ï¿Î·, ÔÏÏ·Ï·Û›·˙·Ó Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÌÂ ÙÔ 7, ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË
¤·ÈÚÓÂ ÙËÓ ÌÔÚÊ‹ (7x)2 + 6�(7x) = 7. ∆fiÙÂ ıÂˆÚÔ‡Û·Ó Ó¤Ô ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙÔÓ y = 7x Î·È Ï‡ÓÔÓÙ·˜

ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y2 + 6y = 7 ¤‚ÚÈÛÎ·Ó y = 1, ÔfiÙÂ Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È x = .

¢ÂÓ ÙËÓ ¤Ï˘Ó·Ó ‰È·ÈÚÒÓÙ·˜ Î·È Ù· ‰˘Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÌÂ ÙÔ 7, ÁÈ·Ù› ÙfiÙÂ ı· Â›¯·Ó Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ,

ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ÂÍËÓÙ·‰ÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È ·ÚÈıÌfi˜ ÌË ÙÂÚÌ·ÙÈ˙fiÌÂÓÔ˜. (√È µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ ˆ˜
ÁÓˆÛÙfiÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó ÂÍËÓÙ·‰ÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·Ú›ıÌËÛË˜).

™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË::  ∂›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ÔÈ ·Ú¯·›ÔÈ ŒÏÏËÓÂ˜ ¤Ï˘Ó·Ó ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2Ô˘ Î·È 3Ô˘ ‚·ıÌÔ‡
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿ fi¯È ÌfiÓÔ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜ ÙÔ˘˜ ·ÏÏ¿ Î·È Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÔÓÙ¿˜ ÙÂ˜. 

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– L. Bunt – Ph. Jones – J. Bedient: √È ÈÛÙÔÚÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ,

ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË ÕÓÓ· ºÂÚÂÓÙ›ÓÔ˘, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ °.∞. ¶ÓÂ˘Ì·ÙÈÎfi˜, ∞ı‹Ó· 1981.
– £. ∂Í·Ú¯¿ÎÔ˜: πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ (ÙfiÌÔ˜ ∞�). ∆· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÙˆÓ µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ Î·È

ÙˆÓ ∞Ú¯·›ˆÓ ∞ÈÁ˘Ù›ˆÓ, ∞ı‹Ó· 1997.
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– B. Hughes: Understanding algorithms from their history. The teaching and learning of
algorithms in school mathematics, NCTM 1998.

– O. Neugebauer: √È ıÂÙÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ ÛÙËÓ ·Ú¯·ÈfiÙËÙ·, ªÔÚÊˆÙÈÎfi ÿ‰Ú˘Ì· ∂ıÓÈÎ‹˜
∆Ú¿Â˙·˜, ∞ı‹Ó· 1990.

– B.L. van der Waerden: Geometry and Aglebra in Ancient Civilizations, Springer–Verlag, New
York, 1983.

∏ Û·Ê‹˜ Î·È ·ÎÚÈ‚‹˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÌÈ·˜ ÛÂÈÚ¿˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ Ô‰ËÁÈÒÓ-‚ËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó
ÛÎÔfi ÙËÓ Â›ÙÂ˘ÍË ÂÓfi˜ Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘ ÛÙfi¯Ô˘ .¯. ÙË Ï‡ÛË ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˆ˜
ÁÓˆÛÙfiÓ ··ÏÏÁÁfifiÚÚÈÈııÌÌÔÔ˜̃. ™ÙË Ì·ÎÚ·›ˆÓË ÈÛÙÔÚ›· ÙË˜ ·ÓıÚˆfiÙËÙ·˜ Î¿ıÂ ÔÏÈÙÈÛÌfi˜ ÂÈÓfiËÛÂ ÙÈ˜
‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ Î·È ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ ÙÔ˘˜ ‰ÈÎÔ‡˜ ÙÔ˘ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘˜ ÁÈ· ÙËÓ
ÂÎÙ¤ÏÂÛ‹ ÙÔ˘˜. ∞Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÔ˘˜ ·Ú¯·ÈfiÙÂÚÔ˘˜ ·’ ·˘ÙÔ‡˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Î·ÓfiÓÂ˜ ÂÎÙ¤ÏÂÛË˜ ÙˆÓ
ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÌÂ ÔÏ˘„‹ÊÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ŒÚÂÂ fiÌˆ˜ Ó· ÂÚ¿ÛÔ˘Ó
·ÈÒÓÂ˜ ÁÈ· Ó· ÂÈÓÔËıÔ‡Ó Â‡ÎÔÏÂ˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È
Û‹ÌÂÚ·. °È· ÙË Ï‡ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎÔ‡ Î˘Ú›ˆ˜ ¯·Ú·ÎÙ‹Ú· ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È Ó· Á›ÓÔ˘Ó
Û˘¯Ó¿ ¿Ú· ÔÏÏ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜. ∂ÂÈ‰‹ Ë ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘˜ ·fi ÙÔÓ ¿ÓıÚˆÔ Â›Ó·È ÎÔ˘Ú·ÛÙÈÎ‹,
·ÓÈ·Ú‹ Î·È ··ÈÙÂ› ÔÏ‡ ¯ÚfiÓÔ, ·Ó·Ù›ıÂÓÙ·È Û‹ÌÂÚ· ÛÙÔÓ ∏/À. °È· Ó· Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë ÂÎÙ¤ÏÂÛË
ÂÓfi˜ ·ÏÁÔÚ›ıÌÔ˘ ·fi ÙÔÓ ∏/À Ú¤ÂÈ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ·˘Ùfi˜ Ó· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË
ÁÏÒÛÛ·. °È· ÙÔ˘˜ ÛËÌÂÚÈÓÔ‡˜ ∏/À ¤¯Ô˘Ó Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÁÏÒÛÛÂ˜, ÔÈ ÁÓˆÛÙ¤˜ ÁÏÒÛÛÂ˜
ÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛÌÔ‡. ∆· ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ô˘ ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÂ ∏/À, ‰ÂÓ Â›Ó·È Ù›ÔÙÂ ¿ÏÏÔ, ·Ú¿
·ÏÁfiÚÈıÌÔÈ ‰È·Ù˘ˆÌ¤ÓÔÈ ÛÂ ÁÏÒÛÛÂ˜ ÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛÌÔ‡. 
∏ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÂÓfi˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙˆÓ ‚ËÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘. ∫·ÏÔ› ·ÏÁfiÚÈıÌÔÈ
Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔÈ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ù· ÏÈÁfiÙÂÚ· ‰˘Ó·Ù¿ ‚‹Ì·Ù·. ∏ Â‡ÚÂÛË ·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË
ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜, ·ÚÎÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Ì›· ÌfiÓÔ ÊÔÚ¿. ∫¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ô˘ ı· Û˘Ó·ÓÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ
Úfi‚ÏËÌ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ‹‰Ë ¤ÙÔÈÌÔ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ, ¯ˆÚ›˜ Ó· ··ÈÙÂ›Ù·È Í·Ó¿ Ë
ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. °È· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÂÓfi˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÁÂÓÈÎ¤˜
Ì¤ıÔ‰ÔÈ Î·È Î·ÓfiÓÂ˜. µ·ÛÈ˙fiÌ·ÛÙÂ ·ÏÒ˜ ÛÙË ÏÔÁÈÎ‹, ÛÙËÓ Â˘Ê˘˝· Ì·˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÍ¿ÛÎËÛË. ∏
Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·ÏÁÔÚ›ıÌÔ˘ ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÂÓfi˜ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ··ÈÙÂ› ‚·ıÈ¿ ÁÓÒÛË ÙË˜ ÂÚÈÔ¯‹˜ ·’
fiÔ˘ ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· Î·È Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÚÔÛÂÎÙÈÎ¤˜ ·Ó·Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. °È·
ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ Ô˘ Ï‡ÓÔ˘Ó Î¿ÔÈ· ‰‡ÛÎÔÏ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ÔÈ ÂÈÛÙ‹ÌÔÓÂ˜ Û˘¯Ó¿
·ÊÈÂÚÒÓÔ˘Ó ÔÏfiÎÏËÚ· ¯ÚfiÓÈ·. ∞fi ÙÔ˘˜ ÈÔ ÁÓˆÛÙÔ‡˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘˜ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ˜ ÙË˜ Â‡ÚÂÛË˜
ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡.
Ÿˆ˜ ÈÛ¯˘Ú›˙ÂÙ·È Ô D.Struik Ë Ï¤ÍË ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙË Ï·ÙÈÓÈÎ‹ ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘
ÔÓfiÌ·ÙÔ˜ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¿ÏÔ˘ ÕÚ·‚· Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ÙÔ˘ 9Ô˘ Ì.Ã. ·ÈÒÓ·, ÙÔ˘ al-Khwarizmi. √
ªˆ¯¿ÌÌÂÙ ˚ÌÓ ªÔ‡Û· ·Ï-ÃÔ˘·Ú›˙ÌÈ ¤ÁÚ·„Â ÔÏÏ¿ ‚È‚Ï›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ·ÛÙÚÔÓÔÌ›·˜. ªÂ
ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÙÔ˘ Ë ¢˘ÙÈÎ‹ ∂˘ÚÒË ÁÓÒÚÈÛÂ ÙÔ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi ·ÚÈıÌËÙÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·
ı¤ÛË˜. √ Ù›ÙÏÔ˜ ÙË˜ Ï·ÙÈÓÈÎ‹˜ ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË˜ Algorihmi de numero Indorum (∞ÏÁfiÚÈıÌÔÈ ÙˆÓ
ÈÓ‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ) ÚfiÛÊÂÚÂ ÛÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ Ì·˜ ÁÏÒÛÛ· ÙË Ï¤ÍË ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜, Ô˘ ‰ÂÓ
ÂÍ¤ÊÚ·˙Â ·Ú¿ ÙÔ ÂÎÏ·ÙÈÓÈÛÌ¤ÓÔ fiÓÔÌ· ÙÔ˘ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·. ∫¿ÙÈ ·Ó¿ÏÔÁÔ ¤¯ÂÈ Û˘Ì‚Â› Î·È ÌÂ ÙËÓ
¿ÏÁÂ‚Ú¿ ÙÔ˘. ∆Ô ·Ú·‚ÈÎfi ÎÂ›ÌÂÓÔ ¤¯ÂÈ ÙÔÓ Ù›ÙÏÔ ÃÈÛ¿Ì ·Ï-Ù˙¿ÌÚ Ô˘¿Ï-ÌÔ˘Î¿Ì·Ï·
(«ÂÈÛÙ‹ÌË ·Ó·ÁˆÁ‹˜ Î·È ÈÛÔÛÙ¿ıÌÈÛË˜», ‹ «ÂÚ› ÙË˜ Ù¤¯ÓË˜ Ó· Û˘Ó·ıÚÔ›˙ÂÈ˜ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È Ó·
ÙÔ˘˜ ÂÍÈÛÒÓÂÈ˜ ÌÂ ÌÈ· ÁÓˆÛÙ‹ ÔÛfiÙËÙ·», ‰ËÏ·‰‹ «ÂÈÛÙ‹ÌË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ»). ∏ ¿ÏÁÂ‚Ú· ÙÔ˘
ÕÏ-ÃÔ˘·Ú›˙ÌÈ ¤ÁÈÓÂ ÎÈ ·˘Ù‹ ÁÓˆÛÙ‹ ÛÙË ¢‡ÛË ·fi ÙÈ˜ Ï·ÙÈÓÈÎ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·ÊÚ¿ÛÂÈ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜
·ÏÏÔÈÒÓÔÓÙ·˜ Ï›ÁÔ ÙÔÓ Ù›ÙÏÔ, ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛ·Ó ÙË Ï¤ÍË ¿ÏÁÂ‚Ú·. ∆Ô ÓfiËÌ· Ô˘ ÚˆÙÔ‰fiıËÎÂ Û’
·˘Ù‹ ÙË Ï¤ÍË ‰ÂÓ Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂÚÈÓfi, ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ÔÏfiÎÏËÚÔ ÙÔÓ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎfi
ÎÏ¿‰Ô «ÕÏÁÂ‚Ú·». ø˜ Ù· Ì¤Û· ÙÔ˘ 19Ô˘ ·ÈÒÓ· Ë ¿ÏÁÂ‚Ú· ‰ÂÓ ‹Ù·Ó Ù›ÔÙÂ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ Ë
ÂÈÛÙ‹ÌË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ.
™ÙËÓ ¿ÏÁÂ‚Ú· ÙÔ˘ ÕÏ-ÃÔ˘·Ú›˙ÌÈ Á›ÓÂÙ·È ÌÈ· ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Î·È ÙˆÓ ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈˆÓ
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ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ¯ˆÚ›˜ fiÌˆ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi, ·ÏÏ¿ ÌÂ ÏÂÎÙÈÎ‹ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ‚ËÌ¿ÙˆÓ Ô˘
Ú¤ÂÈ Ó· ·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ Î·ÓÂ›˜ ÁÈ· Ó· ‚ÚÂÈ ÌÈ· Ï‡ÛË, ·Ó¿ÏÔÁË ÙˆÓ µ·‚˘ÏˆÓ›ˆÓ. ∏ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ó·È
fiÌÔÈ· ÌÂ ÙË ÛËÌÂÚÈÓ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ «Û˘ÌÏ‹ÚˆÛË˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘». ∆Ô ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi Ô˘ ÂÚÈÂ›¯Â
ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓˆÓ ÔÏÈÙÈÛÌÒÓ, ÌÂÙ·ÊÚ¿ÛÙËÎÂ ·fi Ù· ∞Ú·‚ÈÎ¿ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÙÚÂÈ˜
ÊÔÚ¤˜, Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ÛÙ· Û¯ÔÏÂ›· ÙË˜ ∂˘ÚÒË˜ ÛÙ· Ï·ÙÈÓÈÎ¿ ‹ ÂÚÈÏËÙÈÎ¿ ÛÂ ÙÔÈÎ¤˜
‰È·Ï¤ÎÙÔ˘˜. √È Î·ÓfiÓÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤ÁÚ·ÊÂ ›Û¯˘·Ó ¿ÓÙÔÙÂ. ∞Ó ÙÔ˘˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÛÂ Î·ÓÂ›˜,
ÌÔÚÔ‡ÛÂ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ó· Ï‡ÛÂÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ Ù‡ˆÓ.
∞Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ÚÔ‚¿ÏÏÔ˘Ó ÙÚÂÈ˜
¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÔ› Ù‡ÔÈ: x2 + 10x = 39, x2 + 21 = 10x, 3x + 4 = x2 (›‰ÈÔÈ ÌÂ ÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÙˆÓ
ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Ô˘ ¤Ï˘Ó·Ó ÔÈ µ·‚˘ÏÒÓÈÔÈ). √È ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ‰ÂÓ ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÂÓÈ·›Ô
ÙÚfiÔ, ÂÂÈ‰‹ ÌfiÓÔ ıÂÙÈÎÔ› Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ‹Û·Ó ·Ú·‰ÂÎÙÔ›.
∆ËÓ ›‰È· ÂÚ›Ô‰Ô Î·È ÔÈ πÓ‰Ô› ¤Ï˘Ó·Ó ÌÂ ÙËÓ ›‰È· Ì¤ıÔ‰Ô ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘
‚·ıÌÔ‡ ÌÔÓÔÏfiÙÈ ‰ÂÓ Â›¯·Ó ·Ó¿ÁÎË Ó· ¯ˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜, ·ÊÔ‡
ÁÓÒÚÈ˙·Ó ÙÔ˘˜ ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ∞ÚÁfiÙÂÚ· Ô πÓ‰fi˜ Sridhara (1025 Ì.Ã.) ÂÈÓfiËÛÂ ÙË
·Ú·Î¿Ùˆ Ì¤ıÔ‰Ô Â›Ï˘ÛË˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
·x2 + ‚x + Á = 0 ªÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi fiÚÔ ÛÙÔ ‚� Ì¤ÏÔ˜.
·x2 + ‚x  = – Á ¶ÔÏÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÌÂ 4· Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜.
4·2x2 + 4·‚x  = – 4·Á °È· Ó· ÚÔÎ‡„ÂÈ Ù¤ÏÂÈÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÛÙÔ ÚÒÙÔ Ì¤ÏÔ˜,
4·2x2+4·‚x+‚2 = ‚2 – 4·Á ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ ‚2.
(2·x + ‚)2 = ‚2 – 4·Á
ÂÊfiÛÔÓ ‚2 – 4·Á � 0, 
ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ªÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ·˘Ù‹ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô

x = 
‚‹Ì·.

¶ÔÏÏÔ› ‰˘ÙÈÎÔ› fiˆ˜ Ô Vie Î·È Ô Harriot ÂÊ¿ÚÌÔÛ·Ó ÔÏ‡ ·ÚÁfiÙÂÚ· Î·È ¿ÏÏÔ˘˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘˜
ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡. √È ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÛÙË
ÁÂÓÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ÌÔÚÊ‹ Ï‡ıËÎ·Ó ÙÔÓ 16Ô ·ÈÒÓ· Ì.Ã. 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∫. ™Î·Ó‰¿ÏË˜ – Ã. °Ô˘ÚÓÈÂ˙¿ÎË˜ – ™. ∫·ÏÔ˘‰¿ÎË˜ – ª. ∆ÂÚ‰‹ÌÔ˘ – ∞. ª›¯Ô˜: ™ÙÔÈ¯Â›·

ıÂˆÚ›·˜ ·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ, πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ ÀÔÏÔÁÈÛÙÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ – π.∆.∂., 2Ë ¤Î‰ÔÛË, ¶·ÓÂÈ-
ÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ú‹ÙË˜, ∏Ú¿ÎÏÂÈÔ 1990.

– Dirk J. Struik: ™˘ÓÔÙÈÎ‹ ÈÛÙÔÚ›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ π. ∑·¯·ÚfiÔ˘ÏÔ˜, ∞ı‹Ó· 1982.

∏ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ‰ÂÓ ÎÚ›ıËÎÂ ÛÎfiÈÌÔ Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÌÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ÂÂÈ‰‹ Î¿ıÂ
Úfi‚ÏËÌ· Â›Ó·È ÌÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·. ∆Ô Úfi‚ÏËÌ· 7 ÌÂ ÙÔ ÚˆÙ¿ıÏËÌ· Ô‰ÔÛÊ·›ÚÔ˘ ı·
ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ¤Ó· ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ı¤Ì· ÁÈ· Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÛÙËÓ Ù¿ÍË. (∫¿ıÂ
ÔÌ¿‰· ¤‰ˆÛÂ ÛÙËÓ ¤‰Ú· ÙË˜ x – 1 ·ÁÒÓÂ˜ ÔfiÙÂ x(x – 1) = 240).

™Ùfi¯Ô˜ ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ Â›Ó·È Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ÙË Ï‡ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ù· ÔÔ›·
·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡, ·ÍÈÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓˆÓ ÂÓÔÙ‹ÙˆÓ.

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.3. ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

–‚  � ��‚2– 4·Á
2·
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– °È· Ó· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ÙËÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ (ÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹
ÙˆÓ ¿ÁÓˆÛÙˆÓ Î·È ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜), ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰ÔıÔ‡Ó
‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÙÔ˘˜ ˙ËÙËıÂ› Ó· ÙÈ˜ ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘Ó Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿, fiˆ˜:
∆Ô ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ ÌÂÈˆÌ¤ÓÔ Î·Ù¿ 3.
∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰˘Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î.Ï.. (·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6).

– √È Ì·ıËÙ¤˜, ·ÊÔ‡ Ï‡ÛÔ˘Ó ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ·, Ú¤ÂÈ Ó· ÂÏ¤Á¯Ô˘Ó Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Î·È Ó· Ù·
·ÍÈÔÏÔÁÔ‡Ó ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜.

– ™ÙÔ Ï˘Ì¤ÓÔ Úfi‚ÏËÌ· 2 Ó· ÂÍËÁËıÂ› ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ Ô Ù‡Ô˜ x2 + 20x + 500 ‰ÂÓ Â›Ó·È

·˘ı·›ÚÂÙÔ˜, ·ÊÔ‡ ÂÍËÁÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: 500 Â˘ÚÒ Â›Ó·È ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi ÎfiÛÙÔ˜ (ÌÈÛıÔ›, ÂÓÔ›ÎÈ·,
π∫∞, Î.Ù.Ï. Ô˘ Â›Ó·È ›‰ÈÔ ÁÈ· Î¿ıÂ ·Ú·ÁˆÁ‹), 20 Â˘ÚÒ Â›Ó·È ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ÁÈ· ÙËÓ
Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÓfi˜ Ô˘Î·Ì›ÛÔ˘, ÔfiÙÂ 20x Â›Ó·È ÙÔ ÎfiÛÙÔ˜ ˘ÏÈÎÒÓ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ x Ô˘Î·

Ì›ÛˆÓ, x2  ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÌÂÈÚÈÎ¿ Î·È Î·Ï‡ÙÂÈ ¿ÏÏ· ¤ÍÔ‰· Ô˘ ÂËÚÂ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú·-

ÁˆÁ‹.

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

1 
10

1 
10

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

48 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

ñ ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ñ ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ∂ÍÈÛÒÛÂˆÓ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ ÛÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚfiÙ·ÛË.
∏ ÂÍ›ÛˆÛË 2x2 – (��3 – 1)x – 5 = 0 Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ
· =................., ‚ =.................,  Á =.................                  ((22  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µµ.. ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜
··)) √ ·ÚÈıÌfi˜ – 1 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ –3x2 + 5x + 8 = 0. 
‚‚)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË (2x – 1)2 = 4x(x + 2) Â›Ó·È 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.                   ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))    

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

∞∞.. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ¤¯ÂÈ Î·ıÂÌ›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:                 
··))  x2 – 10x + 25 = 0,
‚‚))  2x2 + 3x + 5 = 0 ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µµ.. ¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 3x2 – 7x + 4 = 0                           ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

∞fi ¤Ó· ÁˆÓÈ·Îfi ÔÈÎfiÂ‰Ô Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ‰È·ÛÙ¿-
ÛÂÈ˜ 40 m Î·È 24 m ·ÔÎfiÙÔÓÙ·È ‰‡Ô ÏˆÚ›‰Â˜ ›ÛÔ˘ Ï¿ÙÔ˘˜
ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· Á›ÓÂÈ ‰È·Ï¿Ù˘ÓÛË ÙÔ˘ ˘¿Ú¯ÔÓÙÔ˜ ‰ÚfiÌÔ˘.
∞Ó Ë ÙÂÏÈÎ‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ Â›Ó·È 836 m2, Ó· ˘ÔÏÔ-
Á›ÛÂÙÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ Î¿ıÂ ÏˆÚ›‰·˜.

((66  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

40m
x

x

24m

¢ƒ√ª√™
§øƒπ¢∞
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ƒ
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ƒ
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ª

√
™
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·  ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÓÙÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È fiÙÈ ÔÈ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ï‡ÓÔÓÙ·È fiˆ˜
Î·È ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ¤˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È fiÙÈ ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘
ÌË‰ÂÓ›˙ÂÈ Î¿ÔÈÔÓ ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ‹ ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î·È Ò˜ ÂÈÏ‡ÂÙ·È, ÂÊfiÛÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È

ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÚÒÙÔ˘  ‹ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡.
ñ ¡· Ï‡ÓÔ˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜. 

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÛÙÈ˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ·Ó ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÂÓfi˜
ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜, ÙfiÙÂ Ô fiÚÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·ÏÔÔÈÔ‡ÌÂ Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜,
ÁÈ·Ù› ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ Ó· ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ú›˙· Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÔÚÚÈÊıÂ› .¯. ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

+ = 0 Î·È + = , ·Ó ÚÔËÁËıÂ› Ë ·ÏÔÔ›ËÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ

Ú›˙· x = 0 Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ·ÔÚÚÈÊıÂ›.
– π‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ Ó· ‰ÔıÂ› ÛÙÈ˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Û‡ÓıÂÙ· ÎÏ¿ÛÌ·Ù·

ÛÙ· ÔÔ›· Û˘¯Ó¿ ‰ÂÓ ·ÚÎÂ› Ô ÌË ÌË‰ÂÓÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ∂.∫.¶. (¿ÛÎËÛË 5) ·ÏÏ¿ Ú¤ÂÈ fiÏÔÈ ÔÈ
ÂÌÊ·ÓÈ˙fiÌÂÓÔÈ ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙ¤˜ Ó· Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.

– ¡· ·ÍÈÔÔÈËıÂ› Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÁÈ· Ó· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÔ‡Ó ÔÈ
Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ÙËÓ Â›Ï˘ÛË Ù‡ˆÓ º˘ÛÈÎ‹˜, ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î.Ù.Ï. ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.
(¿ÛÎËÛË 6) 

11.. ™ – § – § – ™ 22.. Á 33.. ‰ 44.. fi¯È 

11.. ∏ Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓ‹ıËÎÂ ¤Ó·˜ Ô‰ËÏ¿ÙË˜
·fi ÙË ı¤ÛË ∞ ÛÙË ı¤ÛË µ Â›Ó·È 2km/h ÌÈÎÚfiÙÂÚË ·fi
ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓ‹ıËÎÂ ·fi ÙË ı¤ÛË µ 
ÛÙË ı¤ÛË °. ∫·Ù¿ ÙËÓ ÂÈÛÙÚÔÊ‹ ·fi ÙÔ ° ÛÙÔ ∞ ÎÈÓ‹ıËÎÂ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· ›ÛË ÌÂ ÙÔ ËÌÈ¿ıÚÔÈ-
ÛÌ· ÙˆÓ ÚÔËÁÔ˘Ì¤ÓˆÓ Ù·¯˘Ù‹ÙˆÓ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÎÈÓ‹ıËÎÂ Ô Ô‰Ë-
Ï¿ÙË˜ ·Ó, Ô ¯ÚfiÓÔ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜ Î·È ÂÈÛÙÚÔÊ‹˜ Â›Ó·È ›‰ÈÔ˜.

(ÀÀ:: ŒÛÙˆ x Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓÂ›Ù·È Ô Ô‰ËÏ¿ÙË˜ ·fi ÙË ı¤ÛË µ ÛÙË ı¤ÛË °. ∆fiÙÂ
Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓ‹ıËÎÂ ·fi ÙË ı¤ÛË ∞ ÛÙË ı¤ÛË µ Â›Ó·È x – 2. ∂ÓÒ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ 

ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓ‹ıËÎÂ Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÈÛÙÚÔÊ‹ Â›Ó·È  = x – 1, 

¿Ú· + = , ..., x = 10km/h)9 
x – 1

5 
x 

4 
x – 2

x – 2 + x 
2

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

4 
x2 – 1

x 
x + 1

4x 
x2 – x

x 
x

1 
x – 1

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.4. ∫Ï·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (3 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ 49

∞

4 km 5 km

µ °
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22.. ŒÓ· ÔÙ·ÌfiÏÔÈÔ ÂÎÙÂÏÂ› ÙË ‰È·‰ÚÔÌ‹ ·fi ÙÔ ∞ ÛÙÔ µ (∞µ = 24km) Î·È ÂÈÛÙÚ¤ÊÂÈ Î·È ¿ÏÈ
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ Î¿ÓÔÓÙ·˜ Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ¯ÚfiÓÔ 5 ÒÚÂ˜. ∫·Ù¿ ÙËÓ ÌÂÙ¿‚·ÛË ·fi ÙÔ ∞ ÛÙÔ µ ÚÔ-
ÛÙ›ıÂÙ·È Î·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· 2km/h ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÎÈÓÂ›Ù·È ÙÔ ÓÂÚfi ÙÔ˘ ÔÙ·ÌÔ‡, ÂÓÒ Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÈ-
ÛÙÚÔÊ‹ ·Ê·ÈÚÂ›Ù·È. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÌÂ ÔÈ· Ù·¯‡ÙËÙ· ÎÈÓÂ›Ù·È ÙÔ ÔÙ·ÌfiÏÔÈÔ. 

(∞: + = 5, x = 10km/h)

33.. ŒÓ·˜ ¤ÌÔÚÔ˜ Ï‹ÚˆÛÂ 3000 Â˘ÚÒ Î·È ÚÔÌËıÂ‡ÙËÎÂ CD ÂÓfi˜ Î·ÏÏÈÙ¤¯ÓË. ¶Ô‡ÏËÛÂ ÔÚ›-
ÛÌ¤Ó· ·fi ·˘Ù¿ Î·È ÂÈÛ¤Ú·ÍÂ 1800 Â˘ÚÒ ÎÂÚ‰›˙ÔÓÙ·˜ ·fi ÙÔ Î¿ıÂ CD 3 Â˘ÚÒ. ∂ÂÈ‰‹ ÙÔ˘
¤ÌÂÈÓ·Ó ·‰È¿ıÂÙ· ·ÎfiÌ· 100 CD, ·Ó·ÁÎ¿ÛÙËÎÂ Ó· Ù· Ô˘Ï‹ÛÂÈ ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ Ô˘ Ù· ÚÔÌËıÂ‡-
ÙËÎÂ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÛÂ ÔÈ· ÙÈÌ‹ Ô‡ÏËÛÂ Ô ¤ÌÔÚÔ˜ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· 100 CD. 

(∞: – = 100, x = 15 Â˘ÚÒ)

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

1800 
x + 3

3000 
x

24 
x – 2 

24 
x + 2

50 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))
ñ ∫Ï·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ∆È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË; ((22  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))
µµ.. ∞Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi x ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙÔ˘ ·Î¤Ú·ÈÔ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔÓ

·ÚÈıÌfi 2. ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË;

··)) = 2, ‚‚)) = 2,

ÁÁ))  = 2, ‰‰)) = 2, ((22  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

°°.. ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó Â›Ó·È Ï·Ó-
ı·ÛÌ¤ÓÂ˜

··))  √È fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  +  = ¤¯Ô˘Ó ÓfiËÌ· ·Ó 

x � 3 Î·È x�2 �

‚‚))  √ ·ÚÈıÌfi˜ –1 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜   + =  –2 �

ÁÁ))  ∏ ÂÍ›ÛˆÛË   +   = 19 ÁÚ¿ÊÂÙ·È 12(x–1)+5x(x+3)=19 �
((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))      

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË   + =    ((77  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÚÂÈ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ù¤ÙÔÈÔ˘˜ ÒÛÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘
ÚÔ˜ ÙÔÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ ·˘ÍËÌ¤ÓÔ Î·Ù¿ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÙÔ˘ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÙÚ›ÙÔ Ó· ÈÛÔ‡Ù·È

ÌÂ  .                        ((66  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))7 
6

3 
3x – x2

1 
x

2x 
3x – 9

5(x + 3) 
x – 1

12 
x

2x 
x + 2

x + 1 
x – 1

20 
x 

3 
x – 2

6 
x – 3

x 
x – 1

x – 1 
x

x 
x + 1

x + 1 
x + 3
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√È ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔÈ ›ÛÙÂ˘·Ó fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÍËÁ‹ÛÔ˘Ó ÙËÓ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘ Û‡Ì·ÓÙÔ˜, ·ÊÔ‡
«ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È Ë Ô˘Û›· ÙˆÓ fiÓÙˆÓ» Î·È fiÙÈ ÔÈ ·Ó·ÏÔÁ›Â˜ Î˘ÚÈ·Ú¯Ô‡Ó Î·È ‰È¤Ô˘Ó ÙËÓ ÂÎ ÙÔ˘
¯¿Ô˘˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÙÔ˘ ÎfiÛÌÔ˘. ∏ ›ÛÙË ·˘Ù‹ ÙÔ˘˜ Ô‰‹ÁËÛÂ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ
·Ó·ÏÔÁÈÒÓ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙË Ê‡ÛË. ªÈ· ·fi ÙÈ˜ ÌÂÏ¤ÙÂ˜ ·ÊÔÚÔ‡ÛÂ ÙÈ˜ ·ÏÏfiÌÂÓÂ˜ ¯ÔÚ‰¤˜
ÔÈ ÔÔ›Â˜ fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó ·Ó·ÏÔÁ›· Ì‹ÎÔ˘˜ 1/2, 2/3, 3/4...., ·Ú¿ÁÔ˘Ó «·ÚÌÔÓÈÎ¤˜ Û˘Á¯ÔÚ‰›Â˜»,
‰ËÏ·‰‹ ˙Â‡ÁË ·fi ÓfiÙÂ˜ Ô˘ ·ÎÔ‡ÁÔ˘ÓÙ·È Â˘¯¿ÚÈÛÙ·. ∞fi ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ÙˆÓ
È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ˘˜ ıÂÌÂÏÈÒıËÎÂ Ë ∞ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ‹ fiˆ˜ Ï¤ÁÂÙ·È Û‹ÌÂÚ· £ÂˆÚ›· ·ÚÈıÌÒÓ. √È
ÌÂÛfiÙËÙÂ˜ ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ·Ó·ÏÔÁ›Â˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎ·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ˘˜ ÛÙ·
ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È ÙË ªÔ˘ÛÈÎ‹, ‹Ù·Ó Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ‰¤Î·. ∏ ·Ó·Î¿Ï˘„Ë ÙˆÓ ÙÚÈˆÓ ÚÒÙˆÓ ·Ô‰›‰ÂÙ·È
ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÔÓ ¶˘ı·ÁfiÚ· (·ÚÈıÌËÙÈÎfi˜, ÁÂˆÌÂÙÚÈÎfi˜ Î·È ·ÚÌÔÓÈÎfi˜ Ì¤ÛÔ˜). ÕÏÏÂ˜ ÙÚÂÈ˜
ÈÛÙÂ‡ÂÙ·È fiÙÈ ·Ó·Î¿Ï˘„·Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘, ∞Ú¯‡Ù·˜ Î·È ÿ·ÛÛÔ˜ ‹ fiˆ˜ ¿ÏÏÔÈ ÈÛÙÂ‡Ô˘Ó Ô
∂‡‰ÔÍÔ˜, Ì·ıËÙ‹˜ ÙÔ˘ ∞Ú¯‡Ù·, ÎÔÚ˘Ê·›Ô˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ ÛÙËÓ ∞Î·‰ËÌ›· ÙÔ˘ ¶Ï¿ÙˆÓ·. √È ¿ÏÏÂ˜
Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÚÔÛÙ¤ıËÎ·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ˘˜ ª˘ÔÓÂ›‰Ë Î·È ∂˘ÊÚ¿ÓˆÚ·.
∏ ‰¤Î·ÙË ·Ó·ÏÔÁ›· Â›Ó·È Û‹ÌÂÚ· ÁÓˆÛÙ‹ ÌÂ ÙÔ fiÓÔÌ· ¯̄ÚÚ˘̆ÛÛ‹‹  ÙÙÔÔÌÌ‹‹, Ô˘ ÙË˜ ¤‰ˆÛÂ Ô Kepler
(1571-1630) Î·È Û¯ÂÙ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ Ì¤ÛÔ Î·È
¿ÎÚÔ ÏfiÁÔ.
«¡· ¯ˆÚÈÛÙÂ› ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· ∞µ = Ï ÛÂ ‰‡Ô ¿ÓÈÛ· Ì¤ÚË ∞∆ = x Î·È ∆µ = Ï – x, ÒÛÙÂ
Ô ÏfiÁÔ˜ ÙÔ˘ ∞µ ÚÔ˜ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ ∞∆ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÙÔ˘ ∞∆ ÚÔ˜ ÙÔ 

ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÌ‹Ì·». ∏ ıÂÙÈÎ‹ Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ = Â›Ó·È Ë x = Ï ·fi ÙËÓ ÔÔ›· 

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÏfiÁÔ˜ ÙˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ∞µ Î·È ∞∆, = ≅ 1,61803...= Ê 

√ ÏfiÁÔ˜ ·˘Ùfi˜ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ Î·È ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÙË˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘ ÚÔ˜ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿
Î·ÓÔÓÈÎÔ‡ ÂÓÙ·ÁÒÓÔ˘. √È ‰È·ÁÒÓÈÔÈ ÂÓfi˜ Î·ÓÔÓÈÎÔ‡ ÂÓÙ·ÁÒÓÔ˘
Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ·ÛÙÂÚÔÂÈ‰¤˜ ÂÓÙ¿ÁˆÓÔ, ÙËÓ ÂÓÙ¿ÏÊ·, Ô˘ ‹Ù·Ó
‰È·ÎÚÈÙÈÎfi ÁÓÒÚÈÛÌ· ÙË˜ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈ·˜ ™¯ÔÏ‹˜. 

™’ ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ = Ê, = Ê. 

Œ¯ÂÈ ·Ú·ÙËÚËıÂ› fiÙÈ Ë Ù‹ÚËÛË ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ Ê ÛÙÈ˜ ·Ó·ÏÔÁ›Â˜
Î·ÏÏÈÙÂ¯ÓÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› ÙËÓ ·›ÛıËÛË ÙË˜ ·ÚÌÔÓ›·˜. ∆Ô Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÎ·ÏÈÒÓ ÛÙÔ
¿Óˆ Î·È Î¿Ùˆ ‰È¿˙ˆÌ· ÙÔ˘ ıÂ¿ÙÚÔ˘ ÙË˜ ∂È‰·‡ÚÔ˘, ¤¯ÂÈ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› (Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 4Ô˘ ·ÈÒÓ·
.Ã.) Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ Ê.
™ÙÔ II ‚È‚Ï›Ô ÙˆÓ ™ÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜
‰È·›ÚÂÛË˜ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ Ì¤ÛÔ Î·È ¿ÎÚÔ ÏfiÁÔ, ·ÏÏ¿
‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: «¡· ¯ˆÚÈÛÙÂ› ¤Ó· ‰ÔÛÌ¤ÓÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·
· ÛÂ ‰‡Ô Ì¤ÚË ÒÛÙÂ ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÈ ÙÔ ÙÌ‹Ì· · Î·È ÙÔ · – x,
Ó· Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ x».
∆Ô fiÓÔÌ· fiÌˆ˜ Î·È ÙË Ê‹ÌË ÙÔ˘ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Ê Ù· ÔÊÂ›ÏÂÈ ÛÙÈ˜ ·ÚÈıÌË-
ÙÈÎ¤˜ ÙÔ˘ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (·Ó ÛÙÔ Ê ÚÔÛı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ 1, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔ ÙÂÙÚ¿-
ÁˆÓfi ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ Ê2 = Ê + 1 Î·È ·Ó ·fi ÙÔÓ Ê ·Ê·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙÔ 1 

ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊfi˜ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ = Ê – 1) ·ÏÏ¿ Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙÔ 

ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ê·›ÓÂÙ·È Ó· ÂÓ˘¿Ú¯ÂÈ Û˘¯Ó¿ ÛÙË Ê‡ÛË, ÛÙÔ Û‡Ì·Ó Î·È
ÛÙ· ·ÓıÚÒÈÓ· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹Ì·Ù·, Î˘Ú›ˆ˜ Ù· Î·ÏÏÈÙÂ¯ÓÈÎ¿ ¤ÚÁ·. ∏
sectio aurea(¯Ú˘Û‹ ÙÔÌ‹) ‹ proportio divine (ıÂ›· ·Ó·ÏÔÁ›·) ¤ÁÈÓÂ ‰È¿-
ÛËÌË ÙÔ ÌÂÛ·›ˆÓ· Î˘Ú›ˆ˜ ÌÂ ÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ §Ô‡Î· ¶È·ÙÛfiÏÈ, Ô˘ ÂÈÎÔÓÔÁÚ·Ê‹ıËÎÂ
ÌÂ 60 Û¯¤‰È· ·fi ÙÔ §ÂÔÓ¿ÚÓÙÔ ÓÙ· µ›ÓÙÛÈ. 

1 
Ê

∞° 
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x 
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Ï 
x 
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™ÙÔ ¤ÚÁÔ ·˘Ùfi Ô ¶·ÙÛÈfiÏÈ ·Û¯ÔÏÂ›Ù·È ÌÂ ÙÔ Ï·ÙˆÓÈÎfi ‰ˆ‰ÂÎ¿Â‰ÚÔ ÔÈ ¤‰ÚÂ˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘, ˆ˜
ÁÓˆÛÙfiÓ, Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ¿ ÂÓÙ¿ÁˆÓ·. 
√ Ê, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Î·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜. ¶ÈÔ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ·fi fiÏÂ˜ Â›Ó·È ÙÔ «¯Ú˘Ûfi
ÔÚıÔÁÒÓÈÔ». ŒÓ· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Ï¤ÁÂÙ·È ¯Ú˘Ûfi ·Ó Ô ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ ÙÔ˘ · ÚÔ˜
ÙËÓ ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ‚ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ Ê. ∞Ó Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÌÂ ÏÂ˘Ú¤˜ ‚, · –
‚ ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¤Ó· ·ÎfiÌË «¯Ú˘Ûfi ÔÚıÔÁÒÓÈÔ». ∞Ó Û˘ÓÂ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ‰È·‰ÈÎ·Û›·, ı·
·Ú·Á¿ÁÔ˘ÌÂ ‰È·ÚÎÒ˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚ· ¯Ú˘Û¿ ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÔ ¤Ó· Ì¤Û· ÛÙÔ ¿ÏÏÔ. ∞Ó ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi
·˘Ù¿ Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ÌÈ· ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎ‹ ÛÂ›Ú· Ë  ÔÔ›·
Î·È ·˘Ù‹ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Û˘¯Ó¿ ÛÙË Ê‡ÛË ÛÙÔ Î¤Ï˘ÊÔ˜ ÙˆÓ Ì·Ï·Î›ˆÓ, fiˆ˜ Ô Ó·˘Ù›ÏÔ˜. 

√ ÓÙ· µ›ÓÙÛÈ, fiˆ˜ Ï¤ÁÂÙ·È, Û¯Â‰›·ÛÂ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ¯Ú˘Ûfi ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ÙË ¯Ú˘Û‹ ·Ó·ÏÔÁ›· Ù·
·ÚÈÛÙÔ˘ÚÁ‹Ì·Ù¿ ÙÔ˘: ªfiÓ· §›˙·, ∂˘·ÁÁÂÏÈÛÌfi˜, ÕÁÈÔ˜ πÂÚÒÓ˘ÌÔ˜ Î.·. ∏ ·Ó·ÏÔÁ›· ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜
ÙÔÌ‹˜ ı· Û˘Ó·Ú¿ÛÂÈ Î·È ÙÔ ‰È¿ÛËÌÔ Á¿ÏÏÔ ·Ú¯ÈÙ¤ÎÙÔÓ· ÙÔ˘ 20Ô˘ ·ÈÒÓ· §Â ∫ÔÚÌÈ˙È¤, Ô˘
‰È·Ù‡ˆÛÂ ÙÔ modylor (ÎÏ›Ì·Î· ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ ÙÔ˘ ·ÓıÚÒÈÓÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜, fiÔ˘ Ô ÔÌÊ·Ïfi˜ ‰È·ÈÚÂ›
ÙÔ È‰·ÓÈÎfi ·ÓıÚÒÈÓÔ ÛÒÌ· ÛÂ ÏfiÁÔ ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜ ÙÔÌ‹˜) Î·È Ô ÔÔ›Ô˜ Û¯Â‰›·ÛÂ ÔÏÏ¿ ÎÙ›ÚÈ· ÌÂ
‚¿ÛË ÙÔ ¯Ú˘Ûfi ÏfiÁÔ.
√ ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜ ÙÔÌ‹˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÙËÎÂ ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· Ê ÚÔ˜ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÏ‡ÙË ºÂÈ‰›·.
∏ ‰¤Î·ÙË ·Ó·ÏÔÁ›· Â›Ó·È Ë ·Ú¯‹ ÙÔ˘ Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ FFiibboonnaaccccii
(1180-1250 Ì.Ã.) ÛÙËÓ ÔÔ›· Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÚÔËÁÔ˘Ì¤ÓˆÓ:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 144...

™ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·˘Ù‹ ÔÈ ÏfiÁÔÈ ‰‡Ô Ù˘¯·›ˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÙË˜ ÌÂÙ¿ ÙÔÓ ¤ÌÙÔ,
ÚÔÛÂÁÁ›˙Ô˘Ó ÙÔ ÏfiÁÔ ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜ ÙÔÌ‹˜ 1,618 133 98875..., 

= 1,6,   = 1,615,   = 1,617,   = 1,618...

∆Ô˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ºÈÌÔÓ¿ÙÛÈ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ Û˘¯Ó¿ ÛÙË Ê‡ÛË ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡
ÙˆÓ ˙Â˘ÁÒÓ ÙˆÓ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ (¶fiÛ· ˙Â‡ÁË ·fi ÎÔ˘Ó¤ÏÈ· ÌÔÚÂ› Ó· ÁÂÓÓËıÔ‡Ó ÛÂ ¤Ó· ¯ÚfiÓÔ ·fi
¤Ó· ˙Â˘Á¿ÚÈ, ·Ó Î¿ıÂ ˙Â˘Á¿ÚÈ ÁÂÓÓ¿ÂÈ Î¿ıÂ Ì‹Ó· ·fi ¤Ó· Ó¤Ô ˙Â˘Á¿ÚÈ, Ô˘ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì‹Ó·
Á›ÓÂÙ·È ·Ú·ÁˆÁÈÎfi; ∞: 1, 1, 2, 3, 5, 8,...) ¿Óˆ ÛÙËÓ ÔÔ›· ‰Ô‡ÏÂ„Â Ô πÙ·Ïfi˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ ÙÔÓ
13Ô ·ÈÒÓ·, Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ Ê‡ÏÏˆÓ ÛÙÔ˘˜ Ì›Û¯Ô˘˜ ÙˆÓ Ê˘ÙÒÓ, ÙÔ˘˜ ÛfiÚÔ˘˜ ÛÙÔÓ
‡ÂÚÔ ÙÔ˘ ËÏÈÔÙÚÔ›Ô˘, ÙˆÓ ÊÔÏ›‰ˆÓ ÛÙÔ ÎÔ˘ÎÔ˘Ó¿ÚÈ, ÙÔ˘˜ ¤ÏÈÎÂ˜ ÙˆÓ ı·Ï·ÛÛÈÓÒÓ ÔÛÙÚ¿ÎˆÓ
Î·È ÙÈ˜ ÛÂÈÚ¤˜ Ô˘ ·Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó Ù· ¤Ù·Ï· ÙˆÓ ÏÔ˘ÏÔ˘‰ÈÒÓ.
™ÙÔ ¤Ú·ÛÌ· ÙˆÓ ·ÈÒÓˆÓ ‚Ú¤ıËÎ·Ó ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹˜ ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜ ÙÔÌ‹˜ Û¯Â‰fiÓ
·ÓÙÔ‡, fi¯È ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ·Ú¯·›· ÂÏÏËÓÈÎ‹ ·Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ‹ ·ÏÏ¿ Î·È ÛÙ· Û‡Á¯ÚÔÓ· ·ÚÈÛÙÔ˘ÚÁ‹Ì·Ù·
ÙË˜ Ù¤¯ÓË˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ¶·ÚıÂÓÒÓ·˜, ÂÊfiÛÔÓ ÚÔÛÙÂıÂ› ÛÂ ·˘ÙfiÓ ÙÔ Î·ÙÂÛÙÚ·ÌÌ¤ÓÔ
·¤ÙˆÌ¿ ÙÔ˘, Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ¯Ú˘Ûfi ÔÚıÔÁÒÓÈÔ. ∞Ó Î·È ÛÙÔ ·ÚÈÛÙÔ‡ÚÁËÌ· ·˘Ùfi ÙË˜ Ù¤¯ÓË˜ ÂÓÛˆÌ·-
ÙÒÓÔÓÙ·È ÔÏÏÔ› Î·ÓfiÓÂ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜, Â›Ó·È ·ÌÊ›‚ÔÏÔ ·Ó ÔÈ ·Ú¯ÈÙ¤ÎÙÔÓÂ˜ ÙÔ˘ 5Ô˘
·ÈÒÓ· .Ã. ÁÓÒÚÈ˙·Ó ÙÈ˜ Î·ÙÔÈÓ¤˜ «¯Ú˘Û¤˜ ·Ó·ÏÔÁ›Â˜».
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¶ÔÏÏ¿ ·’ fiÛ· ·Ô‰›‰ÔÓÙ·È ÛÙÔ Ê Î·È Î˘Ú›ˆ˜ Ô ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ˆ˜ «¯Ú˘Û‹ ·Ó·ÏÔÁ›·»
ÛÙÂÚÔ‡ÓÙ·È ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎÔ‡ ˘Ô‚¿ıÚÔ˘. √È (˘ÔÙÈı¤ÌÂÓÂ˜) ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙËÓ Ù¤¯ÓË,
ÙËÓ ·ÈÛıËÙÈÎ‹ Î·È ÙËÓ ·Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ‹, ¤¯Ô˘Ó Á›ÓÂÈ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÔÏÏÒÓ Û˘˙ËÙ‹ÛÂˆÓ Î·È Û¯ÔÏ›ˆÓ,
Î·ıÒ˜ Û’ ¤Ó· ÌÂÁ¿ÏÔ Ì¤ÚÔ˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ˘ÂÈÛ¤Ú¯ÂÙ·È Ë ˘ÔÎÂÈÌÂÓÈÎ‹ ÎÚ›ÛË ÙÔ˘
ÌÂÏÂÙËÙ‹. √ ¯Ú˘Ûfi˜ ÏfiÁÔ˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È fiÌˆ˜ ÙfiÛÔ Û˘¯Ó¿ ÛÂ ¤ÚÁ· Ù¤¯ÓË˜, ÒÛÙÂ Ó· ·ÔÎÏÂ›ÂÙ·È
Ë Û‡ÌÙˆÛË. 
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– P.J. Davis – R. Hersh: ∏ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÌÂÈÚ›·, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∆ÚÔ¯·Ï›·, ∞ı‹Ó·.
– Th. L.Heath: πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ∫¤ÓÙÚÔ ŒÚÂ˘Ó·˜ ∂ÈÛÙ‹ÌË˜ Î·È

∂Î¿È‰Â˘ÛË˜, ∞ı‹Ó· 2001.
– Jean-Francoise Mattei: √ ¶˘ı·ÁfiÚ·˜ Î·È ÔÈ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔÈ, πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ª.

∫·Ú‰·Ì›ÙÛ·, ∞ı‹Ó· 1995.
– µ.L. van Waerden: ∏ ·Ê‡ÓÈÛË ÙË˜ ÂÈÛÙ‹ÌË˜, ¶·ÓÂÈÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ú‹ÙË˜,

∏Ú¿ÎÏÂÈÔ 2000.
– www.en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
– http://goldennumber.net

∞ÊÔ‡ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı˘ÌËıÔ‡Ó Ò˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰È¿Ù·ÍË ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÙÔ˘˜ ‰›ÓÂÙ·È
Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Ô‰ËÁËıÔ‡Ó Û’ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜
ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ı˘ÌËıÔ‡Ó Ò˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰È¿Ù·ÍË ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó Î·È Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.
ñ ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ·ÓÈÛÒÛÂˆÓ ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Ì’

¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÙÚfiÔÈ ÁÈ· Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜.
·) ¡· ÙÔ˘˜ ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ¿ÍÔÓ·, ÔfiÙÂ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ Â›Ó·È ·˘Ùfi˜ Ô˘

‚Ú›ÛÎÂÙ·È ‰ÂÍÈfiÙÂÚ·.
‚) ¡· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘˜, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ˘˜ ·Ú·-

ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ¿ÍÔÓ·. 
– √È ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ (Á) Î·È (‰) ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ˆ˜ ¿ÛÎËÛË, ÂÊfiÛÔÓ ÙÔ ÎÚ›ÓÂÈ Ô

‰È‰¿ÛÎˆÓ Î·È ÙÔ Â›Â‰Ô ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ ÂÈÙÚ¤ÂÈ.
– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·ÓÈÛfiÙËÙ·, Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜

ÙÚfiÔ˘˜:
11ÔÔ˜̃  ÙÙÚÚfifiÔÔ˜̃:: •ÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ÙËÓ ˘fiıÂÛË Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜,
Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙË Û¯¤ÛË Ô˘ ˙ËÙÂ›Ù·È. (.¯. ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3)
22ÔÔ˜̃  ÙÙÚÚfifiÔÔ˜̃:: ªÂ ·ÊÂÙËÚ›· ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· Ô˘ ˙ËÙÂ›Ù·È Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ, Î¿ÓÔÓÙ·˜ Ú¿ÍÂÈ˜
Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ· Û¯¤ÛË Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ.
(.¯. ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4Á, 4‰, 11, 12, Î.Ù.Ï.)

– ¡· ÂÍËÁËıÂ› fiÙÈ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÌÈ· ‰ÈÏ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ·, .¯. ÙËÓ · < ‚ < Á, ·ÚÎÂ› Ó·
·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÍÂ¯ˆÚÈÛÙ¿ ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ · < ‚ Î·È ‚ < Á.

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.5. ∞ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ (4 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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– ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ÂÍËÁËıÂ› ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ÂÈÙÚ¤ÂÙ·È Ó·
·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ‹ Ó· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÁÈ· Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙÒÓ ÛÂ ·ÓÈÛˆÙÈÎ‹ Û¯¤ÛË, Ú¤ÂÈ Ó·
ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·Ú·ÓÔÌ·ÛÙÒÓ. (.¯. ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6,
·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 12)

– ∏ È‰ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ (Â) ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ıÂ› Î·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿: 

– ∏ Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ·ÓÈÛÒÛÂˆÓ ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ ¤¯ÂÈ ‰È‰·¯ÙÂ› ÛÙËÓ µ� Ù¿ÍË Î·È
Ë Â·Ó¿ÏË„Ë Á›ÓÂÙ·È ÁÈ· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜. 

11.. ™ – ™ – ™ – § – §– ™ – ™ – ™
22 ··)) >, ‚‚))  <,ÁÁ))  <, ‰‰))  �, ÂÂ))  >, ÛÛÙÙ))  �.
33.. ¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÔ 4 Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË – ¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ 3.
44.. ··)) ¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÔ 4 Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË.

‚‚)) ∞Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔ 2 Î·È ·fi Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË.
ÁÁ)) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ 5.
‰‰)) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ ÙÔ –6.

55.. √È ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ·), Á).
66.. Ÿ¯È, ÁÈ·Ù› Ú¤ÂÈ ÔÈ ‚, ‰ Ó· Â›Ó·È ÔÌfiÛËÌÔÈ. (Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·)
∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛÙÙ··˘̆ÚÚfifiÏÏÂÂÍÍÔÔ  ((ÛÛÂÂÏÏ..  111199,,  ÛÛÙÙÔÔ  ‚‚ÈÈ‚‚ÏÏ››ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹))  
√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··:: 11))  ¢∂À∆∂ƒ√µ∞£ªπ∞, 22)) ¢π∞∆∞•∏, 33)) ∞√ƒπ™∆∏, 44)) ƒπ∑∞, 55)) ¢π¶§∏, 

66)) ™Àª¶§∏ƒø™∏, 77)) ∫§∞™ª∞∆π∫∏
∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··:: 11))  ¢π∞∫ƒπ¡√À™∞, 22)) ¢À√, 33)) ª∂∆∞µ∞∆π∫∏, 44)) ªπ∞, 55)) §À™∏, 66)) ∞¢À¡∞∆∏

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ ÚÔÁÚ·ÌÌ·ÙÈÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 2.5

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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Á Á‰ ‰∂1

· ·
‚

‚

∂2 · > ‚ } ⇒ ∂1 > ∂2 ‹ ·Á > ‚‰Á > ‰

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈ-

ÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
– √È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ (¯ˆÚ›˜ ·Ô-

‰Â›ÍÂÈ˜).
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 4.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∞Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7, 8.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3, 4, 5, 6.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2, 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 10, 11, 12,

13, 14, 15.

44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ Ì’ ¤Ó·Ó

¿ÁÓˆÛÙÔ.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 16, 17, 18.

((44  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó ÛÂ ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ
‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á (ÙËÓ 2x + y = 6) Î·È Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡ÁË (x, y), Ù· ÔÔ›· ·Ó ·Ú·ÛÙ·ıÔ‡Ó ÌÂ ÛËÌÂ›· Û’ ¤Ó·
Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ, ÙfiÙÂ fiÏ· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â. ∂ÈÏ¤ÔÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó·
‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È fiÙÂ ¤Ó· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤-

ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÂ ÌÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›· Î·È

Ò˜ ·˘Ù‹ Û¯Â‰È¿˙ÂÙ·È ÛÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ‹ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË Û’ ¤Ó·Ó
·fi ·˘ÙÔ‡˜. 

– ∞Ó Î·È ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ‰È‰·¯ıÂ› ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜
ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ  · � 0 ‹ ‚ � 0, ÎÚ›ıËÎÂ ˆÛÙfiÛÔ ·Ó·ÁÎ·›· Ë Â·Ó¿ÏË„Ë ÙË˜ ÁÈ· ÙËÓ
Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ.

– °È· ÙÔÓ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ · � 0 ‹ ‚ � 0, Â›Ó·È ·ÚÎÂÙfi Ó· 
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ‰‡Ô ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ (Û˘Ó‹ıˆ˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Ù· ÎÔÈÓ¿ ÙË˜
ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜). °È· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ·˘ÙÒÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ë
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÂ› ÛÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë Ï‡ÛË ÌÈ·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x + ‚y = Á ‰ÂÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜, ·ÏÏ¿
¤Ó· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ.

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· fiÙÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›·, ·Ó
Î·È ÌfiÓÔ ·Ó, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ (·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 2,
¿ÛÎËÛË 2).

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ· ÙË ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ‹ ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙË˜
Â˘ıÂ›·˜, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÁÈ· ÙÔÓ Û¯Â‰È·ÛÌfi ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜.

– ∏ ÂÍÔÈÎÂ›ˆÛË ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÌÂ ÙÔÓ Û¯Â‰È·ÛÌfi Î·È ÙËÓ ÂÚÌËÓÂ›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙË˜ 
Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹ ÂÈ‰›ˆÍË ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜
Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÂÈ‚¿ÏÏÂÙ·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› Î·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜
Ó· Á›ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÂÈÌ¤ÏÂÈ· Î·È ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰ÈÔ ‹ ÛÙÔÓ ›Ó·Î·.

– ∆· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ù·¯‡ÙËÙ·˜-¯ÚfiÓÔ˘ ÂÓfi˜ ÎÈÓËÙÔ‡ Ô˘ ÂÎÙÂÏÂ› ÔÌ·Ï‹ ‹ ÔÌ·Ï¿ ÌÂÙ·‚·ÏÏfi-
ÌÂÓË Î›ÓËÛË ÚÔÛÊ¤ÚÔÓÙ·È ÁÈ· Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙË˜
ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÌÈ·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜. 

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

3.1. ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∫∂º∞§∞π√ 3Ô - ™˘ÛÙ‹Ì·Ù· °Ú·ÌÌÈÎÒÓ ∂ÍÈÛÒÛÂˆÓ
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11.. (3, 2), (0, 6), (–3, 10)

22.. § – ™ – ™ – §

33.. · ±4, ‚ ±3, Á ±1, ‰ ±2

44.. ii)) Á, iiii)) ‰

55..  ii)) ‰, iiii))  ‚ 

11.. ¡· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· Â1, Â2,
Â3, Â4, Â5 ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÙËÓ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯‹ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË 
··)) x – y = 2       
‚‚)) 2x – y = 0      
ÁÁ)) y = –2
‰‰)) x = –1           
ÂÂ)) x + y = 2

(∞: Â1 ±Á, Â2 ±Â, Â3 ±‚, Â4±·, Â5±‰)

22.. ∏ Â˘ıÂ›· Â: ·x – y = –1  ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, 5). 
··)) ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·
‚‚)) ¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.

(∞: ·=2, (0, 1))
33.. ∏ Â˘ıÂ›· Â: 2x – y = ‚  ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1, 3). 

··)) ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ‚
‚‚)) ¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· xãx.

(∞: ‚=–1, (– , 0))1
2

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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˘0

t t t t
˘= ˘0 = ÛÙ·ı ˘= ˘0 + ·t ˘= ˘0  – ·t˘ = ·t

–2
–1

1

2

1 2–2

–2

Â3

Â4

Â2

Â1

Â5
y
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ·fi ÙÔ Û¯‹Ì· fiÙÈ
Ë ÎÔÈÓ‹ Ï‡ÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Â1 :: x + y = 5 Î·È Â2 :: 2x + y = 8  Â›Ó·È ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜
·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÏÏÔ ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙˆÓ ‰‡Ô Â˘ıÂÈÒÓ.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó:
ñ ∆È Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ  ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È fiÙÂ ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ

Â›Ó·È Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘.
ñ ¡· ÂÈÏ‡Ô˘Ó ÁÚ·ÊÈÎ¿ ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È Ó·

Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó fiÙÂ ¤¯ÂÈ ÌÈ· Ï‡ÛË, fiÙÂ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ Î·È fiÙÂ Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ. 

– ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜
ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È ÁÈ· Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ ÂÎÙfi˜ ·fi ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ·˜ Ï‡ÛË˜ ¤Ó·
Ù¤ÙÔÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ ‹ Ó· ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2). 

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ· ÙË ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.
– ∂›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ì¤Û· ·fi Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÁÈ· ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·

ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜: � ·1x + ‚1y = Á1, ÈÛ¯‡Ô˘Ó
·2x + ‚2y = Á2

∞Ó � , ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌÌÈÈ··  ÏÏ‡‡ÛÛËË.

∞Ó = � , ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔÓÓ.

∞Ó = = , ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ. 

– √È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÂÚÌËÓÂ‡Ô˘Ó Î·È Ó· ÂÍ¿ÁÔ˘Ó Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ·fi ÙÈ˜
Â˘ıÂ›Â˜ Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 3, 4)

– ¡· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚÔ ‚¿ÚÔ˜ ÛÙËÓ ÂÍÔÈÎÂ›ˆÛË ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÌÂ ÙÈ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ Î·È
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi. ∏
‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· «ÌÂÙ¿‚·ÛË˜» ·fi ÙÔ ¤Ó· Â›‰Ô˜ ¤ÎÊÚ·ÛË˜ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ Â›Ó·È È‰È·›ÙÂÚ· ¯Ú‹ÛÈÌË ÁÈ·
ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ¶.¯.

Á1

Á2

‚1

‚2

·1

·2

Á1

Á2

‚1

‚2

·1

·2

‚1

‚2

·1

·2

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

3.2. ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘  
(1 ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ·)
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11.. ¢ 22.. · ±2, ‚ ±3, Á ±1 33.. ··)) (–3, –2), ‚‚)) (3, 2),   ÁÁ)) (6, 0),   ‰‰)) (0, 0) 

∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÛˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒ-
ÛÙÔ˘˜, ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È Ó· ˘ÔÛÙËÚÈ¯ÙÂ› ·fi ∏/À. °È· ÙÔ ÛÎÔfi ·˘Ùfi ı· Ú¤ÂÈ Î·Ù·Ú¯‹Ó
Ó· ÂÈÏÂÁÂ› ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ÏÔÁÈÛÌÈÎfi ÙÔ ÔÔ›Ô Ó· Û¯Â‰È¿˙ÂÈ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Ë
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚y = Á Î·È fi¯È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x + ‚, .¯. ÙÔ Graphmatica for
windows. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· Ú¤ÂÈ Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÌÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÌÂ ‚·ÛÈÎfi ÛÙfi¯Ô:
– ¡· ·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙË Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜

ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ÙÔ˘.
– ¡· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙË ı¤ÛË ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ÛÙÔ Â›Â‰Ô fiÙ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ ‹

·fiÚÈÛÙÔ.
ÀÔÛÙËÚÈÎÙÈÎfi ˘ÏÈÎfi ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ·˘Ù‹ ı· ‚ÚÂÈ Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ Î·È ÛÙËÓ ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ‹ ¶‡ÏË
ÙÔ˘ À¶∂¶£ www.e-yliko.gr

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·, ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ì¤Û· ·fi ¤Ó· Úfi‚ÏËÌ· Ó·
Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ (x + y = 20, x + 3y = 44) Ë
Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Â›Ó·È Î·È Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó:
ñ ¡· Ï‡ÓÔ˘Ó ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜.

– ªÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜
– ªÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ

ñ ¡· Ï‡ÓÔ˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. 

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

3.3. ∏ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  (4 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

£∂ª∞: °Ú·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Â›Ó·È 
··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ..

↔√È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 ÙÙ··˘̆ÙÙ››˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ..

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Â›Ó·È 
··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔÓÓ..

↔√È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Â›Ó·È 
··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏÂÂ˜̃..

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ¤¯ÂÈ 
ÌÌÔÔÓÓ··‰‰ÈÈÎÎ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË..↔√È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 ÙÙ¤¤ÌÌÓÓÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ..

∆Ô ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ  (x0, y0) ÙÔ˘  
ÛËÌÂ›Ô˘ ª Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

↔ªÈ· Â˘ıÂ›· Â ‰‰ÈÈ¤¤ÚÚ¯̄ÂÂÙÙ··ÈÈ ·fi ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô ª(x0,y0).

OÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x0, y0) ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª
Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

↔∆Ô ÛËÌÂ›Ô ª(x0, y0) ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ ÛÙËÓ
Â˘ıÂ›· Â. 

∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ‹‹  ¤¤ÎÎÊÊÚÚ··ÛÛËË°°ÂÂˆ̂ÌÌÂÂÙÙÚÚÈÈÎÎ‹‹  ¤¤ÎÎÊÊÚÚ··ÛÛËË
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– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È Î·È Ô Î·Ù·ÏÏËÏfiÙÂÚÔ˜ ÙÚfiÔ˜ Â›Ï˘Û‹˜
ÙÔ˘. (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5)

– ∏ Â›Ï˘ÛË Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Ó· ÌË ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÌfiÓÔ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ·ÏÏ¿ Î·È
ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ·, ‚, ˘, t Î.Ù.Ï.

– ¡· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜
Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ Ì·˜ ˙ˆ‹˜, ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜, ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜, ÙË˜ ÃËÌÂ›·˜ Î.Ù.Ï.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· fiÙÈ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ·fi Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘
Ï‡ÓÔÓÙ·È Ì’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜, ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Ï˘ıÔ‡Ó Î·È ÌÂ Ì›· ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘
Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó·Ó ÌfiÓÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ. ŸÌˆ˜ Ë ÂÈÏÔÁ‹ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙˆÓ ·Ú¤¯ÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ·
ÌÂ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚÔ ÙÚfiÔ Ó· Î·Ù·ÛÙÚÒÓÔÓÙ·È ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ô˘ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘
ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Úfi‚ÏËÌ· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È
ÛÙ· «∞ÚÈıÌËÙÈÎ¿» ÙÔ˘ ¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˘ (3Ô˜ ·ÈÒÓ·˜ Ì.Ã.) Î·È ÙÔ ÔÔ›Ô Ô ¢ÈfiÊ·ÓÙÔ˜ Ï‡ÓÂÈ ÌÂ
ÂÍ›ÛˆÛË. «¡· ¯ˆÚÈÛÙÂ› Ô ·ÚÈıÌfi˜ 100 ÛÂ ‰‡Ô (·Î¤Ú·ÈÔ˘˜) ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Ó· ¤¯Ô˘Ó
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ‰È·ÊÔÚ¿ 40». (∞: ∞Ó x Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ÙfiÙÂ x + 40 Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜, ÔfiÙÂ 
x + (x + 40) = 100). ∂˘ÎÔÏfiÙÂÚ· fiÌˆ˜ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· Ï‡ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·: x + y = 100,
x – y = 40). ªÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆÈÛÙÔ‡Ó Î·È Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 4 Î·È
ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 9, 16 Î.Ù.Ï. ÕÏÏˆÛÙÂ Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ ÛÙË Ï‡ÛË ÌÈ·˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Ó· ÂÂÎÙ·ıÂ› ÛÂ Â›Ï˘ÛË Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ‹
‰ÂÓ Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘Ó ¿ÌÂÛ· ÛÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿.

– ªÈ· ·fi ÙÈ˜ ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ·ÊÈÂÚˆıÂ› ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ
Î›ÓËÛË˜ Ô˘ Ï‡ÓÔÓÙ·È ÌÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·. ŒÙÛÈ, ı· ‰ÔıÂ› Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È Ó· ‰Ô˘Ó ÙËÓ ·ÏÏËÏÂÍ¿ÚÙËÛË ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜ ÌÂ
Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. ∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Û’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ· Ó· Ï˘ıÔ‡Ó ÛÙËÓ Ù¿ÍË Ë
¿ÛÎËÛË 19 (Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ˙ËÙËıÂ› ·fi ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘Ó
Î·È ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Ù·¯‡ÙËÙ·˜-¯ÚfiÓÔ˘) Î·È Ë ¿ÛÎËÛË 16 ·fi ÙÈ˜ ÁÂÓÈÎ¤˜.
ø˜ ÂÚÁ·Û›· ÁÈ· ÙÔ Û›ÙÈ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 15 Î·È 14 ·fi ÙÈ˜ ÁÂÓÈÎ¤˜.

11.. ‰ 22.. ‰ 33.. Á
44.. ªÂ 1, – 2, ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ 1Ô˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÌÂ 5, 3 ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ 2Ô˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.
55.. ·, ‰ ÌÂ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ‚, Á ÌÂ ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜. 66.. (™1) ·‰‡Ó·ÙÔÓ, (™2) ·fiÚÈÛÙÔ.

11.. ª·Ú›·: ∞Ó ÌÔ˘ ‰ÒÛÂÈ˜ ‰‡Ô, ı· ¤¯ˆ fiÛ· Î·È ÂÛ‡.
∂Ï¤ÓË: ∞Ó ÂÛ‡ ÌÔ˘ ‰ÒÛÂÈ˜ ‰‡Ô, ı· ¤¯ˆ Ù· ‰ÈÏ¿ÛÈ· ·fi Û¤Ó·.
¶fiÛ· ¤¯ÂÈ Ë Î·ıÂÌÈ¿; (∞: x = 10, y = 14)

√È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ x Î·È ÙÔ˘ y Û‚‹ÛÙËÎ·Ó Î·Ù¿ Ï¿ıÔ˜.

22.. � ...x + y = 4
. ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ·Ó ÁÓˆÚÈ˙ÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ 

6x –....y = 3 Ï‡ÛË (– ,– ); (∞: –17, 3) 

33.. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

� x + 2y =  5 Î·È � –x + 4y = 1 ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ‹ Ï‡ÛË.
3x – 2y   = 7 2x –  3y = 3

(∞: x=3, y=1) 

5
3

1
3

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ª¤ıÔ‰Ô˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1, 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2·, 3‚, 4·,

20.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ª¤ıÔ‰Ô˜ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3, 4.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 2, 3·, Á, 4‚, 5.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5, 6.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 6, 7, 8, 9, 10.

44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ™˘ÌÏËÚÒÛÂÈ˜ — ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 11, 12, 13, 14,

15...
‹ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿

¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î›ÓËÛË˜ Î·È Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·.

((44  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 3.3

60 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3Ô

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))
ñ °Ú·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË – °Ú·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∆Ô ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 3x – 2y = 5.
‚‚)) ∏ Â˘ıÂ›· Â :: 2x – 5y = 0 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.
ÁÁ)) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË y = – 3 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
‰‰)) ∞Ó ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜, ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È 

·fiÚÈÛÙÔ.  ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))
µµ.. ¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË:

ii)) √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1 :: 2x – 3y = 18 Î·È Â2 :: 3x + 5y = 8 ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ
··)) ∞(9, 0), ‚‚)) µ(1, 1), ÁÁ)) °(6, –2), ‰‰)) ¢(3, –4)

iiii)) ∞Ó ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  � 5x – 4y = 6
ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ–2x + 4y = 3

·ÓÙ›ıÂÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ, ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË:
··)) 5x = 6, ‚‚)) 3x = 3, ÁÁ)) –2x = 3, ‰‰)) 3x = 9

iiiiii)) TÔ Û‡ÛÙËÌ·  � x + 2y = 5
x + 2y = 5

··)) ¤¯ÂÈ Ì›· Ï‡ÛË, ‚‚)) Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ, ÁÁ)) Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ ((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·   � x + 5y = –8
((66  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

2x + 3y = 0

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

∞Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 :: (Î + 2)x + (Ï – 1)y = 26 Î·È Â2 :: (Î +4)x – Ïy = 6 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ª(2, 4), Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î, Ï.

((77  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

2
3
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÁÓˆÚ›ÛÔ˘Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘
Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÂ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ y = ·x2, · � 0. ∏ Â‡ÚÂÛË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 Î·È Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÛÂ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ›
‰›ÓÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.
∏ ÂÈÏÔÁ‹ ÙÔ˘ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜, ¤ÁÈÓÂ ÁÈ·Ù› Ë ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ·›ÚÓÂÈ
Î·È ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙË Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¿ ÌÂÁ¤ıË x, y Î·È Ó·

ı˘ÌËıÔ‡Ó fiÙÂ ·˘Ù‹ Î·ıÔÚ›˙ÂÈ Ì›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· Û¯Â‰È¿˙Ô˘Ó ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2, · � 0.
ñ ¡· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙË Û¯¤ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ · ÌÂ ÙÔ Û¯‹Ì· (¿ÓÔÈÁÌ· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜) Î·È ÙË

ı¤ÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜.
ñ ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ · ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  y = ·x2, · � 0 ·fi ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜

ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜. 

– √ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ Î·È Ë ÂÚÌËÓÂ›· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ 
y = ·x2, · � 0 Â›Ó·È Ô Î‡ÚÈÔ˜ ‰È‰·ÎÙÈÎfi˜ ÛÙfi¯Ô˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜. °È’ ·˘Ùfi ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜
Ú¤ÂÈ Ó· ·ÛÎËıÔ‡Ó ÛÙÔ ÛˆÛÙfi Û¯Â‰È·ÛÌfi ÙˆÓ ·Ú·‚ÔÏÒÓ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤-
ÓÔ˘ ¯·ÚÙÈÔ‡.

– ¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙË Û¯¤ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ · ÌÂ ÙË ı¤ÛË Î·È ÙÔ
¿ÓÔÈÁÌ· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2, Ó· ‰ÔıÔ‡Ó Î·Ù¿ÏÏËÏÂ˜ ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ (ÂÚÒÙ. Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6).
™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› Î·È Ë ·Ú·Î¿Ùˆ ¿ÛÎËÛË: 
¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú·-
‚ÔÏ‹ 1, 2, 3, 4 ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1 ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

·) y = 2x2, ‚) y = 4x2, Á) y = x2, ‰) y = x21
4

1
2

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

4.1. ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2, · � 0  (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∫∂º∞§∞π√ 4Ô - ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

1 2 3 4

1111
22

22

33

33

44

44

™™¯̄‹‹ÌÌ··  22™™¯̄‹‹ÌÌ··  11

61

4o ∫∂º∞§∞π√- (61-68) ∞§°∂µƒ∞   9-11-06  15:58  ™ÂÏ›‰·61



¡· Î¿ÓÂÙÂ ÙÔ ›‰ÈÔ Î·È ÁÈ· ÙÔ Û¯‹Ì· 2 ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

·) y = –5x2, ‚) y = –3x2, Á) y = – x2, ‰) y = – x2

– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚÔ ‚¿ÚÔ˜ ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜,
·ÏÏ¿ Â›Ó·È ·˘ÙÔÓfiËÙÔ fiÙÈ  ÔÈ ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ x ÛÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË
Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3, ¿ÛÎËÛË 7)

– ¡· ·ÍÈÔÔÈËıÂ› Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2, · � 0 ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆÓ ‰È·ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ (Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ 3) ·fi ÙË º˘ÛÈÎ‹,

°ÂˆÌÂÙÚ›·, √ÈÎÔÓÔÌ›· Î.Ù.Ï. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· S = ·t2 ÁÈ· ÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ·, 
∂ = Ú2, Ú > 0 (ÂÌ‚·‰fiÓ Î‡ÎÏÔ˘) Î.Ù.Ï.

ŒÓ· ·Ïfi ÂÚÁ·ÏÂ›Ô Ô˘ ‚ÔËı¿ ÛÙÔÓ ÛˆÛÙfi Û¯Â‰È·ÛÌfi ÌÈ·˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
Â›Ó·È ÙÔ ÎÎ··ÌÌ˘̆ÏÏfifiÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÔÔ. ∂›Ó·È È‰È·›ÙÂÚ· ¯Ú‹ÛÈÌÔ, fiÙ·Ó ÛÙÔ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈ-
ÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› ¤¯Ô˘Ó ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ù· ÛËÌÂ›· ·fi Ù· ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È Ë
·Ú·‚ÔÏ‹. ∏ ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ Î·Ì˘ÏfiÁÚ·ÌÌÔ˘ ‚ÔËı¿ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÍÔÈ-
ÎÂÈˆıÔ‡Ó ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ Î·È ÙË Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfiÙËÙ¿ ÙË˜. ªÂ
ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ·ÔÊÂ‡ÁÂÙ·È Ë ¯¿Ú·Í‹ ÙË˜ ˆ˜ ·ÓÔÈÎÙ‹˜ ÙÂıÏ·ÛÌ¤ÓË˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜, fiˆ˜ Û˘ÓËı›˙Ô˘Ó Ó· Î¿ÓÔ˘Ó ÔÏÏÔ› Ì·ıËÙ¤˜, Î·ıÒ˜ ÂÓÒÓÔ˘Ó
ÌÂ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÈ.

11.. µ, ° 22.. ª¤ÁÈÛÙË ·, ‰,  ÂÏ¿¯ÈÛÙË ‚, Á

33.. ™ – § – § – ™ – ™ – ™ 44..

55.. ‚

66.. · ±3,  ‚ ±4,  Á ±1,  ‰ ±2

11.. ŒÓ· ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¿ x. ¡· ÂÎÊÚ¿ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ y ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘
x Î·È Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË.

(∞: y = x2, x>0)

22.. T· ÛËÌÂ›· ∞, µ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÈ˜ ·Ú·‚ÔÏ¤˜ y = 3x2 Î·È y = –2x2 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Î·È ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È·
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –1. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ∞, µ. (∞: 5)

33.. (™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹ ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜ 4)
∞Ó ∞, µ Â›Ó·È ÛËÌÂ›· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x2 ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË 8, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ

ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ √∞µ, fiÔ˘ √ Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.  (∞: 32)

44.. (™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹ ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜ 3)
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ ÛÂ Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·Ù·:

1
2

��3
4

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

1
2

1
4

1
2
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(∞: ·±y = 2x2, ‚±y = x2, Á±y =– x2)

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 4x + 3, Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ·ÊÔ‡ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ÌÂ
Î·Ù¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË Ó· Ù·˘ÙÈÛÙÂ› Ï‹Úˆ˜ ÌÂ ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 + ‚x + Á Â›Ó·È Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 ÌÂÙ·ÙÔÈÛÌ¤ÓË

·Ú¿ÏÏËÏ· ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜, ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∫(– , – ) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜

ÙËÓ Â˘ıÂ›· x = – .

ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· Û¯Â‰È¿˙Ô˘Ó  ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y=·x2+‚x+Á, ·�0
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ · � 0 ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙË

ÙÈÌ‹ Î·È Ó· ÙËÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó.
ñ ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ·fi ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ÙË˜ 

·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÚÌËÓÂ‡Ô˘Ó ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2 + ‚x + Á, 

· � 0 Î·È Ó· Û˘Û¯ÂÙ›˙Ô˘Ó ÛËÌÂ›· ÙË˜ (Ì¤ÁÈÛÙÔ – ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜
Î.Ù.Ï.) ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜. 

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ:
·) °È· ÙË ¯¿Ú·ÍË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2 + ‚x + Á, · � 0 ··ÈÙÂ›Ù·È Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜

ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ ÙË˜ Î·È ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜. 
‚) √ ¿ÍÔÓ·˜ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ Â›Ó·È Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙËÓ

ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜.
– ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Ì¿ıÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó Ù· ÎÔÈÓ¿

ÛËÌÂ›· ÌÈ·˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ (·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 2). ¡· ·ÔÊÂ˘¯ıÂ› Ë

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

‚
2·

¢
4·

‚
2·

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

4.2. ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á   · � 0  (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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1
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‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÙÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x, ·Ó¿ÏÔÁ·
ÌÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·˜, ·ÊÔ‡ ÌÂ ÙÔ ı¤Ì· ·˘Ùfi ı· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÛÙÔ §‡ÎÂÈÔ. 

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË – ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2 + ‚x + Á,

· � 0 Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÁÈ· x = – . 

– O ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙˆÓ ·Ú·‚ÔÏÒÓ y = ·x2 + Á Î·È  y =·(x – Ú)2 ÌÔÚÂ› Ó·
Á›ÓÂÈ Î·È ¿ÌÂÛ·. (·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ 1, 2)

11.. ··)) ·Ú·‚ÔÏ‹, ∫(1, –4), x = 1, ‚‚)) ÂÏ¿¯ÈÛÙË, –4, 1, ÁÁ)) (–1, 0), (3, 0), (0, –3).

22.. ii)) Á, iiii)) Á,

33.. § – ™ – ™ – ™ – ™

44.. · ±2, ‚ ±4, Á ±1, ‰ ±3,

55.. ··)) x = 1, K(1, 4), ‚‚)) y = 4,  x = 1, ÁÁ)) (–1, 0), (3, 0), (0, 3).

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙÂÚÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ ÔÈ
Ì·ıËÙ¤˜ Î·Ù¿ ÙËÓ ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ‰Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈ·˜ ·ÏÏ¿ Î·È ÙË˜ ÙÚÈÙÔ‚¿ıÌÈ·˜ ÂÎ·›‰Â˘Û‹ ÙÔ˘˜,
·ÊÔ‡ Â›Ó·È ÌÈ· ¤ÓÓÔÈ· ÎÂÓÙÚÈÎ‹ Ë ÔÔ›· ÂÓÔÔÈÂ› ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÔ‡ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜
ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ ‚·ıÌ›‰Â˜. ∂ÓÒ Â›Ó·È ·fi ÙÈ˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙÂÚÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘
‰È‰¿ÛÎÔ˘ÌÂ ÛÙ· Û¯ÔÏÂ›· Ì·˜, Â›Ó·È Î·È ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ‰˘ÛÎÔÏfiÙÂÚÂ˜, fiˆ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È ·fi ÙÈ˜
ÔÏ˘¿ÚÈıÌÂ˜ ÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ¤˜ ÂÚÁ·Û›Â˜ Ô˘ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘Ó ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ¤ÓÓÔÈ·. ∞˘Ùfi ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔ
ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ ÔÏÏÔ‡˜ ÙÚfiÔ˘˜ ‡·ÚÍË˜ Î·È ÔÏÏ¤˜ ·Ó··Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ (Ë
Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ÌÂ ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ, ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ÌÂ Ù‡Ô (Û˘Ì‚ÔÏÈÎ‹
¤ÎÊÚ·ÛË) Î·È ÌÂ ÏÂÎÙÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË).
™ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË˜ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·ıÒ˜ Î·È ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘
Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ·˘Ù‹ (·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË, ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹, Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Î.¿.) ¤¯ÂÈ ‰È·ÈÛÙˆıÂ›
·fi ÙÈ˜ Û¯ÂÙÈÎ¤˜ ¤ÚÂ˘ÓÂ˜ fiÙÈ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜, ÔÈ Î˘ÚÈfiÙÂÚÂ˜ ·fi
ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È ÔÈ ÂÍ‹˜:
– ¢˘ÛÎÔÏ›· ·Ó·ÁÓÒÚÈÛË˜ ÌÈ·˜ Û¯¤ÛË˜ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙÔ

ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡).
– ¢˘ÛÎÔÏ›· ÛÙË Û‡Ó‰ÂÛË ÙË˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË˜ ÌÂ ÙËÓ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙË

¯Ú‹ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÎ‹˜ ÁÏÒÛÛ·˜ ÁÈ· ÙË ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û¯¤ÛÂˆÓ (Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔÔ›ËÛË ÂÓfi˜
ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜)

– ¢˘ÛÎÔÏ›· ÛÙË ÌÂÙ¿‚·ÛË ·fi ÙË ÌÈ· ÌÔÚÊ‹ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÛÙËÓ ¿ÏÏË Î·È ÙÔ
·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ.

∫¿ıÂ Â›‰Ô˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ·Ú¤¯ÂÈ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÁÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÌfiÓÔ Ù˘¯¤˜ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜
¯ˆÚ›˜ fiÌˆ˜ Ó· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎ¿. √È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ÔÈ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ Î·Ù·ÓfiËÛ‹˜ ÙË˜

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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ÛÙËÓ ›‰È· ¤ÓÓÔÈ· ·ÏÏËÏÔÛ˘ÌÏËÚÒÓÔÙ·È. √È ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ Ô˘ Û˘Ó·ÓÙÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÛÙË ÌÂÙ¿‚·ÛË
·fi ÙÔ ¤Ó· Â›‰Ô˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ Î·È ÛÙË ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Û‡Ó‰ÂÛË, ÂÓ Ì¤ÚÂÈ ÔÊÂ›ÏÔÓÙ·È
Î·È ÛÙÔÓ ÙÚfiÔ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜, Ô ÔÔ›Ô˜ ÚÔ¿ÁÂÈ ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ Â›‰Ô˜
ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·fi ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË. (°·Á¿ÙÛË˜
∞ı., Î.¿, 2003)
°È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi Ô ‚·ÛÈÎfi˜ ÛÙfi¯Ô˜ ÙË˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌfiÓÔ Ó· Á›ÓÂÈ Ï‹Úˆ˜
Î·Ù·ÓÔËÙ‹ ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜. ∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÛÙÈ¿˙ÂÈ Î·È ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ÈÎ·ÓfiÙËÙ·˜
ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ Ó· ÂÚÓÔ‡Ó ·fi ÙË ÌÈ· ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÛÙËÓ ¿ÏÏË ÌÂ Û˘Ó¤ÂÈ· Î·È
·ÎÚ›‚ÂÈ· ¯ˆÚ›˜ ·ÓÙÈÊ¿ÛÂÈ˜.
∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ú¤ÂÈ ·ÎfiÌ· Ó· Û˘Ì‚¿ÏÏÂÈ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË Î·È
Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È Ù· ‰‡Ô ÌÂÁ¤ıË Ô˘ Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜
Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙËÓ ÔÚÁ¿ÓˆÛË Î·È ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ ·˘Ù‹˜. ∏ Î·ÏÏÈ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ ÁÓÒÛË˜ ·˘Ù‹˜
‚ÔËı¿ ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÎfiÛÌÔ˘ Ô˘ ÙÔ˘˜ ÂÚÈ‚¿ÏÏÂÈ, ÂÓfi˜ ÎfiÛÌÔ˘ ÁÂÌ¿ÙÔ˘
·fi ÔÏ‡ÏÔÎ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·ÏÏËÏÔ-ÂÍ·ÚÙÒÌÂÓˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ (Ê˘ÛÈÎ¿, ÎÔÈÓˆÓÈÎ¿, ÔÈÎÔÓÔÌÈÎ¿
Î.Ù.Ï.). °È· ÙËÓ Â›ÙÂ˘ÍË ÙÔ˘ ÛÙfi¯Ô˘ ·˘ÙÔ‡, ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ·ÛÎÔ‡ÓÙ·È ÛÙ·‰È·Î¿ Î·È
Ì¤Û· ·fi ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÛÙÔÓ ÂÓÙÔÈÛÌfi Î·È ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ Î·È
·ÏÏËÏÔÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ, Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ ÌÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ÙÚfiÔ˘˜.
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Û˘Ó¤¯ÂÈ· ¤Ó·Ó ÂÈÏÂÎÙÈÎfi Î·Ù¿ÏÔÁÔ ‚È‚Ï›ˆÓ Î·È ¿ÚıÚˆÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó·
‚ÔËı‹ÛÔ˘Ó ÙÔÓ ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎfi Ô˘ ı¤ÏÂÈ Ó· ·Û¯ÔÏËıÂ› ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· ÌÂ ÙÈ˜ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜
ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.
– µ·Û¿ÎÔ˜ £.: ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ §˘ÎÂ›Ô˘ Î·È ÂÓ¤ÚÁÂÈÂ˜

Î·Ù·ÓfiËÛË˜. ∂Ìfi‰È· Ô˘ Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, (°·Á¿ÙÛË˜ ∞ı.
¢È‰·ÎÙÈÎ‹ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. £ÂˆÚ›·-ŒÚÂ˘Ó·» ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ Art of text A.E, ÛÂÏ 239-258,
£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 1995)

– °·Á¿ÙÛË˜ ∞.- ∏Ï›· π.- ∞Ó‰Ú¤Ô˘ ™.: ∞Ó··Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ì¿ıËÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ∞ÚÈıÌËÙÈÎ‹ °Ú·ÌÌ‹, ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ Áã ÙÂ‡¯Ô˜ 59, 2003. 

– Eisenberg Th.: Function and associated learning difficulties, Kluwer academic publishers
group.

– ∫·Ï·‚¿ÛË˜ º – ªÂ˚Ì¿ÚË˜ ª: £¤Ì·Ù· ¢È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. ¶ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ∞ı‹Ó· 1992.
– ∫·Ï‰Ú˘Ì›‰Ô˘ ª. - √ÈÎÔÓfiÌÔ˘ ∞.: ¶ÚfiÙ·ÛË ∞Ó·Ï˘ÙÈÎÔ‡ ¶ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. √È

‚·ÛÈÎÔ› ¿ÍÔÓÂ˜. ™¯¤‰ÈÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÔ‡ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ÁÈ· Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 1993. 
– Sfard A: Operational origins of mathematical objects and the quandary of reification. ∆the

case of function  in “The concept of Function:aspects of epistemology and Pedagogy” by  
Dubinsky Ed. and Harrel G.(eds). Mathematical Association of America U.S vol 25, pp. 
25-58, 1992.

– Sierpinska A: On understanding the Notion of function in “The concept of Function:aspects
of epistemology and Pedagogy” by  Dubinsky Ed. and Harrel G.(eds), M.A.A vol 25, pp.59-
84, 1992.

– Vinner S: Consept definition, consept image and the notion of function, Journal for
research in Mathematics education, 14 pp. 239-305, 1983.
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°È· ÙË ÌÂÏ¤ÙË Î·È ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È ‰‡Ô ÌÂÁ¤ıË  x, y,
Ô˘ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË  y = ·x2 + ‚x+ Á, ·�0, ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜
ÚÔ˜ ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÌÂÁ›ÛÙÔ˘  ‹  ÂÏ·¯›ÛÙÔ˘. ¶ÚÈÓ fiÌˆ˜ Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘Ó ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë
Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ÙË ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘Ó, ÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÎfiÈÌÔ, fiÔ˘ ·˘Ùfi Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi, Ó· ÙÔ˘˜ ÚÔÙÚ¤„ÂÈ
Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ Ó· ÚÔÛ·ı‹ÛÔ˘Ó Ó· ÂÈÚ·Ì·ÙÈÛÙÔ‡Ó Î·È Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘Ó, Ó· ÂÈÛËÌ¿ÓÔ˘Ó ¤Ó·
pattern (¤Ó· Î·ÓfiÓ·) Î·È Ó· ·Ó·Ù‡ÍÔ˘Ó ÌÈ· ÂÈÎ·Û›· ÁÈ· ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ(Â·ÁˆÁÈÎ‹
Û˘ÏÏÔÁÈÛÙÈÎ‹). ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Ó· ÂÏ¤ÁÍÔ˘Ó ÙËÓ ÂÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·˜ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË
(·Ú·ÁˆÁÈÎ‹ Û˘ÏÏÔÁÈÛÙÈÎ‹ ). 

¶¶··ÚÚ¿¿‰‰ÂÂÈÈÁÁÌÌ··
∞∞fifi  fifiÏÏ··  ÙÙ··  ÔÔÚÚııÔÔÁÁÒÒÓÓÈÈ··  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÂÂÚÚ››ÌÌÂÂÙÙÚÚÔÔ  3300  ccmm,,  ÔÔÈÈÔÔ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÙÙÔÔ  ÌÌÂÂÁÁ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚÔÔ  
ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ;;
··)) ™¯Â‰›·ÛÂ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi ÛÔ˘ ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÌÂ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ 30 cm.   
‚‚)) ºÙÈ¿ÍÂ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô Ó· ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ 

ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ Ô˘ Û¯Â‰›·ÛÂ˜ .
ÁÁ)) µÚ‹ÎÂ˜ ·ÚÎÂÙ¤˜ ÙÈÌ¤˜, ÒÛÙÂ Ó· Â›Û·È ‚¤‚·ÈÔ˜  fiÙÈ ÌÔÚÂ›˜ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÈ˜ ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ

ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÌ‚·‰fiÓ; ∞Ó fi¯È, ‚ÚÂ˜ ÌÂÚÈÎ¤˜ ·ÎfiÌ·.
‰‰)) ∞Ó  ı¤ÏÂÈ˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô Î·Ù¤ÏËÍÂ˜, ÙfiÙÂ: 

– √ÓfiÌ·ÛÂ x ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Î·È ÚÔÛ‰ÈfiÚÈÛÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  
ÙÔ˘ x.

– ÀÔÏfiÁÈÛÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ y ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ x Î·È  ÚÔÛ‰ÈfiÚÈÛÂ ÙË
Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘.

ÂÂ)) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È, ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÂÌ‚·‰fiÓ;

ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ  Ó· Ï˘ıÔ‡Ó Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· , fiˆ˜ Î·È ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ: 

™™’’  ¤¤ÓÓ··  ÔÔÚÚııÔÔÁÁÒÒÓÓÈÈÔÔ  ÌÌÂÂ  ÂÂÚÚ››ÌÌÂÂÙÙÚÚÔÔ  110000  ccmm,,  ··ÓÓ  ÂÂÓÓÒÒÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙ··  ÌÌ¤¤ÛÛ··  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÏÏÂÂ˘̆ÚÚÒÒÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ¯̄ËËÌÌ··ÙÙ››˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ
¤¤ÓÓ··˜̃  ÚÚfifiÌÌ‚‚ÔÔ˜̃..  ¶¶ÔÔÈÈÂÂ˜̃  ÚÚ¤¤ÂÂÈÈ  ÓÓ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÔÔÈÈ  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆,,  ÒÒÛÛÙÙÂÂ  ÔÔ  ÚÚfifiÌÌ‚‚ÔÔ˜̃  ÓÓ··  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ
ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ;;
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··:: ¡›ÎÔ˜ ∫Ï·Ô˘‰¿ÙÔ˜, ™ËÌÂÈÒÛÂÈ˜ ¢È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ,
∆Ì‹Ì· ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ∆ÔÌ¤·˜ ¢È‰·ÎÙÈÎ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ∞ıËÓÒÓ.

√ ∏/À ÌÂ ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ÏÔÁÈÛÌÈÎfi ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ˆ˜ ·ÊÂÙËÚ›· ÚÔ‚ÏËÌ·ÙÈÛÌÔ‡
·ÏÏ¿ Î·È ˆ˜ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ·Ó·Î¿Ï˘„Ë˜ Î·È Î·Ù·ÓfiËÛË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ. √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ ÌÔ-
ÚÂ› ÌÂ «¤Í˘ÓÂ˜ ·ÚÂÌ‚¿ÛÂÈ˜» Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÈ ÙÔ Ì·ıËÙ‹ Ó· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÂ› ÌÂ ·ÊËÚËÌ¤ÓÂ˜ ¤ÓÓÔÈ-
Â˜, ·ÊÔ‡ Ô ∏/À ‰›ÓÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ·  ÔÙÈÎÔÔ›ËÛ‹˜ ÙÔ˘˜. ŸÌˆ˜, Ë ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ∏/À ÛÙË Ì·ıË-

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

£∂ª∞: ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ 
y = ·x2 + ‚x+ Á

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = ·x2 + ‚x + Á ÌÂ · � 0
Î·È Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÌÂÁ›ÛÙÔ˘ – ÂÏ·¯›ÛÙÔ˘
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ÛÈ·Î‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Û˘ÓÔ‰Â‡ÂÙ·È Î·È ·fi ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÂÈÙÒÛÂÈ˜. ∏ Û˘ÓÂ¯‹˜ ÔÙÈÎÔÔ›ËÛË ÙˆÓ
¿ÓÙˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Ô‰ËÁ‹ÛÂÈ ÛÙËÓ ÂÏÏÈ‹ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙÔ˘ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤-
ÓÔ˘ Î·È ÛÙËÓ ·Ó·ÛÙÔÏ‹ ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ· ÙË˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÈÎ‹˜ Ê·ÓÙ·Û›·˜ ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹. °È’ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ
Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÔ˘ ÎÚ›ÓÂÙ·È ··Ú·›ÙËÙÔ˜.

√ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È ÁÈ· Ó·
˘ÔÛÙËÚÈ¯ÙÂ› ·fi ∏/À. ∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È  Ì’  ¤Ó·Ó
Ù‡Ô, .¯.   y = · x + ‚ ‹  y = · x2 + ‚ x + Á,  ÌÔÚÂ› Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÛÙÔÓ ∏/À ÌÂ ‰È¿ÊÔÚ·
ÏÔÁÈÛÌÈÎ¿ Function Probe, Derive, Sketchpad, Mathematika, Mathpad, Mathcad, Graphmatica
Î.Ù.Ï., ·ÏÏ¿ Î·È ÌÂ ÂÈ‰ÈÎ¿ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù· (Java appltes) Ô˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜
ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ÙÔ˘ Internet, .¯.
http://math.hws.edu/javamath/config_applets/SimpleGraph.html.
http://why.gr/math/Algebra/Files/Function1.htm.
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html, http://www.mathgv.com

°È· ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È Ì’ ¤Ó·Ó Ù‡Ô,  .¯.   y  =  ·x +‚ ‹  y = ·x2+‚x+Á,  fiÏ·
·˘Ù¿ Ù· ÚÔÁÚ¿ÌÌ·Ù·:
– ∆ÚÔÔÔÈÔ‡Ó  ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹  ·Ú¿ÛÙ·ÛË,  fiÙ·Ó  ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó  ÔÈ  Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  ÛÙÔÓ  Ù‡Ô ÙË˜ 

Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ . 
– ∆ÚÔÔÔÈÔ‡Ó ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, fiÙ·Ó ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜. 

¶¶ÚÚÔÔÂÂÙÙÔÔÈÈÌÌ··ÛÛ››··
™Â Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÌÂ ÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ ÙË˜ ¶ÏËÚÔÊÔÚÈÎ‹˜ Î·È ·ÊÔ‡ ÂÈÏÂÁÂ› ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ÏÔÁÈÛÌÈ-
Îfi ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È ·Ïfi Î·È ÊÈÏÈÎfi ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜, ÌÔÚÂ› Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÌÈ· ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·
Ô˘ Ó· ¤¯ÂÈ ˆ˜ ‚·ÛÈÎfi ÛÙfi¯Ô ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂˆÓ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2+‚x+Á Î·È
ÙË Û‡Ó‰ÂÛ‹ ÙË˜ ÌÂ ÙËÓ  y = ·x2, ·�0.
∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÎfiÈÌÔ Ó· Á›ÓÂÈ ÛÙÔ ÂÚÁ·ÛÙ‹ÚÈÔ ÙË˜ ÏËÚÔÊÔÚÈÎ‹˜ Î·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜
·ÊÔ‡ ¯ˆÚÈÛÙÔ‡Ó ÛÂ ÔÌ¿‰Â˜ 2 ‹ 3 ·ÙfiÌˆÓ Ó· ¯ÂÈÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ›‰ÈÔÈ ÙÔ ÚfiÁÚ·ÌÌ· (ÂÓ·ÏÏ·ÛÛfi-
ÌÂÓÔÈ ÛÙËÓ ÏËÎÙÚÔÏfiÁËÛË) ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÂÈÚ·Ì·ÙÈÛÙÔ‡Ó, Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘Ó Î·È Ó· Î·Ù·-
ÁÚ¿„Ô˘Ó Ù· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘˜. 

∂∂ÈÈÛÛËËÌÌ¿¿ÓÓÛÛÂÂÈÈ˜̃
ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·ÏÔ‡ÓÙ·È Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó ·Ú¿ÏÏËÏ· ‰‡Ô Â›‰Ë ·Ó·-
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜, ÙÔÓ Ù‡Ô Î·È ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Î·È Ó·
ÙÈ˜ Û˘Ó‰¤ÛÔ˘Ó ·Ú·ÙËÚÒÓÙ·˜ Ò˜ Û˘ÌÌÂÙ·‚¿ÏÔÓÙ·È. √ ∏/À ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ˆ˜ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô
Û¯Â‰›·ÛË˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·ÏÔ‡ÓÙ·È Ó·
ÂÈÛËÌ¿ÓÔ˘Ó ¤Ó· ÌÔÓÙ¤ÏÔ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜, Ó· Û˘Ó‰¤ÛÔ˘Ó ÙÔÓ Ù‡Ô
ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Î·È Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜. 
ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Ú¤ÂÈ Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ·ÊÔ‡ ÔÏÔÎÏËÚˆıÂ› Ë ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙÔ˘
ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ÛÙËÓ Ù¿ÍË Î·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó Û¯Â‰È¿ÛÂÈ ·ÚÎÂÙ¤˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = ·x2+‚x+Á, ÛÙÔ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ›.

* ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÌÂ  ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ (˘ÔÛÙËÚÈÎÙÈÎfi ˘ÏÈÎfi)
˘¿Ú¯Ô˘Ó Î·È ÛÙËÓ  ∂∂ÎÎ··ÈÈ‰‰ÂÂ˘̆ÙÙÈÈÎÎ‹‹  ¶¶‡‡ÏÏËË ÙÔ˘ À¶∂¶£  www.e-yliko.gr

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÂÓ‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À. ∆Ô
ÚfiÁÚ·ÌÌ· Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Â›Ó·È ÙÔ graphmatica, ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·Ù›ıÂÙ·È
ÂÏÂ‡ıÂÚ· ÛÙÔ ‰È·‰›ÎÙ˘Ô ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË www.graphmatica.com.
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££¤¤ÌÌ··:: ∏∏  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË˜̃  yy    ==    ··xx 22  ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ

°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÌÂ ÙÔ Graphmatica ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) = x2 ÏËÎÙÚÔÏÔÁ‹ÛÙÂ 
y = x ∧ 2 Î·È ·Ù‹ÛÙÂ enter.

∞∞..    √√  ÚÚfifiÏÏÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙ‹‹  ··  ÛÛÙÙËË    ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  yy  ==  ··xx22..  
¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  y = 1x2.
™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·Ó ÛÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ 1 ‚¿ÏÂÙÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿
ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜:  
··)) 2, 3, 4, 5,  …,10,…      Î·È   0.8,  0.5,  0.4, ,… 

‚‚)) –2, –3, –4, …, –8…      Î·È    – , –0,6, … 

ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÙÂ ¤Ó· Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·;

µµ..    ªªÂÂÏÏ¤¤ÙÙËË  ÙÙˆ̂ÓÓ  ÌÌÂÂÙÙ··ÙÙÔÔ››ÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ÙÙËË˜̃  ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹˜̃  yy  ==  ··xx22..
11.. ∞ÊÔ‡ Î·ı·Ú›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÔıfiÓË Û·˜ (ÌÂ ÙÔ ÂÈÎÔÓ›‰ÈÔ clear screen) Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË

ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ y=x2. 
™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·Ó ÛÙÔ x2

··)) ÚÔÛı¤ÛÂÙÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1, 2, 3, …(y  = x2 + 1,  y = x2 + 2 , …)
‚‚)) ·Ê·ÈÚ¤ÛÂÙÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1, 2, 3, … (y = x2 – 1,    y = x2 – 2 ,…)
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÙÂ ¤Ó· Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ;

22.. ∞ÊÔ‡ Î·ı·Ú›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÔıfiÓË Û·˜ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ y=x2.
™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ Î·È ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·Ó fiÔ˘ x ı¤ÛÂÙÂ 
··)) x  – 1 ,   x – 2 , …   [y = (x  – 1)2 ,    y = (x – 2)2 , …]
‚‚)) x  + 1 ,  x + 2 , …  [y = (x  + 1)2 ,   y = (x + 2)2 , …]
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÙÂ ¤Ó· Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·;

°°..    ∏∏  ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··˜̃  ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃  ÙÙËË˜̃..

11.. ∞ÊÔ‡ Î·ı·Ú›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÔıfiÓË Û·˜ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜
ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
··)) y = – x2 – 2x,  y = –  x2 – 2x + 1,  y = –  x2 – 2x +2,    y = –  x2 – 2x – 1, …
‚‚)) y = 2x2 – 3x,   y = 2 x2 – 3x + 1,   y = 2x2 – 3x +2,      y = 2 x2 – 3x – 1,  …
∆È ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘˜;

22.. ∞ÊÔ‡ Î·ı·Ú›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÔıfiÓË Û·˜ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ  ÙÈ˜
ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ      
··)) y =  x2,   y  =  (x –1)2,    y  =  (x – 2)2,   y = (x – 3)2,... Î·È  
‚‚)) y = (x +1)2,  y  =  (x +1)2,   y  =  (x + 2)2,  y = (x + 3)2…

∆È ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ ÁÈ· ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘˜;

1
4

1
4
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ·Ïfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙËÓ
¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ·˘Ùfi ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È (ÂÚÒÙËÛË 1). ¢›ÓÂÙ·È
·ÎfiÌË Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ˜  ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘  (ÂÚÒÙËÛË 2), ÙˆÓ ›ÛˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ
(ÂÚÒÙËÛË 3) Î·È ÙÔ˘ ÎÂÓÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ (ÂÚÒÙËÛË 4). ∆· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ˆ˜
ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘˜ ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜ ‚·ÛÈ-
Îfi Û‡ÓÔÏÔ.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ :
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘, Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÙÔ ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÂ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ‹ ÌÂ

·Ó·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ Î·È Ó· ÙÔ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÌÂ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn.
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó ·Ó ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ· Â›Ó·È ›Û· Î·È fiÙÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ

ÂÓfi˜ ¿ÏÏÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘. ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó Â›ÛË˜ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÎÂÓÔ‡ Î·È ÙÔ˘ ‚·ÛÈÎÔ‡
Û˘ÓfiÏÔ˘.

ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙËÓ ¤ÓˆÛË Î·È ÙËÓ ÙÔÌ‹ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ, Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ
Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘. 

– ∏ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜ ÛÂ Î·ÌÈ¿ ÂÚ›ÙˆÛË ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ¿ÚÂÈ
ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹. °È’ ·˘Ùfi Ù· Û‡ÓÔÏ·, ÔÈ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Û¯¤ÛÂÈ˜  (›Û·, ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·) Î·È ÔÈ
Ú¿ÍÂÈ˜ Ó· ÂÈÛ·¯ıÔ‡Ó ÌÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·ıÒ˜ Î·È ÌÂ Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù·
Venn. 

– ∂ÂÈ‰‹ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÛÂ Â·Ê‹ ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·, ÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÎfiÈÌÔ Ó·
·ÔÊÂ˘¯ıÂ› Ô Ù˘ÈÎfi˜ ÊÔÚÌ·ÏÈÛÙÈÎfi˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÛÙËÓ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ Î·È ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ Û˘ÓfiÏˆÓ.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Â·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ Î·È ÙÔ ÎÂÓfi Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ
ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ Û˘ÓfiÏÔ˘. (¿ÛÎËÛË 3)

– ™ÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ‰›ÓÂÙ·È ÌÈ· ·ÎfiÌ· Â˘Î·ÈÚ›· Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›·
ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ÁÓˆÛÙ¿ Û‡ÓÔÏ· ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ N, Z, Q, R, (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2,
¿ÛÎËÛË 1).

– ¡· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚÔ ‚¿ÚÔ˜ ÛÙË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ·fi ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ·, ÛÙË ÁÏÒÛÛ· ÙˆÓ Û˘Ófi-
ÏˆÓ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ. (·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 8 Î·È 9)

11.. ™ – § – § – ™ – ™ – ™     22.. · ±3,  ‚ ±4, Á ±2, ‰ ±1  
33.. ø = �1, 2, 3, 4, 5, 6, 7�, ∞ = �1, 2, 3�, µ = �2, 3, 4, 5�, ∞ã = �4, 5, 6, 7�, µã = �1, 6, 7�, 

∞ � µ = �1, 2, 3, 4, 5�, ∞ � µ = �2, 3�
44.. · ±5, ‚ ±6, Á ±2, ‰ ±3, Â ±1   
55..  ··)) ∞ � µ: ÎfiÎÎÈÓÔ – Î›ÙÚÈÓÔ – ÌÏ¤, ‚‚)) ∞ � µ: Î›ÙÚÈÓÔ, ÁÁ)) ∞ã: ÌÏ¤ – Ú¿ÛÈÓÔ, 

‰‰)) µã: ÎfiÎÎÈÓÔ – Ú¿ÛÈÓÔ, ÂÂ)) (∞ � µ)ã: Ú¿ÛÛÈÓÔ, ÛÛÙÙ)) (∞ � µ)ã: ÎfiÎÎÈÓÔ – ÌÏ¤ – Ú¿ÛÈÓÔ 

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

5.1. ™‡ÓÔÏ· (3 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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√ ÕÁÁÏÔ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ John Venn (1834-1923) ·Û¯ÔÏ‹ıËÎÂ ÌÂ ÙË ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹ §ÔÁÈÎ‹ Î·È
¤ÁÚ·„Â ·ÚÎÂÙ¿ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù·. ŒÁÈÓÂ fiÌˆ˜ ÁÓˆÛÙfi˜ ÁÈ· Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ
ÁÈ· Ó· ·Ó··Ú·ÛÙ‹ÛÂÈ Û¯ËÌ·ÙÈÎ¿ ÏÔÁÈÎ¤˜ Û¯¤ÛÂÈ˜. ∞˘ÙfiÓ ÙÔÓ Ù‡Ô ÙˆÓ ‰È·ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÚÈÓ
·fi ÙÔÓ  Venn ÙÔÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÛÂ Î·È Ô Leibniz.
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
http://www.andrews.edu/~calkins/math/biograph/biovenn.htm
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Venn.html

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È  Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜
Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘Ó Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ÙÔ˘ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·, ·fi Ù· ÔÔ›· ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È Ë ¤ÓÓÔÈ·
ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘. ªÂ Ù· ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜ ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· Ó· ·Ó·˙Ë-
Ù‹ÛÔ˘Ó ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ (‰ÂÓÙÚÔ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ›Ó·Î·˜).

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Ó ÔÈÔ Â›Ú·Ì· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ Î·È Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙÔ

‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ. 
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜, fiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·˘Ùfi

Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È Î·ıÒ˜ Î·È fiÙÂ Â›Ó·È ‚¤‚·ÈÔ ‹ ·‰‡Ó·ÙÔ.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó Ò˜ Á›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Î·È ÔÈ· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Ï¤ÁÔÓÙ·È

·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ·. 

– √È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó ÌÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·fi ÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹
ÙÔ˘˜ ÂÌÂÈÚ›· fiÙÈ Û’¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜, ÂÓÒ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘,
‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó ÌÂ Î·Ó¤Ó·Ó ÙÚfiÔ Ó· ÚÔ‚Ï¤„Ô˘Ó ÌÂ ‚Â‚·ÈfiÙËÙ· ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·, fiÛÂ˜
ÊÔÚ¤˜ Î·È ·Ó ÙÔ Â·Ó·Ï¿‚Ô˘Ó. (ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1)

– π‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÂ› ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜
Ù‡¯Ë˜ Î·È ÛÙËÓ ··Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘. 

– √È Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·ÛÎËıÔ‡Ó ÛÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘
ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ ÛÙËÚÈ˙fiÌÂÓÔÈ ÛÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ‰ÂÓÙÚÔ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ‹ ›Ó·Î·.
(·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 2, ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, 3)

– ªÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿-
Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ (ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4), fiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤Ó· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È
Î·È fiÙÂ Â›Ó·È ‚¤‚·ÈÔ ‹ ·‰‡Ó·ÙÔ. (ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5, 6, 7)

– ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙Ô˘Ó Û¯¤ÛÂÈ˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ ‰È·Ù˘ˆÌ¤ÓÂ˜ ÛÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ·
ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜ ‰È·Ù˘ˆÌ¤ÓÂ˜ ÛÙË ÁÏÒÛÛ· ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ (Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·). (ÂÚÒÙËÛË
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 8, ›Ó·Î·˜ ·Ó·ÎÂÊ·Ï·›ˆÛË˜)

11.. ·–Á–‰ 22..  ¡∞π ––  ™ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÁÚ·ÌÌ‹ Î·È ÙËÓ ÚÒÙË ÛÙ‹ÏË ÙÔ ÛˆÛÙfi Â›Ó·È µ∞ ·ÓÙ› ÙÔ˘ ∞µ.
33..  ∞ÔÙ¤ÏÂÛÌ· 235, 253, 325, 352, 523,532 44..  ∞ – ¢ 55..  ∞ – °
66..  Á 77..  ‰ 88..  · ±2, ‚ ±4, Á ±1

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

5.2. ¢ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ – ∂Ó‰Â¯fiÌÂÓ· (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

¢È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Venn
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ªÂ ÙÔÓ fiÚÔ «Â›Ú·Ì·» ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ Î¿ıÂ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ Û’ ¤Ó· ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ·
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ‹ fiˆ˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ·ÔÎ·ÏÔ‡ÓÙ·È, ÂÂÍÍ··ÁÁfifiÌÌÂÂÓÓ·· ‹ ··ÚÚ··ÙÙËËÚÚ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃.
∏ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÚÚÔÔÛÛ¿¿ııÂÂÈÈ·· ‹ ‰‰ÔÔÎÎÈÈÌÌ‹‹ Î·È ÌÔÚÂ› Ó· Â·Ó·ÏËÊıÂ›
Ì›· ‹ Î·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜. ∆· ÂÈÚ¿Ì·Ù· ‰È·ÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÛÂ ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚ››ÛÛÈÈÌÌ·· ‹ ··ÈÈÙÙÈÈÔÔÎÎÚÚ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿
(deterministic) Î·È ÛÂ ÌÌËË  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚ››ÛÛÈÈÌÌ·· ‹ ÙÙ˘̆¯̄··››·· (radom experiment).
¶¶ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚ››ÛÛÈÈÌÌÔÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Â›Ú·Ì·, fiÙ·Ó Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ÌÂ ·ÎÚ›‚ÂÈ·
ÚÈÓ ·fi ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛ‹ ÙÔ˘. ŒÙÛÈ, .¯. fiÙ·Ó ıÂÚÌ·›ÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÔÛfiÙËÙ· ·ÔÛÙ·ÁÌ¤ÓÔ˘ ÓÂÚÔ‡
ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ ı¿Ï·ÛÛ·˜, ‰ËÏ·‰‹ ÛÂ ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ›ÂÛË 760mm Hg, Í¤ÚÔ˘ÌÂ ÂÎ ÙˆÓ
ÚÔÙ¤ÚˆÓ fiÙÈ ÙÔ ÓÂÚfi ı· ·Ú¯›ÛÂÈ Ó· ‚Ú¿˙ÂÈ, fiÙ·Ó Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ÙÔ˘ Êı¿ÛÂÈ ÛÙÔ˘˜ 100ÆC.
∫¿ıÂ Ù¤ÙÔÈÔ Â›Ú·Ì·, Î·Ù¿ ÙÔ ÔÔ›Ô Ë ÁÓÒÛË ÙˆÓ Û˘ÓıËÎÒÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛ‹˜ ÙÔ˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÈ Ï‹Úˆ˜
ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ¿ ÙÔ˘, Ï¤ÁÂÙ·È ·ÈÙÈÔÎÚ·ÙÈÎfi Â›Ú·Ì·.
ªªËË  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚ››ÛÛÌÌÔÔ ‹ ÙÙ˘̆¯̄··››ÔÔ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· Â›Ú·Ì·, fiÙ·Ó Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó
Ó· ÚÔ‚ÏÂÊıÔ‡Ó ÌÂ ·ÎÚ›‚ÂÈ·, ·Ó Î·È Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ê·ÈÓÔÌÂÓÈÎ¿ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¿ÓÙÔÙÂ
Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜. Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Â›Ó·È ÙÔ Â›Ú·Ì· ÙË˜ Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜
˙·ÚÈÔ‡. 

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÍ‹˜ ÂÈÎ·Û›·:
ªÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Èı·ÓfiÙÂÚÔ Ó· Û˘Ì‚Â› Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ‰˘Ó·Ùfi-
ÙËÙÂ˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜. ™ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· Â·ÏËıÂ‡ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ ı· Ô‰ËÁËıÔ‡Ó
ÛÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.
(∞: A = {0, 2, 4}, B = { 6, 8}, P(A) = , P(B) = , ÂÔÌ¤Óˆ˜ o ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ °ÈÒÚÁÔ˘
Â›Ó·È ÛˆÛÙfi˜).

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘Ó ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ÛÂ ·Ï¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜,

fiÔ˘ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó· ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ
ÎÏ·ÛÈÎfi ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.

ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ‚·ÛÈÎÔ‡˜ Î·ÓfiÓÂ˜ ÏÔÁÈÛÌÔ‡ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ. 

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ô ÎÏ·ÛÈÎfi˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË
fiÔ˘ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·. 
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ·fi ¤Ó· ÎÔ˘Ù› Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ 10 ÎfiÎÎÈÓÂ˜, 10 Ú¿ÛÈÓÂ˜ Î·È 10 Î›ÙÚÈÓÂ˜
Ì¿ÏÂ˜ ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ Ì›·, ÙfiÙÂ fiÏ· Ù· ¯ÚÒÌ·Ù· Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·. ŸÌˆ˜ ·Ó ·fi ¤Ó· ÎÔ˘Ù› Ô˘
ÂÚÈ¤¯ÂÈ 10 ÎfiÎÎÈÓÂ˜, 15 Ú¿ÛÈÓÂ˜ Î·È 25 Î›ÙÚÈÓÂ˜ Ì¿ÏÂ˜ ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ Ì›·, ÙfiÙÂ fiÏ· Ù·
¯ÚÒÌ·Ù· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·.
™Â ÂfiÌÂÓË Ù¿ÍË ı· Ì¿ıÔ˘Ó Î·È ÙÔÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎfi ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜, ÙÔÓ ÔÔ›Ô
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Î·È fiÙ·Ó Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÈÛÔ›ı·Ó·
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› È‰È·›ÙÂÚ· fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜
‹ ›ÛÔ˜ ÙÔ˘ 1 Î·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ‹ ›ÛÔ˜ ÙÔ˘ 0, Ô ÔÔ›Ô˜ Û˘¯Ó¿ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Î·È ÌÂ ¤Ó·
ÔÛÔÛÙfi. (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1)

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

2
5

3
5

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

5.3. ŒÓÓÔÈ· ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ (3 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

¶Â›Ú·Ì· (ÔÚÔÏÔÁ›·)
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– ªÂ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Ì¿ıÔ˘Ó ÙË Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜
ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓÔ˘ ÌÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡ ÙÔ˘ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2·, ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3‰, 4) Î·È ÙÔÓ ÚÔÛıÂÙÈÎfi ÓfiÌÔ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ. (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2‚, ÂÚÒÙËÛË
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5) 

11.. ·–‰ 22..    Á 33..    § – § – ™ – ™ 44..    Á 55..    Ÿ¯È, ·ÊÔ‡ + � + 

√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··:: ∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··::
11.. √ ¯ÒÚÔ˜ ·˘Ùfi˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ 11.. ªÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡

ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÂÓfi˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÂÓfi˜
ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜. ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜.

22.. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ·˘Ùfi ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔ- 22.. ∂›Ó·È Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞ = �È, ‰, ·� Î·È
ÔÈÂ›Ù·È ÔÙ¤. µ = �ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ‰·‰›�.

33.. ∆Ô ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ·˘Ùfi Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È 33.. §¤ÁÂÙ·È ¤ÙÛÈ Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·-
¿ÓÙÔÙÂ. ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø.

44.. ªÂ Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù¿ ÙÔ˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ 44.. ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È Î·È ÌÂ ... ÙˆÓ
Ù· Û‡ÓÔÏ·. ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘.

55.. ∆· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ·˘Ù¿ ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔ- 55.. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ¯ˆÚ›˜ ÛÙÔÈ¯Â›·.
ÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÙ¤ Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ·. 66.. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ¤ÓˆÛË

66.. ¶Ú¿ÍË ÌÂ Û‡ÓÔÏ·. ‰‡Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ.
77.. ¶Ú¿ÍË ÌÂ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·
88.. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·-

ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘.
∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··::  11..  ¢∂π°ª∞∆π∫√™, 22..  ∞¢À¡∞∆√, 33..  µ∂µ∞π√, 44..  µ∂¡, 55..  ∞™Àªµπµ∞™∆∞, 66..  ∂¡ø™∏
∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··::  11..  ¢∂¡∆ƒ√¢π∞°ƒ∞ªª∞, 22..  π™∞, 33..  ∂¡¢∂Ã√ª∂¡√, 44..  ∞¡∞°ƒ∞º∏, 55..  ∫∂¡√,

66..  µ∞™π∫√, 77..  ∆√ª∏, 88..  ¶π¡∞∫∞™

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

5
11

4
11

6
11

1
11

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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∞Ó Î·È Ù· Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È· ‹Ù·Ó ‰È·‰Â‰ÔÌ¤Ó· Û’ fiÏÔ ÙÔÓ ·Ú¯·›Ô ÎfiÛÌÔ Î·È Ë Ù‡¯Ë ·fi ÙËÓ
·Ú¯·ÈfiÙËÙ· ··Û¯ÔÏÔ‡ÛÂ ÙÔ˘˜ ·ÓıÚÒÔ˘˜, Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ÂÔ¯‹ ÙË˜ AÓ·Á¤ÓÓËÛË˜ ‰ÂÓ Â›¯·Ó
Î·Ù·ÁÚ·ÊÂ› ÚÔÛ¿ıÂÈÂ˜ ÒÛÙÂ Ó’ ·ÓÈ¯ÓÂ˘ÙÔ‡Ó ÔÈ «ÓfiÌÔÈ» ÙË˜. ∞ÚÎÂÙÔ› ·›ÎÙÂ˜ fiÌˆ˜, Â›¯·Ó
·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ ˆ˜ fiÙ·Ó ¤ÚÈ¯Ó·Ó ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ¤Ó· ˙¿ÚÈ, Î¿ıÂ ¤‰Ú· ÙÔ˘ ÂÌÊ·ÓÈ˙fiÙ·Ó ÂÚ›Ô˘
ÛÙÔ 1/6 ÙˆÓ Û˘ÓÔÏÈÎÒÓ Ú›„ÂˆÓ. ŒÓ· ·fi Ù· ÚÒÙ· ‚È‚Ï›· ÁÈ· ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ «°È· ÙÔ ·›ÍÈÌÔ
ÙˆÓ ˙·ÚÈÒÓ» ÁÚ¿ÊËÎÂ ·fi ÙÔÓ ∆˙ÈÚfiÏ·ÌÔ ∫·ÚÓÙ¿ÓÔ (1501-1576) Ô˘ ‹Ù·Ó Ì·ÓÈÒ‰Ë˜ ·›ÎÙË˜
Ù˘¯ÂÚÒÓ ·È¯ÓÈ‰ÈÒÓ. ŸÛÔÈ fiÌˆ˜ ·›˙Ô˘Ó Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È·, ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó Û˘Ó‹ıˆ˜ Ú·ÎÙÈÎÔ‡˜
ÙÚfiÔ˘˜ ÁÈ· Ó· ÂÎÙÈÌÔ‡Ó ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÎÈ ¤ÙÛÈ Ó· ·ÔÊ·Û›˙Ô˘Ó
Ò˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·›ÍÔ˘Ó Î·È fiÛ· ¯Ú‹Ì·Ù· ı· ÛÙÔÈ¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘Ó. ∞Ó ‰ÂÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ÌÈ·
Ì¤ıÔ‰Ô, ı· ¯¿ÛÔ˘Ó ÁÚ‹ÁÔÚ· Ù· ¯Ú‹Ì·Ù¿ ÙÔ˘˜.
∆Ô ·Ú¯ÈÎfi Úfi‚ÏËÌ· Ô˘ ÛÙ¿ıËÎÂ Ë ·ÊÂÙËÚ›· ÁÈ· Ó· ‰È·Ù˘ˆıÂ› Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ
Ù¤ıËÎÂ ÙÔ1654 ÛÙÔÓ ¶·ÛÎ¿Ï, ·fi ¤Ó·Ó Â·ÁÁÂÏÌ·Ù›· ·›ÎÙË Ù˘¯ÂÚÒÓ ·È¯ÓÈ‰ÈÒÓ, ÙÔÓ πfiÙË
ÓÙÂ ªÂÚ¤ (Chevalier de Méré, 1610-1685). √ ·›ÎÙË˜ ıÂˆÚÔ‡ÛÂ fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ê¤ÚÂÈ ÌÈ·
ÊÔÚ¿ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ ¤ÍÈ, fiÙ·Ó Ú›¯ÓÂÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÊÔÚ¤˜ ¤Ó· ˙¿ÚÈ, ‹Ù·Ó ›‰È· ÌÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó·
Ê¤ÚÂÈ ÌÈ· ÊÔÚ¿ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÂÍ¿ÚÂ˜ Ú›¯ÓÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ˙¿ÚÈ· Â›ÎÔÛÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÊÔÚ¤˜. ∏ ÂÌÂÈÚ›·
fiÌˆ˜ ‰ÂÓ ÂÈ‚Â‚·›ˆÓÂ ·˘Ù‹ ÙËÓ ˘fiıÂÛË Î·È, fiˆ˜ ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ ·ÚÁfiÙÂÚ·, Â›¯Â ¿‰ÈÎÔ. ŒÙÛÈ
·Â˘ı‡ÓıËÎÂ ÛÙÔÓ ¶·ÛÎ¿Ï, ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ¤ıÂÛÂ ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ·Ó ¤ÚÂÂ ‹ fi¯È Ó· ÛÙÔÈ¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ
ÛÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·È¯Ó›‰È ÌÂ Ù· ˙¿ÚÈ·. √ ¶·ÛÎ¿Ï ·Ó¤Ù˘ÍÂ ¿Óˆ ÛÙÔ ı¤Ì· ·˘Ùfi, Î·ıÒ˜ Î·È
ÛÂ ¿ÏÏ· Û¯ÂÙÈÎ¿ ˙ËÙ‹Ì·Ù·, ·ÏÏËÏÔÁÚ·Ê›· ÌÂ ÙÔÓ ºÂÚÌ¿.(∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Ô˘ ·Ó¤Ù˘ÛÛ·Ó
ÔÈ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› ÛÂ ÌÈ· ÂÚ›Ô‰Ô fiÔ˘ ‰ÂÓ ˘‹Ú¯·Ó ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¿ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿, Ô‰‹ÁËÛÂ ÛÙË
‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›· ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎÒÓ Î‡ÎÏˆÓ ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ‰ÈÂÍ¿ÁÔÓÙ·Ó Û˘˙ËÙ‹ÛÂÈ˜ Î·ıÒ˜
Î·È ÛÂ Û˘ÓÂ¯‹ ·ÏÏËÏÔÁÚ·Ê›·). √ ¶·ÛÎ¿Ï Î·È Ô ºÂÚÌ¿ ·Ó¤Ù˘Í·Ó ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜
ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ fiÛÔ Èı·Ó‹ Â›Ó·È Ë ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ
Û˘Ó‰˘·ÛÌÒÓ ÛÙ· ˙¿ÚÈ·. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ¤ıÂÛ·Ó Ù· ıÂÌ¤ÏÈ· ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ,
ÙËÓ ÔÔ›· Ì¿ÏÈÛÙ· ÔÓfiÌ·Û·Ó «°ÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ ∆‡¯Ë˜». °È· ÙËÓ ··Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ Èı·ÓÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÛÙ· ‰È¿ÊÔÚ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô ¶·ÛÎ¿Ï ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ÙÔ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÙÚ›ÁˆÓÔ.
∏ ÚÔÛ¿ıÂÈ· ÙÔ˘ √ÏÏ·Ó‰Ô‡ Ãfi¸¯ÂÓ˜ (Chr. Huygens 1629-1662) Ó· ‰ÒÛÂÈ ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘
··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÙËÓ ·ÏÏËÏÔÁÚ·Ê›· ¶·ÛÎ¿Ï-ºÂÚÌ¿, Â›¯Â ˆ˜ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ó· ÂÎ‰ÔıÂ› Ë ÚÒÙË
Ú·ÁÌ·ÙÂ›· ÁÈ· ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÙÔÓ Ù›ÙÏÔ «™˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ› ÁÈ· Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È·». ∆· ÂfiÌÂÓ·
‚‹Ì·Ù· ¤ÁÈÓ·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ÓÙÂ µÈÙ Î·È Ã¿ÏÏÂ¸ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Î·Ù·ÛÎÂ‡·Û·Ó ·Ó·ÏÔÁÈÛÙÈÎÔ‡˜
Û˘ÓÙ·ÍÈÔ‰ÔÙÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ (1671, 1693). 
∏ ‚·ıÌÈ·›· ·Ó¿Ù˘ÍË ÙÔ˘ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙÔ˜ Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÚˆÙ·Ú¯ÈÎ¿
ÛÙËÓ ÂÍ¿ÏˆÛË ÙˆÓ ·ÛÊ·Ï›ÛÂˆÓ Î·ıÒ˜  ·fi ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 17Ô˘ ·ÈÒÓ· Â›¯·Ó ·Ú¯›ÛÂÈ Ó·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙÈ˜ ·ÛÊ¿ÏÂÈÂ˜ ÙˆÓ Î·Ú·‚ÈÒÓ, ÛÙË Û˘ÏÏÔÁ‹
ÂÛfi‰ˆÓ ÙÔ˘ ÎÚ¿ÙÔ˘˜ Î.Ù.Ï. ∆· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· fiÌˆ˜ Á‡Úˆ ·fi ·˘Ù¤˜ ÚÔ¤Î˘„·Ó ·fi Ù· Ù˘¯ÂÚ¿
·È¯Ó›‰È·. ∏ ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÂÍÂÙ¿˙ÂÈ ¤Ó· ÌÂÁ¿ÏÔ ·ÚÈıÌfi Û˘Ì‚¿ÓÙˆÓ Ù· ÔÔ›·
ÌÂÌÔÓˆÌ¤Ó· ¤¯Ô˘Ó Ù˘¯·›Ô ¯·Ú·ÎÙ‹Ú·, ·ÏÏ¿ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏfi ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÚÔ‚Ï¤„ÈÌ·. 
∆ÔÓ 18Ô ·ÈÒÓ· Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ ·ÎfiÌ· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÁ·Û›Â˜
ÙˆÓ Bernoulli, De Moivre, Î·È Gauss (Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ Gauss) Ô˘ ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ ·ÓÂÎÙ›ÌËÙË
ÁÈ· ÙËÓ ÂÈÛÙ‹ÌË. To 1812 o Laplace ÂÈÛ‹Á·ÁÂ Ó¤Â˜ È‰¤Â˜ Î·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô
ÙÔ˘ «Théorie Analytique des probabilités.». O Laplace ‰ÂÓ ÂÚÈÔÚ›ÛÙËÎÂ ÛÙËÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
·Ó¿Ï˘ÛË ÙˆÓ Ù˘¯ÂÚÒÓ ·È¯ÓÈ‰ÈÒÓ, ·ÏÏ¿ ÂÊ¿ÚÌÔÛÂ Ù· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù¿ ÙÔ˘ ÛÂ ÔÏÏ¿
ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¿ Î·È Ú·ÎÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·. 
∫·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙÔ˘ 19Ô˘ ·ÈÒÓ· Ó¤ÔÈ ÎÏ¿‰ÔÈ ÙˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
·Ó·Ù‡¯ıËÎ·Ó ÛÙËÚÈ˙fiÌÂÓÔÈ ÛÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, fiˆ˜ Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ™Ê·ÏÌ¿ÙˆÓ, Ë
™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹ ªË¯·ÓÈÎ‹, Î·È Ù· ∞ÛÊ·ÏÈÛÙÈÎ¿ ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. ™ÙÔÓ 20Ô ·ÈÒÓ·  Ë £ÂˆÚ›· ÙˆÓ
¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÛÂ ·ÏÌ·ÙÒ‰Ë ÚfiÔ‰Ô ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÁ·Û›Â˜ ÙˆÓ Chebyshev, Markov, von

πÛÙÔÚÈÎfi ÛËÌÂ›ˆÌ·
£∂ª∞: ∏ ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ
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74 ª¤ÚÔ˜ ∞� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 5Ô

ªises, Kolmogorov Î.¿. √È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Û’ ¤Ó· Â˘Ú‡Ù·ÙÔ Ê¿ÛÌ· ÂÈÛÙËÌÒÓ,
ÙË º˘ÛÈÎ‹, ÙË ÃËÌÂ›·, ÙË °ÂÓÂÙÈÎ‹, ÙË æ˘¯ÔÏÔÁ›·, ÙËÓ √ÈÎÔÓÔÌ›·, ÙË ªÂÙÂˆÚÔÏÔÁ›·, ÙÈ˜
∆ËÏÂÈÎÔÈÓˆÓ›Â˜,  Î.¿.
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ∂.∆. µell:  √È ª·ıËÌ·ÙÈÎÔ›, ÙfiÌÔ˜ π, ¶·ÓÂÈÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ú‹ÙË˜, ∏Ú¿ÎÏÂÈÔ 1995.
– ªorris Klein: T· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙÔ ¢˘ÙÈÎfi ¶ÔÏÈÙÈÛÌfi, ÙfiÌÔ˜ II, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∫Ò‰ÈÎ·˜, ∞ı‹Ó·.  
– Dirk Struik: ™˘ÓÔÙÈÎ‹ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ «π. ∑·¯·ÚfiÔ˘ÏÔ˜», ∞ı‹Ó·

1982.

™Â ÔÏÏ¤˜ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó·
Á›ÓÂÈ Î·Ù·ÓÔËÙfi fiÙÈ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙË˜ Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜, ÂÓfi˜ ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ˙·ÚÈÒÓ,
ÙÔ˘ ÙÚÔ¯Ô‡ ÙË˜ Ù‡¯Ë˜ Î.Ù.Ï. Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·, fiÙ·Ó ÙÔ Â›Ú·Ì· Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜
(ÓfiÌÔ˜ ÌÂÁ¿ÏˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ). ™Â ¿ÏÏÂ˜, ¿ÏÈ, ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜
˙ËÙÂ›Ù·È Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ‰È·ÊfiÚˆÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ.
http://www.cut-the-knot.com/probability.htm. http://mathforum.org/drexel.
www.bbc.co.uk/schools http://www.shodor.org/interactivate/activities/spinner3
http://www.stat.sc.edu/~ west/javahtml/CTL.html
http://www.stat.sc.edu/~ west/javahtml/LetsMakeaDeal.html
http://nlvm.usu.edu/en/nav/trames_asid_186_g_1_t_5.html

∆Ô ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï, fiˆ˜ Â›‰·ÌÂ, Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ¤Ó·Ó Ú·ÎÙÈÎfi Î·ÓfiÓ· ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ ‰ÈˆÓ‡ÌÔ˘ (· + ‚)Ó. √È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ·˘ÙÔ›
·›˙Ô˘Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÚfiÏÔ ÛÂ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ™™˘̆ÓÓ‰‰˘̆··ÛÛÙÙÈÈÎÎ‹‹˜̃ Î·È ¶¶ÈÈıı··ÓÓÔÔÙÙ‹‹ÙÙˆ̂ÓÓ.  

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÛÂ ÙÚÂÈ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜
Ú›„ÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ
‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ (·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ)
Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘
·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜ (· + ‚)3 ‰ËÏ·‰‹ 1 + 3 +
3 + 1 = 8, ÂÓÒ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÒÛÙÂ Ó· ¤¯ˆ 2 ÊÔÚ¤˜  ∫
Â›Ó·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ 3 ÙÔ˘ ·3‚3-2 ‹ ·3‚1

ÙË˜ ÙÚ›ÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘. ∆·
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·  ·˘Ù¿  Â›Ó·È Ù·  ∫∫°, ∫°∫,
°∫∫. 

°ÂÓÈÎ¿ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÛÙÈ˜ Ó
Ú›„ÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ ·ÚÎÂ› Ó· ·ıÚÔ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÛÙÔ
ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï. ªÔÚÔ‡ÌÂ fiÌˆ˜ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ
¯ˆÚ›˜ Ó· ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÚÔÛı¤ÛÂÈ˜, Î·ıÒ˜ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÙË˜ Ó-ÔÛÙ‹˜
ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙË Ó-ÔÛÙ‹ ‰‡Ó·ÌË ÙÔ˘ 2. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ·Ó ÛÙ·
‰ÈÒÓ˘Ì· (· + ‚)Æ, (· + ‚)1 , (· + ‚)2 , (· + ‚)3 , (· + ‚)4, ...  Î·È ÛÙ· ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù¿ ÙÔ˘˜ 
1, · + ‚, (·2 + 2·‚ + ‚2), … ı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÔ˘ · = ‚ = 1, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘

∆Ô ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï Î·È ÔÈ ¶Èı·ÓfiÙËÙÂ˜

πnternet Î·È ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ – √È Èı·ÓfiÙËÙÂ˜

1

11ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹ 1 1

22ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹ 1 2 1

33ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹ 1 3 3 1

44ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹ 1 4 6 4 1

55ËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ‹‹ 1 5 10 10 5 1
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·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ›Ó·Î· ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹. ŒÙÛÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ
·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ, fiÙ·Ó Ú›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈÛÌ· ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÙÚÂÈ˜ ÊÔÚ¤˜, Â›Ó·È 23 = 8 fiÛÔ Â›Ó·È ÙÔ
¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜ (· + ‚)3. ∞Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ
‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜.
√ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ fiÚÔ˘ ·3‚5-3 ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ ¤ÌÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘,
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ 10, ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÔ‡Ó ·fi
¤ÓÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›·.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·Ó, ·fi ¤ÓÙÂ Ì·ı‹ÙÚÈÂ˜ ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ �∞, µ, °, ¢, ∂� ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ
ÌÈ· ÙÚÈÌÂÏ‹ ÔÌ¿‰·, ¯ˆÚ›˜ Ó· Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ Ë Î·Ù¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜,
ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· Û˘ÌÌÂÙ¿Û¯Ô˘Ó ÛÙÔ ·Ó¤‚·ÛÌ· ÂÓfi˜ ıÂ·ÙÚÈÎÔ‡ ¤ÚÁÔ˘ ÙÚÈÒÓ ÚfiÏˆÓ, ÙfiÙÂ Ô
·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÙÚÈÌÂÏÒÓ ıÂ·ÙÚÈÎÒÓ ÔÌ¿‰ˆÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Á›ÓÔ˘Ó ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¤ÓÙÂ
Ì·ıËÙÚÈÒÓ, Â›Ó·È 10. √È ÙÚÈ¿‰Â˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ∞µ°, ∞µ¢, ∞µ∂, ∞°¢, ∞°∂, ∞¢∂, µ°¢, µ°∂,
µ¢∂, °¢∂. ∫¿ıÂ ÂÈÏÔÁ‹ ·fi ÙÈ˜ ‰¤Î· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È, ˆ˜ ÁÓˆÛÙfiÓ ÛÛ˘̆ÓÓ‰‰˘̆··ÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  55  ··ÓÓ¿¿  33.
°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ Ó ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞ ·Ó¿ Î, Â›Ó·È Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ∞ ÌÂ
Ó ÛÙÔÈ¯Â›·. ∆Ô Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Û˘Ó‰˘·ÛÌÒÓ ÙˆÓ Ó ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ·Ó¿ Î ÙÔ ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ·fi ÙÔÓ 

Ù‡Ô  ( ) = 

™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ¿ Ì·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ: ( ) = = = 10. 

∆Ô Ï‹ıÔ˜ fiÌˆ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ‚ÚÂıÂ› Î·È ·fi ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ¶·ÛÎ¿Ï Î·È
Â›Ó·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘ fiÚÔ˘ ·3‚5-3 ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ ¤ÌÙË˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ 10. 
∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙËËÌÌ¿¿ÙÙˆ̂ÓÓ  ÙÙËË˜̃  ÛÛÂÂÏÏ..  118811  ÛÛÙÙÔÔ  ‚‚ÈÈ‚‚ÏÏ››ÔÔ  ÙÙÔÔ˘̆  ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹:: ··)) 25 = 32,    ‚‚)) = ,   

ÁÁ)) ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È 26 = 64 ¿Ú· Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Â›Ó·È .  

∏ ÌÂÙ·‚›‚·ÛË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ·fi ÁÔÓÂ›˜ ÛÂ ·ÔÁfiÓÔ˘˜ ÌÂÏÂÙ‹ıËÎÂ ÛÙ·
Ê˘Ù¿ ·fi ÙÔÓ °. ª¤ÓÙÂÏ (G. Mentel). √ ª¤ÓÙÂÏ ‰ÂÓ ‹Ù·Ó Ô ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ Ô‡ÙÂ Î·È Ô ÈÔ ‰È¿ÛËÌÔ˜
ÌÂÏÂÙËÙ‹˜ ÙÔ˘ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜. À‹ÚÍÂ, ˆÛÙfiÛÔ, Ô ÚÒÙÔ˜ Ô˘ Î·Ù¿ÊÂÚÂ
Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÂÈ ÛÂ Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ Ô˘ ÙË ‰È¤Ô˘Ó. ∏ ÂÈÙ˘¯›· ÙÔ˘ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È
ÛÙËÓ Î·Ù·ÏÏËÏfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎÔ‡ ˘ÏÈÎÔ‡ Ô˘ Â¤ÏÂÍÂ, Î˘Ú›ˆ˜ fiÌˆ˜ ÛÙËÓ Â˘Ê˘‹ Ì¤ıÔ‰Ô
Ô˘ ˘ÈÔı¤ÙËÛÂ. ∂ÎÂ› Ô˘ ‰È¤ÚÂ„Â ‹Ù·Ó fiÙÈ Â›¯Â ÙËÓ Â˘Ê˘˝· Ó· Î·Ù·ÁÚ¿„ÂÈ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¿ Ù·
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ‰È·ÛÙ·˘ÚÒÛÂÒÓ ÙÔ˘. ŒÙÛÈ, ‰È·›ÛÙˆÛÂ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÛÙ·ıÂÚÒÓ ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ
Ô˘ ÙÔÓ ‚Ô‹ıËÛ·Ó Ó· ‰È·ÎÚ›ÓÂÈ ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜ Ô˘ ÎÚ‡‚ÔÓÙ·È ›Ûˆ ·fi
·˘Ù¤˜. 
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ‰È·ÛÙ·˘ÚÒÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÏÔ˘ÏÔ‡‰È ÎfiÎÎÈÓÔ ÌÂ ÁÔÓfiÙ˘Ô ∫∫ Î·È ¤Ó· ÏÔ˘ÏÔ‡‰È
ÏÂ˘Îfi ÌÂ ÁÔÓfiÙ˘Ô §§ ÙfiÙÂ ı· ¿ÚÔ˘ÌÂ Úfi˙ ÏÔ˘ÏÔ‡‰È· ÌÂ ÁÔÓfiÙ˘Ô ∫§. (NfiÌÔ˜ ÙË˜
ÔÌÔÈÔÌÔÚÊ›·˜: ∆· ˘‚Ú›‰È· ÙË˜ ÚÒÙË˜ ı˘Á·ÙÚÈÎ‹˜ ÁÂÓÈ¿˜ (F1) Â›Ó·È fiÏ· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·). ∞Ó
‰È·ÛÙ·˘ÚÒÛÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‰‡Ô ÚÔ˙ ÏÔ˘ÏÔ‡‰È· (F1), ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÎfiÎÎÈÓÔ ÏÔ˘ÏÔ‡‰È
∫∫ ·Ó ÙÔ ÎfiÎÎÈÓÔ ÁÔÓ›‰ÈÔ ÂÓˆıÂ› ÌÂ ÙÔ ÎfiÎÎÈÓÔ, ÚÔ˙ ÏÔ˘ÏÔ‡‰È·  ·Ó ÙÔ ÏÂ˘Îfi ÁÔÓ›‰ÈÔ ÂÓˆıÂ› ÌÂ
ÎfiÎÎÈÓÔ (§∫ ‹ §∫) ‹ ÏÂ˘Îfi ÏÔ˘ÏÔ‡‰È, ·Ó ÙÔ ÏÂ˘Îfi ÁÔÓ›‰ÈÔ ÂÓˆıÂ› ÌÂ ÏÂ˘Îfi ÁÔÓ›‰ÈÔ §§. (NfiÌÔ˜
ÙÔ˘ ‰È·¯ˆÚÈÛÌÔ‡: ŸÙ·Ó ‰È·ÛÙ·˘ÚÒÓÔ˘ÌÂ ˘‚Ú›‰È· ÚÒÙË˜ ı˘Á·ÙÚÈÎ‹˜ ÁÂÓÈ¿˜, ÙfiÙÂ Ù·
¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙË˜ ·ÙÚÈÎ‹˜ ÁÂÓÈ¿˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË ı˘Á·ÙÚÈÎ‹ ÁÂÓÈ¿ (F2) ÛÂ
ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ·Ó·ÏÔÁ›Â˜).

™¯¤‰ÈÔ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜
£∂ª∞: ∏ ÌÂÙ·‚›‚·ÛË ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿

√ ª¤ÓÙÂÏ Î·È ÔÈ ÓfiÌÔÈ ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜

1
64

1
16

2
32

5 � 4 � 3 � 2 � 1
3 � 2 � 1 � 2

5!
3!(5 – 3)!

5
3

Ó!
Î!(Ó – Î)!

Ó
Î
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™ÙË ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ÛÙ· Ù¤ÛÛÂÚ· ÏÔ˘ÏÔ‡‰È· ı· Â›Ó·È: 
1 ÎfiÎÎÈÓÔ, 2 Úfi˙ Î·È 1 ÏÂ˘Îfi. 
¢ËÏ·‰‹ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ ÎfiÎÎÈÓ· ÏÔ˘ÏÔ‡‰È· ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ· 1/4 ‹ 25%, Úfi˙ ÌÂ
Èı·ÓfiÙËÙ· 2/4  ‹ 50% Î·È ÏÂ˘Î¿ ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ· 1/4 ‹ 25%.

∏ ÌÂÙ·‚›‚·ÛË ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜
·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ‰‰ÈÈ··ııÂÂÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÂÂÚÚÁÁ··ÛÛ››··˜̃, Ë ÔÔ›· ÚÔÙÂ›ÓÂÙ·È Ó· Á›ÓÂÈ ÛÂ Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÌÂ ÙÔ‡˜
Î·ıËÁËÙ¤˜ ÙË˜ µÈÔÏÔÁ›·˜ Î·È ÙÔ˘˜ ˘Â˘ı‡ÓÔ˘˜ ÙË˜ ∞ÁˆÁ‹˜ ÀÁÂ›·˜. 

∂∂ÓÓ‰‰ÂÂÈÈÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÈÈÛÛËËÌÌ¿¿ÓÓÛÛÂÂÈÈ˜̃

ñ ¡· ·ÔÎÙ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÈ· ÁÂÓÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ ÌÂÙ·‚›‚·ÛË˜ ÙˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ·fi
ÁÔÓÂ›˜ ÛÂ ·ÔÁfiÓÔ˘˜, ÒÛÙÂ Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÁÈ·Ù› ÌÔÈ¿˙Ô˘Ó ÛÙÔ˘˜ ÁÔÓÂ›˜ ÙÔ˘˜ . 

ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·  .¯ Ó· ÁÂÓÓËıÂ› ¤Ó· ·È‰› ÌÂ ÌÂÛÔÁÂÈ·Î‹ ·Ó·ÈÌ›·, ·Ó ÔÈ
ÁÔÓÂ›˜ ÙÔ˘ ¤¯Ô˘Ó Î·È ÔÈ ‰‡Ô ÛÙ›ÁÌ· ÒÛÙÂ ˆ˜ ÂÓ‹ÏÈÎÂ˜ Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÚÔÏËÙÈÎ¿ fiÏ· Ù· 
ÂÓ‰ÂÈÎÓ˘fiÌÂÓ· Ì¤ÙÚ· ÁÈ· Ó· ÚÔÛÙ·Ù¤„Ô˘Ó ÙËÓ ˘ÁÂ›· ÙˆÓ ·È‰ÈÒÓ ÙÔ˘˜. (∆Ô ›‰ÈÔ Î·È ÁÈ· 
ÙËÓ ÌÂÙ·‚›‚·ÛË ÙÔ˘ Ú¤˙Ô˘˜ ·ÚÓËÙÈÎÔ‡).

ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ··ÓÙ‹ÛÔ˘Ó ÌÂ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¿ ÂÈ¯ÂÈÚ‹Ì·Ù· ÛÂ ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· Á‡Úˆ ·fi Ù·
ÔÔ›· ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÂÛÊ·ÏÌ¤ÓÂ˜ ÚÔÎ·Ù·Ï‹„ÂÈ˜ Ô˘ ‚·Û·Ó›˙Ô˘Ó ÔÏÏÔ‡˜ ·ÎfiÌ· Î·È ÙÈ˜ 
Ì¤ÚÂ˜ Ì·˜. ¶.¯ ÔÈÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÁÔÓÂ›˜ Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÁÈ· ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ ·È‰ÈÔ‡ Î.Ù.Ï.

ñ ¡· Î·Ù·ÓÔÔ‡Ó Ô‡ ÛÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÁÂˆÚÁÔ›, ÔÈ ÎÙËÓÔÙÚfiÊÔÈ ·ÏÏ¿ Î·È ÔÈ ÁÂˆfiÓÔÈ Î·È
ÔÈ ÎÙËÓ›·ÙÚÔÈ, fiÙ·Ó ÚÔÛ·ıÔ‡Ó Ó· ‰È·ÛÙ·˘ÚÒÛÔ˘Ó Ê˘Ù¿ Î·È ˙Ò· ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·
¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿, ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ÛÔ˘Ó ‚ÂÏÙÈˆÌ¤ÓÂ˜ ÔÈÎÈÏ›Â˜ ÊÚÔ‡ÙˆÓ,
Ï·¯·ÓÈÎÒÓ Î·È ÏÔ˘ÏÔ˘‰ÈÒÓ ‹ Ê˘Ï¤˜ ˙ÒˆÓ. 

¶¶ÚÚÔÔÙÙÂÂÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÂÂ˜̃  ‰‰ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

ñ ¡· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ÂÍ¤ÏÈÍË ÙË˜ °ÂÓÂÙÈÎ‹˜ Î·È ÙË Û˘Ì‚ÔÏ‹ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ
Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÁÈ· ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÙˆÓ ÓfiÌˆÓ ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜. 

ñ ¡· Û˘ÁÎÂÓÙÚÒÛÔ˘Ó ÛÙÔÈ¯Â›· ÁÈ· ÙÔÓ ª¤ÓÙÂÏ Î·È Ù· ÂÈÚ¿Ì·Ù¿ ÙÔ˘. 
ñ ¡· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘Ó ÙÈ Èı·ÓfiÙËÙ· ¤¯ÂÈ ¤Ó· ·È‰› Ó· ÁÂÓÓËıÂ› ÌÂ Ì·‡Ú· Ì·ÏÏÈ¿, ·Ó ÛÙ· Î‡ÙÙ·Ú·

ÙË˜ ÌËÙ¤Ú·˜ ÙÔ˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÁÔÓ›‰È· ÁÈ· Ì·‡Ú· Ì·ÏÏÈ¿ ªª, ÂÓÒ ÛÙ· Î‡ÙÙ·Ú· ÙÔ˘ ·Ù¤Ú·
ÙÔ˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÁÔÓ›‰È· ÁÈ· Í·Óı¿ Ì·ÏÏÈ¿ ÌÌ.(√È Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ› ªª, ªÌ, Ìª ı· ‰ÒÛÔ˘Ó 
·È‰È¿ ÌÂ Ì·‡Ú· Ì·ÏÏÈ¿ Î·È ÌfiÓÔ Ô Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÌÌ ı· ‰ÒÛÂÈ ·È‰È¿ ÌÂ Í·Óı¿ Ì·ÏÏÈ¿).

ñ ¡· ‰ÈÂÓÂÚÁ‹ÛÔ˘Ó ÌÈ· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹ ¤ÚÂ˘Ó· ÌÂ ı¤Ì· ÔÈÔ˜ ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÁÔÓÂ›˜ ÈÛÙÂ‡ÂÙ·È
fiÙÈ Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÁÈ· ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ ·È‰ÈÔ‡. 
°È· ÙÔ ÛÎÔfi ·˘Ùfi, ı· Ú¤ÂÈ Ó· Û˘ÓÙ¿ÍÔ˘Ó ÂÚˆÙËÌ·ÙÔÏfiÁÈÔ ÙÔ ÔÔ›Ô ı· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘Ó
ÚˆÙÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ÁÔÓÂ›˜, Û˘ÁÁÂÓÂ›˜ Î·È ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· Ù· ¿ÙÔÌ· ÙÔ˘ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓÙfi˜ ÙÔ˘˜. °È·
Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó ÛÂ ·ÍÈfiÈÛÙ· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·, ı· Ú¤ÂÈ Ó· Î·Ù·ÁÚ¿„Ô˘Ó ÙÔ Ê‡ÏÔ, ÙËÓ
ËÏÈÎ›· Î·È ÙÔ Â›Â‰Ô ÂÎ·›‰Â˘ÛË˜ fiÛˆÓ ÂÚˆÙÔ‡Ó. 

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ™¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô µÈÔÏÔÁ›·˜ °ã °˘ÌÓ·Û›Ô˘, ÂÁÎ˘ÎÏÔ·›‰ÂÈÂ˜, ÏÂÍÈÎ¿ , ‰È·‰›ÎÙ˘Ô Î.¿.    
– An introduction to genetic analysis Suzuki-Griffiths, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 1990.
– Genetics: A guide to basic concepts and problem solving Nickerson, Simon college

publissing, 1985.
– http://www.mendelweb.org
– http://www.bios.niu.edu/johns/genetics/ext_mendel_files/frame.htm
– http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Biology/7-012Introduction-to-BiologyFall2001/LectureNotes/ 

index.htm
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ ‰‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ· Â›Ó·È ›Û·, fiÙ·Ó
Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙÔ˘ ÂÓfi˜ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙÔ ¿ÏÏÔ. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘
‰È·Ê·ÓÔ‡˜ ¯·ÚÙÈÔ‡ ı· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ, ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∆3. ŒÙÛÈ ı·
‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ Î·È ı· Î·Ù·-
Ï‹ÍÔ˘Ó ÛÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ ›ÛˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó Ù· Â›‰Ë ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ (Î‡ÚÈ· Î·È ‰Â˘ÙÂ-

ÚÂ‡ÔÓÙ·).
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ù· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Ù· ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó ÁÈ· Ó·

·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÁˆÓÈÒÓ.  
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ù· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜  ÙˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.

– ∆· Â›‰Ë ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ó· ÌË ‰È·ÙÂ-
ıÂ› ÔÏ‡˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ· ÙËÓ Â·Ó¿ÏË„‹ ÙÔ˘˜.

– ∏ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ·ÔÙÂÏÂ› ‚·ÛÈÎfi ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÎfi ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ÁÈ· ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜
∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚÔ ‚¿ÚÔ˜ ÛÙËÓ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙË˜
ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜.

– N· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÛÙËÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· °ÂˆÌÂÙÚ›· Ë ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ (Â˘ı‡-
ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù·, ÁˆÓ›Â˜, ÙÚ›ÁˆÓ· Î.Ù.Ï.) ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È ÙË˜
Û‡ÌÙˆÛ‹˜ ÙÔ˘˜. ∏ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ Á›ÓÂÙ·È ÓÔÂÚ¿ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÏÔÁÈÎÒÓ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÒÓ Î·È
Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ ·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ‰‡Ô Û¯ËÌ¿ÙˆÓ, Ó· Û˘ÌÂÚ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙË
Û‡ÌÙˆÛË ÙˆÓ ˘fiÏÔÈˆÓ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Î·È ÙÂÏÈÎ¿ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ. 

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ: 
1Ô ¢˘Ô ÙÚ›ÁˆÓ·  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜ Ì›· ÚÔ˜ Ì›·, ‰ÂÓ Â›Ó·È ›Û· (ÂÚÒÙ. Î·Ù·-

ÓfiËÛË˜ 7·).
2Ô ¢˘Ô ÙÚ›ÁˆÓ·  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ ›ÛË Î·È ‰‡Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÁˆÓ›Â˜ ›ÛÂ˜ Â›Ó·È ›Û· ·ÊÔ‡

ı· ¤¯Ô˘Ó Î·È ÙËÓ ÙÚ›ÙË ÙÔ˘˜ ÁˆÓ›· ›ÛË (ÂÚÒÙ. Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3).
– ¡· ‰ÔıÂ› È‰È·›ÙÂÚË ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ô˘ Â›Ó·È ›Û· Û’ ¤Ó·

˙Â‡ÁÔ˜ ›ÛˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. 
– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÌfiÓÔ ÛÛÂÂ  ››ÛÛ··  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓ·· ·¤Ó·ÓÙÈ ·fi ›ÛÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ›ÛÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ Î·È

ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ (ÂÚÒÙ. Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 7Á, 7‰.)
– ªÂ Ù· ·ÓÙÈ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÙˆÓ ÂÚˆÙ‹ÛÂˆÓ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, 5 Î·È 10 ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÂ›

Ô Ì·ıËÙ‹˜ fiÙÈ Ë ÌË ÛˆÛÙ‹ ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÎÚÈÙËÚ›ˆÓ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ Ï·Óı·ÛÌ¤Ó·
Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·.

– ∆· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ¯ÚËÛÈÌÂ‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ‚·ÛÈÎÒÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.1. πÛfiÙËÙ· ÙÚÈÁÒÓˆÓ (5 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∫∂º∞§∞π√ 1Ô – πÛfiÙËÙ· – √ÌÔÈfiÙËÙ·

ª ∂ ƒ √ ™  µ �
°°°° ∂∂∂∂ øøøø ªªªª ∂∂∂∂ ∆∆∆∆ ƒƒƒƒ ππππ ∞∞∞∞     ––––     ∆∆∆∆ ƒƒƒƒ ππππ °°°° øøøø ¡¡¡¡ √√√√ ªªªª ∂∂∂∂ ∆∆∆∆ ƒƒƒƒ ππππ ∞∞∞∞
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Û¯ËÌ¿ÙˆÓ (È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÈÛÔÛÎÂÏÔ‡˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, È‰ÈfiÙËÙ· ÛËÌÂ›ˆÓ ÌÂÛÔÎ·ı¤ÙÔ˘ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌÔ˘
ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜, ‹ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˘ ÁˆÓ›·˜). °È· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜ Ó· ‰È‰·¯ıÔ‡Ó
Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· 1, 3 Î·È 4. 

– N· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ¯ÚËÛÈÌÂ‡ÂÈ Î·È ÁÈ· Ó· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ  ÈÛfiÙËÙ· ‰‡Ô
Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ‹ ‰‡Ô ÁˆÓÈÒÓ Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÛÙÔÈ¯Â›· ›ÛˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. 

11.. (¶ – ° – ¶),   
∧
µ =

∧
∂, 

∧
° =

∧
¢ ,  µ° = ¢∂.   

22.. °È·Ù› Ë ›ÛË ÁˆÓ›· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË   ÙˆÓ ›ÛˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ¢∂∑      
33.. (° –  ¶ –  °), ∞µ = ¢∂  , ∞° = ¢∑.  44.. ∞µ°, ∫§ª (° –  ¶ –  °).    
55.. Ÿ¯È    66.. (¶ – ¶– ¶),  

∧
∞ =

∧
¢, 

∧
µ =

∧
∑, 

∧
° =

∧
∂. 77.. § – ™ – § – ™ – ™ – §.     

88.. ¡·È.    99.. ∞µ°, ∫§ª.  1100.. ¢ÂÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÏÂ˘Ú¤˜.  
1111.. °È·Ù› ¤¯Ô˘Ó ‰‡Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ›ÛÂ˜. (∞µ = ∞¢, ∞° ÎÔÈÓ‹)

°È· ÙË Ì¤ıÔ‰Ô Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ Ô £·Ï‹˜ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÂÓfi˜
ÏÔ›Ô˘ ·fi ÙËÓ ÛÙÂÚÈ¿, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜.  ¶ÔÏÏÔ› ÈÛÙÔÚÈÎÔ› fiˆ˜ Ô Tannery «La
géométrie grecque» (∏eath, πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÙfiÌÔ˜ I, ÛÂÏ 172, ∫.∂.∂.∂)
Î·È Ô Loria «πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ» ÙfiÌÔ˜ π, ÛÂÏ 40, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∂.ª.∂, Ù¿ÛÛÔÓÙ·È ˘¤Ú ÙË˜
¿Ô„Ë˜ fiÙÈ Ô £·Ï‹˜ ¤Î·ÓÂ ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·ÏÔ‡ÛÙ·ÙË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÌÂ Ù· ›Û· ÔÚıÔÁÒÓÈ·
ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹. 
∆ËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·˘Ù‹ ÙËÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó ÔÏÏÔ‡˜ ·ÈÒÓÂ˜ ·ÚÁfiÙÂÚ· Î·È ÔÈ ÚˆÌ·›ÔÈ
·ÁÚÔÓfiÌÔÈ Î·È ÙËÓ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ Ô Marcus Junius Nipsus ÛÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ Fluminis Varatio.
µÏ¤Â ·ÎfiÌË Î·È ∆ÛÈÌÔ˘Ú¿ÎË˜ ¢.: ∏ ÁÂˆÌÂÙÚ›· Î·È ÔÈ ÂÚÁ¿ÙÂ˜ ÙË˜ ÛÙËÓ ∞Ú¯·›· ∂ÏÏ¿‰·,
∞ı‹Ó· 1985, ÛÂÏ. 40-41. 

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ

ÙÚÈÁÒÓˆÓ Ì¤Ûˆ ÙË˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜. ªÂ
ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ·˘Ù‹ Á›ÓÂÙ·È Û‡ÓÙÔÌË Â·Ó¿-
ÏË„Ë ÙˆÓ ÂÈ‰ÒÓ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È ÙˆÓ
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.
1Ô ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 4, 5, 6.
22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– 2Ô ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3, 4, 5.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 7, 8, 9.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– 3Ô ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6, 7.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 10, 11, 12, 13, 14.
44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∫ÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÔÚı. ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 8, 9, 10, 11.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 3, 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 15, 16, 17, 18.
55ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂·Ó¿ÏË„Ë – ÂÌ¤‰ˆÛË ÙˆÓ ÎÚÈÙËÚ›ˆÓ

ÈÛfiÙËÙ·˜
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 19, 20, 21 Î·È

°ÂÓÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 4.

((55  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.1

ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ÂÓfi˜ ÏÔ›Ô˘ ·fi ÙËÓ ÛÙÂÚÈ¿.

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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– www.mathcsusb.edu/courses/m129/tri_congr.html
∏ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÙÚ›· ÎfiÎÎÈÓ· Î·È ÙÚ›· ÌÏÂ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· (Â›ÙÂ 2 ˙Â‡ÁË
Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÌÏÂ Î·È ÎfiÎÎÈÓ· Î·È ÌÈ· ÁˆÓ›·, Â›ÙÂ 1 ˙Â‡ÁÔ˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ
ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Î·È 2 ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ˙Â‡ÁË ÁˆÓÈÒÓ). ¶Ú¤ÂÈ Ó· ÌÂÙ·ÎÈÓËıÔ‡Ó ·˘Ù¿ Î·Ù¿ÏÏËÏ·, ÌÂ
‚¿ÛË Ù· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ, ÒÛÙÂ Ó· Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÔ‡Ó 2 ›Û· ÙÚ›ÁˆÓ·.

– http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames_asid_165_8_3_t_3.html
– www.pinkmonkey.com/studyguides/subjects/geometry/

Internet Î·È ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ – ∏ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

ñ πÛfiÙËÙ· ÙÚÈÁÒÓˆÓ

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞∞.. ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó Â›Ó·È
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:
··)) ¢‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ ›ÛÂ˜ Î·È Ì›· ÁˆÓ›· ›ÛË Â›Ó·È ›Û·.
‚‚)) ¢‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÔÍÂ›Â˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜ Â›Ó·È ›Û·.
ÁÁ)) ¢‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ ›ÛË Î·È ‰‡Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÁˆÓ›Â˜ ›ÛÂ˜ Ì›· ÚÔ˜

Ì›· Â›Ó·È ›Û·.
((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µµ.. ∞Ó ‰‡Ô ÈÛÔÛÎÂÏ‹ ÙÚ›ÁˆÓ· ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙË˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜ ›ÛÂ˜,
ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰¤ÈÍÂÙÂ fiÙÈ Â›Ó·È ›Û·.

((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

™Â Î‡ÎÏÔ Î¤ÓÙÚÔ˘ √ Ó· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ÌÈ· ¯ÔÚ‰‹ ÙÔ˘ ∞µ. ∞Ó °, ¢ Â›Ó·È ÛËÌÂ›· ÙË˜ ¯ÔÚ‰‹˜ ∞µ
Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ∞° = µ¢, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √°¢ Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜

((77  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ    

¢›ÓÂÙ·È ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· ¤Ó· ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô ¢, Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó

∧

µ1 =
∧

°1 Î·È 
∧

¢1 =
∧

¢2. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ∆Ô ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÏÂÏ¤˜. 
‚‚)) ∆Ô ÛËÌÂ›Ô ¢ ÈÛ·¤¯ÂÈ ·fi ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ∞µ Î·È ∞°.

((77  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

µ

1

21

1

°

∞

¢
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™ÙÔ ÂÍÂÏÏËÓÈÛÌ¤ÓÔ  ÏÔÁÈÛÌÈÎfi  CCaabbrrii  ggeeoommeettrryy  ππππ, ÙÔ ÔÔ›Ô ‰È·Ù›ıÂÙ·È ÁÈ· ¯Ú‹ÛË ÛÙ· Û¯ÔÏÂ›·
Ô˘ Û˘ÌÌÂÙ¤¯Ô˘Ó ÛÙËÓ √‰‡ÛÛÂÈ· - «∂ÏÏËÓÈÎ¿ ™¯ÔÏÂ›· ÛÙËÓ ∫ÔÈÓˆÓ›· ÙË˜ ÏËÚÔÊÔÚ›·˜» ÛÙÔ
‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹ ÛÂÏ 73, ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ¤˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜  ÁÈ· ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ, ˘¿Ú¯ÂÈ ‰Ú·-
ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÌÂ ı¤Ì· «∆Ú›ÁˆÓ· Î·È ›Û· ÙÚ›ÁˆÓ·».

ŒÓ· ·fi Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ Â›Ó·È Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ  È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ
‰È·ÊfiÚˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜, ·Ó ·˘Ù¿ "ÌÂÙ·ÎÈÓËıÔ‡Ó" ÛÙÔ
Â›Â‰fi ÙÔ˘˜. ∏ ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜
ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË fiÙÈ Î¿ÔÈ· ¿ÏÏ· Û¯‹Ì·Ù· Â›Ó·È "›Û·"  ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. °È·
·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ‰È·ÁÒÓÈÂ˜ ÂÓfi˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘ ‰È¯ÔÙÔÌÔ‡ÓÙ·È,
·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ·’·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ›Û·. ¢˘Ô ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿
Û¯‹Ì·Ù· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ›Û·, fiÙ·Ó Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ÙÔ ¤Ó· Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÌÂÙ·ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÂÈ
¿Óˆ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ. ¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ fiÌˆ˜ Ó· Î·ÙÔ¯˘ÚˆıÂ› ÌÈ· È‰ÈfiÙËÙ· ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ, Ú¤ÂÈ Ó·
·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙË ÙÔÔı¤ÙËÛË ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜  ÛÙÔ Â›Â‰Ô, Ú¿ÁÌ· ÙÔ
ÔÔ›Ô ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ·Ú¯‹: «√È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó
·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜, ·Ó ·˘Ù¿ ÌÂÙ·ÎÈÓËıÔ‡Ó ÛÙÔ Â›Â‰Ô»  ‹  ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·: «∆· ›Û· Û¯‹Ì·Ù· ‰È·ÙËÚÔ‡Ó
ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙËÓ ÙÔÔı¤ÙËÛ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô». 
∆ËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ Ô ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜ ÙËÓ fiÚÈÛÂ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ¿, fiˆ˜ ¿ÏÏˆÛÙÂ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÛÂ
fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û‡Á¯ÚÔÓÂ˜ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÂÈ˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜. ∂È‰ÈÎ¿, fiÌˆ˜, ÁÈ·  Ó' ·Ô‰Â›ÍÂÈ
ÙÔ ÚÒÙÔ ÙÔ˘ ıÂÒÚËÌ·, ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË π.4 (¶ – ° – ¶), ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜
«˘¤ÚıÂÛË˜» (Â›ıÂÛË˜), ‰ËÏ·‰‹ ÙËÓ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË Î·È Û‡ÌÙˆÛË ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ˘Ôı¤ÙÔÓÙ·˜
fiÙÈ Î·Ù¿ ÙËÓ ÌÂÙ·Î›ÓËÛ‹ ÙÔ˘˜ ·˘Ù¿ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙ·, Ú¿ÁÌ· ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ Â›¯Â
·Ó·Ê¤ÚÂÈ. 
º·›ÓÂÙ·È fiÌˆ˜ fiÙÈ Ô ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜, ÁÂÓÈÎ¿, ‰ÂÓ ·Ô‰¤¯ÂÙ·È ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ˘¤ÚıÂÛË˜, ÁÈ·Ù› ÛÙ·
«™ÙÔÈ¯Â›·» ÙË  ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›  ÌfiÓÔ ‰˘Ô  ÊÔÚ¤˜  ÁÈ·  ÙËÓ  ·fi‰ÂÈÍË  ÙˆÓ  ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ π.4 
(¶ – °  – ¶) Î·È π.8 (¶ – ¶ – ¶). ∞Ó ÙËÓ ·Ô‰Â¯fiÙ·Ó, ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Â‡ÎÔÏ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ ÙÔ 4Ô
·›ÙËÌ·, ÂÚ› ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÔÚıÒÓ ÁˆÓÈÒÓ, ÌÂ ˘¤ÚıÂÛË. Ÿˆ˜ ÛËÌÂÈÒÓÂÈ Ô L.Bunt ÛÙÔ
‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘, √È ÈÛÙÔÚÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ «…°È· Ó' ·Ô‰Â›ÍÂÈ Ô ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜
ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË π.4, ÎÈÓÂ› ÙÔ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ Î·È ÙÔ Ê¤ÚÓÂÈ ÛÂ ÌÈ·Ó ¿ÏÏË ı¤ÛË. ¶Ô‡ ‚·Û›˙ÂÙ·È ÁÈ· Ó·
ÂÎÙÂÏ¤ÛÂÈ ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· Î›ÓËÛË; ∞˘Ù‹ Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ‰ÂÓ ËÁ¿˙ÂÈ ·fi ÙÈ˜ ÎÔÈÓ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô‡ÙÂ ·fi
Ù· ·ÈÙ‹Ì·Ù· Ô‡ÙÂ Î·È ·fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ÁÈ· ÙÔÓ ·ÏÔ‡ÛÙ·ÙÔ ÏfiÁÔ fiÙÈ ‹ ¤ÓÓÔÈ·
"Î›ÓËÛË" ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Û’ ·˘Ù¤˜. ∆ËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙËÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ô¯Ù‹ÛÂÈ ·fi ÙËÓ
ÂÌÂÈÚ›·  Ì·˜, Î·Ù¿ ÙËÓ Â·Ê‹ Ì·˜ ÌÂ ÙÔÓ ·ÈÛıËÙfi ÎfiÛÌÔ. øÛÙfiÛÔ, ·Ó ı¤Ï·ÌÂ Ó· ÙËÓ
ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ı· ÙÔ Î·ÙÔÚıÒÓ·ÌÂ, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÂÊfiÛÔÓ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ 

1 √È ¤ÓÙÂ ÚÒÙÂ˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ, Ô˘ ·Ô‰›‰ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ £·Ï‹, ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·
ÙˆÓ: Î·Ù·ÎÔÚ˘Ê‹Ó ÁˆÓÈÒÓ, ÙˆÓ ·Ú¿ ÙËÓ ‚¿ÛË ÁˆÓÈÒÓ ÙÔ˘ ÈÛÔÛÎÂÏÔ‡˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ÙˆÓ ‰‡Ô ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÛÙ· ÔÔ›·
ÌÈ· ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ ¯ˆÚ›˙ÂÈ ÙÔÓ Î‡ÎÏÔ, ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ Ô˘ ÂÁÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÛÂ ËÌÈÎ‡ÎÏÈÔ Î·È ÙˆÓ  ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿
Î·È ‰‡Ô ÁˆÓ›Â˜ ›ÛÂ˜. ∞ÏÏ¿ Î·È ÛÙÔ ÚÒÙÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙˆÓ ™ÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë ÌÂÁ¿ÏÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙˆÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ
·ÊÔÚÔ‡Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ· ‰È·ÊfiÚˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ.

H ÈÛfiÙËÙ· ÛÙËÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· °ÂˆÌÂÙÚ›·

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)
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Û¯ËÌ·Ù›˙·ÌÂ ¤Ó· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎfi Ï·›ÛÈÔ ¿Óˆ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ı· ÙË ‚·Û›˙·ÌÂ. √ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë˜
·Ú¿ÏÂÈ„Â Ó· ÙÔ Î¿ÓÂÈ. ∂›¯Â ·ÓÙÈÏËÊÙÂ› ¿Ú·ÁÂ fiÙÈ ˘‹Ú¯Â ¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ ÎÂÓfi; …™›ÁÔ˘Ú· ÙÔ Â›¯Â
·ÓÙÈÏËÊÙÂ›. Œ‰ˆÛÂ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË, ÁÈ·Ù› ¿ÏÏË ‰È¤ÍÔ‰Ô ‰ÂÓ Â‡ÚÈÛÎÂ…».
°È· Ó· Î·Ï˘ÊıÂ› ÙÔ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎfi ·˘Ùfi ÎÂÓfi, Ô ∏ilbert ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÌÈÛfi ÙÔ˘ 19Ô˘ ·ÈÒÓ·, fiÙ·Ó
ÂÈÎÚ¿ÙËÛÂ ÌÈ· ÁÂÓÈÎ‹ Ù¿ÛË ÁÈ· ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ· ÛÙ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿,  ÛÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ «∆· ıÂÌ¤ÏÈ· ÙË˜
°ÂˆÌÂÙÚ›·˜» ¤ıÂÛÂ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· «Û‡ÌÙˆÛË˜» Î·È «Û˘ÌÊˆÓ›·˜». ∏ «Û˘ÌÊˆÓ›·» (congruence)
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ «ÈÛfiÙËÙ·» ÌÂ ÙËÓ Â˘ÚÂ›· ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ fiÚÔ˘, Î·ıÒ˜ ‰ÂÓ ÂÚÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ
«Ù·˘ÙfiÙËÙ·» ‰ËÏ·‰‹ ÙËÓ Ù·‡ÙÈÛË. ∏ ÔÌ¿‰· ÙˆÓ ·ÍÈˆÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ Î·ÙÔ¯˘ÚÒÓÂÈ ÙË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿
ÙˆÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ Î·È ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ÙÚfiÔ Ô˘
·Ú·¤ÌÂÈ ÛÙ· «™ÙÔÈ¯Â›·» ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë.  
√ ∏ilbert fiÚÈÛÂ ÙË Û˘ÌÊˆÓ›· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ˆ˜ ÂÍ‹˜: ¢‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ· ı· Ï¤ÁÔÓÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ‹
›Û·, ·Ó ÔÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÙÔ˘˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯ÈÛÙÔ‡Ó ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÔÈ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÁˆÓ›Â˜ Ó· Â›Ó·È Û‡ÌÊˆÓÂ˜.
™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ¤ıÂÛÂ ˆ˜ ·Í›ˆÌ· ÙÔ 1Ô ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ (¶ – ° – ¶) ·fi ÙÔ
ÔÔ›Ô ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂ ·fi‰ÂÈÍË Ù· ¿ÏÏ· ‰‡Ô ÎÚÈÙ‹ÚÈ·. 
H ÈÛfiÙËÙ· ÔÚ›˙ÂÙ·È ÂÓÈ·›· ÁÈ· fiÏ· Ù· ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· Û¯‹Ì·Ù·, ÙÚ›ÁˆÓ·, ÔÏ‡ÁˆÓ·, Î·È ÁÂÓÈÎ¿
Û¯‹Ì·Ù· Ô˘ ÊÚ¿ÛÛÔ˘Ó Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Î·È ·ÔÎÙ¿ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ÈÛ¯‡ ÌÂÙ¿ ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË
ÙˆÓ ÎÚÈÙËÚ›ˆÓ ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. ∂ÈÏ¤ÔÓ ·ÚÎÂ› Ë ‰È·Ú·ÁÌ¿ÙÂ˘ÛË ÙË˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô
ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÛÙÔ ¯ÒÚÔ. ø˜ ¤ÓÓÔÈ· ÂÌ›ÙÂÈ ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÈÛfiÙËÙ·-ÔÌÔÈfiÙËÙ·-ÂÌ‚·‰fiÓ. ªÂ
ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ·˘Ù¤˜ Á›ÓÂÙ·È Ë Ù·ÍÈÓfiÌËÛË Î·È Ë Û‡ÁÎÚÈÛË ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ. 
∂ÂÈ‰‹ Î¿ıÂ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÂÓfi˜ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÈ·˜ Î›ÓËÛË˜ ·fi ÌÈ· ·Ú¯ÈÎ‹ ÛÂ
ÌÈ· ÙÂÏÈÎ‹ ı¤ÛË, Ë ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ÌÂ ÙÈ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜
Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜, Î·ıÒ˜ Ô ‰È·‚‹ÙË˜ ‰È·ÙËÚÂ› ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÌËÎÒÓ ÙˆÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÌÔÚÂ› Ó· ˘ÏÔÔÈËıÂ› ˆ˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·  Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎ‹.
∆· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ·ÚÎÔ‡Ó ÁÈ· Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ. °È’ ·˘Ùfi ÛÂ
ÔÏÏ¿ ‚È‚Ï›· °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ Ô˘ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤Ó· ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛ‹ ÙË˜, Ù·
ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÈÛfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÈ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜.
°È· ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ fiÌˆ˜ "ÙÔÔı¤ÙËÛË", "ÌÂÙ·Î›ÓËÛË", "Â›ıÂÛË" Î·È "Ù·‡ÙÈÛË", Ô˘
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÙËÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· ÁÂˆÌÂÙÚ›·, ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÌfifiÓÓÔÔ ‰È·ÈÛıËÙÈÎ‹ (ÂÔÙÈÎ‹) ·ÓÙ›ÏË„Ë.
∏ ·˘ÛÙËÚ‹-ıÂˆÚËÙÈÎ‹ Î·ÙÔ¯‡ÚˆÛË ÙË˜ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È
·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ·ÏÁÂ‚ÚÔÔ›ËÛ‹˜ ÙË˜. ∏ Ï‡ÛË ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ
ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÌÔÔÓÓÙÙ¤¤ÏÏˆ̂ÓÓ  ÙÙËË˜̃  ÁÁÂÂˆ̂ÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃, fiˆ˜ ÁÈ·
·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Û’ ·˘Ùfi ÙË˜ ∞∞ÓÓ··ÏÏ˘̆ÙÙÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÁÁÂÂˆ̂ÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃. ªÂ ÙËÓ ∞Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ °ÂˆÌÂÙÚ›·  Ù·
ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ Î·È ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ
·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ Ô˘ ÚÔÛÊ¤ÚÂÈ Ë Î·Ï¿ ÔÚÁ·ÓˆÌ¤ÓË ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ÁÓÒÛË. 
∂ÊfiÛÔÓ Ë ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ‰‡Ô Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ÈÛÙÔÔÈÂ› ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜, ÛÙË Û‡Á¯ÚÔÓË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
ÛÎ¤„Ë ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÌÂÙ¿ ÙÔÓ ∫lein ··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· ÙË ‰È·›ÛÙˆÛ‹ ÙË˜, Ë ¯Ú‹ÛË
ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ. ª' ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, ÁÈ· Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÔ‡Ó ‰‡Ô ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· Û¯‹Ì·Ù· ›Û·,
ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ ÂÈÙÚÂÙfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ Ô ÔÔ›Ô˜ Ó· ÌÂÙ·Ê¤ÚÂÈ, ÙÔ ¤Ó·
Û¯‹Ì· ¿Óˆ ÛÙÔ ¿ÏÏÔ. ∆Ô 1872, Ô Felix ∫lein ¤‰ˆÛÂ ÛÙÔ ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ÙÔ˘ Earlagen ÌÂ ÙËÓ
Â˘Î·ÈÚ›· ÙË˜ ÂÎÏÔÁ‹˜ ÙÔ˘, ÌÈ· ‰È¿ÏÂÍË Ô˘ Û‹ÌÂÚ· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ ÙÔ ¶ÚfiÁÚ·ÌÌ· Earlagen.
∏ ÎÂÓÙÚÈÎ‹ È‰¤· ÙÔ˘ ÚÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ‹Ù·Ó fiÙÈ Ë ÁÂˆÌÂÙÚ›· Â›Ó·È ıÂˆÚ›· ÔÌ¿‰ˆÓ. √È ÔÌ¿‰Â˜
Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Ô˘ ·Ê‹ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜
·ÌÂÙ¿‚ÏËÙÂ˜. ∞Ó ˆ˜ ÔÌ¿‰· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ ÏËÊıÂ› Ë ·Ó¿ÎÏ·ÛË (Û˘ÌÌÂÙÚ›·), Ë ÛÙÚÔÊ‹, Ë
·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ Î·È ÔÈ Û˘Óı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘˜ Ô˘ ‰Â ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î·È ÙË ÁˆÓ›·, Ô˘
Â›Ó·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÛÙËÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· ÁÂˆÌÂÙÚ›·, ÙfiÙÂ Ë Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓË °ÂˆÌÂÙÚ›· Â›Ó·È Ë

πÛfiÙËÙ· – √ÌÔÈfiÙËÙ· 81

077-098  27-12-06  19:39  ™ÂÏ›‰·81



82 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·. ∂ÈÏ¤ÔÓ ÔÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ› ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÊÔ‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹,
ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÙÔ˘˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Á›ÓÂÙ·È ÔÌ¿‰·. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· Î·È Ë
ÕÏÁÂ‚Ú· Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ¿ÌÂÛ· Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÂÚÁ·ÏÂ›· ÙË˜
ÕÏÁÂ‚Ú·˜, fiˆ˜ ÔÈ ÔÌ¿‰Â˜, ÁÈ· ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ. ÕÚ· Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜
ÈÛfiÙËÙ·˜ ·Ô‰›‰ÂÙ·È ÛÙÔ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ì¤Ûˆ ÙˆÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ (ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ) Î·È
Ë ÈÛfiÙËÙ· Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ÈÛÔÌÂÙÚ›Â˜.
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– ™ÙÚ¿ÓÙ˙·ÏÔ˜ ÃÚfiÓË˜ : ∏ ÂÍ¤ÏÈÍË ÙˆÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈˆÓ Î·È ªË ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈˆÓ °ÂˆÌÂÙÚÈÒÓ ÌÂÙ¿

ÙÔ 1600. ∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜ ÛËÌÂÈÒÛÂÈ˜ ÁÈ· ÙÔ Ì¿ıËÌ· «∞fi ÙËÓ ÓÂfiÙÂÚË ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ», ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ∞ıËÓÒÓ.

– H. Eves: ªÂÁ¿ÏÂ˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÙfiÌÔ˜ µ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∆ÚÔ¯·Ï›·, ∞ı‹Ó· 
1989-90.

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È ÌÂ ÙË ¯¿Ú·ÍË Â˘ıÂÈÒÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ù¤ÌÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘
ÙÂÙÚ·‰›Ô˘ ÙÔ˘˜, Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ Â˘ıÂ›Â˜, ÂÊfiÛÔÓ ÈÛ·¤¯Ô˘Ó, ı·
ÔÚ›˙Ô˘Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù· ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Â˘ıÂ›· ÙÈ˜ Ù¤ÌÓÂÈ. √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÙÔ˘˜ Ô‰ËÁ‹-
ÛÂÈ ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË, ·Ó Ê¤ÚÔ˘Ó ∞�¢ ⊥ µµ� Î·È µ�∂ ⊥ °°� Î·È Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘Ó Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›Áˆ-
Ó· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È. ªÂ ÙËÓ ÂÍ¤Ù·ÛË ÙË˜ ÂÈ‰ÈÎ‹˜ ·˘Ù‹˜ ÂÚ›ÙˆÛË˜ ÚÔÂÙÔÈÌ¿˙ÔÓÙ·È Î·È ÁÈ·
ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÙË˜ ÂÚ›ÙˆÛË, fiÙ·Ó ÔÈ Ù¤ÌÓÔ˘ÛÂ˜ Â›Ó·È Ù˘¯·›Â˜. ∏
ÚfiÙ·ÛË ·˘Ù‹ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ·Ú·Î¿Ùˆ ÛÙË ıÂˆÚ›·.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó fiÙÈ, ·Ó Â˘ıÂ›Â˜ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÔÚ›˙Ô˘Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù· ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Ô˘ ÙÈ˜ Ù¤ÌÓÂÈ,

ÙfiÙÂ ı· ÔÚ›˙Ô˘Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù· Î·È ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏË Â˘ıÂ›· ÙÈ˜ Ù¤ÌÓÂÈ.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ˜ ¿ÌÂÛÂ˜ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ ÛÂ ÙÚ·¤˙ÈÔ Î·È ÛÂ

ÙÚ›ÁˆÓÔ.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ‰È·ÈÚÔ‡Ó ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· ÛÂ Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù·.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó ÙÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÏfiÁÔ˜ ‰‡Ô Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Î·È Ò˜ ·˘Ùfi˜ 

˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó fiÙÂ ‰‡Ô Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁ· ÚÔ˜ ‰‡Ô ¿ÏÏ· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· 

ÙÌ‹Ì·Ù·.

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› ÙÈ ÛËÌ·›ÓÂÈ Ë ÊÚ¿ÛË : «√È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÔÚ›˙Ô˘Ó ›Û·  ÙÌ‹Ì·Ù· ¿Óˆ ÛÂ ÌÈ·
Â˘ıÂ›· Â Ô˘ ÙÈ˜ Ù¤ÌÓÂÈ». 

– √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ Ó· ÂÈÌÂ›ÓÂÈ ÛÙË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË ÁÈ· ÙË ‰È·›ÚÂÛË ÔÔÈÔ˘‰‹-
ÔÙÂ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù· (ÛÙÔÓ ›Ó·Î· Î·È ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿‰Èfi ÙÔ˘˜).
°È· ÂÍ¿ÛÎËÛË ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘Ó ‰È¿ÊÔÚ· Û¯¤‰È· ÛÙ· ÔÔ›· ı·
¯ÚÂÈ·ÛÙÂ› Ó· ¯ˆÚ›ÛÔ˘Ó Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· ÛÂ Ó ›Û· Ì¤ÚË. ¶.¯

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.2. §fiÁÔ˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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¢›ÓÂÙ·È ¤Ó· Ù˘¯·›Ô Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· ∞µ = 10 cm. ¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË
Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·Ù·, ·Ó :
··)) ∞°= °¢ = ¢µ (Û¯‹Ì· 1)        ‚‚)) ∞° = ¢µ Î·È °¢ = 2∞° (Û¯‹Ì· 2)         

ÁÁ)) ∞° = °¢ = ¢µ (Û¯‹Ì·Ù· 3, 4) 

– ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ‰‡Ô Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Ó· Û˘Ó‰ÂıÂ› ¿ÌÂÛ· ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Â› Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÌÂ ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ‰‡Ô Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ 

¤Ó·Ó ÙÚfiÔ Û‡ÁÎÚÈÛ‹˜ ÙÔ˘˜, ·ÊÔ‡ Ô ÏfiÁÔ˜ ·˘Ùfi˜ «ÌÂÙÚ¿ÂÈ» ÙÔ ∞∂, ·Ó ÙÔ µ° ÙÔ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘-
ÌÂ ˆ˜ ÌÔÓ¿‰· Ì¤ÙÚËÛË˜ .

– ªÂ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Á›ÓÂÈ Î·Ù·ÓÔËÙfi fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙË-
ÙÔ˜ ·fi ÙË ÌÔÓ¿‰· Ì¤ÙÚËÛË˜ ÙˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ (·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1, ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiË-
ÛË˜ 4). 

– ªÂ ÙÈ˜ ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 6‚ Î·È 7 ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ, ·Ó
ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ ÏfiÁÔ ‰‡Ô Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ, ÙfiÙÂ ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙË ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Û¯¤ÛË
Î·È fi¯È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Î·ıÂÓfi˜ ·fi ·˘Ù¿.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜ ‰‡Ô ›ÛˆÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È 1 (ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·-
ÓfiËÛË˜ 6Á   Î·È  5Â).

– √È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÛÙfi¯Ô ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜, ÁÈ’ ·˘Ùfi Ó· ·Ô-
ÊÂ˘¯ıÂ› Ë ·ÛÎËÛÈÔÏÔÁ›· ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ. 

– °È· ÙËÓ ·ÓÙÈÌÂÙÒÈÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜ 8 ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÛÎÂÊÙÔ‡Ó ˆ˜
ÂÍ‹˜: √ È‰ÈÔÎÙ‹ÙË˜ ·ÊÔ‡ ‚ÚÂÈ ÙÔ Ì¤ÛÔÓ ÙË˜  ÏÂ˘Ú¿˜ ∞¢ ı· Ê¤ÚÂÈ ÙËÓ ·Ú¿ÏÏËÏË ·fi ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ÛÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÙÚ·Â˙›Ô˘, Ë ÔÔ›· ı· ÙÌ‹ÛÂÈ ÙËÓ µ° Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ
Ì¤ÛÔÓ ÙË˜. ∞Ó ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ·fi ÙÔ µ Î·È ÙË ‰ÈÏ·ÛÈ¿ÛÂÈ ı·
¤¯ÂÈ ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ µ° Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ.

∞∂
µ°

™™¯̄‹‹ÌÌ··  11

∞∞ ∞∞°° °°¢¢ ¢¢ µµµµ

™™¯̄‹‹ÌÌ··  22

∞∞ °° ¢¢ µµ

™™¯̄‹‹ÌÌ··  33 ™™¯̄‹‹ÌÌ··  44

∞∞ °° ¢¢ µµ
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84 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

11.. 5   22.. 12cm    33.. Ÿ¯È , ÁÈ·Ù›   � .      44.. ,  3,  ,  .       

55.. ,  ,  ,  4 , 1. 66.. ™ – § – ™ – ™ – § – ™ – ™ .  77.. ∏ ∂Ï¤ÓË

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜  fiÙÈ ÔÈ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜
ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·‰›Ô˘ ÙÔ˘˜, ·Ó Ù¤ÌÓÔ˘Ó ÌÈ· Â˘ıÂ›· Î·È ÔÚ›˙Ô˘Ó Û’ ·˘Ù‹ ÙÌ‹Ì·Ù· Ô˘ ÙÔ ¤Ó· Â›Ó·È
‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘, ÙfiÙÂ Ë ›‰È· Û¯¤ÛË Û˘Ó‰¤ÂÈ Î·È Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙÌ‹Ì·Ù· Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÂ
ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏË Â˘ıÂ›· ÙÈ˜ Ù¤ÌÓÂÈ. ŒÙÛÈ, ı· Ô‰ËÁËıÔ‡Ó ÛÙËÓ ·Ó·ÏÔÁ›· ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆÓ
ÙÌËÌ¿ÙˆÓ Î·È ı· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙÔ £ÂÒÚËÌ· £·Ï‹. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰È·Ù˘ÒÓÔ˘Ó ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹ Î·È Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ 

·Ó·ÏÔÁ›Â˜ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Û¯‹Ì· Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜. 
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹ ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÂÓfi˜ 

Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ ÏfiÁÔ ‰‡Ô ÙÌËÌ¿ÙˆÓ.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹ ·ÔÙÂÏÂ› ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ Ô˘ ‰È‰¿-
¯ÙËÎ·Ó ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· Î·È Ë ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ÏÂÁfiÌÂÓÔ «·ÛıÂÓ¤˜ ıÂÒÚËÌ·
ÙÔ˘ £·Ï‹ », ·ÊÔ‡ Â›Ó·È ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛ‹ ÙÔ˘.

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.3. £ÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· – ÿÛ· ÙÌ‹Ì·Ù· ÌÂÙ·Í‡

·Ú·ÏÏ‹ÏˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ – ¢È·›ÚÂÛË Â˘ı‡-
ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ Ó ›Û· ÙÌ‹Ì·Ù·.

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 1·, 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2·, 6·, 8.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ‰‡Ô Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ

ÙÌËÌ¿ÙˆÓ – ∞Ó¿ÏÔÁ· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·-
Ù· – ™‡ÓÙÔÌË ·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰Èfi-
ÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ.

– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4, 5, 6, 7.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 1‚, 3, 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 2‚, 3, 4, 5, 6‚, 7.

((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.2

1
2

2
3

1
3

3
4

1
4

1
3

5
6

4
4

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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– ∆Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ £·Ï‹ Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÌfiÓÔ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ.
– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹ ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È fi¯È ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÔÈ

ÌË ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÂÎÙfi˜ ÙˆÓ ·Ú·ÏÏ‹ÏˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ, ·ÏÏ¿ Î·È fiÙ·Ó
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÂÓÙfi˜ ÙˆÓ ·Ú·ÏÏ‹ÏˆÓ ‹ ¿Óˆ ÛÂ Ì›· ·fi ·˘Ù¤˜. (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1, ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, 4, 5).

– ¡· ·ÔÊÂ˘¯ıÔ‡Ó ÔÈ ıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· ·fi‰ÂÈÍË ·Ó·ÏÔÁÈÒÓ Î·È ÔÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘
£ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ £·Ï‹ Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÛÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÌËÎÒÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ.

11.. ··)) ,   ‚‚)) ,  ÁÁ)) 22.. ™ – § – § – ™    33.. Ÿ¯È, ÁÈ·Ù› � 

44.. ··))  2,   ‚‚)) ,   ÁÁ)) ,    ‰‰))  55.. · ± 3,  ‚ ± 1,  Á ± 4

11.. ··)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÏfiÁÔ .

‚‚)) ¡· ÙÔÔıÂÙ‹ÛÂÙÂ ÛÙË µ∞ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ª Î·È ÛÙË
µ° ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ¡ ÒÛÙÂ

= = 

(∞: ·)  )

22.. ∂›Ó·È ∂∑//µ°. 
¡· ‰È·Î·ÈÔÏÔÁ‹ÛÂÙÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛ‹ Û·˜.

(∞: = = 1)

33.. ∞Ó ÔÈ Î‡ÎÏÔÈ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Î¤ÓÙÚÔ ∫, Ó·
‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ∞µ//°¢.

(∞: = = )Ú 
R

∫µ 
∫°

∫∞ 
∫¢

∞∑ 
∑°

∞∂ 
∂µ

4 
7

2 
7

µ¡ 
µ°

µª 
µ∞

µ∑ 
µ°

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

7 
2

3 
4

1 
3

5 
7

4 
6

7 
13

2 
5

1 
2

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

µµ

∂∂

∞∞ °°

∑∑

∞∞

µµ

∫∫

°°

¢¢

∞∞

∑∑∂∂

µµ °°
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Cabri geometry ππ, ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ¤˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ. µÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹ 
ÛÂÏ. 75. «£ÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ £·Ï‹».  

ªÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘ (ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË Î·È ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË) ‰›ÓÂÙ·È Ë
Â˘Î·ÈÚ›· Ó· ÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÛËÌÂ›Ô˘, Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÁˆÓ›·˜. ∂›ÛË˜,
‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘Ó fiÙÈ, ÂÓÒ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘
·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙÂ˜, Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈÔ-
ıÂÛ›·˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ √ Î·È ÏfiÁÔ ¤Ó·Ó ÔÔÈÔ‰‹-

ÔÙÂ ıÂÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ÒÛÙÂ Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ
ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.

ñ  ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ï Î·ıÔÚ›˙ÂÈ, ·Ó ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÂÓfi˜ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË
‹ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË.

ñ  ¡· ·Ó·ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ·Ó ‰˘Ô Û¯‹Ì·Ù· Â›Ó·È ‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ
Î·È ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ ÙÔ˘˜. (∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2 Î·È ¿ÛÎËÛË 9).

ñ ¡· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó fiÙÈ ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÂÓfi˜ Û¯‹Ì·ÙÔ˜, ·ÊÔ‡ Â›Ó·È ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÛÌ›-
ÎÚ˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÌÔÚÊ‹ ÌÂ ÙÔ ·Ú¯ÈÎfi (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÚÔÙ. ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 2, 3, 4).

ñ ¡· ·ÍÈÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ ÔÌÔÈÔıÂÛ›· ÁÈ· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ·Ú·ÏÏËÏ›·˜ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ
(¿ÛÎËÛË 8).

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.4. √ÌÔÈÔıÂÛ›· (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·.
– ¢È·Ù‡ˆÛË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ £·Ï‹.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 3.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂Ê·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ £·Ï‹

ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ. 
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2, 4, 5.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5, 6, 7, 8

((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.3
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– ¡· ‰ÔıÂ› ¤ÌÊ·ÛË ÛÙËÓ ·Ú·ÏÏËÏ›· ÙˆÓ ÔÌÔÈfiıÂÙˆÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
›‰ÈÔ Î¤ÓÙÚÔ, fiÙ·Ó  ·˘Ù¿ ‰Â ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ ›‰È· Â˘ıÂ›·.

– ªÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 6 ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· Î·Ù·Ï¿‚Ô˘Ó fiÙÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘
ÔÌÔÈfiıÂÙÔ˘ ÂÓfi˜ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ı¤ÛË ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ ÙÔ˘,
·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ·fi ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜. 

– ªÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 7 ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ÂÚÁ·ÛÙÔ‡Ó Û’ ¤Ó· ¿ÏÏÔ ÂÚÈ-
‚¿ÏÏÔÓ, ÂÎÂ›ÓÔ ÙˆÓ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È Ó· ·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó ÌÈ· Û¯¤ÛË Ô˘
Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ‰˘Ô ÔÌÔÈfiıÂÙˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ, fiÙ·Ó ÙÔ
Î¤ÓÙÚÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. ∏ ¿ÛÎËÛË ·˘Ù‹ ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È Ó·
‰È‰·¯ıÂ› Î·È ÌÂ ∏/À, ÂÌÏÔ˘ÙÈÛÌ¤ÓË Î·È ÌÂ ¿ÏÏ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·È ÂÚˆÙ‹Ì·Ù·.

– ªÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 9 ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ (ÙÔÌ‹

ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ∞∞� Î·È µµ�) Î·È ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ (Ï = Î·ıÒ˜ = ) ‰‡Ô 

Û¯ËÌ¿ÙˆÓ fiÙ·Ó ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ ¤Ó· ·fi ·˘Ù¿ Î·È ‰˘Ô ÔÌÔÈfiıÂÙÂ˜ Î·Ú˘Ê¤˜ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘. 

11.. ··))  ∂, ‚‚))  ¢, ÁÁ))  ∞, ‰‰))  °.

22..  ™ÙÔ 1Ô Î·È 3Ô Û¯‹Ì·  Ù· ÔÏ‡ÁˆÓ· Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ·, ÂÓÒ ÛÙÔ 2Ô ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ·.

33..  1Ë ÛÂÈÚ¿: µ°,   2Ë ÛÂÈÚ¿: , 3Ë ÛÂÈÚ¿ : °, 3,  4Ë ÛÂÈÚ¿: ,   5Ë ÛÂÈÚ¿: µ∞.  

∞ÊÔ‡ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Û¯Â‰È¿ÛÔ˘Ó ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ¶�� ÙÔ˘ ¶ ÌÂ ÏfiÁÔ 2, ı· ‰ÔıÂ› Ô ÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

ŸŸÌÌÔÔÈÈ··  ÔÔÏÏ‡‡ÁÁˆ̂ÓÓ··    ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))∞

1.5. √ÌÔÈfiÙËÙ· (4 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜.

∫·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘, Â˘ı‡-
ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜, ÁˆÓ›·˜, ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘.

– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 9.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– √ÌÔÈfiıÂÙÔ Î‡ÎÏÔ˘.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5, 6, 7, 8

((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.4

1 
3

1 
2

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

5 
2

√µ�
√µ

5 
2

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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ÔÌÔ›ˆÓ ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ (ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË-ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË). √ ‰È‰¿ÛÎˆÓ ı· ˙ËÙ‹ÛÂÈ ·fi ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘Ó ·Ó Ù· ÔÏ‡ÁˆÓ· ¶ Î·È ¶� ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È fiÌÔÈ·. ªÂ ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ fiÌˆ˜, ÙË˜
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÔ˘Ó ÙÔ ¤Ó· ˆ˜ ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘,
·ÊÔ‡ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ·. £· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÌˆ˜ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ¶� Î·È ¶�� ·fi ÙËÓ ÔÔ›·
ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È Ë ÔÌÔÈfiÙËÙ· ÙˆÓ ¶ Î·È ¶�. ªÂ ÙËÓ Î·ıÔ‰‹ÁËÛË ÙÔ˘ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ· ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ
ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ
™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË:: ∆Ô ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÌË ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÁÈ·
ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ˘ (ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË) ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË, ·ÊÔ‡ Ë Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ‰ÂÓ
Â›Ó·È ÛÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ·˘Ù‹ Î‡ÚÈÔ˜ ÛÙfi¯Ô˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ fiÌÔÈ· ÔÏ‡ÁˆÓ· Â›Ó·È ·˘Ù¿ Ô˘ ÙÔ ¤Ó· Â›Ó·È ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÙÔ˘

¿ÏÏÔ˘, ÔfiÙÂ Ù· Û¯‹Ì·Ù· Ô˘ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ· ‹ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÔÌfiıÂÙ· Â›Ó·È fiÌÔÈ·.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ, ·Ó ‰˘Ô ÔÏ‡ÁˆÓ· ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜

ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜, ÙfiÙÂ Â›Ó·È fiÌÔÈ· Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ.
ñ   ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ ÛËÌ·›ÓÂÈ ÏfiÁÔ˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÔÌÔ›ˆÓ ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ Î·È ÔÈ· Û¯¤ÛË ¤¯ÂÈ ÌÂ

ÙÔ ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÂÚÈÌ¤ÙÚˆÓ ÙÔ˘˜. ∞ÎfiÌË Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó Ò˜ Û˘Ó‰¤ÂÙ·È Ô ÏfiÁÔ˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜
ÌÂ ÙËÓ ÎÏ›Ì·Î· ÂÓfi˜ ¯¿ÚÙË ‹ ÂÓfi˜ Û¯Â‰›Ô˘ (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2 – ¿ÛÎËÛË 6).

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ
ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ˙ˆ‹ ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿. ŸÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ «·˘ÙÔ›
ÔÈ ¿ÓıÚˆÔÈ Â›Ó·È fiÌÔÈÔÈ», ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ›‰È· ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÌfiÓÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿. ™Ù·
ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, fiÌˆ˜, fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ «·˘Ù¿ Ù· ÔÏ‡ÁˆÓ· Â›Ó·È fiÌÔÈ·» ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜
ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ÔÌfiÏÔÁÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜.  ∞Ó ·˘Ùfi ‰Â Û˘Ì‚·›ÓÂÈ, Ù·
ÔÏ‡ÁˆÓ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· Â›Ó·È fiÌÔÈ·, ÁÈ·Ù› ı· ¤¯Ô˘Ó ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹. 

– ¶ÔÏÏÔ› Ì·ıËÙ¤˜ ÈÛÙÂ‡Ô˘Ó ˆ˜, fiÙ·Ó ÌÂÁÂı‡ÓÂÙ·È ¤Ó· Û¯‹Ì· ÙfiÙÂ, ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜
ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ÌÂÁÂı‡ÓÔÓÙ·È Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘. °È’ ·˘Ùfi Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ Î·Ù¿ ÙË
ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÂÓfi˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÂÓÒ ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Â› ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÈıÌfi, ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙÂ˜.
™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÔıÂ› Î·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË ¿ÛÎËÛË: 
™’ ¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ Ë ÁˆÓ›· 

∧
µ = 15Æ, ·Ó Û¯Â‰È¿Ûˆ ÙË ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ÙÔ˘  ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÛÙÔ ‰ÈÏ¿ÛÈÔ,

fiÛÂ˜ ÌÔ›ÚÂ˜ ı· Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›· 
∧
µã; 

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ‰È·ÈÛÙˆıÂ› ·Ó ‰‡Ô ÔÏ‡ÁˆÓ· Â›Ó·È fiÌÔÈ· Ú¤ÂÈ
Î·Ù·Ú¯‹Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘Ó ·Ó Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙ·. (∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5). ™Â ·ÓÙ›ıÂÙË
ÂÚ›ÙˆÛË Ó· ·Ó·˙ËÙËıÂ› Ë ·Ó·ÏÔÁ›· ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ Î·È Ë ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏ‡ÁˆÓ· ÌÂ ›ÛÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ· (ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ
ÔÚıÔÁÒÓÈÔ) ‹ ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ· (ÚfiÌ‚Ô˜-ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ) (∂ÚÒÙËÛË
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 3, ¿ÛÎËÛË 1).

– ªÂ ÙËÓ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓË ¿ÛÎËÛË 3 ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· ‰Ô˘Ó fiÙÈ ÙÔ ÚÔÛıÂÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ
Ï·Óı·ÛÌ¤Ó· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·, Î·ıÒ˜ ÌÂ ÙËÓ Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓË ÌÂ›ˆÛË(‹ ·‡ÍËÛË)ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ
ÂÓfi˜ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Î·Ù¿ Ù· ›‰È· cm ‰ÂÓ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È Ë Î·Ù·ÛÎÂ˘‹  fiÌÔÈÔ˘ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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11..    ™ – § – § – § – ™ – §

22.. ¶1 ≈ ¶3 ≈ ¶7,  ¶5 ≈ ¶6, ¶2 ≈ ¶4.       

33..  ··))  1Ë ÛÂÈÚ¿: 4, 2,   2Ë ÛÂÈÚ¿: 6, 4,    3Ë ÛÂÈÚ¿: 9, 6. ∆· ∂∑∏£, π∫§ª Â›Ó·È fiÌÔÈ·.
‚‚)) 1Ë ÛÂÈÚ¿: 3, 2,   2Ë ÛÂÈÚ¿ : 5, 3,   3Ë ÛÂÈÚ¿: 6, 4. ∆· ∞µ°¢, ∞£π∫ Â›Ó·È fiÌÔÈ·.

44..    ··))  , ‚‚))  , ÁÁ))  
∧
µã ‰‰))  , ÂÂ))  10cm

∞∞.. ººÙÙÈÈ¿¿ÍÍÙÙÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ··ÓÓÙÙÔÔÁÁÚÚ¿¿ÊÊÔÔ

√ ·ÓÙÔÁÚ¿ÊÔ˜ Â›Ó·È ¤Ó· fiÚÁ·ÓÔ ÌÂ ÙÔ ÔÔ›Ô oÈ Û¯Â‰È·ÛÙ¤˜
¤ÊÙÈ·¯Ó·Ó Û¯¤‰È· ÛÂ ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË. ™‹ÌÂÚ· ÌÂ ÙË
¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÊˆÙÔÙ˘ÈÎÒÓ ÌË¯·ÓËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙˆÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÒÓ ¤¯ÂÈ
ÂÚÈ¤ÛÂÈ ÛÂ ·¯ÚËÛÙ›·. ∂Í·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó fiÌˆ˜ Ó· ÙÔÓ
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó fiÛÔÈ Û¯Â‰È¿˙Ô˘Ó ÌÂ ÙÔ ¯¤ÚÈ Î·ıÒ˜ Î·È ÂÎÂ›ÓÔÈ Ô˘
ÊÙÈ¿¯ÓÔ˘Ó ÌÈÓÈ·ÙÔ‡ÚÂ˜. °È· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÓfi˜ ·˘ÙÔÛ¯¤‰ÈÔ˘
·ÓÙÔÁÚ¿ÊÔ˘ ¯ÚÂÈ¿˙ÔÓÙ·È ÎÔÌÌ¿ÙÈ· ÛÎÏËÚÔ‡ ¯·ÚÙÔÓÈÔ‡ ‹ Í‡ÏÔ˘
(.¯ ‰˘Ô ÎÔÌÌ¿ÙÈ· ÙˆÓ 22cm Î·È ¿ÏÏ· ‰˘Ô ÙˆÓ 12cm) ·ÍÈÌ¿‰È·
Î·È ‚›‰Â˜ Î·È ¤Ó·˜ ÊÂÏÏfi˜. ™Â fiÏ· Ù· ÎÔÌÌ¿ÙÈ· ÙÔ˘ Í‡ÏÔ˘
Î¿ÓÔ˘ÌÂ 5 ÙÚ‡Â˜ ÛÂ ›ÛÂ˜ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·Ê‹ÓÔÓÙ·˜ ÂÚÈıÒÚÈÔ 1cm ·fi Î¿ıÂ ¿ÎÚË.
™˘Ó·ÚÌÔÏÔÁÔ‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ù· ‰È¿ÊÔÚ· ÙÌ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ÔÚÁ¿ÓÔ˘, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙËÓ
ÂÈÎfiÓ·. ∫Ú·ÙÒÓÙ·˜ ÛÙ·ıÂÚfi ÌÂ ÙÔ ¤Ó· ¯¤ÚÈ ÙÔ ¤Ó· ¿ÎÚÔ ÙÔ˘ ·ÓÙÔÁÚ¿ÊÔ˘, ‰È·ÙÚ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ
ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ· ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜ ÌÂ ÙÔ ¿ÏÏÔ Î·È ÙÔ ÌÔÏ‡‚È Û¯Â‰È¿˙ÂÈ ÙË ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÙË ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÙË˜
ÂÈÎfiÓ·˜. ™ÙËÓ ÂÈÎfiÓ· ÙÔ Û¯¤‰ÈÔ Ô˘ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ı· Â›Ó·È ÌÈ· ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ÛÙÔ ‰ÈÏ¿ÛÈÔ. ∞Ó
Û˘Ó‰¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›· Ù· ÌÈÎÚfiÙÂÚ· ÌÂ Ù· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· ÎÔÌÌ¿ÙÈ· ÙÔ˘ Í‡ÏÔ˘,
ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Û¯Â‰È·ÛÙÔ‡Ó ÌÈÎÚfiÙÂÚ· ‹ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· Û¯¤‰È·. 
™ÙÈ˜ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰Â˜ ÙË˜ ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ‹˜ ¶‡ÏË˜ ÙÔ˘ À¶∂¶£ www.e-yliko.gr ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ·
ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË ÂÓfi˜ ·ÓÙÔÁÚ¿ÊÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘Ó ¤Ó·
Û¯‹Ì· Î·È Ó· ‰Ô˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ó· Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ÌÈ· ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ‹ ÌÈ· ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛ‹ ÙÔ˘.
∆Ô ›‰ÈÔ Î·È ÛÙËÓ ÈÛÙÔÛÂÏ›‰· http://www.ies.co.jp/math/java/geo/panta/panta.html

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜

‰‡Ô ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ ÌÂ Ù· ÂÚˆÙ‹Ì·Ù· ÙË˜
¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜.

– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– §fiÁÔ˜ ÂÚÈÌ¤ÙÚˆÓ ‰‡Ô ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ, 

ÎÏ›Ì·ÎÂ˜.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 4, 5, 6.

((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.5∞

3 
2

3 
2

2 
3

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃
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90 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

µµ.. √√  ÎÎ¿¿ÓÓÓÓ··‚‚ÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ‹‹

√ ∞ÏÊÚÂÓÙ ¡Ù‡ÚÂÚ(1471-1528) ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ "¶Ú·ÁÌ·ÙÂ›· Â› ÙˆÓ ÌÂÙÚ‹ÛÂˆÓ" (1525 Î·È
1538) ÂÚÈÂ›¯Â ÂÈÎÔÓÔÁÚ·Ê‹ÛÂÈ˜ ÚÔÔÙÈÎÒÓ ‚ÔËıËÌ¿ÙˆÓ,
fiˆ˜ Ô Î¿ÓÓ·‚Ô˜ ÙÔ˘ Û¯Â‰È·ÛÙ‹. ªÂ ÙÔ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ·˘Ùfi Ô
Î·ÏÏÈÙ¤¯ÓË˜ ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Û¯Â‰È¿˙ÂÈ ÌÂ ÌÂÁ¿ÏË ·ÎÚ›‚ÂÈ·
ÂÈÎfiÓÂ˜ ÂÎ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÛÂ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË.
√ Î¿ÓÓ·‚Ô˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú¿ ¤Ó· Í‡ÏÈÓÔ Ï·›ÛÈÔ ÛÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È
ÛÙÂÚÂˆÌ¤ÓÂ˜ Ì·‡ÚÂ˜ ÎÏˆÛÙ¤˜ Î·Ï¿ ÙÂÓÙˆÌ¤ÓÂ˜, ÒÛÙÂ Ó·
Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ Ï·›ÛÈÔ.
ŒÓ· ÛÙfi¯·ÛÙÚÔ ÙÔÔıÂÙÂ›Ù·È ¿Óˆ ÛÙÔ ÙÚ·¤˙È Û¯Â‰›·ÛË˜ ÛÂ
·fiÛÙ·ÛË ‰ÈÏ¿ÛÈ· ·fi ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘ Ï·ÈÛ›Ô˘. √ Î·ÏÏÈÙ¤¯ÓË˜
·Ú·ÙËÚÂ› ·fi ÙËÓ ÙÚ‡· ÙÔ˘ ÛÙÔ¯¿ÛÙÚÔ˘ Î·È Û¯Â‰È¿˙ÂÈ ÙÔ
ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ÛÂ ÌÈ· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓË ÂÈÊ¿ÓÂÈ·. °È· Ó· ÂÈÙ‡¯ÂÈ ÙËÓ ¤ÓÙÔÓË
ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÙË˜ ÛÙ¿ÛË˜ ÙÔÔıÂÙÂ› ÙÔÓ Î¿ÓÓ·‚Ô ÔÏ‡ ÎÔÓÙ¿ ÛÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ.

√È Ì·ıËÙ¤˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÊÙÈ¿ÍÔ˘Ó ·fi ¯·ÚÙfiÓÈ ‹ Í‡ÏÔ ¤Ó· Î¿ÓÓ·‚Ô Î·È ÙÔÔıÂÙÒÓÙ·˜ ÙÔ
¿Óˆ Û’¤Ó· ÙÚ·¤˙È ÌÚÔÛÙ¿ ·fi ÌÂÚÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘Ó ÛÂ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ
¯·ÚÙ› ÙÔ ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ¿ ÙÔ˘˜. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÂÈÛÙÚ·ÙÂ‡ÔÓÙ·˜ ÙÔ Ù·Ï¤ÓÙÔ ÙÔ˘˜ Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒÛÔ˘Ó
ÙË Û‡ÓıÂÛË.

µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– Alison Cole: ∞Ó·Î·Ï‡Ùˆ ÙËÓ Ù¤¯ÓË-¶ÚÔÔÙÈÎ‹, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ¢ÂÏËı·Ó¿ÛË-∂ÚÂ˘ÓËÙ¤˜,

∞ı‹Ó· 1993.
– Carol Vorderman : ∞Ó·Î·Ï‡Ùˆ Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∂ÚÂ˘ÓËÙ¤˜, ∞ı‹Ó· 1998.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ   ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ ‰˘Ô ÙÚ›ÁˆÓ· Â›Ó·È fiÌÔÈ·, ·Ó ¤¯Ô˘Ó ‰˘Ô ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜.

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

ŸŸÌÌÔÔÈÈ··  ÙÙÚÚ››ÁÁˆ̂ÓÓ··  ((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))µ

Ã·Ú·ÎÙÈÎfi ÙÔ˘ ¡Ù‡ÚÂÚ ÌÂ ÙÔ Ï¤ÁÌ· Û¯Â‰›·ÛË˜
(Î¿ÓÓ·‚Ô˜)

90 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô
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ñ   ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙÔ˘˜ ›ÛÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÏÂ˘Ú¤˜
‰˘Ô ÔÌÔ›ˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È Ó· ÙÔ˘˜ ·ÍÈÔÔÈÔ‡Ó ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·˜ Ì‹ÎË ÙÌËÌ¿ÙˆÓ.

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÈÛfiÙËÙ·˜ Î·È ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ 
ñ ›Û· ÙÚ›ÁˆÓ· (›ÛÂ˜ ÁˆÓ›Â˜- ›ÛÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜)
ñ fiÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· (›ÛÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ – ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜) .

– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ÛÙ· ÙÚ›ÁˆÓ· Ë ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ ‰‡Ô ÙÚÈÁÒÓˆÓ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙËÓ ·Ó·-
ÏÔÁ›· ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ, ÂÓÒ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ Î·È ÛÙ· ÔÏ‡ÁˆÓ· (.¯. ÔÚıÔÁÒÓÈÔ-ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ). 

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛıÂ› Ò˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ›ÛÔÈ ÏfiÁÔÈ ÛÂ ‰‡Ô fiÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2).
– ¡· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ ‰‡Ô fiÌÔÈ· ÔÏ‡ÁˆÓ· ¯ˆÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÂ fiÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ·. ¢ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ fiÌˆ˜

Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È Î·È ·fi ÙËÓ ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5. 
– ¢ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÂ ıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙÚÈÁÒÓˆÓ, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ

ÛÂ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¤˜.

11..  ··)) Î·È ÁÁ))

22..
∧
∞ = 

∧
¢ = 30Æ, µ = 

∧
∂ = 75Æ   

33..  ··))  =  =    ‚‚))  = = ÁÁ))  = = 

44.. ™ – ™ – ™ – ™ – § – ™   

55..  ··))    ∂›Ó·È fiÌÔÈ· ÁÈ·Ù› ¤¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÁˆÓ›Â˜ ›ÛÂ˜. 
‚‚)) Ÿ¯È. ∆· ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘Ú· ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÌÔÈ·, ÁÈ·Ù› ÙÔ ÚÒÙÔ Â›Ó·È ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ, ÂÓÒ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ

Â›Ó·È ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÁÈ· Ù· fiÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· Î·È Ù· ÔÏ‡ÁˆÓ· ‰ËÌÔÛÈÂ‡ÔÓÙ·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜
ÛÙÔ Internet, fiˆ˜: www.ies.co.jp/math/java. ªÔÚÔ‡ÌÂ fiÌˆ˜, ÌÂ ¤Ó· ÏÔÁÈÛÌÈÎfi .¯ Cabri ‹
Skechpad Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÌÈ· ‰ÈÎ‹ Ì·˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·.

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

£∂ª∞: ŸÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ·

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ŸÌÔÈ· ÙÚ›ÁˆÓ·.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 3, 4.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· – ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ 1, 2.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 4, 5.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7, 8
– ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·-

ÙÈÎÒÓ.

((22  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 1.5µ

°∞ 
∑∂

µ° 
¢∂

∞µ 
∑¢

°∞ 
E¢

µ° 
ZE

∞µ 
¢Z

°∞ 
∑¢

µ° 
∂∑

∞µ 
¢∂

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃
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¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··
™Â ÙÚÂÈ˜ ËÌÈÂ˘ıÂ›Â˜ ÌÂ ÎÔÈÓ‹ ·Ú¯‹
√ ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ÙÚ›·
ÛËÌÂ›· ∞, µ, ° (¤Ó· ÛÙËÓ Î¿ıÂ Ì›·)
Î·È Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ°.
ªÂÙÚ¿ÌÂ Î·È ÈÓ·ÎÔÔÈÔ‡ÌÂ  ·˘Ùfi-
Ì·Ù· ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜
ÙÔ˘.
∫·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ
ÔÌÔÈfiıÂÙfi ÙÔ˘ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞'µã°' ÌÂ
Î¤ÓÙÚÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √ .
∫¿ıÂ ÊÔÚ¿ ÌÂÙÚ¿ÌÂ Î·È ÈÓ·ÎÔÔÈ-
Ô‡ÌÂ  ·˘ÙfiÌ·Ù· ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È ÙÈ˜
ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.
™ÙËÓ ÔıfiÓË ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ·ÎfiÌ·
ÙÔ ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÌËÎÒÓ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ
ÏÂ˘ÚÒÓ ÙˆÓ ‰˘Ô ÙÚÈÁÒÓˆÓ, ÙÔ
ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÂÚÈÌ¤ÙÚˆÓ ÙÔ˘˜, Î·ıÒ˜
Î·È ÙÔ ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙÔ˘˜
(ÚÔÂÙÔÈÌ·Û›· ÁÈ· ÙËÓ ÂfiÌÂÓË ÂÓfi-
ÙËÙ·). ∞Ó ÌÂÙ·ÎÈÓ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›·
∞ ‹ ∞�, ‹ ÙÈ˜ ËÌÈÂ˘ıÂ›Â˜ ı· ·Ú·ÎÔ-
ÏÔ˘ı‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÏÏ·Á¤˜ Ô˘ ı·

Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈËıÔ‡Ó ÛÙ· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· ÛÙÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ Î·È
ÙˆÓ ÂÚÈÌ¤ÙÚˆÓ. 

™™ÙÙfifi¯̄ÔÔ˜̃ ÙË˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÚÂ˘Ó‹ÛÔ˘Ó:
– ∆È ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙˆÓ ‰˘Ô ÔÌÔÈfiıÂÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. 
– ∆È Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÙˆÓ ÔÌÔÏfiÁˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙˆÓ ‰˘Ô ÔÌÔÈfiıÂÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
– ¶ÔÈ· Û¯¤ÛË Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·˜ ‰‡Ô ÔÌÔÈfiıÂÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ, ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÂÚÈ-

Ì¤ÙÚˆÓ Î·È ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙˆÓ ‰˘Ô ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
– ¶ÔÈÔ ÁÂÓÈÎfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· Ù· ÔÌÔÈfiıÂÙ· ÙÚ›ÁˆÓ·.
∞Ó¿ÏÔÁË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· Î·È ÛÙÔ www.why.gr/math, ∂ÈÎ·Û›Â˜ ÁÈ· ÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·, °È· ÙËÓ
ÔÌÔÈfiÙËÙ· ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.

ŸÙ·Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Á›ÓÂÈ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙË˜, ÙfiÙÂ Î·È ÙÔ ‡„Ô˜ ∞µ ÙË˜
˘Ú·Ì›‰·˜ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ∞∞ã ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ ˘Ú·Ì›‰·˜. √ £·Ï‹˜ ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜
ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ ˘Ú·Ì›‰·˜ ∞∞ã, ·ÊÔ‡ Ì¤ÙÚËÛÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ¢∞ã ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ Ô˘ ‹Ù·Ó ÔÚ·Ùfi Î·È
ÛÂ ·˘Ùfi ÚfiÛıÂÛÂ ÙÔ ∞¢, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ ÙË˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ ÙË˜ ‚¿ÛË˜.

ŒÓ· ı¤Ì· ·fi ÙËÓ πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ
ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜ ÙË˜ ˘Ú·Ì›‰·˜ ·fi ÙÔ £·Ï‹

92 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô

√

°

∞

µ

∞�

µ�

°�

∞µ = .... ∞�µ� = .... ∂ = ....       ¶ = ....
∞° = .... ∞�°� = .... ∂� = ....      ¶�= .... 
µ° = .... µ�°� = .... ∂/∂�= ....    ¶/¶�= ....

∞µ/∞�µ�= ......
∧

∞ = .....
∧

∞� = .....
µ°/µ�°�= ......

∧

µ = .....
∧

µ� = .....
∞°/∞�°�= ......

∧

° = .....
∧

°� = .....

077-098  27-12-06  19:39  ™ÂÏ›‰·92



πÛfiÙËÙ· – √ÌÔÈfiÙËÙ· 93

BBÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··  
™ÙÈ˜ ÛÂÏ›‰Â˜ 48-71 ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ ¡Ù¤ÓÈ °Î¤Ù˙, TTÔÔ  ııÂÂÒÒÚÚËËÌÌ··  ÙÙÔÔ˘̆  ····ÁÁ¿¿ÏÏÔÔ˘̆, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ¶fiÏÈ˜,
˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ÁÏ·Ê˘Ú‹ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Èı·ÓÔÏÔÁÂ›Ù·È fiÙÈ Ì¤ÙÚËÛÂ Ô
£·Ï‹˜ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙË˜ ˘Ú·Ì›‰·˜.
°È· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ·, ∆ÛÈÌÔ˘Ú¿ÎË˜ ¢ËÌ‹ÙÚË˜: ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÌÌÂÂÙÙÚÚ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙËËÓÓ  ··ÚÚ¯̄··››··  ∂∂ÏÏÏÏ¿¿‰‰··,
ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∞›ÔÏÔ˜, ∞ı‹Ó· 2002.

ÀÀÔÔÏÏÔÔÁÁÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ÙÙËË˜̃  ··fifiÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃  ··ÚÚfifiÛÛÈÈÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÓÓ

∆Ô ı¤Ì· ·fi ÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙˆÓ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Â›Ó·È Ë
·ÊÔÚÌ‹ ÁÈ· Ó· ·Û¯ÔÏËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıË-
Ù¤˜ ÌÂ ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜
·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ.

ñ ŒÓ·˜ ÙÚfiÔ˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙË˜
·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
Â›Ó·È ·˘Ùfi˜ Ô˘ ÈÛÙÂ‡ÂÙ·È fiÙÈ ¯ÚË-
ÛÈÌÔÔ›ËÛÂ Ô £·Ï‹˜ ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔ-
Á›ÛÂÈ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙË˜ ˘Ú·Ì›‰·˜ ÌÂ ÙË
¯Ú‹ÛË ÔÌÔ›ˆÓ ÔÚıÔÁˆÓ›ˆÓ ÙÚÈÁÒ-
ÓˆÓ.
∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ·˘ÙÔ‡ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1 Î·È Ë ¿ÛÎËÛË 4 Ô˘
ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹. 
∆ÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙÔ˘ ÌÂÛ·›ˆÓ· ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜
·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ·ÔÛÙ¿ÛÂˆÓ .¯. ÙÔ ‡„Ô˜ ÂÓfi˜ ‡ÚÁÔ˘, ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÂÓfi˜
ÏÔ›Ô˘ ·fi ÙÔ ÏÈÌ¿ÓÈ Î.Ù.Ï. ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ‰‡Ô Î¿ıÂÙˆÓ Í‡ÏˆÓ ÁÓˆÛÙÔ‡ Ì‹ÎÔ˘˜ (¿ÛÎËÛË
6, ‚È‚Ï›Ô Ì·ıËÙ‹). 

ñ ŒÓ·Ó ¿ÏÏÔ ÙÚfiÔ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜
·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ÛÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘
«¶ÂÚ› ‰ÈfiÙÚ·˜» Ô ·Ú¯·›Ô˜ ŒÏÏËÓ·˜ ÌË¯·ÓÈÎfi˜
Î·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ ◊◊ÚÚˆ̂ÓÓ  ÔÔ  ∞∞ÏÏÂÂÍÍ··ÓÓ‰‰ÚÚÂÂ‡‡˜̃ (1Ô˜ .Ã.-
1Ô˜ Ì.Ã). √ ÙÚfiÔ˜ ·˘Ùfi˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙÔÓ
˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ Ï¿ÙÔ˘˜ ÌÈ·˜ Ï›ÌÓË˜ ‹ ÂÓfi˜
ÏfiÊÔ˘.  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô ° Î·È
ÌÂÙÚ¿ÌÂ ÙÈ˜ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ ∞° Î·È °µ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·
‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÛËÌÂ›· ¢ Î·È ∂, ÒÛÙÂ .¯. °¢=1/10 °∞
Î·È °∂=1/10°µ (‹ fiÔÈÔ ¿ÏÏÔ˜ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È
‚ÔÏÈÎfi). ªÂÙÚ¿ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ¢∂, ÔfiÙÂ
∞B=10¢∂ (∆· ÙÚ›ÁˆÓ· °¢∂ Î·È °∞µ Â›Ó·È fiÌÔÈ· ˆ˜
ÔÌÔÈfiıÂÙ· ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ ° Î·È ÏfiÁÔ 1/10).

™Â ÔÌ¿‰Â˜  Ì·ıËÙÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·ÙÂıÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ Ú·‚‰ÈÔ‡ ÙÔ
‡„Ô˜ ÂÓfi˜ „ËÏÔ‡ ÎÙÈÚ›Ô˘, ÂÓfi˜ ‰¤Ó‰ÚÔ˘, ÂÓfi˜ Î·Ì·Ó·ÚÈÔ‡ Î.Ù.Ï. ÌÂÙÚÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÛÎÈ¿
ÙÔ˘˜. ™ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜ ·˘Ù‹  ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ÔÏÏ¿ Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Î·ıÒ˜  ı· Ú¤ÂÈ

ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜ ÂÓfi˜ ‰¤ÓÙÚÔ˘ ·fi ‰‡Ô Í‡Ï·.
°ÎÚ·‚Ô‡Ú· ·fi ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ 1629

∞∞

¢¢

∂∂

°°

µµ

§§››ÌÌÓÓËË
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Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆ›ÛÔ˘Ó Î·È ¿ÏÏ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ‰Â Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ ·Ú¯ÈÎfi. ¶.¯ ı·
¯ÚÂÈ·ÛÙÂ› Ó· ÂÈÏ¤ÍÔ˘Ó ÙËÓ ÒÚ· Î·È ÙÔ Ì¤ÚÔ˜ fiÔ˘ ı· ÛÙ‹ÛÔ˘Ó ÙÔ Ú·‚‰›, Ó· ÙÔ ÛÙËÚ›ÍÔ˘Ó
Î¿ıÂÙ· ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ Î.¿.
ªÈ· ¿ÏÏË ÔÌ¿‰· ÌÔÚÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÈ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙÔ˘ ◊ÚˆÓ· ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÂÓfi˜ ÎÙÈÚ›Ô˘
Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÙÔ ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ ¿ÌÂÛ·. 

∞∞ÛÛÙÙÚÚÔÔÓÓÔÔÌÌÈÈÎÎ¤¤˜̃  ··ÚÚ··ÙÙËËÚÚ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÔÌÔ›ˆÓ  ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ÙÚÔ¯È¤˜
Î·È Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¤˜ ·ÛÙÚÔÓÔÌÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜.
ªÔÚÔ‡ÌÂ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ ÁË˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›-
˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÙËÓ ¤ÎÏÂÈ„Ë ÙË˜ ÛÂÏ‹ÓË˜. ªÈ· ÔÌ¿‰· Ì·ıËÙÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Û¯ÔÏËıÂ› ÌÂ ÙÔ ı¤Ì·
·˘Ùfi Û˘ÁÎÂÓÙÚÒÓÔÓÙ·˜ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ Î·È ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÏÂ›„ÂÈ˜ ·fi ‰È¿ÊÔÚ· ‚È‚Ï›·
Î·È ÙÔ Internet.

∞ÊÔÚÌ‹ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ  ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÒÙËÌ·: 
∫·Ù¿ ÙËÓ ¤ÎÏÂÈ„Ë ÙË˜ ™ÂÏ‹ÓË˜ ÙËÓ 31Ë π·ÓÔ˘·Ú›Ô˘ ÙÔ˘ 1999 ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÛÎÈ¿˜ ÙË˜ °Ë˜
°∞ ‹Ù·Ó 1.380.000 Km Î·È Ë ·fiÛÙ·ÛË °Ë˜ - ™ÂÏ‹ÓË˜ °™ ‹Ù·Ó 382.000∫m. ∞Ó  Ë ·ÎÙ›Ó· ÙË˜
ÁË˜ Â›Ó·È 6360 Km Î·È Ë ·ÎÙ›Ó· ÙË˜ ÛÂÏ‹ÓË˜ 1740 Km Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÛÂÏ‹ÓË
‚ÚÈÛÎfiÙ·Ó Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÙË ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÛÙÈÁÌ‹ ÔÏfiÎÏËÚË ÛÙË ÛÎÈ¿ ÙË˜ °Ë˜.

™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË:: ™ÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· ÙË˜ ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜ ı· ‰ÔıÂ› Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
Ì¿ıÔ˘Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ·ÎfiÌ· ÌÂıfi‰Ô˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Î·È
¤ÙÛÈ Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒÛÔ˘Ó ÙÔ ı¤Ì· ·˘Ùfi.   

94 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1Ô
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¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙ·· ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

ñ √ÌÔÈÔıÂÛ›· ñ √ÌÔÈfiÙËÙ·

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

∞Ó Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌ· ∞µ°¢
Î·È ∞�µ�°�¢� Â›Ó·È fiÌÔÈ· Î·È Ô ÏfiÁÔ˜ ÔÌÔÈfiÙË-

Ù·˜ ÙÔ˘ ∞µ°¢ ÚÔ˜ ÙÔ ∞�µ�°�¢� Â›Ó·È , ÙfiÙÂ 

Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

··)) O ÏfiÁÔ˜ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ∞�µ�°�¢� ÚÔ˜ ÙÔ
∞µ°¢ Â›Ó·È:......................

‚‚)) ∏ ÏÂ˘Ú¿ ∞µ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ .....................cm.

ÁÁ)) ∏ ÏÂ˘Ú¿ µ�°� Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ .....................cm.

‰‰)) √ ÏfiÁÔ˜  Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ   ..................

((66  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ° Î·È ¢∂∑ Â›Ó·È fiÌÔÈ·
Î·È Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ˘˜ ›ÛÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜.

((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

‚‚)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ¢∂∑ ÚÔ˜ ÙÔ ∞µ°.

((22  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

™Â ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Â›Ó·È ∞µ = 8cm Î·È ∞° = 6cm. ∞Ó ·fi
ÙÔ Ì¤ÛÔ ¢ ÙË˜ ∞µ Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¢∂ Î¿ıÂÙË ÛÙËÓ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û· µ°, ÙfiÙÂ: 
··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ° Î·È µ¢∂ Â›Ó·È fiÌÔÈ· Î·È

Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙÔ˘˜ ›ÛÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜.                   
((55  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ µ°, µ∂, Î·È ¢∂.

((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ∞�µ�°�¢�
¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ∞µ°¢

3
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó Ù· ÂÌ‚·‰¿ ‰‡Ô
ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ  Î·È Ó· ·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÙÔ
ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ÔÌÔÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. √È Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÁË¤‰Ô˘ Â›Ó·È 30m  
Î·È 15 m, Ù· ÂÌ‚·‰¿ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È  0,18 m2 Î·È 450 m2 ÔfiÙÂ  = ( )

2

. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ‰‡Ô ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ  ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ

ÙÔ˘ ÏfiÁÔ˘ ÔÌÔÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜.
ñ  ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ ·Ó fiÏÂ˜ ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÂÓfi˜ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ

·ÚÈıÌfi Ï Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ ÙÔ˘ ÌÂ›ÓÔ˘Ó ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙÂ˜ ÙfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÂÙ·È
Â› Ï2.

– ªÂ ·Ï¿ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ ·Ó ‰ÈÏ·ÛÈ¿ÛÔ˘Ó,
ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ‹ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ‰ÂÓ ‰ÈÏ·ÛÈ¿˙ÂÙ·È ·ÏÏ¿
ÙÂÙÚ·Ï·ÛÈ¿˙ÂÙ·È (ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2·, 2‚).

– ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘Ó ÙË Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ‰‡Ô ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ ·Ó
ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÌÔÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. (∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 3).

– ¡· ‰ÔıÔ‡Ó ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ù· ÔÔ›· Ó· ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÎÏ›Ì·Î· ÂÓfi˜ Û¯Â‰›Ô˘ ‹ ÂÓfi˜
¯¿ÚÙË.

11.. ∂1 = 4 ∂2,  ∂1 = 9 ∂2,  ∂1 = 4 ∂2

22.. ··)) ÂÓÓ¤·, ‚‚)) Ù¤ÛÛÂÚÈ˜, ÁÁ)) Ù¤ÛÛÂÚÈ˜  

33.. ¡·È, ·ÊÔ‡  = ( )
2

= = 0,16

Cabri geometry ππ, ∂Î·È‰Â˘ÙÈÎ¤˜ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ. µÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹ 
ÛÂÏ›‰· 85 - ∂Ì‚·‰¿ ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ.

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

4
25

2
5

∂1

∂2

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

1
50

0,18
450

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

1.6. §fiÁÔ˜ ÂÌ‚·‰ÒÓ ÔÌÔ›ˆÓ Û¯ËÌ¿ÙˆÓ (2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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11..··)) ¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ‰‡Ô ÔÏ‡ÁˆÓ· (¶2) Î·È (¶3) fiÌÔÈ· ÚÔ˜ ÙÔ (¶1) ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ô ÏfiÁÔ˜
ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘˜ ÚÔ˜ ÙÔ  (¶1) Â›Ó·È 2 Î·È 3 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

‚‚)) ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· 

ÁÁ)) ∞Ó ÂÓfi˜ ÔÏ˘ÁÒÓÔ˘ ‰È·ÙËÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ Î·È 
‰ÈÏ·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ....... Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ......
ÙÚÈÏ·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ...... Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ......

22.. ™¯Â‰È¿ÛÙÂ ¤Ó· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÌÂ ÏÂ˘Ú¿ 1, ‰ÈÏ·ÛÈ¿ÛÙÂ, ÙÚÈÏ·ÛÈ¿ÛÙÂ,.. ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ Î·È
Û¯Â‰È¿ÛÙÂ Ù· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó. ÀÔÏÔÁ›ÛÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ Ô˘
Û¯Â‰È¿Û·ÙÂ Î·È ‚¿ÏÙÂ ÙÔ Û’ ¤Ó·Ó ›Ó·Î·.  
··)) ¡· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ ‰‡Ô Ù˘¯·›ˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ  ÔÌÔÈfiÙËÙ¿˜

ÙÔ˘˜ . ∆È ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙÂ;
‚‚)) N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ

ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ.  ∆È ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙÂ; ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÙÂ ÌÈ· ÂÈÎ·Û›·;
∞¿ÓÙËÛË:

∂Ì‚·‰fiÓ ......∂Ì‚·‰fiÓ ......∂Ì‚·‰fiÓ ......

¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ .......¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ .......¶ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ .......

¶¶ÔÔÏÏ‡‡ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ¶¶33¶¶ÔÔÏÏ‡‡ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ¶¶22¶¶ÔÔÏÏ‡‡ÁÁˆ̂ÓÓÔÔ  ¶¶11

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··

πÛfiÙËÙ· – √ÌÔÈfiÙËÙ· 97

∆∆11 1 1 1 – 0 = 1
∆∆22 2 4 4 – 1 = 3
∆∆33 3 9 9 – 4 = 5
∆∆44 4 16 16 – 9 = 7
...... ... ... ...
∆∆ÓÓ Ó Ó2

∆∆ÓÓ++11 Ó + 1 (Ó + 1)2 (Ó + 1)2 – Ó2 = 2Ó + 1

0 1 2

1

2

3

4

11

3 4

33

55

77

ÏÏÂÂ˘̆ÚÚ¿¿ ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ ¢¢ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰ÔÔ‡‡  ··fifi
ÙÙÔÔ  ÚÚÔÔËËÁÁÔÔ‡‡ÌÌÂÂÓÓÔÔ
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√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÂ Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÌÂ ÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ ÙˆÓ Î·ÏÏÈÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ı·
ÌÔÚÔ‡Û·Ó ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ Î·ÏÏÈÙÂ¯ÓÈÎÒÓ Ó· ‚ÔËı‹ÛÔ˘Ó ÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÛÙË
ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË-ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ ¯·ÚÙ› Û¯Â‰›·ÛË˜.

∂∂ÓÓ‰‰ÂÂÈÈÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÈÈÛÛËËÌÌ¿¿ÓÓÛÛÂÂÈÈ˜̃

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Û˘ÁÎÂÓÙÚÒÛÔ˘Ó ‰È¿ÊÔÚ· Û¯¤‰È·, Ó· Ù· ÊˆÙÔÙ˘‹ÛÔ˘Ó ÌÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÎÏ›Ì·ÎÂ˜ Î·È Ó· 

‚Á¿ÏÔ˘Ó Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÁÈ· ÙËÓ ÔÌÔÈfiÙËÙ·  ÙÔ˘˜.
ñ ¡· Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÙÂ¯ÓÈÎ‹ ÙË˜ ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË˜ - ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË˜ Û¯Â‰›ˆÓ. 
ñ ¡' ·ÓÙÈÏËÊıÔ‡Ó ÙËÓ ¿ÌÂÛË Û¯¤ÛË ÙË˜ ÂÈÎ·ÛÙÈÎ‹˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›·˜ ÌÂ ÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·.
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÌÂÁÂı‡ÓÔ˘Ó - ÛÌÈÎÚ‡ÓÔ˘Ó ÂÈÎfiÓÂ˜, ¯¿ÚÙÂ˜, ·Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ¿ Î·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿

Û¯¤‰È· ÌÂ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎfi ÙÚfiÔ. 

¶¶ÚÚÔÔÙÙÂÂÈÈÓÓfifiÌÌÂÂÓÓÂÂ˜̃  ‰‰ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃

– ™¯Â‰È·ÛÌfi˜ ÛÂ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÙÔ˘ ¯¿ÚÙË ÙÔ˘ ÁÂˆÁÚ·ÊÈÎÔ‡ ‰È·ÌÂÚ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó‹ÎÔ˘Ó
‹ ÙÔ˘ ÓËÛÈÔ‡ ÛÙÔ ÔÔ›Ô Î·ÙÔÈÎÔ‡Ó.

– ™¯Â‰È·ÛÌfi˜ ÛÂ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÌÂ ÎÏ›Ì·Î· 1/50 ÙË˜ Î¿ÙÔ„Ë˜ ÙÔ˘ ‰ˆÌ·Ù›Ô˘ ÙÔ˘˜, ÌÂ fiÏ· Ù·
‚·ÛÈÎ¿ ¤ÈÏ· ÎÚÂ‚¿ÙÈ,  ÙÚ·¤˙È, ÓÙÔ˘Ï¿·, Î.Ù.Ï.

– ™¯Â‰È·ÛÌfi˜ ÛÂ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÌÂ ÎÏ›Ì·Î· 1/50 ÂÓfi˜ Ô‰ÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ÁË¤‰Ô˘ ‹ ÁË¤‰Ô˘
Ì¿ÛÎÂÙ ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

– ™¯Â‰È·ÛÌfi˜ ÛÂ ÛÌ›ÎÚ˘ÓÛË ÌÂ ÎÏ›Ì·Î· 1/50 ÙË˜ Î¿ÙÔ„Ë˜ ÙÔ˘ Û¯ÔÏÂ›Ô˘ ÙÔ˘˜. 
– ™¯Â‰›·ÛË ÌÈ·˜ ÂÈÎfiÓ·˜ ÛÂ ÌÂÁ¤ı˘ÓÛË ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ˘ Ï·ÈÛ›Ô˘.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ı· ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ‰ÔıÔ‡Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·Ù·:

™¯¤‰ÈÔ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜
ªÂÁ¤ı˘ÓÛË – ™Ì›ÎÚ˘ÓÛË, Ë ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙˆÓ Î·ÏÏÈÙÂ¯ÓÒÓ
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÓÙÔ›ÛÔ˘Ó ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (4, 3) ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘ ª, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó ÌÂ ÙÔ ¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË √ª Î·È ·ÊÔ‡ Ê¤ÚÔ˘Ó
ÙËÓ ª∞ Î¿ıÂÙË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· xãx ·fi ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √ª∞ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó  ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆ-
ÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  ÙË˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ. ªÂ ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ·˘Ù‹ ı· Â·Ó·Ï¿‚Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÔÚÈ-
ÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ Ô˘ ¤Ì·ı·Ó ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË
Ù¿ÍË. ∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ÙÔ˘˜ ÚÔÂÙÔÈÌ¿˙ÂÈ Ó· Û˘Ó‰¤ÛÔ˘Ó ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª Î·È ÙËÓ ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ ·fi ÙÔ √.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ı˘ÌËıÔ‡Ó Ò˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘

ÙÚÈÁÒÓÔ˘.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó Ò˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ‹ ·Ì‚ÏÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜

ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ.
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ 

0Æ� ˆ� 180ÆÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ.
ñ ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ 0Æ, 90Æ Î·È 180Æ.

– ∆Ô˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘˜ ¤Ì·ı·Ó
ÛÂ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ó· Á›ÓÂÈ ÌfiÓÔ ÌÈ· ˘ÂÓı‡ÌÈÛË. 

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÁÈ· Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ, 
0Æ� ˆ� 180ÆÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÍfiÓˆÓ, Ú¤ÂÈ Ë ÎÔÚ˘Ê‹
ÙË˜ Ó· Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ, Ë ÌÈ· ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ Ó· Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ËÌÈ¿ÍÔ-
Ó· √x Î·È Ë ¿ÏÏË ÏÂ˘Ú¿ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  xãx.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÂÊ 90Æ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È, ·ÊÔ‡ Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.
– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ x

∧

OM
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª.

11.. ,,  ,,  

22.. ËÌˆ > 0,  Û˘Óˆ < 0,  ÂÊˆ < 0   
33.. ·  ± 3, ‚  ± 2, Á  ± 1, ‰ ± 1, Â  ± 1, ÛÙ  ±1, ˙  ± 3,  Ë  ± 1        

44.. ™ – ™ – § – ™   

12
5

5
13

12
13

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.1. ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÁˆÓ›·˜ ˆ ÌÂ 0Æ�ˆ�180Æ(2 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

∫∂º∞§∞π√ 2Ô - ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·

99
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100 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙË˜
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ Ó· «·Ó·Î·Ï‡„Ô˘Ó» ÙË Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜
·ÚÈıÌÔ‡˜ ‰‡Ô ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó fiÙÈ ÔÈ ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ Î·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ˘˜ ÙÔ˘˜

¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó fiÙÈ ‰‡Ô ÁˆÓ›Â˜ ·fi 0Æ Ì¤¯ÚÈ 180Æ, ·Ó ¤¯Ô˘Ó ›‰ÈÔ ËÌ›ÙÔÓÔ ÙfiÙÂ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ‹

·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜, ÂÓÒ ·Ó ¤¯Ô˘Ó ›‰ÈÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ‹ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË, ÙfiÙÂ Â›Ó·È ›ÛÂ˜.

– ¡· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÈ·˜ ·Ì‚ÏÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜
fiÙ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙË˜ (ÔÍÂ›·˜)
ÁˆÓ›·˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ
120Æ,135Æ, 150Æ ( ¿ÛÎËÛË 1).

– ¡· ÌË ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÂ ıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ·ÏÏ¿ ÛÂ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¤˜.
– ªÂ ÙËÓ ÂÚÒÙËÛË Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 2 Î·È ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 5 ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ·ÛÎËıÔ‡Ó ÔÈ

Ì·ıËÙ¤˜ ÛÙË Ï‡ÛË ·ÏÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ‹ 
ÂÍ›ÛˆÛË).

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ‰‡Ô ÁˆÓÈÒÓ ‰ÂÓ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È Î·È ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ
ÁˆÓÈÒÓ ·˘ÙÒÓ. 

11.. ™ – § – § – ™ – ™ – §    

22.. ··)) x = 60Æ ‹ x = 120Æ,  ‚‚)) x = 160Æ,  ÁÁ)) x = 150Æ   

33..    ·  ± 1,  ‚  ± 5,  Á  ± 6

ªÈ· ·Ï‹ ·ÏÏ¿ Â‡¯ÚËÛÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ www.e-yliko.gr ÌÂ ı¤Ì· «√È
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ». ∏ ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹ Â›Ó·È Û‡ÌÊˆÓË
ÌÂ ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹
ÚfiÙ·ÛË ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ (‰ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË).

∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ∏/À
(¢ÈÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË)

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.2. ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎÒÓ ÁˆÓÈÒÓ (1 ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÒÚ·)
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∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· 101

ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· ÂÈÏ¤ÍÔ˘Ó ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ
ÛËÌÂ›Ô ª ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (.¯. ª(1, 2) ‹ ª(–2, 3) Î.Ù.Ï.) Î·È Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó
fiÙÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ô˘ Â¤ÏÂÍ·Ó, fiÏÔÈ ı· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘Ó ÛÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ 

ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ =1 Î·È ÂÊˆ = . ŒÙÛÈ, ı· Û˘ÓÂÈ‰ËÙÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó fiÙÈ ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ 

ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· ˆ, ÔfiÙÂ Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜.

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Î·È Ó· Ì¿ıÔ˘Ó Ó· ÙÈ˜ ·Ô‰ÂÈ-

ÎÓ‡Ô˘Ó. 
ñ ¡· Ì¿ıÔ˘Ó Ò˜ ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ, fiÙ·Ó

ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó  ÙÔ ËÌˆ ‹ ÙÔ Û˘Óˆ ‹ ÙËÓ ÂÊˆ.  
ñ ¡· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ··ÏÏ¤¤˜̃  ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË
fiÏˆÓ ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ, ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ÙÔ ËÌˆ ‹ ÙÔ Û˘Óˆ ‹ Ë
ÂÊˆ.  

– ∏ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ËÌˆ Î·È ÙÔ˘ Û˘Óˆ, fiÙ·Ó ‰›ÓÂÙ·È Ë ÂÊˆ, Â›Ó·È ‰Â˘ÙÂÚÂ‡ˆÓ ÛÙfi¯Ô˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi
Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Ù·˘ÙÔÙ‹ÙˆÓ Î·È fi¯È ÌÂ ÙËÓ
·ÔÌÓËÌfiÓÂ˘ÛË ¿ÏÏˆÓ Ù‡ˆÓ (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  2).

– ªÂ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ·ÏÒÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ Ù·˘ÙÔÙ‹ÙˆÓ ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ó·
ÂÍ·ÛÎËıÔ‡Ó ÛÙÔÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ÏÔÁÈÛÌfi Î·È ÙËÓ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›·.(¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3 Î·È
·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7, 8, 9, 10). ∏ ·fi‰ÂÈÍË Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÛÂ ·Ï¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ Î·È ·Ó ¯ÚÂÈ¿˙Ô-
ÓÙ·È ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ›, ıı··  ÂÂÓÓÓÓÔÔÔÔ‡‡ÓÓÙÙ··ÈÈ  ÎÎ··ÈÈ  ‰‰ÂÂÓÓ  ıı··  ····ÈÈÙÙÔÔ‡‡ÓÓÙÙ··ÈÈ.

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ Ë Ù·˘ÙfiÙËÙ·  ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ =1 Ô‰ËÁÂ› Î·È ÛÙÈ˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜ 
Û˘Óˆ =� ��1–ËÌ2ˆ , ËÌˆ = ��1–Û˘Ó2 ˆ , ·ÊÔ‡ ÔÈ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ ÂÚÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÈ˜
ÁˆÓ›Â˜ ÌÂ –1 � Û˘Óˆ  �1 Î·È  0 � ËÌˆ  �1.

11.. ™ – ™ – § – ™      

22.. ¡·È, ÁÈ·Ù› ·Ó ˘‹Ú¯Â ı· ›Û¯˘Â ËÌ2ˆ + Û˘Ó2ˆ = 02 + 02 = 0 (·‰‡Ó·ÙÔ)  

33..  ··)) 0,  ‚‚)) 1 ‹  –1  

44.. ‰

ªª··ııËËÌÌ··ÙÙÈÈÎÎfifi  ··››ÓÓÈÈÁÁÌÌ··  (ÛÂÏ. 243 ‚È‚Ï›Ô Ì·ıËÙ‹)

¶Ú¤ÂÈ ( )2

++( )2

= 1, ÔfiÙÂ  Ï2 – 2Ï – 3 = 0, ¿Ú· Ï = 3 ‹ Ï = –1. ∞Ó ‹Ù·Ó Ï = 3, 

ÙfiÙÂ Ë ÁˆÓ›· ı· ‹Ù·Ó ÔÍÂ›·  ·ÊÔ‡ ËÌˆ > 0 Î·È Û˘Óˆ > 0. ÕÚ· Ï = –1, ÔfiÙÂ  ˆ
∧

= 180Æ.

Ï
Ï + 2

Ï + 1
Ï + 2

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

ËÌˆ
Û˘Óˆ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.3. ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÈ·˜ ÁˆÓ›·˜ (4 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)

099-108  27-12-06  19:42  ™ÂÏ›‰·101



102 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

11ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ·. µ·ÛÈÎ¤˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈ-

Î¤˜ Ù·˘ÙfiÙËÙÂ˜.
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 1.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1, 2, 4.

22ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 3.
– ∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 3, 4.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 5, 6, 7.

33ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ 2.
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 3, 8, 9, 10.

44ËË  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÒÒÚÚ··
– ∂·Ó¿ÏË„Ë.
– ™˘ÌÏËÚÒÛÂÈ˜.
– ª·ıËÌ·ÙÈÎfi ·›ÓÈÁÌ· (¿ÛÎËÛË 14)
– ¶ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 11, 12, 13.

°ÂÓÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 1.

((44  ‰‰ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÒÒÚÚÂÂ˜̃))  

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓÔ˜ Û¯Â‰È·ÛÌfi˜ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ 2.3

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  22..22  ––  22..33 ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

££∂∂ªª∞∞  11ÔÔ

··)) ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó Â›Ó·È 
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜
ii.. ËÌ20Æ = ËÌ160Æ
iiii.. ËÌ130Æ = –ËÌ50Æ
iiiiii.. Û˘Ó100Æ = Û˘Ó80Æ
iivv.. ÂÊ 70Æ =  –ÂÊ110Æ     ((44  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

‚‚))  ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÁˆÓÈÒÓ 120Æ, 150Æ Î·È 135Æ.    
((33  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ ¿ÏÏÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙË˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ˆ, ·Ó 

ËÌˆ =  .  ((77  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))  

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ   =   

((66  MMÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

1 + Û˘Ó·
ËÌ·

ËÌ·
1 – Û˘Ó·

4
5
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ªÂ ÙË ‰Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘Î·ÈÚ›· ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó Î·Ù·Ú¯¿˜ ÙËÓ 
·fiÛÙ·ÛË °¢ = 50��2 m Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË °µ = 100��2 m. ŒÙÛÈ, ı· ÌÔÚ¤ÛÔ˘Ó 

Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ = = 200, ÔfiÙÂ ı· Ô‰ËÁËıÔ‡Ó ÛÙË ‰È·Ù‡ˆÛË ÙÔ˘ 

ÓfiÌÔ˘ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ. 

√È Ì·ıËÙ¤˜ Ú¤ÂÈ:
ñ ¡· ÁÓˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ËÌÈÙfiÓˆÓ Î·È Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ Î·È Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÙÔ˘˜

ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘Ó ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ. 

– ∏ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ÓfiÌÔ˘ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ, ÂÂÈ‰‹ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ È‰È·›ÙÂÚË ‰˘ÛÎÔÏ›·,  Ó· Á›ÓÂÈ
ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÙÔ Â›Â‰Ô ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ ÂÈÙÚ¤ÂÈ, ·ÊÔ‡ ÁÈ· ÙËÓ Ï‡ÛË
ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ·ÚÎÂ› Ë ÁÓÒÛË Ùo˘ Ù‡Ô˘.

– ¡· ÂÍ·ÛÎËıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÒÛÙÂ Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÙÔ ÓfiÌÔ ËÌÈÙfiÓˆÓ Î·È
Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ Î·È fi¯È ··Ú·›ÙËÙ· ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ∞, µ, ° ‹ ÏÂ˘Ú¤˜
·, ‚, Á  (∂ÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 1, 2, 4 ).

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ, ·Ó ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘Ó ÙÔ ËÌ›ÙÔÓÔ ÁˆÓ›·˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘,
ÙfiÙÂ Ë ÁˆÓ›· ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÔÍÂ›· ‹ ·Ì‚ÏÂ›· (∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 3, 4).

– ¡· ‰ÈÂ˘ÎÚÈÓÈÛÙÂ› ÔÈÔ˜ ÓfiÌÔ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi fiÏˆÓ ÙˆÓ ÚˆÙÂ˘fiÓÙˆÓ 
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· .¯: 
¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ:: ÏÂ˘Ú¿–·¤Ó·ÓÙÈ ÁˆÓ›· Î·È ÌÈ· ¿ÏÏË ÏÂ˘Ú¿ ‹ ÁˆÓ›·. 
¡¡fifiÌÌÔÔ˜̃  ÛÛ˘̆ÓÓËËÌÌÈÈÙÙfifiÓÓˆ̂ÓÓ:: ÙÚÂÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ‹ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜ Î·È Ë ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÁˆÓ›· (∂ÚÒÙËÛË
Î·Ù·ÓfiËÛË˜ 5). 

– ¡· ÙÔÓÈÛÙÂ› fiÙÈ :
·) O ÓfiÌÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË˜ ‰‡Ô

‰˘Ó¿ÌÂˆÓ F1, F2, Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· (¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4). 
‚) √ ÓfiÌÔ˜ ÙˆÓ ËÌÈÙfiÓˆÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ F1, F2

fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÙÔ˘˜ F Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜
F1, F2 ÌÂ ÙËÓ F. (ÕÛÎËÛË 7)

– ¡· ÌË ‰È·ÙÂıÂ› ¯ÚfiÓÔ˜ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË Û‡ÓıÂÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ. 
– ¡· ÌË ‰È‰·¯ÙÔ‡Ó ıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ , ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¤˜. 

11.. = = 22..      ··))    = =

‚‚))    = = 33..    ™ – § – ™ – § – ™
∞¢

ËÌ50Æ
∞°

ËÌ110Æ
¢°

ËÌ20Æ

∞¢
ËÌ80Æ

µ¢
ËÌ30Æ

∞µ
ËÌ70Æ

ˆ
ËÌ70Æ

y
ËÌ30Æ

x
ËÌ80Æ

∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÛÛÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÚÚˆ̂ÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÎÎ··ÙÙ··ÓÓfifiËËÛÛËË˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÔÔ‰‰ËËÁÁ››ÂÂ˜̃

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎÔÔ››  ÛÛÙÙfifi¯̄ÔÔÈÈ  

°∞
ËÌ30Æ

°µ
ËÌ45Æ

¢¢ÚÚ··ÛÛÙÙËËÚÚÈÈfifiÙÙËËÙÙ··  

2.4. ¡fiÌÔ˜ ËÌÈÙfiÓˆÓ – ¡fiÌÔ˜ Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ (4 ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ ÒÚÂ˜)
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44..    x2 = ˆ2 + y2–2ˆyÛ˘Ó75Æ,      y2 =  x2 + ˆ2 – 2xˆÛ˘Ó60Æ,  ˆ2 =  x2 + y2 – 2xyÛ˘Ó45Æ

55..    ··))  ËÌÈÙfiÓˆÓ, = ,   ‚‚)) Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ,  x2 = 42 + 52 – 2 � 4 � 5Û˘Ó50Æ

ÁÁ)) Û˘ÓËÌÈÙfiÓˆÓ,  62 = 42 + 52 – 2 � 4 � 5Û˘Ó x   ‰‰)) ËÌÈÙfiÓˆÓ, = .

∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎfi Û¯¤‰ÈÔ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

10
ËÌ70Æ

x
ËÌ50Æ

12
ËÌ60Æ

10
ËÌx

104 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

¢¢ÈÈ‰‰··ÎÎÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ∂∂ÓÓfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃    22..11  ––  22..22 ((¢¢ÈÈ¿¿ÚÚÎÎÂÂÈÈ··  4455  mmiinn))

££¤¤ÌÌ··  11ÔÔ

··))  ¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂ (™) ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§) ·Ó Â›Ó·È 
Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜

ii)) =

iiii)) =

iiiiii)) ·2 = ‚2 + Á2 + 2‚ÁÛ˘Ó∞
iivv)) ‚2 = ·2 + Á2 - 2·ÁÛ˘Óµ         ((44  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

‚‚)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÔÍ˘ÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° ÈÛ¯‡ÂÈ =

((44  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  22ÔÔ

™’¤Ó· ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° Ë ÁˆÓ›· 
∧

µ = 45Æ Î·È Ë ÁˆÓ›· 
∧

°= 30Æ. N· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ‚
ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·Ó ÁÓˆÚ›˙ÂÙÂ fiÙÈ Á = 6cm. 

((66  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

££∂∂ªª∞∞  33ÔÔ

∏ ·fiÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ ÈÛÙÈÔÊfiÚÔ˘ π ·fi ÙÔÓ ‡Ê·ÏÔ À Â›Ó·È 5 Ó·˘ÙÈÎ¿ Ì›ÏÈ· ÂÓÒ ·fi ÙÔÓ Ê¿ÚÔ 
º Â›Ó·È 3 Ó·˘ÙÈÎ¿ Ì›ÏÈ·.  ∞Ó Ë ÁˆÓ›· º

∧

π À = 120Æ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Ê¿ÚÔ˘
·fi ÙÔÓ ‡Ê·ÏÔ.

((66  ªªÔÔÓÓ¿¿‰‰ÂÂ˜̃))

‚
ËÌµ

·
ËÌ∞

‚
ËÌµ

Á
ËÌ°

Á
ËÌ∞

·
ËÌ°

º À

π

120Æ
3 5
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√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··:: ∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··::
11.. E›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ËÌˆ, Û˘Óˆ Î·È ÂÊˆ. 11.. ªÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘
22.. ∂›Ó·È ÙÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÙË˜ ÔÚı‹˜ ÁˆÓ›·˜. Â›Ó·È Ô ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ ÚÔÛÎÂ›ÌÂÓË˜ Î¿ıÂÙË˜
33.. ªÈ·˜ ÔÍÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÏÂ˘Ú¿˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·. 

Â›Ó·È Ô ÏfiÁÔ˜ Ù‹˜ ·¤Ó·ÓÙÈ Î¿ıÂÙË˜ 22.. ∫·ıÂÌÈ¿ ¤¯ÂÈ Î·È ÙÔ … ËÌ›ÙÔÓÔ ÙË˜. 
ÏÂ˘Ú¿˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ˘ÔÙÂ›ÓÔ˘Û·. 33.. ∏ ÈÛfiÙËÙ· ËÌ2ˆ +Û˘Ó2ˆ = 1 Â›Ó·È 

44.. ∂›Ó·È ÙÔ ËÌ›ÙÔÓÔ ÙË˜ ÔÚı‹˜ ÁˆÓ›·˜. ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ‹ …… 
55.. À¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ‹... 44.. E›Ó·È ÙÔ ËÌ›ÙÔÓÔ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›·˜
66.. ∏... ÙÔ˘ ª Â›Ó·È ÙÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ ÙË˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

ÁˆÓ›·˜ x
∧

√ª, fiÙ·Ó OM = Ú = 1. 55.. ∂›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÙÔ˘ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ˘ Î·È ÙË˜
77.. ∂›Ó·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Û˘ÓËÌÈÙfiÓÔ˘ ÙˆÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ ÔÍÂ›·˜ ‹

·Ì‚ÏÂÈÒÓ ÁˆÓÈÒÓ. ·Ì‚ÏÂ›·˜ ÁˆÓ›·˜.
88.. ∂›Ó·È Ù· ËÌ30Æ Î·È ËÌ150Æ. 66.. Œ¯ÂÈ Î·È ·˘Ùfi ÙÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ÙÔ˘ 

·ÚÈıÌÔ‡˜.
77.. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ 

ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·Ì‚ÏÂ›·˜
ÁˆÓ›·˜.

88. ¢ÂÓ …...... Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÔÚı‹˜ ÁˆÓ›·˜.
∞∞··ÓÓÙÙ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃
√√ÚÚÈÈ˙̇fifiÓÓÙÙÈÈ··:: 11.. ∆ƒπ°ø¡√ª∂∆ƒπ∫√π,  22.. ª∏¢∂¡, 33.. ∏ªπ∆√¡√,  44.. ∂¡∞,  55.. ∂•π™ø™∏, 

66.. ∆∂∆ª∏ª∂¡∏,  77.. ∞ƒ¡∏∆π∫∂™,  88.. π™∞
∫∫¿¿ııÂÂÙÙ··:: 11.. ™À¡∏ªπ∆√¡√,  22..  °ø¡π∞, 33.. ∆∞À∆√∆∏∆∞, 44.. £∂∆π∫√,  55.. √ª√™∏ª√π,   

66.. ∆√•√,  77.. ∞•√¡∂™,  88.. √ƒπ∑∂∆∞π

™™˘̆ÌÌÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¿¿  ıı¤¤ÌÌ··ÙÙ··
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106 ª¤ÚÔ˜ µ� - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

ªÂÙ¿ ÙËÓ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ÙË˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜, Ô ‰È‰¿ÛÎˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â·Ó¤ÏıÂÈ
ÛÙÔ ı¤Ì· ÙÔ˘ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Î·È Ó· ÙÔ Û˘ÌÏËÚÒÛÂÈ, ·ÊÔ‡
ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ¤¯Ô˘Ó Ï˘ıÂ› Ù· ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ ÂÓfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜ Ô˘
·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÂ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹˜ ˙ˆ‹˜.
∆Ô ı¤Ì· ÙÔ˘ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ
ı¤Ì· ÔÌ·‰ÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜ ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙˆÓ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÂˆÓ. ª¤Û· ·fi Ù·
‰È¿ÊÔÚ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ı· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘Ó ÙË  ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ Î·È
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ.
ø˜ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ı· ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆÈÛÙÔ‡Ó ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙË˜ ÂÚÁ·Û›·˜ ·˘Ù‹˜
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· ˙ËÙÂ›Ù·È Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› :
ñ ÙÔ ‡„Ô˜ ÂÓfi˜ „ËÏÔ‡ ÎÙÈÚ›Ô˘, ÂÓfi˜ Î·Ù·ÚÚ¿ÎÙË, ÂÓfi˜ ‚Ô˘ÓÔ‡, 
ñ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ Û‹Ú·ÁÁ·˜, ÌÈ·˜ Á¤Ê˘Ú·˜, 
ñ Ë ·fiÛÙ·ÛË ‰‡Ô ˘Ê¿ÏˆÓ, ‰‡Ô Ê¿ÚˆÓ, ‰‡Ô ÏÔ›ˆÓ, ‰‡Ô ‰¤ÓÙÚˆÓ (Ô˘ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜

·ÚÂÌ‚¿ÏÏÂÙ·È ¤Ó· ÂÌfi‰ÈÔ Î·È ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙÚËıÂ›).
™˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ ı· ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ·Ó·˙ËÙ‹ÛÔ˘Ó ÛÙÔÈ¯Â›· ÁÈ· ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÔÈ
ÙÔÔÁÚ¿ÊÔÈ ÙÔ˘ ˘ÚÔ‚ÔÏÈÎÔ‡ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfi˜ ÛÙfi¯Ô˘, ÔÈ Ó·˘ÙÈÎÔ›
‚Ú›ÛÎÔ˘Ó ÙÔ ÛÙ›ÁÌ· ÙÔ˘ ÛÎ¿ÊÔ˘˜ Î.Ù.Ï.

¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô È‰Ú˘Ù‹˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿‰Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ‰ÂÓ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ·ÎÚÈ‚Ò˜. ™›ÁÔ˘Ú·
fiÌˆ˜ Ë ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· ÚÔ¤Î˘„Â ·fi ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ıÂÌÂÏÈˆıÂ› ÌÈ· ÔÛÔÙÈÎ‹
·ÛÙÚÔÓÔÌ›· Ë ÔÔ›· ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ÁÈ· Ó· ÚÔ‚ÏÂÊıÔ‡Ó ÔÈ ı¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ
Ô˘Ú·Ó›ˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ï·ÓËÙÒÓ Î·È ÙˆÓ ‰ÔÚ˘ÊfiÚˆÓ ÙÔ˘˜,
Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÙÔ ËÌÂÚÔÏfiÁÈÔ Î·È Ó· ÂÊ·ÚÌÔÛÙÂ› ÛÙË Ó·˘ÛÈÏÔ˝· Î·È ÙË ÁÂˆÁÚ·Ê›· .
∏ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· Â›Ó·È ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÌ· ÙË˜ ÂÏÏËÓÈÛÙÈÎ‹˜ ÂÚÈfi‰Ô˘ ÌÂ ıÂÌÂÏÈˆÙ¤˜ ÙÔÓ ÿ·Ú¯Ô,
ÙÔÓ ªÂÓ¤Ï·Ô Î·È ÙÔÓ ¶ÙÔÏÂÌ·›Ô.
√ ÿÿ··ÚÚ¯̄ÔÔ˜̃ (2Ô˜ ·ÈÒÓ .Ã) ·fi ÙËÓ ¡›Î·È· ÙË˜ µÈı˘Ó›·˜  Â›Ó·È Ô ÚÒÙÔ˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘ÌÂ
ÙÂÎÌËÚÈˆÌ¤ÓÂ˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ fiÙÈ ¤Î·ÓÂ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜. √ ÿ·Ú¯Ô˜,
Ì¤Á·˜ ·ÛÙÚÔÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ·Ú¯·ÈfiÙËÙÔ˜, ¤˙ËÛÂ ÛÙË ƒfi‰Ô Î·È ÙËÓ ∞ÏÂÍ¿Ó‰ÚÂÈ· Î·È ¤ÁÚ·„Â ÌÈ·
Ú·ÁÌ·ÙÂ›· ·fi ‰Ò‰ÂÎ· ‚È‚Ï›· ÂÚ› ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ÁÚ·ÌÌÒÓ(‰ËÏ·‰‹ ¯ÔÚ‰ÒÓ) ÛÂ ¤Ó·Ó Î‡ÎÏÔ.
™˘Ó¤Ù·ÍÂ Î·È ¤Ó·Ó «¶›Ó·Î· ¯ÔÚ‰ÒÓ», Î¿ÙÈ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÁÓˆÛÙÔ‡˜ Ì·˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÙˆÓ
ËÌÈÙfiÓˆÓ. ∆Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙË ÛÊ·ÈÚÈÎ‹
ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·, ·ÊÔ‡ ÙÔÓ ÂÓ‰È¤ÊÂÚ·Ó Î˘Ú›ˆ˜ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔÓ Ô˘Ú¿ÓÈÔ
ıfiÏÔ.
Ÿˆ˜ ÛËÌÂÈÒÓÂÈ Ô ∏eath «√È ·Ú¯·›ÔÈ ¤ÏÏËÓÂ˜ ‰Â ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ËÌ›ÙÔÓÔ,
Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ Î·È ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË, ·ÏÏ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Û·Ó ÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÂ ÙfiÍ·
ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘. 

∞Ó  ∞ª ⊥ √ª, ÙfiÙÂ ËÌ· = Î·È ∞ª = ‹ ÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜  ¯ÔÚ‰‹˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ 

Â›ÎÂÓÙÚË ÁˆÓ›· 2·, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Û‡ÓÙÔÌ· 1/2 (¯ÔÚ‰‹˜ 2·), ‰ËÏ·‰‹, ÙÔ ËÌ· Â›Ó·È
ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ 1/2 (¯ÔÚ‰‹˜ 2·) (ËÌ›ÙÔÓÔ = ‹ÌÈÛ˘ + ÙfiÓÔ˜ = ÌÈÛ‹ ¯ÔÚ‰‹). ∆Ô Û˘Ó· Ô˘ Â›Ó·È
ËÌ(90Æ – ·) Â›Ó·È Û˘ÓÂÒ˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ó[¯ÔÚ‰‹˜ (180Æ – 2·)]»  ( Th. ∏eath , ÙfiÌÔ˜ ππ, ÛÂÏ 316)

∞∞�
2

∞ª
∞√

πÛÙÔÚÈÎfi ÛËÌÂ›ˆÌ·
√È ıÂÌÂÏÈˆÙ¤˜ ÙË˜ ∆ÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜

™¯¤‰ÈÔ ‰È·ıÂÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÚÁ·Û›·˜
£∂ª∞: ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ·ÚfiÛÈÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
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∆Ô ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ π¿Ú¯Ô˘ Û˘Ó¤¯ÈÛÂ Ô ªªÂÂÓÓ¤¤ÏÏ··ÔÔ˜̃ (1Ô˜ ·ÈÒÓ Ì. Ã) ÌÂ ÙÔ
fiÓËÌ¿ ÙÔ˘ ÙËÓ  «™Ê·ÈÚÈÎ‹» Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÚ›· ‚È‚Ï›·. ™ÙÔ
ÙÚ›ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ ıÂˆÚ‹Ì·Ù· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ Â›Â‰Ë
Î·È ÙË ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·. ™ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi Ô ªÂÓ¤Ï·Ô˜
ÂÈÛ‹Á·ÁÂ ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÛÊ·ÈÚÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î·È
·¤‰ÂÈÍÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÈÛfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. √
ªÂÓ¤Ï·Ô˜ ÚÔÛ¿ıËÛÂ ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÈ ÙÈ˜
ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛÊ·ÈÚÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÌÂ ·˘Ù¤˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È

ÛÙ· «™ÙÔÈ¯Â›·» ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰Ë Î·È ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙ· Â›Â‰· ÙÚ›ÁˆÓ·. 
∏ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ÂÏÏËÓÈÎ‹˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜ Î·È ÙˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ ÙË˜ ÔÏÔÎÏËÚÒıËÎÂ ÌÂ ÙÔ
¤ÚÁÔ ÙÔ˘ ∫∫ÏÏ··‡‡‰‰ÈÈÔÔ˘̆  ¶¶ÙÙÔÔÏÏÂÂÌÌ··››ÔÔ˘̆ (108-160 Ì.Ã) Ô˘ ¤˙ËÛÂ ÛÙËÓ ∞ÏÂÍ¿Ó‰ÚÂÈ· Î·È ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÙÔ
Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· Â›Ó·È Ë «(ªÂÁ›ÛÙË) ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ™‡ÓÙ·ÍÈ˜» ÁÓˆÛÙfi Ì¿ÏÈÛÙ· Î·È ˆ˜ ∞ÏÌ·Á¤ÛÙË, ·fi
ÙËÓ ·Ú·‚ÈÎ‹ ·Ú·ÊıÔÚ¿ ÙË˜ Ï¤ÍË˜ «ªÂÁ›ÛÙË», ÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ Á‡Úˆ ÛÙÔ 150Ì.Ã. √ ¶ÙÔÏÂÌ·›Ô˜, Ô
ÔÔ›Ô˜ ‚·Û›ÛÙËÎÂ ÔÏ‡ ÛÙÔÓ ÿ·Ú¯Ô, ÚÒÙÔ˜ ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙÈ˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Û¯¤ÛÂÈ˜
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ÁˆÓÈÒÓ Î·È ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÂÓfi˜ ÙÚÈÁÒÓÔ˘. ™ÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È Î·È
¤Ó·˜ ›Ó·Î·˜ ÁÈ· ÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÂ ÁˆÓ›Â˜ Ô˘ ·˘Í¿ÓÔ˘Ó
Î·Ù¿ ÌÈÛ‹ ÌÔ›Ú·. ¢ËÏ·‰‹ Ô ›Ó·Î·˜ ·˘Ùfi˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ËÌÈÙfiÓˆÓ ÁÈ· ÙË 

¯ÔÚ‰‹ 2RËÌ . 

∏ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ¶ÙÔÏÂÌ·›Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ·fi ÙË Û‡Á¯ÚÔÓË, ÂÊfiÛÔÓ ‰Â Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ
ÙÈ˜ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜ ÙˆÓ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓˆÓ
ÙfiÍˆÓ. 
∆Ô ËÌ›ÙÔÓÔ ÙÔ ÂÈÛ‹Á·Á·Ó ÔÈ πÓ‰Ô›, ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Û˘Ó¤Ù·Í·Ó Î·È ÙÔ˘˜ ÚÒÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ ËÌÈÙfiÓˆÓ. 
∏ Ú›˙· ÙË˜ Ï¤ÍË˜ ËÌ›ÙÔÓÔ (sine, sinus ÛÙ· Ï·ÙÈÓÈÎ¿) ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÈÓ‰ÈÎ‹ Ï¤ÍË ÌÂ ÙËÓ
ÔÔ›· ·¤‰ˆÛÂ ÙÔÓ fiÚÔ ÌÈÛ‹ ¯ÔÚ‰‹ Ô πÓ‰fi˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ ∞ÚÈ·Ì¿Ù·. ∏ ÈÓ‰ÈÎ‹ ·˘Ù‹ Ï¤ÍË
Û˘ÓÙÔÌÂ‡ÙËÎÂ ·ÚÁfiÙÂÚ· ·fi ÙÔ˘˜ ÕÚ·‚Â˜. √ °ÎÂÚ¿ÓÙÔ ÙË˜ ∫ÚÂÌfiÓ·˜ fiÙ·Ó ÌÂÙ¤ÊÚ·ÛÂ ÙÔ
1150 Ì.Ã ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÛÙ· Ï·ÙÈÓÈÎ¿  ·fi Ù·  ·Ú·‚ÈÎ¿ ÙË ªÂÁ›ÛÙË, ÌÂÙ¤ÙÚÂ„Â ÙËÓ ·Ú·‚ÈÎ‹
Ï¤ÍË ÛÂ sinus. √È πÓ‰Ô› ÂÈÛ‹Á·Á·Ó ·ÎfiÌ· Î·È ÙÔ Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ. ∆Ô˘˜ ˘fiÏÔÈÔ˘˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈ-
ÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÙÔ˘˜ ÂÈÛ‹Á·Á·Ó ÔÈ ÕÚ·‚Â˜.
™ÙË ¢‡ÛË Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›·˜ ¿Ú¯ÈÛÂ ·fi ÙÔÓ 15Ô ·ÈÒÓ· ·fi ÙÔ˘˜ Regiomontanns
(1436-1475) Î·È Rheticus (1514-1575). ∏ ·Ó¿Ù˘Í‹ ÙË˜ fiÌˆ˜ ˘‹ÚÍÂ ÙfiÛÔ Ú·Á‰·›· ÒÛÙÂ ÛÙ·
Ì¤Û· ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ ·ÈÒÓ· ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·Ó·Ù‡¯ıËÎ·Ó
Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ¿ ÔÈ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ.
ªÂ ÙËÓ ÙÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· Ï‡ıËÎ·Ó Î·È Ï‡ÓÔÓÙ·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÌË¯·ÓÈÎ‹˜, ·Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ‹˜, ÁÂÊ˘-
ÚÔÔÈ›·˜, Ô‰ÔÔÈ›·˜, Ó·˘ÛÈÏÔ˝·˜ Î.Ù.Ï.
µµÈÈ‚‚ÏÏÈÈÔÔÁÁÚÚ··ÊÊ››··
– H.Ives : ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙËÓ ÈÛÙÔÚ›·  ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ∆ÚÔ¯·Ï›·, ∞ı‹Ó· 1998.
– ∆homas L. ∏eath : πÛÙÔÚ›· ÙˆÓ ∂ÏÏËÓÈÎÒÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÙfiÌÔ˜ ππ, ∫.∂.∂¶.∂∫, ∞ı‹Ó· 2001.
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ªÂ ·fiÊ·ÛË ÙË˜ ∂ÏÏËÓÈÎ‹˜ ∫˘‚¤ÚÓËÛË˜ Ù· ‰È‰·ÎÙÈÎ¿ ‚È‚Ï›· ÙÔ˘
¢ËÌÔÙÈÎÔ‡, ÙÔ˘ °˘ÌÓ·Û›Ô˘ Î·È ÙÔ˘ §˘ÎÂ›Ô˘ Ù˘ÒÓÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ
√ÚÁ·ÓÈÛÌfi ∂Î‰fiÛÂˆ˜ ¢È‰·ÎÙÈÎÒÓ µÈ‚Ï›ˆÓ Î·È ‰È·Ó¤ÌÔÓÙ·È ‰ˆÚÂ¿Ó ÛÙ·
¢ËÌfiÛÈ· ™¯ÔÏÂ›·. ∆· ‚È‚Ï›· ÌÔÚÂ› Ó· ‰È·Ù›ıÂÓÙ·È ÚÔ˜ ÒÏËÛË, fiÙ·Ó
Ê¤ÚÔ˘Ó ‚È‚ÏÈfiÛËÌÔ ÚÔ˜ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ÁÓËÛÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. ∫¿ıÂ ·ÓÙ›Ù˘Ô
Ô˘ ‰È·Ù›ıÂÙ·È ÚÔ˜ ÒÏËÛË Î·È ‰Â Ê¤ÚÂÈ ‚È‚ÏÈfiÛËÌÔ, ıÂˆÚÂ›Ù·È
ÎÏÂ„›Ù˘Ô Î·È Ô ·Ú·‚¿ÙË˜ ‰ÈÒÎÂÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘
¿ÚıÚÔ˘ 7 ÙÔ˘ ¡fiÌÔ˘ 1129 ÙË˜ 15/21 ª·ÚÙ›Ô˘ 1946 (º∂∫ 1946, 108, ∞�)

∞·ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È Ë ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘, Ô˘
Î·Ï‡ÙÂÙ·È ·fi ‰ÈÎ·ÈÒÌ·Ù· (copyright), ‹ Ë ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÔÚÊ‹, ¯ˆÚ›˜ ÙË
ÁÚ·Ù‹ ¿‰ÂÈ· ÙÔ˘ ¶·È‰·ÁˆÁÈÎÔ‡ πÓÛÙÈÙÔ‡ÙÔ˘.
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