
Τροχαλία προςαρμοςμζνθ ςε ράβδο 

Θεωροφμε μια ράβδο μικουσ L και μάηασ m1, θ οποία μπορεί να περιςτρζφεται χωρίσ τριβζσ γφρω από οριηόντιο 

άξονα κάκετο  ςτθν ράβδο. 

Στο άλλο άκρο τθσ ράβδου ζχει προςαρμοςτεί μια τροχαλία μάηασ m2 , θ οποία μπορεί να περιςτρζφεται χωρίσ 

τριβζσ γφρω από άξονα παράλλθλο ςτον πρώτο. 

Γφρω από τθν τροχαλία ζχει τυλιχτεί αβαρζσ νιμα ςτο άκρο του οποίου ζχει προςδεκεί  

ςώμα μάηασ m3. Αρχικά  θ ράβδοσ ςχθματίηει γωνία φ1 με το οριηόντιο επίπεδο και ςυγκρατείται ακίνθτθ.  

Τθν χρονικι ςτιγμι 0 αφινουμε τθν ράβδο ελεφκερθ να κινθκεί. 

Να βρεκεί ο χρόνοσ που απαιτείται μζχρισ ότου θ ράβδοσ ςχθματίηει γωνία φ2 με το οριηόντιο επίπεδο. 

Υποκζτουμε ότι το νιμα τθσ τροχαλίασ γλιςτρά ςε κατάλλθλουσ οδθγοφσ, ζτςι ώςτε να παραμζνει ςυνεχώσ 

κατακόρυφο. 
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Θεωροφμε μια τυχαία κζςθ τθσ ράβδου ςτθν οποία ςχθματίηει γωνία φ με το οριηόντιο επίπεδο. Στθν κζςθ αυτι 

ζχει ξετυλιχτεί νιμα μικουσ s. 

Το ςφςτθμα ζχει δφο βακμοφσ ελευκερίασ: τθν γωνία φ και το μικοσ s. 

Το διάνυςμα κζςθσ του κζντρου Ο τθσ τροχαλίασ είναι: 
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Επομζνωσ θ ταχφτθτα του κζντρου μάηασ τθσ τροχαλίασ είναι  
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Το διάνυςμα κζςθσ του ςώματοσ είναι: 
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Η γωνιακι ταχφτθτα τθσ τροχαλίασ είναι ίςθ με 
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Η κινθτικι ενζργεια τθσ τροχαλίασ είναι :  
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Η κινθτικι ενζργεια του ςώματοσ είναι: 
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Η δυναμικι ενζργεια τθσ ράβδου είναι : 
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Η δυναμικι ενζργεια τθσ τροχαλίασ είναι :  gLmU 2  

Η δυναμικι ενζργεια του ςώματοσ είναι : )(3 sLgmU    

Η Lagrangian του ςυςτιματοσ είναι: 
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Η μάηα τθσ τροχαλίασ δυςκολεφει το αλγεβρικό μζροσ του προβλιματοσ χωρίσ να επθρεάηει τθν επιλυςιμότθτά 

του. Υποκζτουμε λοιπόν ότι θ τροχαλία είναι αβαρισ. 

Η Lagrangian του ςυςτιματοσ γίνεται: 
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Από τισ εξιςώςεισ Euler – Lagrange ζχουμε: 
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Από τισ εξιςώςεισ Euler – Lagrange ζχουμε: 

Η Lagrangian του ςυςτιματοσ γίνεται: 
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Από τισ εξιςώςεισ Euler – Lagrange ζχουμε: 
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Από τισ εξιςώςεισ Euler – Lagrange ζχουμε: 
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Αντικακιςτώντασ ςτθν (2) τθν (1) ζχουμε: 
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Η ςχζςθ (3) μπορεί από διαφορικι εξίςωςθ που περιζχει δεφτερθ παράγωγο τθσ γωνίασ φ ωσ προσ τον χρόνο να 

μετατραπεί ςε διαφορικι εξίςωςθ που περιζχει τθν πρώτθ παράγωγο τθσ γωνιακισ ταχφτθτασ ωσ προσ τθν 

γωνία φ. 

Ιςχφει ότι: 
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Αντικακιςτώντασ ςτθν ςχζςθ (3) ζχουμε: 
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Θζτουμε u=ω2 και θ ςχζςθ (4) γίνεται: 
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Η (5) είναι μια γραμμικι διαφορικι εξίςωςθ 1θσ τάξθσ : 

Για να τθν λφςουμε λφνουμε πρώτα τθν ομογενι: 
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Η ςχζςθ (5) γίνεται: 
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Θζτοντασ (γ=2φ) ζχουμε: 
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Θζτουμε p=ςυνγdp=-θμγdγ 
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Επιλζγουμε c=1. 
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H u0 ικανοποιεί τθν ΔΕ 
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Επιςτρζφουμε ςτθν λφςθ τθσ (5). 

Θζτουμε u=u0v 

Η ςχζςθ (5) γίνεται: 
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Άρα 
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Υποκζτουμε ότι τθν ςτιγμι t=0 ιςχφει ότι φ=φ1 και ω=0. Άρα c=-θμφ1. 
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