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Που ασκείται η δύναμη στήριξης; 
 
Θεωρούμε μια πρισματική ράβδο μήκους ℓ η οποία θεωρείται ιδανικό στερεό σώμα. 
Υποθέτουμε ότι η ράβδος βρίσκεται «υπό καθεστώς καταπόνησης». 
Θεωρούμε μια νοητή τομή η οποία διαιρεί την ράβδο σε δύο μέρη (α) και (β). 
Από το αξίωμα δράσης αντίδρασης , οι δυνάμεις που ασκούνται 
ανάμεσα στα στοιχειώδη τμήματα των (α) και (β), που αντιστοιχούν 
σε ένα στοιχειώδες τμήμα της τομής, είναι αντίθετες. 
Οι δυνάμεις που ασκούν τα στοιχειώδη τμήματα του (β) στα 
αντίστοιχα τμήματα του (α) είναι κατανεμημένες σε όλη την τομή. 
Μπορούμε να αντικαταστήσουμε όλες αυτές τις δυνάμεις με μια 
δύναμη Fβα με σημείο εφαρμογής το κέντρο της τομής και μια ροπή ζεύγους βατ . 

Ομοίως ορίζεται η δύναμη Fαβ  και η ροπή ζεύγους αβτ που ασκεί το (α) στο (β). 
Οι παραπάνω δυνάμεις και ροπές εξαρτώνται μόνο από την απόσταση της τομής από το άκρο της 
ράβδου. 
Υποθέτουμε ότι εκτός από της εσωτερικές δυνάμεις, στην ράβδο ασκείται μια κατανομή εξωτερικών 
δυνάμεων q και μια κατανομή εξωτερικών ροπών Q . 
Θεωρούμε ένα στοιχειώδες τμήμα ΑΒ της ράβδου μεταξύ των θέσεων x και x+dx. 
 

 
 
Το τμήμα αυτό δέχεται από το τμήμα της ράβδου που είναι «δεξιά του Β» δύναμη F(x dx)+ και ροπή 

(x dx)τ + . 
Από το τμήμα της ράβδου που είναι αριστερά του Α δέχεται δύναμη F(x)− και ροπή (x)−τ . Δέχεται 
επίσης εξωτερική δύναμη q(x)dx και εξωτερική ροπή Q(x)dx  
Θα μελετήσουμε την ισορροπία του στοιχειώδους τμήματος. 
Οι δυνάμεις F(x)−  και F(x dx)+ που ασκούνται στα Α και Β ισοδυναμούν με μια δύναμη 

F(x dx) F(x)+ − , που ασκείται στο Α και μια ροπή ( )AB F(x dx) AB F(x) F (x)dx′δτ = × + = × +  

Παραλείποντας απειροστά δευτέρας τάξης έχουμε ότι: 
AB F(x dx) AB F(x) dxi F(x)δτ = × + = × = ×  

Για να ισορροπεί το στοιχειώδες τμήμα πρέπει: 
 F 0 F(x dx) F(x) q(x)dx 0Σ = ⇔ + − + = ⇒  
F (x) q(x) 0′ + =            (1α) 

0 (x dx) (x) Q(x)dx 0Στ = ⇔ τ + − τ + δτ + = ⇒  
(x) i F(x) Q(x) 0′τ + × + =           (1β) 

Αναλύοντας τις (1α) και (1β) σε άξονες έχουμε: 
x xF (x) q (x)′ = −            (2α) 

x x+dx 
dx 

F(x dx)+

F(x)−  

(x dx)τ +  

(x)−τ  

A 
B 

(β)(α) Fβα
τβα 

Fαβ ταβ
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y yF (x) q (x)′ = −            (2β) 

z zF (x) q (x)′ = −            (2γ) 

x x(x) Q (x)′τ = −            (2δ) 

y z x(x) F (x) Q (x)′τ = −            (2ε) 

z y z(x) F (x) Q (x)′τ = − −           (2στ) 
 
Εφαρμογή 1 

 
Θεωρούμε μια ομογενή ράβδο μήκους ℓ, η οποία στηρίζεται σε ένα οριζόντιο τραπέζι. 
Τμήμα μήκους α της ράβδου προεξέχει από το τραπέζι και το υπόλοιπο μήκους β=ℓ-α ακουμπά σε αυτό. 
Να βρεθεί η δύναμη και η ροπή που ασκείται σε μια τομή του προεξέχοντος τμήματος. 
 
Λύση 
Έστω μ η γραμμική πυκνότητα της ράβδου. 
 
Α) Για το προεξέχον τμήμα της ράβδου 
Για 0<x<α ισχύει ότι : x zq (x) q (x) 0= = , yq (x) g= −μ , x y zQ (x) Q (x) Q (x) 0= = = . 
Οι σχέσεις (2α)- (2στ) γίνονται: 

x xF (x) 0 F (x) F( ) 0′ = ⇒ = α =           (3α) 

y y 1F (x) g F (x) gx C′ = μ ⇒ = μ +  
Επειδή y 1F ( ) 0 C gα = ⇒ = −μ α  

yF (x) gx g= μ −μ α            (3β) 

z z zF (x) 0 F (x) F ( ) 0′ = ⇒ = α =          (3γ) 

x x x(x) 0 (x) ( ) 0′τ = ⇒ τ = τ α =          (3δ) 

y y y(x) 0 (x) ( ) 0′τ = ⇒ τ = τ α =          (3ε) 

2
z y z z 2

g(x) F (x) (x) gx g (x) x g x C
2
μ′ ′τ = − ⇒ τ = −μ +μ α⇒ τ = − +μ α +  

Επειδή 2 2 2
z 2 2

g g( ) 0 g C C
2 2
μ μ

τ α = ⇒ − α +μ α + ⇒ = − α  

Επομένως  
2 2

z
g g(x) x g x
2 2
μ μ

τ = − +μ α − α          (3στ) 

Εφαρμόζοντας τις σχέσεις (3β), (3στ) για x=0 έχουμε: 

yF (0) g= −μ α και 2
z

g(0)
2
μ

τ = − α . 

Επομένως το δεξί τμήμα ασκεί στο αριστερό μια δύναμη προς τα κάτω ίση με το βάρος του προεξέχοντος 
τμήματος και μια ροπή ίση με την ροπή του βάρους του προεξέχοντος τμήματος ως προς την άκρη του 
τραπεζιού. 
Β) Για το τμήμα της ράβδου που πατά στο τραπέζι. 
Στον κατακόρυφο άξονα, εκτός από την κατανομή φορτίου –μg, ασκείται στην ράβδο και μια κατανομή 
δυνάμεων στήριξης n(x). 
Εφαρμόζουμε εκ νέου τις σχέσεις (2) 
Όπως και πριν x zF (x) F (x) 0= = , x y(x) (x) 0τ = τ =  

x=0 

x

y 

z 

β α
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x

y y y y 3
0

F (x) q (x) F (x) g n(x) F (x) gx n(s)ds C′ ′= − ⇒ = μ − ⇒ = μ − +∫  

Ισχύει ότι: 
y 3F (0) g C g= −μ α⇒ = −μ α . 

Άρα  
x

y
0

F (x) gx n(s)ds g= μ − −μ α∫           (4) 

Ισχύει ότι: 
0

y
0

F ( ) 0 g n(s)ds g n(s)ds g
−β

−β

−β = ⇒ −μ β− −μ α⇒ = μ∫ ∫       (5) 

Από την σχέση (2στ) έχουμε ότι: 
x x t2

z y z z z
0 0 0

gx(x) F (x) (x) gx n(s)ds g (x) (0) n(s)ds dt g x
2

⎛ ⎞μ′ ′τ = − ⇒ τ = −μ + +μ α⇒ τ = τ − + +μ α ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

x t2 2

z
0 0

g gx(x) n(s)ds dt g x
2 2

⎛ ⎞μ α μ
τ = − − + +μ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

Ισχύει ότι  
t2 2

z
0 0

g g( ) 0 n(s)ds dt g 0
2 2

−β ⎛ ⎞μ α μ β
τ −β = ⇒ − − + −μ αβ = ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

t t2 2

0 0 0 0

g( ) gn(s)ds dt n(s)ds dt
2 2

−β −β⎛ ⎞ ⎛ ⎞μ α +β μ
= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫       (6) 

Θέτουμε 
t

0

f (t) n(s)ds f (t) n(t)′= ⇒ =∫  

Επομένως 

[ ]
t

0
0 0 0 0 0 0

n(s)ds dt f (t)dt t f (t)dt tf (t) tf (t)dt f ( ) t n(t)dt
−β −β −β −β −β

−β⎛ ⎞
′ ′= = = − = −β −β − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

t

0 0 0 0 0

n(s)ds dt n(s)ds t n(t)dt g t n(t)dt
−β −β −β −β⎛ ⎞

= −β − = βμ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
Αντικαθιστώντας στην σχέση (6) έχουμε: 

0 2gt n(t)dt g
2−β

μ
= −βμ∫  

Θέτοντας 
0

n(t)dt g
−β

Ν = = μ∫  και 
0

0 0t n(t)dt x g x
−β

= Ν = μ∫  έχουμε: 0x
2

= −β+  

Επομένως το σημείο εφαρμογής της δύναμης Ν είναι το μέσον της ράβδου. 
 
Εφαρμογή 2 
Θεωρούμε μια ομογενή ράβδο μήκους ℓ η οποία στηρίζεται σε δύο ισοϋψή τραπέζια όπως στο σχήμα. 
Στο ένα ακουμπά το ½ της ράβδου και στο άλλο το ¼ . 

 
Θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων με αρχή το αριστερό άκρο της ράβδου. 
 

ℓ/2 ℓ/4 

(α) (β) (γ) 
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Για το τμήμα (α) ισχύει ότι: 
x

y y y
0

F (x) g n (x) F (x) F (0) gx n (s)dsα α′ = μ − ⇒ = +μ − ⇒∫  

x

y
0

F (x) gx n (s)dsα= μ − ∫           (7) 

x x t2

z y z z z
0 0 0

gx(x) F (x) (x) gx n (s)ds (x) (0) n (s)ds dt
2α α

⎛ ⎞μ′ ′τ = − ⇒ τ = −μ + ⇒ τ = τ − + ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

 
x t2

z
0 0

gx(x) n (s)ds dt
2 α

⎛ ⎞μ
τ = − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

Θέτουμε 
t

0

f (t) n (s)ds f (t) n (t)α α′= ⇒ =∫  

[ ]
x t x x x x

x

0
0 0 0 0 0 0

n (s)ds dt f (t)dt t f (t)dt tf (t) t n (t)dt xf (x) t n (t)dtα α α

⎛ ⎞
′= = = − = − ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
x t x x

0 0 0 0

n (s)ds dt x n (s)ds t n (t)dtα α α

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫  

Άρα  
x x2

z
0 0

gx(x) x n (s)ds t n (t)dt
2 α α

μ
τ = − + −∫ ∫         (8) 

Οι σχέσεις (8), (9) με x=ℓ/2 γίνονται: 
/2

y
0

F ( ) g n (s)ds
2 2 α= μ − ∫           (9) 

/2 /22

z
0 0

g( ) n (s)ds t n (t)dt
2 8 2 α α

μ
τ = − + −∫ ∫         (10) 

Θέτουμε 
/2

0

n (s)dsα αΝ = ∫  και 
/2

0

t n (t)dt xα α α= Ν∫ . Οι σχέσεις (9) και (10) γίνονται: 

yF ( ) g
2 2 α= μ −Ν  

2 2

z z
g g( ) x ( ) x

2 8 2 2 8 2α α α α α α

μ μ
τ = − + Ν −Ν ⇒ τ = − + Ν −Ν  

 
Ας δούμε με ένα σχήμα την φυσική σημασία των παραπάνω σχέσεων 
 

1 1
g gF N 0 F N
2 2α α

μ μ
+ − = ⇒ = −  

z 1
g( ) N x F 0

2 2 2 4α α
μ

τ + + − =  

 
 
Για το τμήμα (β) ισχύει ότι: 

y y y yF (x) g F (x) F ( ) g(x ) F (x) g g(x )
2 2 2 2α′ = μ ⇒ = +μ − ⇒ = μ −Ν +μ − ⇒  

yF (x) gxα= −Ν +μ            (11) 

ℓ/2 ℓ/4

(α) (β) (γ)
(μg ℓ/2 

Nα 

xα 

F1 
τz(ℓ/2) 
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x

z y z z z
/2

(x) F (x) (x) gx (x) ( ) (x ) g sds
2 2α α′ ′τ = − ⇒ τ = Ν −μ ⇒ τ = τ + Ν − −μ ⇒∫  

2 2 2

z
g x(x) x (x ) g g
8 2 2 2 8α α α α

μ
τ = − + Ν −Ν + Ν − −μ +μ ⇒  

2

z
x(x) x x g
2α α ατ = −Ν + Ν −μ          (12) 

Εφαρμόζοντας τις (11), (12) για x= ¾ ℓ έχουμε: 

y
3 3F ( ) g
4 4α= −Ν +μ            (13) 

2

z
3 3 9( ) x g
4 4 32α α ατ = −Ν +Ν −μ          (14) 

 
Για το τμήμα (γ) ισχύει ότι: 

x

y y y
3 /4

3 3F (x) g n (x) F (x) F ( ) g(x ) n (s)ds
4 4γ γ′ = μ − ⇒ = +μ − − ⇒∫  

x

y
3 /4

3 3F (x) g g(x ) n (s)ds
4 4α γ= −Ν +μ +μ − − ⇒∫  

x

y
3 /4

F (x) gx n (s)dsα γ= −Ν +μ − ∫          (15) 

x

z y z
3 /4

(x) F (x) (x) gx n (s)dsα γ′ ′τ = − ⇒ τ = Ν −μ + ⇒∫  

x x t

z z
3 /4 3 /4 3 /4

3 3(x) ( ) (x ) g sds n (s)ds dt
4 4α γ

⎛ ⎞
τ = τ + Ν − −μ + ⇒⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

x x2

z
3 /4 3 /4

x(x) x x g x n (s)ds sn (s)ds
2α α α γ γτ = −Ν + Ν −μ + −∫ ∫       (16) 

Αντικαθιστώντας στις (15) και (16) x=ℓ έχουμε: 

y
3 /4 3 /4

F ( ) g n (s)ds 0 g n (s)dsα γ α γ= −Ν +μ − ⇒ = −Ν +μ −∫ ∫      (17) 

2

z
3 /4 3 /4

0 ( ) x g n (s)ds sn (s)ds
2α α α γ γ= τ = −Ν + Ν −μ + −∫ ∫      (18) 

Θέτουμε 
3 /4

N n (s)dsγ γ= ∫  και 
3 /4

sn (s)ds xγ γ γ= Ν∫  

Οι σχέσεις (17) και (18) γίνονται: 
gα γΝ + Ν = μ            (19) 

2 2

0 x g x x x g
2 2α α α γ γ γ α α γ γ= −Ν + Ν −μ + Ν −Ν ⇒ Ν +Ν = μ      (20) 

Επομένως έχουμε δύο εξισώσεις με (4) αγνώστους 

Αν κάνουμε την υπόθεση του Διονύση Μητρόπουλου z z
3( ) ( ) 0

2 4
τ = τ =  τότε 

2g x 0
8 2 α α α

μ
− + Ν −Ν =  και 

23 9x g 0
4 32α α α−Ν + Ν −μ =  

Από τις οποίες προκύπτει ότι: 
5 g

8α

μ
Ν = , 3 g

8γ

μ
Ν =  , 3x

10α = , 5x
6γ =  
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οι οποίες είναι σε πλήρη συμφωνία με τα αποτελέσματα του Διονύση Μητρόπουλου. 
 
 
Παρατηρήσεις 
1) Η παραπάνω περίπλοκη διαδικασία δεν ήταν απαραίτητη. 
Οι σχέσεις (19) (20) ήταν αναμενόμενες 

Θέτουμε 1F F( )
2

= , 1
3F F( )
4

=  

Το γεγονός ότι  z z
3( ) ( ) 0

2 4
τ = τ =  σημαίνει ότι η ισορροπία των μερών α, β, γ της ράβδου 

εξασφαλίζεται μόνο από τις εσωτερικές δυνάμεις και όχι από τις εσωτερικές ροπές . 
Επομένως για την ισορροπία του τμήματος (α) έχουμε: 

1
gF N 0
2α

μ
+ − =  και 1

gN x F 0
2 2 4α α

μ
+ − =  

για την ισορροπία του τμήματος (α-β) έχουμε: 

2
g3F N 0
4α

μ
+ − = και 2

3 g3 3N x F 0
4 4 4α α

μ
+ − =  

Για την ισορροπία όλης της ράβδου 

gα γΝ + Ν = μ  και 
2

x x g
2α α γ γΝ + Ν = μ  

Λύνοντας το σύστημα βρίσκουμε τα Nα, Νγ, xα, xγ. 
2) Επαναλαμβάνουμε τα ίδια βήματα με τυχαία μήκη α- β –γ 
Βρίσκουμε  

( )x
2α
α α +β

=
α +β

, 
2( 2 ) ( )x

2γ

α β + γ + β+ γ
=

β+ γ
, g(2 )

2α

μ α +β
Ν = , g(2 )

2γ

μ γ +β
Ν =  

Παρατηρούμε ότι όταν α→0 και γ→0 τότε xα →0,  xγ→ℓ, g
2α

μ
Ν → , g

2γ

μ
Ν → που είναι τα σωστά 

αποτελέσματα. 
Αφού λοιπόν στην περίπτωση που όλη η ράβδος «είναι στον αέρα», η υπόθεση z z( ) ( ) 0τ α = τ α +β = είναι 
σωστή, πολύ περισσότερο είναι σωστή όταν τα α, γ είναι μη μηδενικά. 
 
          E. Κορφιάτης 
 
 
 
 
 


