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Εκφωνήσεις - Απαντήσεις1

ΘΕΜΑ 1

΄Εστω η συνάρτηση f (x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 1.

1. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα
και τα σημεία καμπής.

6 Μοναδες

2. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f και το πλήθος των
ριζών της.

6 Μοναδες

3. Να αποδείξετε ότι για κάθε x < 1 ισχύει

f(x) ≤ 6

6 Μοναδες

4. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται α-
πό την Cf τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 0, x = 1.

7 Μοναδες

Απαντησεις

1. Είναι f ′ (x) = 6x2 − 18x + 12 = 6 (x − 1) (x − 2) και
f ′′ (x) = 12x − 18. Οι ρίζες και τα πρόσημα των f ′

και f ′′ , τα διαστήματα μονοτονίας και τα διαστήμα-
τα όπου η f είναι κοίλη ή κυρτή απεικονίζονται στον
πίνακα:

Εύκολα βρίσκουμε ότι lim
x→−∞

f (x) = −∞ και

lim
x→+∞

f (x) = +∞. Η f παρουσιάζει στα 1 και 2 αν-

τιστοίχως τοπικό μέγιστο f (1) = 6 και τοπικό ελά-
χιστο f (2) = 5 που δεν είναι ολικά. Επίσης στο 3

2

παρυσιάζει καμπή με αντίστοιχο σημείο καμπής το
(3
2
, 11

2
).

2. Παίρνοντας τα σύνολα τιμών της f στα διατήματα
που είναι γνησίως μονότονη βρίσκουμε ότι το σύνο-
λο τιμών της είναι f (R) = f ((−∞,1]) ∪ f ([1,2]) ∪
f ([2,+∞)) = (−∞,6] ∪ [5,6] ∪ [5,+∞) = R. Στο
διάστημα (−∞,6] η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα
η οποία λόγω μονοτονίας είναι μοναδική ενώ στα
[5,6], [5,+∞) δεν έχει ρίζα. Επομένως η f έχει α-
κριβώς μία ρίζα.

3. Στο (−∞,1] η f είναι γνησίως αύξουσα και επομένως
αν x ≤ 1 θα είναι f (x) ≤ f (1) άρα f (x) ≤ 6.

4. Για 0 ≤ x ≤ 1 λόγω της μονοτονίας της f είναι
f (0) ≤ f (x)και επομένως 1 ≤ f (x). ΄Αρα στο [0,1]
η f παίρνει θετικές τιμές και το ζητούμενο εμβαδόν

είναι δηλαδή ∫ 1

0
f (x)dx = [1

2
x4 − 3x3 + 6x2 + x]1

0
=

9

2
.

ΘΕΜΑ 2

΄Εστω f ∶ R→ R τέτοια ώστε:

f (0) = f ′ (0) = 2
f (x + y) = 1

2
f (x)f (y) για όλα τα x, y ∈ R.

1. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται σε κάθε x0 ∈ R.

8 Μοναδες

2. Να αποδείξετε ότι f (x) = 2ex, x ∈ R.
8 Μοναδες

3. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫ 1

0
xf (x)dx.

9 Μοναδες

Απαντησεις

1. ΄Εχουμε: f ′ (x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

=

lim
h→0

1

2
f(x0)f(h)−f(x0)

h
= 1

2
f (x0) lim

h→0

f(h)−2
h−0 . Αλλά

lim
h→0

f(h)−2
h−0 = lim

h→0

f(h)−f(0)
h−0 = f ′ (0) = 2. Επομένως η

f είναι παραγωγίσιμη και ισχύει f ′ (x0) = f (x0) για
όλα τα x0. Αλλά οι συναρτήσεις που είναι ορισμένες
στο R για τις οποίες ισχύει f ′ = f είναι της μορφής
cex
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2. Από το προηγούμενο ισχύει f ′ (x) = f (x) για όλα
τα x άρα f (x) = cex. Θέτοντας x = 0 βρίσκουμε
f (x) = 2ex.

3. Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες βρίσκουμε:

∫ 1

0
xf (x)dx = ∫ 1

0
2xexdx = ∫ 1

0
2x (ex)′ dx =

[2xex]1
0
− ∫ 1

0
(2x)′ e2dx = [2xex]1

0
− ∫ 1

0
2exdx = 2.

ΘΕΜΑ 3

Για τις συναρτήσεις f ∶ R→ R, g ∶ R→ R είναι γνωστό ότι:

1. f (x) = (ln (ex + 1) − x)′ για κάθε x ∈ R.
2. g (x) − (ex + 1) g′ (x) = 0 για κάθε x ∈ R.
3. g (0) = 1

2

1. Να βρείτε την f .

3 Μοναδες

2. Να αποδείξετε ότι g (x) = ex

ex+1 , x ∈ R.

8 Μοναδες

3. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης
της g.

6 Μοναδες

4. Να αποδείξετε ότι:

1

2
< ∫ 1

0

g (x)dx < 1
8 Μοναδες

Απαντησεις

1. f (x) = (ln (ex + 1) − x)′ = (ex+1)′
ex+1 − 1 =

ex

ex+1 − 1 =
− 1

ex+1

2. Η δοθείσα σχέση αν διαιρέσουμε με ex +1 ισοδύναμα
γράφεται g′ (x) − 1

ex+1g (x) = 0 δηλαδή
g′ (x) + r′ (x) g (x) = 0

όπου r (x) = ln (ex + 1) − x. Πολλαπλασιάζοντας
με er(x) έχουμε την ισοδύναμη σχέση er(x)g′ (x) +
r′ (x) er(x)g (x) = 0 δηλαδή την (er(x)g (x))′ = 0. ΄Α-
ρα er(x)g (x) = k και επομένως eln(e

x+1)−xg (x) = k

δηλαδή ex+1
ex

g (x) = k. Θέτοντας x = 0 βρίσκουμε

k = 1 και επομένως g (x) = ex

ex+1 .

3. Η συνάρτηση είναι συνεχής στο R και επομένως το
όριο της σε οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό είναι η
τιμή της σε αυτόν άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμ-
πτωτες.

για x→ +∞ Βρίσκουμε τα α = lim
x→+∞

g(x)
x

=

lim
x→+∞

ex

ex+1 ⋅
1

x
= lim

x→+∞
1

1+( 1

ex
) ⋅

1

x
= 1

1+0 ⋅ 0 = 0

και β = lim
x→+∞

(g (x) − 0 ⋅ x) = lim
x→+∞

1

1+( 1

ex
) = 1

και έχουμε ότι η y = αx+β δηλαδή η y = 1 είναι
ασύμπτωτη της g στο +∞.

για x→ −∞ Με α = lim
x→−∞

g(x)
x
= lim

x→−∞
ex

ex+1 ⋅
1

x
= 0

και β = lim
x→−∞

(g (x) − 0 ⋅ x) = lim
x→−∞

ex

ex+1 = 0 η

y = αx + β δηλαδή ο x′x είναι ασύμπτωτη της g
για x→ −∞.

4. Α΄ Τρόπος Είναι g′ (x) = ex

(ex+1)2 > 0 και επομένως
η g είναι γνησίως αύξουσα. ΄Αρα για 0 ≤ x ≤ 1
είναι

g (0) ≤
(∗)

g (x) ≤
(∗∗)

g (1)
και η (∗) ισχύει σαν ισότητα μόνο όταν x = 0

ενώ η (∗∗) ισχύει σαν ισότητα μόνο αν x = 1.
΄Αρα για όλα τα x ∈ [0,1] ισχύει g (x) − 1

2
≥ 0

και e
e+1 − g (x) ≥ 0 χωρίς η ισότητα να ισχύει

για όλα τα x. ΄Αρα ∫ 1

0
(g (x) − 1

2
)dx > 0 και

∫ 1

0
( e
e+1 − g (x))dx > 0 από τις οποίες έχουμε

∫ 1

0

1

2
dx < ∫ 1

0
g (x)dx < ∫ 1

0

e
e+1dx και επομένως

1

2
x < ∫ 1

0
g (x)dx < e

e+1 . Αλλά
e

e+1 < 1 και έχου-
με το αποδεικτέο.

Β΄ Τρόπος Θέτουμε u = ex + 1 και exdx = du και
έχουμε ∫ 1

0
g (x)dx = ∫ 1

0

ex

ex+1dx = ∫ e+1
2

1

u
du =

ln (e + 1) − ln 2 = ln
e+1
2
. Θέλουμε να εξασφα-

λίσουμε ότι 1

2
< ln

e+1
2
< 1 ή ισοδύναμα

√
e <

e+1
2
< e που ισχύει αφού e = 2, 71.

Γ΄ Τρόπος ΄Εστω G οποιαδήποτε παράγουσα της

g. Είναι ∫ 1

0
g (x)dx = G (1) − G (0) =

G(1)−G(0)
1−0 = G′ (ξ), ξ ∈ (0,1) από το θεώρη-

μα μέσης τιμής για την G στο [0,1]. Θέλουμε
1

2
< G′ (ξ) < 1 δηλαδή 1

2
< eξ

eξ+1 < 1. Για το

πρώτο σκέλος 1

2
< eξ

eξ+1 θέλουμε e
ξ
+1 < 2eξ δη-

λαδή 1 < eξ που ισχύει αφού ξ > 0. Το δεύτερο
σκέλος eξ

eξ+1 < 1 είναι προφανές.

ΘΕΜΑ 4

΄Εστω f παραγωγίσιμη στο R με

∫ f(x)

1

1

et − t − 1
dt =

x − 1

e − 2
, x ∈ R

1. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ R είναι f(x) > 0.
7 Μοναδες

2. Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

3 Μοναδες

3. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρ-
τή ή κοίλη και να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο
σημείο της A(1, f(1).

7 Μοναδες

4. Αν a > 1 να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον
x0 ∈ (1, a) έτσι ώστε

∫ x0

a
f (t)dt = x0 − f (x0)



8 Μοναδες

Απαντησεις

1. Κατ αρχάς θα χρειασθεί να βρούμε το πεδίο ορι-

σμού της ∫ f(x)
1

1

et−t−1dt. Πρώτα βρίσκουμε το πε-

δίο ορισμού της 1

et−t−1 . Με h (t) = et − t − 1 είναι
h′ (t) = et − 1 και επομένως h′ (t) > 0 ⇔ t > 0 και
h′ (t) < 0 ⇔ t < 0. Η h είναι γνησίως φθίνουσα
στο (−∞,0], γνησίως αύξουσα στο [0,+∞) και ε-
πομένως έχει ελάχιστο στο 0 το 0. Είναι h (t) > 0

για t ≠ 0 και h(0) = 0. ΄Αρα ο ολοκληρωτέος 1

et−t−1
έχει πεδίο ορισμού το (−∞,0) ∪ (0,+∞). Για ν ο-
ρίζεται το ολοκλήρωμα πρέπει αμφότερα τα άκρα του
να ανήκουν σε μόνο από τα διαστήματα που απαρτί-
ζουν το πεδίο ορισμού της 1

et−t−1 έχει πεδίο ορισμού
το (−∞,0) ∪ (0,+∞). Επειδή το άκρο 1 ανήκει στο
(0,+∞) θα πρέπει και το άλλο άκρο f(x) να ανήκει
και αυτό στο (0,+∞). ΄Αρα f (x) > 0.

2. Αφού η f είναι παραγωγίσιμη και η συνάρτη-

ση ∫ f(x)
1

1

et−t−1dt είναι παραφωγίσιμη ως σύνθεση

των ∫ x

1

1

et−t−1dt, f (x). Παραγωγίζοντας βρίσκου-
με ότι (∫ f(x)

1

1

et−t−1dt)
′
= (x−1

e−2 )′ και επομένως
f ′ (x) 1

ef(x)−f(x)−1 =
1

e−2 . Επειδή f(x) > 0 είναι

ef(x) − f (x) − 1 > 0 και αφού 1

e−2 > 0 είναι και
f ′ (x) > 0. ΄Αρα η f είναι γνησίως αύξουσα.

3. Είναι f ′ (x) = 1

e−2 (ef(x) − f (x) − 1) και επομένως
f ′′ (x) = 1

e − 2
f ′ (x) (ef(x) − 1) .

Αφού f (x) > 0 και f ′ (x) > 0 το β΄ μέλος της πα-
ραπάνω ισότητας είναι θετικό άρα f ′′ (x) > 0 και η f
είναι κυρτή.
Για να βρούμε την ζητούμενη εφαπτομένη θα βρού-

με πρώτα το f(1). Είναι ∫ f(1)
1

1

et−t−1dt = 0. Επειδή
1

et−t−1 > 0 αν ήταν f(1) > 1 θα είχαμε ∫ f(1)
1

1

et−t−1dt >
0. Αν ήταν f (1) < 1 θα είχαμε ∫ f(1)

1

1

et−t−1dt =
− ∫ 1

f(1)
1

et−t−1dt < 0. ΄Αρα f(1) = 1. Επίσης f ′ (1) =
1

e−2 (ef(1) − f (1) − 1) = 1

e−2 (e − 2) = 1. ΄Αρα η ζη-
τούμενη εφαπτομένη είναι η y = f ′ (1) (x − 1) + f (1)
δηλαδή ή y = x.

4. Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση g (x) =
∫ x

a
f (t)dt − x + f (x) στο [a,1].

g (1) = ∫ 1

a
f (t)dt − 1 + f (1) = ∫ 1

a
f (t)dt > 0

αφού f(t) > 0 στο [a,1].
g (a) = ∫ a

a
f (t)dt − a + f (a) = f (a) − a. Αλ-

λά αφού η f είναι κυρτή κάθε σημείο της γρα-
φικής παράστασης της βρίσκεται πάνω από το
αντίστοιχο σημαείο οποιασδήποτε εφαπτομένης
της εκτός αν αυτό είναι το σημείο επαφής. ΄Αρα
για την εφαπτομένη στο (1,1) αφού a < 1 είναι
f(a) > a και g(a) > 0.

Από το θεώρημα του Bolzano υπάρχει x0 ∈ (a,1) έτσι
ώστε g (x0) = 0 δηλαδή ∫ x0

a
f (t)dt = x0 − f (x0).


