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Το παρόν µπορεί να
διανεµηθεί και να ανα-
παραχθεί ελεύθερα µε

την παράκληση να
διατηρηθεί η αρχική

του µορφή



Στην µαθηµατική λέσχη http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/ γράφτηκα τον Αύγουστο του
2007 και διέκοψα την δραστηριότητα µου τον ∆εκέµβριο του 2008 οπότε και µεταφερθήκαµε στον ιστότοπο
www.mathematica.gr.

Για µένα οι 16 µήνες που πέρασα στο http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/ υπήρξαν µία απου-
δαία εµπειρία.

Μετείχα στην ζωή του και στις συζητήσεις του, και είχα ένα καθηµερινό ερέθισµα για σκέψη και διάβασµα.
Γνώρισα εξαιρετικούς ανθρώπους µε τους οποίους έχω την τιµή και την χαρά να συνεργάζοµαι στο

www.mathematica.gr.
Σαν ενθύµιο εκείνης της εποχής έχω συγκεντρώσε στις επόµενες σελίδες κάποια µνηµόνια µερικών από τα

θέµατα στων οποίων την συζήτηση συµµετείχα µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο. Γράφτηκαν στις ηµεροµηνίες που ανα-
φέρονται.

Αρκετά είχαν αναρτηθεί στο http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/ κάποια άλλα όχι.
Για όσες εκφωνήσεις ή λύσεις δεν αναφέρεται όνοµα είναι ασκήσεις και λύσεις �ου έδωσα εγώ.

3 Ιανουαρίου 2010
Ν.Σ. Μαυρογιάννης

Προλεγόµενα
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��	
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-� ' f �(�
� ).) &���� 
�  ������( ��� f (x1) = f (x2) �
 �(�
� g (f (x1)) =
g (f (x2))� *������� x1 = x2� ,��
 � f �(�
� 
���	���/���� �

� �
�
� g �(�
� 
���	���/��� 
��" �(�
� ���	(�� ��������� 0�
�	�
 �� ��&(�
���	��" ��� g−1 �(�
� �� R 
��" �� 	"��
� ����� ��� g �(�
� �� R� �� 	��
	��	� g (f (x)) = x 
����
�
	��	� �� 	�� +, ��
�� ��� x �� g

(
g−1 (x)

)
�
 +��"�� g (f (x)) = g

(
g−1 (x)

)
�� 	��
(��� �� g �(�
� ).)1 ��� f (x) =

g−1 (x) ��
 ���� x ∈ R� 2� 	 �
���	��� f �
� g−1 �(�
� (	��� ,��
 �� 
 ��
�
 	 �+
(��� �
� �� ��� 
��(	������ �� �� ,��
 f−1 = g�

3� �� 	"��
� ����� ��� f 	 ��(���� �� �� ��&(� ���	��" ��� f−1 &�

&� ��
��&(� ���	��" ��� g &�

&� �� R�

4� ' 
��&��#� 	 �(	�
�
� 	�� �
 
��&�(#� �� ��� 
��(	������ 	 �
���	���
��� � �� (&�� �(&�� �������(
� �� �(�
� � ���� �
� ���	��� ��  ����	� ��
��� � g �(�
� ���	(�� 
"#� 	
 �� ���(���	� ��� � g �(�
� ���	(�� ��(�� 	

�(�
� �
�����
1� 5����"�� x1 < x2 
�� �� ��&(� ���	��" ��� f &�

&� 
��
�� R� 5�
� �� f (x1) < f (x2)� �� 
 �� &�� �	�"�� ����

f (x1) = f (x2) � f (x1) > f (x2)

�� ��
���	� �� ��� g 	��� ����� ���(���	� �
 ��� �� x1 = x2 �
� 	��
&�"���� x1 > x2 ������1� ,��
 � f �(�
� ���	(�� 
"#� 	
�

6� ���&����"� �� ��� 	 �����
 ��� g� ' 	 �����
 ��� f 
��&����"��
� 
��
�.
�
� ' �&�
 ��� 
��&��#�� ��������
� 	� ��
 ���������� 
����
�	�
 	"����

�� �� ���(� ���� 	 �����	� �� 
������(!�� &��	���
 	� &��	���
 �
� �(�
�
���	(�� �������� �(�
� 	 ������ 5����"�� x0 ∈ R �
� ��
 &��	���
 (A, B)
�� �������� �� g (x0)� �
 A, B �(�
� ����� ��� g �� 
���	�����"� 	� �����

α, β� 5
 �(�
� +�+
�
 α < x0 < β �
� ����
��� ��
 ���� x ∈ (α, β) �
 �(�
�
g (x) ∈ (A, B)� *������� ��
 ���� ������� U �� g (x0)  ������ �������
V �� x0 ��	� �	�� g (V ) ⊆ U � ,��
 � g �(�
� 	 ������
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!�"�
�� �#��#�
� "�� �$%
��� #�� &
������ ��"� Mathematica� �'�(
��)����
 �"� ��� ��"*� 	��
�����
 �"�
���

������ �� ���� ��� �� f, g, h �	
�� ����
�
�� ��� �
����� ������
� Δ ��� ���

�� �� f, g �	
�� �
��	�� �������� ��� � h �
��	�� ��	
�����

�� � g �	
�� ��
�� ��

!� "�� ���� x ������ (f(x) − g(x))(f(x) − h(x)) = 0�

#� �$���	���� ��� f = g

�������� �������� �	
���

���
� ��������� ϕ(x) = f(x) − h(x) ���	� ����	��� ������� 	�����	 ��� Δ� ����

���� 
� ���!��	� �� ��
� 
�	 ����" #��	$

%�&��� f(x) − g(x) = 0, ��	 '�(� x ∈ Δ �)�

*

%�&��� f(x) − g(x) = 0, ��	 '�(� x ∈ Δ − {x0} '	� f(x0) − h(x0) = 0 �+�

,��� ��������� �)� �&��
� �� !����
���"
,��� ��������� �+�� 
-�� ��� 
�������	� ��� f � '	� 	��� Δ 	���'�- �&��
� -��
��	 '	��

�
	 ε > 0 (	 ���	�$

f(x0 − ε) < f(x0) < f(x0 + ε) ⇔ g(x0 − ε) < f(x0) < g(x0 + ε) �.�

	��� f(x) = g(x)� ��	 '�(� x ∈ Δ − {x0}"
#/
�� g ����&*�� ��	

lim
ε→0

g (x0 − ε) = lim
ε→0

g (x0 + ε) = g (x0)

��- '���*��� �	��
��
*� '	� ��� �.�� ���'����� -�� g(x0) = f(x0�"
#��	 �� '�(� ��������� ���'����� -�� f(x) = g(x) � ��	 '�(� x ∈ Δ"
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��	
���� ��

�		� �������� �

��	  �(�� x (	 ��&���
f(x) = g(x) �0�

*
f(x) = h(x) �1�

2	�	�����
� -�� � �1�  � 
����� �	 	
�(���� ��	  �� 	��(
��� α < β" ���-  �-��
�-�� f (α) = h (α) > h (β) = f (β) ��� 	����	���� ���� ��-(��� 
�������	� ��	
��� f " ��	 � �0� 	
�(���� ��	 -
	 �	 x �'�-� ���� 	�- �� ��	 	� �� ���
� α"
3�
	 * f (α) = h (α)" 4	  �����
� -�� �� 	��* ��� ��������� ���	�

h(α) = g(α) �5�

'	� ���
���� � �0� (	 	
�(���� '	� ��	 �� α" �� ���
� -�� � �5�  �� 	
�(����"
4	 ���	�

h(α) > g(α) �6�

*
h(α) < g(α) �7�

�� ��&��� � �6� �-�� (	 ����&�� '����� β > α ���� ���� �	 ���	� h(α) > g(β)
����� 	���(��� ��������� (	 ���	� h(α) ≤ g(x) ��	 -
	 �	 x > α '	� �	������	�
-��	 ��	 x → α+ ����'��
� -�� h(α) ≤ g(α)� 	��� � g ���	� ����&*�� ��� 	����	��
��� ���� �6 8" ��	 	��- �� β (	 ���	� f(α) = h(α) > g(β) = f(β) ��� ���	� �����

-�� ��� 
�������	� ��� f " 9� 	��
��� ��-��  ��&���
� -�� 	��'
����	� � �7�
��	��	
�!���	� -�� ��	 '����� β < α (	 ���	� h(α) < g(β) ��� (	 
	� � ��*���
��� ����� ��
���	�
	 f(β) = g(β) > h(α) = b(α)"

,	� ��	�
���� 
�����
� �	 �&��
� ��� 	'-
��(��$

������ �� %&�������� �$� ��
 '$�
$� (����	��) #� *����	 � ��
������ f +
�
 f2(x) = x2 ��� ���� x ��� R ��� � f �	
�� �
��	�� ������� ��� R�

����	���� �������	 
�� 
������ � �
� ����
	��
� (−∞, 0)� (0, +∞)

������ �� %&�������� �$� ��
 '$�
$� (����	��) #� *��	�� ��
 �
��	��
������� ��
������ f 
� f2(x) = e2x ��� ���� x ��� R�

������ �� #� *����	 �
��	�� ������� ��
������ ����
�
� ��� R ��� ��

�$�	� ������ (f(x) + x)(f(x) − x3) = 0 ��� ���� x�

������ � ���	
��� ��
 
��� ���� ��
 ���� ����
����� ��� ������ � ��� Mathematica� �
���	
��� ��
 ������ ��������� 
����� � � ��!�� ��
 ����
�������
 ��� Mathematica ��� � 
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���

www.nsmavrogiannis.gr ���� �������
����



� ���� ��� 	
��

����� ���

���� �����	
���
�

��
�����
�� ����
� ���		��
��� ������ �����
�

�� ����������  ��!

��������

�����
��
 	
� ��� 	������"
 #�� 	�$"�%� �"��"�$� &
 ��� ��� "���
'
��� �
�����( )�� )����"
�"�
�� "��� #
������ ��)� Mathematica�

��� �����	�
 
��� ��
������ ��
 ��������� �	� �
�
���	 
�����	��

������ �� �� ������ �	
���
 �	
����� f ������
� ��� [−1, 1] ��� ��
 �����
������ x2 + f2(x) = 1 ��� ��� �� x�

�������
� ����
����� ��
 ��� ������ ��� �����
 ���� ��� � ������ !�!����

������ �� �� ������ �	
���
 �	
������ f ������
� �� ������ �������� Δ
��� ��
 ����� ������ (f(x) − 1)f(x) − 2) = 0 ��� ��� �� x�

" ������ 
��� ���� �� �� �
�
��
�#$ �� ����� !�!��
%

����&	$ � ��'�� ������ �����
� �# ������ ��� �����
 ��
������$ ��������%

�� ��� ������	
� �
������ ������ ��� �������� x2 + f2 (x) = 1�

� f (x) =
√

1 − x2 	�� f (x) = −√
1 − x2�

" ������� ������ ����&	$ �����
� �� �(
����� ��� &�	���
��$ ���������$
����$%

�� ��� ������	
� �
������ ������ ��� �������� (f(x) − 1)f(x) − 2) = 0�

� f (x) = 2 	�� f (x) = 1�
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" �������� ��#
 �
� �	� ��� 
�����	� ���
� ��� �� ������ ��
 ���� �$ ��*
������� �
 # �� ��
(��� �
����
�� ��� ��
�����
��
� �� ��� +#��$ ��
(��#$
�
�
������$ ��� ���� '� ���
�����	� �� ����� ����� ������� ������ �������

,�� ��	 �
� ���	 ��������� ��� ���
��
��� ������ x2 + y2 = 1 ��
 �
 x ���
(−1, 1) ���� ��'�� ������ �
� �� ��&���$ y = 1� y = 2 ��� �������% -� ���

��#$ 
������$ �
� ����$ ����#$ 
�������� ������ ������	�� ��$�

������ �� �������� ��
 �	
����
 �	
�������
 f � g� h ��	 ��
�� ������
�

��� �������� Δ ��� 

!� "� ���#���
 ����������
 ��
 g, h ��
 ���	
 ���
� �������

$� %����� (f(x) − g(x))(f(x) − h(x)) = 0 ��� ��� �� x�

�� ������&��� ��� f = g � f = h�

1η �������� ,.�����$ /
�!�#���$0
.�� �� ���&��� �% ��������� ��� ��
 ��&� x0 ∈ Δ &
 �� ����

f (x0) = g (x0) � f (x0) = h (x0) ,)0

12��	 ��� ���� ��� x1 < x2 ��� Δ �� f(x1) = g(x1) �
� f(x2) = h(x2)%
" ���������

z(x) = 2f(x) − g(x) − h(x)

���
� ���� �$ ��� [x1, x2]� ��

z(x1) = 2f(x1) − g(x1) − h(x1) = g(x1) − h(x1) ,�0

z(x2) = 2f(x2) − g(x2) − h(x2) = h(x2) − g(x2) ,30

-� g� h ���
� ���� ��$ ��� �������
 Δ �
� � �+��	�� g(x)−h(x) = 0 ���
� 
���
��
��� Δ% 2���#�	$� � ��������� ϕ(x) = g(x) − h(x) ��
����� ������� ��� Δ�
�
�  	��$ !��!� ��$ ���������
$� 
$ ���&#����� ��� ϕ(x) > 0� ��
 ��&� x ∈ Δ%
4��� �� ,�0� ,30 �
$ ������ ����

z(x1)z(x2) = ϕ(x1) (−ϕ(x2)) < 0

1.�
 
�� �� &�'���
 Bolzano ���� �� ξ ∈ (x1, x2) �#���� '����

z (ξ) = 0 ⇔ 2f (ξ) − g (ξ) − h (ξ) = 0 ⇔ f (ξ) =
g (ξ) + h (ξ)

2

5��	 ��$ ,)0 �� ��� �����$ ���

f(ξ) = g(ξ) � f(ξ) = h(ξ)

����� �� ����

g (ξ) + h (ξ)
2

= g (ξ) �
g (ξ) + h (ξ)

2
= h (ξ)

���
�� g(ξ) = h(ξ)� �����%
2���#�	$ �� ��� f(x) = g(x)� ��
 ��&� x ∈ Δ � f(x) = h(x)� ��
 ��&� x ∈ Δ%
2η �������� ,6'��
$ ����(�$0 6�����
$ ��$ ���+��$ ���� ������
�

(f(x) − g(x))(f(x) − h(x)) = 0
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(
f (x) −

(
g (x) + h (x)

2

))2

=
(

g (x) − h (x)
2

)2

�
� ����#�	$ ��
 ��&#� x &
 ���
�

f (x) −
(

g (x) + h (x)
2

)
= ±

(
g (x) − h (x)

2

)

-� ���
������$ ��
 ��� �#�� ���
� ���� ��$ �
�� ��	$ �����
 ��
����'���
�� ���*
(������#$ ��� 0 ��
 ��&� x ∈ Δ� ��
 ��
������ ��
&��� ������� �
� #��� ���*
������ ���

f(x) = g(x) ��
 ��&� x ∈ Δ

�
f(x) = h(x) ��
 ��&� x ∈ Δ

" ������ 
��� ���
� ������� ��
 �
&��#$% 4
 ������
�
  ����
 ������	

��� ��� ������ ����$ �
&��#$ ��� ,����&	$ ��
 �
&��
�
 ��
����7�$0 ��
��� 
�����&� ���(��

������ ��

'(��� g, h ��� �	
����
 �	
�������
 ������
�
 ��� �������� Δ ������
 )��� 
�
������ g (x) �= h (x) ��� ���� x ∈ Δ

!� �� ������&��� ���
• � �� ������ g (x) > h (x) ��� ��� �� x
• ���� �� ������ h (x) < g (x) ��� ��� �� x

$� '(��� f : Δ → R �	
���
 ������ )��� 
� ������

(f (x) − g (x)) (f (x) − h (x)) = 0

��� ��� �� x�

*�+, �� ������&��� ��� �
 � Cf ���
�� ��
 Cg� Ch �� ������ �� �������
�

x1, x2 ����

i� x1 �= x2

ii� - �&�����

f (x) =
g (x) + h (x)

2
���� ��� ��	�������
 ��.� ��� �
����� �������� �� ���� �� x1, x2�

*�+, �� ������&��� ���
• � �� ������ f (x) = g (x) ��� ��� �� x
• ���� �� ������ f (x) = h (x) ��� ��� �� x

	
�����
� �
��

)% " ���� �$ ��������� g(x)−h(x) ��� # �� ��

 ��� Δ �
� ����#�	$ ��
�����
��
&��� �������% 1.�
 � &
 ���
� ��
 ��
 �
 x &����� ���� &
 ���
� ��
 ��

�
 x 
�������%
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�% ,
80 i% 2��
� f (x1) = g (x1) �
� f (x2) = h (x2)% .� ���#!
��� x1 = x2

���� &
 �� �� g (x1) = h (x1) �
� �� ��
(��#$ �
�
������$ �	� g�
h &
 �� 
� ����� ������%

ii% ��������� �� �(
����� ��� &�	���
��$ ��� Bolzano ��� ������*
�
 �� ���
 x1, x2 ��� ���� � ���
�����

s (x) = f (x) − g (x) + h (x)
2

�
� 
+�����'��
$ �� ��'���
 )%

,!80 /�
 ��&#� x �� f(x) &
 ���
� ��� �� g(x) � h(x)% .� �����&�� ��� ��

������ x �� �� �� ��'�� �
� ��
 ������ x �� �� �� ������� ���� �
��
(��� �
����
�� ��$ f &
 #����� ��$ ��
(��#$ �
�
������$ �	� g�
h% .�� �
 �����	���
�
 ��� ,
10 ��������� ��� ���� �� ���� f(x) ��$
f ��� ���
� ��� �� g(x)+h(x)

2 � ����
 ��	$ �� ������ �
 ���
� ��� ����
�� g(x) ���� �� h(x) ,�����0%
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Ασκηση 1 (Μπάμπης Στεργίου�). Αν για τον μιγαδικό z ισχύει ότι:

• |z + 1| ≤ 1 • |z2 + 1| ≤ 1 • |z3 + 1| ≤ 1

να αποδείξετε ότι

1. Re(z) <= 0 2. Re(z3) <= 0 3. z = 0

Λυση

(ANDREW04, saruman01 ��"#��$��� ��	�����
�% &'���
� ��(��$���(�����)

Υψώνοντας στο τετράγωνο την σχέση |z + 1| ≤ 1 μετά τις πράξεις βρίσκουμε
|z|2 + 2Re(z) ≤ 0. ΄Αρα Re(z) ≤ 0. Δουλεύοντας παρόμοια με την |z3 + 1| ≤ 1
βρίσκουμε ότι Re(z3) ≤ 0. Επομένως:

z + z̄ ≤ 0 (1)

και
z3 + z̄3 ≤ 0 (2)

Αν συνέβαινε z + z̄ < 0 τότε

z3 + z̄3 = (z + z̄)3 − 3 (z + z̄) zz̄ = (z + z̄)
(
(z + z̄)2 − 3zz̄

)

και επομένως
(z + z̄)2 ≥ 3zz̄ (3)

Από την σχέση |z2 + 1| ≤ 1 πάλι με ύψωση στο τετράγωνο βρίσκουμε τελικά ότι

(z + z̄)2 ≤ 2zz̄ − (zz̄)2 (4)

Από τις (3), (4) έχουμε 3zz̄ ≤ 2zz̄−(zz̄)2 από την οποία προκύπτει ότι (zz̄)2+zz̄ ≤
0 δηλαδή zz̄ (zz̄ + 1) ≤ 0 οπότε (επειδή και οι δύο παράγοντες είναι πραγματικοί
και zz̄ + 1 > 0 , παίρνουμε zz̄ ≤ 0 δηλαδή |z|2 ≤ 0 άρα ͺ|z| = 0 και z = 0 (άτοπο
αφού έχουμε υποθέσει ότι z + z̄ < 0.
Επομένως θα ισχύει z + z̄ = 0 οπότε z = yi, y ∈ R. Η υπόθεση |1 + z| ≤ 1
μας δίνει 1 + y2 ≤ 1 από την οποία έχουμε y = 0. ΄Αρα z = 0

Παρατηρούμε ότι στην παραπάνω άσκηση οι υποθέσεις μας λένε ότι ο z πρέπει
να είναι τέτοιος ώστε οι z, z2, z3 να ανήκουν στον κυκλικό δίσκο με κέντρο την
εικόνα του -1 και ακτίνα 1. Το μόνο σημείο όμως του δίσκου αυτού που έχει αυτή
την ιδιότητα είναι το 0.

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=214&forum=75223
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Αυτό μπορεί εύκολα να το μαντέψει κανείς αν σκεφθεί με ορίσματα� αλλά για την
απόδειξη τα ορίσματα δεν είναι απαραίτητα. ΄Ετσι μπορούμε να έχουμε την εξής
πιό γενική άσκηση:

Ασκηση 2. ΄Εστω Σ ένα χωρίο του μιγαδικού επιπέδου το οποίο περιέχεται
στο αριστερό ημιεπίπεδο από εκείνα που ορίζει ο άξονας των φανταστικών αριθμών
(δηλαδή εκείνο από τα ημιεπίπεδα που ορίζει ο y′y το οποίο περιέχει τον αρνητικό
ημιάξονα των x). Υποθέτουμε ότι για ένα στοιχείο z του Σ τα z, z2, z3 ανήκουν
στο Σ. Να αποδειχθεί ότι το πραγματικό μέρος του z είναι 0.

Λυση

΄Εστω ότι z = α+βi. Θα είναι βέβαια Re (z) ≤ 0. Ας υποθέσουμε ότι Re (z) < 0.
΄Εχουμε: Re (z) = α, Re

(
z2
)

= α2 −β2, Re
(
z3
)

= α3 − 3αβ2. Τότε συγχρόνως
ισχύουν οι

α < 0 (i)

α2 − β2 ≤ 0 (ii)

α3 − 3αβ2 ≤ 0 (iii)

Η (ii) μας δίνει ότι β2 ≥ α2 > 0 επομένως. Η (iii) βάσει της (i) μας δίνει ότι
α2 ≥ 3β2 οπότε α2 ≥ 3β2 > β2 που έρχεται σε αντίθεση με την (ii). ΄Αρα
αναγκαστικά Re (z) = 0
Εφαρμογη: Στην προηγούμενη άσκηση το Σ είναι ο κυκλικός δίσκος και επειδή
πρέπει Re (z) = 0 και το μόνο σημείο του δίσκου με αυτή την ιδιότητα είναι το 0
έχουμε ότι z = 0.

��������� �	
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Ασκηση 1. (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) Για x > 0 να λυθεί η εξίσωση

x2 + 2x = xx + 4

Λυση (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) Η εξίσωση x2 +2x = xx +4 έχει προφανή λύση x =
2. Θα δείξουμε ότι η λύση αυτή είναι και μοναδική. ΄Εχουμε: xx −x2 = 2x−22 ⇒
x2
(
xx−2 − 1

)
= 22

(
2x−2 − 1

)⇒x2

22 = xx−2−1
2x−2−1 ⇒ δηλαδή

(x

2

)2

=
2x−2 − 1
xx−2 − 1

(1)

Για x > 2 έχουμε: 1 < x
2 ⇒ 1 <

(
x
2

)2
και xx−2 − 1 > 2x−2 − 1 ⇒ 2x−2−1

xx−2−1 < 1,

οπότε τελικά η (1) μας δίνει: 1 <
(

x
2

)2 = 2x−2−1
xx−2−1 , άτοπο.

Για x < 2 έχουμε: 1 > x
2 ⇒ 1 >

(
x
2

)2
, και xx−2 − 1 > 2x−2 − 1 ⇒ 2x−2−1

xx−2−1 > 1,

οπότε τελικά η (1) μας δίνει: 1 >
(

x
2

)2 = 2x−2−1
xx−2−1 , άτοπο.

΄Αρα η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η x = 2.

Η ΄Ασκηση 1 μπορεί προκύψει σαν εφαρμογή της:

Ασκηση 2. Να αποδειχθεί ότι για κάθε ζεύγος θετικών αριθμών x, y ισχύει
xx + yy ≥ xy + yx και ότι το «=» ισχύει μόνο όταν x = y.

Αποδειξη 1 Θεωρούμε την συνάρτηση f (x) = xx + yy − xy − yx με y > 0 ορισ-
μένη στο (0, +∞) (στην πραγματικότητα πρόκειται για οικογένεια συναρτήσεων
fy). Είναι f ′ (x) = (xx ln x − yx ln y) +

(
xx − xy−1y

)
και

x > y ⇒ f ′ (x) > (yx ln y − yx ln y) +
(
xy−1y − xy−1y

)⇒ f ′ (x) > 0
x < y ⇒ f ′ (x) < (yx ln y − yx ln y) +

(
xy−1y − xy−1y

)⇒ f ′ (x) < 0
Επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα και γνησίως αύξουσα στα (0, y) , (y, +∞)
αντιστοίχως και έχει ελάχιστη τιμή το 0 για x = y.

1
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Αποδειξη 2 (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) i. Για x = y ισχύει προφανώς η ισότητα.
ii. Για x �= y αρκεί να δείξουμε ότι: xx − xy ≥ yx − yy (2)
α. Για x > y η (2) γίνεται:

xy(xx−y − 1) ≥ yy(yx−y − 1) ⇔
(

x

y

)y

≥ yx−y − 1
xx−y − 1

(3)

Αφού x, y θετικοί έχουμε:
x
y > 1 ⇔

(
x
y

)y

> 1 και yx−y < xx−y ⇒ yx−y − 1 < xx−y − 1 ⇔ yx−y−1
xx−y−1 < 1 ,

οπότε η σχέση (3) ισχύει ως γνήσια ανισότητα, δηλαδή για x > y ισχύει
(

x
y

)y

>

yx−y−1
xx−y−1
β. Για 0 < x < y η ζητούμενη σχέση παίρνει τη μορφή

yy − yx ≥ xy − xx ⇔ yx(yy−x − 1) ≥ xx(xy−x − 1) ⇒
(y

x

)x

≥ xy−x − 1
xy−x − 1

(4)

Οπότε με ακριβώς όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι η σχέση (4) ισχύει ως γνήσια ανισότη-
τα, δηλαδή για x > y ισχύει

(
y
x

)x
> xy−x−1

xy−x−1
Αποδειξη 3 ( antonis math) Για x = y η αποδεικτέα αληθεύει σαν ισότητα. ΄Εστω
x �= y. Τότε χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι x > y.
Ευκολα διαπιστώνουμε ότι η αποδεικτέα πρόταση ισοδυναμεί με την(

x

y

)y (
xx

xy
− 1
)

> yx−y − 1

Προφανώς
(

x
y

)y

> 1 επομένως αρκεί να αποδειχθεί ότι xx

xy −1 > yx−y −1 η οποία

ισχύει αφού

xx

xy
− 1 > yx−y − 1 ⇔ xx

xy
>

yx

yy
⇔
(

x

y

)x

>

(
x

y

)y

και η τελευταία σχέση ισχύει αφού x
y > 1 και x > y.

Μερικά στοιχεία (για y = 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3) της οικογένειας των συναρτή-
σεων fy(x) = xx + yy − xy − yx διακρίνονται στο επόμενο σχήμα:

www.nsmavrogiannis.gr ���� ����	
��
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Ασκηση 1. (dement) Εστω συνεχης συναρτηση f : R → R τετοια ωστε, για
καθε x, y ∈ R να ισχυει

|f(x) − f(y)| ≥ |x − y|
Να αποδειχθει οτι η f ειναι επι.

Αποδειξη 1 (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) Η f είναι 1-1: Αν f(x) = f(y) τότε από
την υπόθεση έχουμε: 0 ≥ |x− y| ≥ 0, άρα x = y. Αφού η f είναι συνεχής και 1-1
στο R είναι και γνησίως μονότονη.
Α) Αν η f είναι γνησίως αύξουσα τότε

• για x > 0 η αρχική δίνει: f(x) − f(0) ≥ x οπότε f(x) ≥ f(0) + x , και
περνώντας στα όρια έχουμε όριο της f στο +∞ είναι +∞.

• για x < 0 η αρχική δίνει −f(x) + f(0) ≥ −x, οπότε όπως πριν βρίσκουμε
ότι το όριο της f στο −∞ είναι −∞

΄Αρα το σύνολο τιμών της f είναι το R.
Β) Αν η f γνήσιως φθίνουσα για x > 0 έχουμε f(0) − f(x) ≥ x και για x < 0
έχουμε f(x) − f(0) ≥ −x οπότε εργαζόμενοι όμοια έχουμε ότι τα όρια της f στα
−∞, +∞ είναι +∞, −∞ οπότε πάλι f(R) = R.

Πρόκειται για ωραία άσκηση που αξίζει της προσοχής μας. ΄Εχει τεθεί και
ως θέμα στις εξετάσεις του πανεπιστημίου του Berkeley (Berkeley Preliminary
Exams) του έτους 1991�. Η επιτυχία στις εξετάσεις αυτές (που καλύπτουν ό-
λο το φάσμα της προπτυχιακής ύλης) αποτελεί προαπαιτούμενο για την εκπόνηση
διδακτορικής διατριβής (!!). Οι Souza, Silva έχουν συγκεντρώσει σε βιβλίο με
τίτλο « Berkeley Problems in Mathematics» (εκδοση Springer) τα θέματα των
εξετάσεων αυτών μαζί με τις λύσεις τους. Η λύση που προτείνουν οι Souza, Silva
στο βιβλίο τους χρησιμοποιεί το ίδιο λήμμα με την λύση του Θ. Ραϊκόφτσαλη (:
κάθε συνάρτηση 1-1 και συνεχής σε διάστημα είναι γνησίως μονότονη) αλλά υπ-
ολείπεται κατά πολυ σε απλότητα. Η λύση τους όμως έχει ένα πολύ γουστόζικο

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=583&forum=75223
���� http://math.berkeley.edu/˜ desouza/Prelims/Fall91/Fall91.html
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επιχείρημα και γιαυτό την αναφέρω. Είναι περίπου η εξής:

Αποδειξη 2 (Souza, Silva) Η f είναι προφανώς 1-1 και αφού είναι συνεχής είναι
και γνησίως μονότονη. ΄Αρα το S = f(R) είναι ένα ανοικτό διάστημα. ΄Εστ-
ω μία συγκλίνουσα ακολουθία (yn) από το S. Αφού είναι συγκλίνουσα είναι
Cauchy. Αλλά υπάρχουν μοναδικά xn από το R ώστε yn = f(xn) και είναι
|yn − ym| = |f(xn) − f(xm)| ≥ |xn − xm|. Επομένως και η xn είναι Cauchy.
Αλλά τότε xn → x για κάποιο x και λόγω συνεχείας yn = f(xn) → f(x).

Αυτό σημαίνει ότι το S = f(R) είναι και κλειστό. Οπότε αναγκαστικά θα
είναι f((R) = R!! Αυτό αφού τα μόνα κλειστά και ανοικτά υποσύνολα του R, στη
συνήθη τοπολογία είναι το R και το κενό.

Επειδή η άσκηση αυτή μου αρέσει την δίνω με τις σημειώσεις μου και, που και
που, την διδάσκω έχω γράψει μία «σχολική λύση» που συνοπτικά είναι η εξής:

Αποδειξη 3 Αν μία συνάρτηση έχει σύνολο τιμών το R το ίδιο συμβαίνει και
με την f + c όπου c είναι οποιαδήποτε σταθερά. Ακόμη αν μία συνάρτηση εχει την
ιδιότητα

|f(x) − f(y)| ≥ |x − y|
την ίδια ιδιότητα έχει και η f + c. Επομένως μπορούμε να δουλέψουμε με την
g = f − f(0) για την οποία φυσικά ισχύει

|g(x) − g(y)| ≥ |x − y|(∗)
και ακόμη g(0) = 0. Προφανώς η g είναι 1-1. Θα δείξουμε ότι κάθε m είναι τιμή
της. Υποθέτουμε ότι m > 0 (η περίπτωση m < 0 αντιμετωπίζεται ανάλογα). Οι
αριθμοί g(−m), g(m) είναι μη μηδενικοί. Αν ήσαν ομόσημοι λ.χ. θετικοί τότε για
κάθε y μεταξύ 0 και min(g(−m), g(m)) θα θα υπήρχαν x1, x2 με −m < x1 <
0 < x2 < m ώστε g(x1) = g(x2) = y (άτοπο). Επομένως οι g(−m), g(m) είναι
ετερόσημοι. Από την (∗) έχουμε |g(m) − g(0)| ≥ |m − 0| και |g(−m) − g(0)| ≥
| − m − 0|. Δηλαδή:

|g(m)| ≥ m > g(0) και |g(−m)| ≥ m > g(0)

΄Ομως κάποιος από τους g(−m), g(m) είναι θετικός και επομένως επιτυγχάνουμε
να έχουμε το m μεταξύ δύο τιμών της g άρα είναι τιμή της g.

Κρίνοντας ότι είναι κάπως σχετική έθεσα σε συζήτηση την ακόλουθη άσκηση
που υπήρξε θέμα στην Κινέζικη Μαθηματική Ολυμπιάδα:

Ασκηση 2. (Κινέζικη Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1983) ΄Εστω f μία συνάρτηση
ορισμένη στο [0, 1] για την οποία είναι γνωστό ότι f(0) = f(1) και για κάθε x �= y
ισχύει |f(x)−f(y)| < |x−y|. Δείξτε ότι για όλα τα x, y ισχύει |f(x)−f(y)| < 1

2 .

Αποδειξη 1 (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) Αν |x−y| ≤ 1
2 τότε από τη σχέση |f(x)−

f(y)| < |x − y| έχουμε |f(x) − f(y)| < 1
2 δηλαδή το αποδεικτέο.

Ας υποθέσουμε ότι |x − y| > 1/2. Ονομάζουμε f(0) = f(1) = α. Στην δοθείσα
σχέση θέτουμε x = 1 και μετά y = 0 και έχουμε:

• Για x = 1: |f(y)−α| ≤ |y − 1| από την οποία προκύπτει |f(y)−α| ≤ 1− y
για κάθε y ∈ [0, 1], οπότε τελικά

y − 1 + a ≤ f(y) ≤ 1 − y + α (1)

www.nsmavrogiannis.gr ���� ����	
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• Για y = 0: |f(0)− f(x)| ≤ |0− x| οπότε |a− f(x)| ≤ x για κάθε x ∈ [0, 1],
άρα

−x − α ≤ −f(x) ≤ x − α (2)

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1), (2) έχουμε

y − x − 1 ≤ f(y) − f(x) ≤ 1 − (y − x) (3)

Αλλά έχουμε υποθέσει ότι |x − y| > 1
2 . Αν x < y θα έχουμε y − x > 1

2 και η (3)
μας δίνει:

1
2
− 1 < (y − x) − 1 ≤ f(y) − f(x) <= 1 − (y − x) ≤ 1 − 1

2

άρα

−1
2

< f(y) − f(x) <
1
2

και τελικά

|f(y) − f(x)| <
1
2

΄Ομοια εργαζόμαστε και αν x > y.

Αποδειξη 2 (Παναγιώτης Γιαννόπουλος ) Η σχεση |f(x) − f(y)| < |x − y| ισο-
δυναμεί με την

|f(x) − f(y)|
|x − y| < 1

δηλαδή ο συντελεστης διεύθυνσεως μια χορδής με ακρα (x, f(x)) και (y, f(y))
κυμαίνεται από -1 εως 1 επομένως η κάθε χορδή σχηματίζει με τον x′x γωνία

ϕ <
3π

4
ή ϕ <

π

4

( Στο παρακατω σχήμα ολες οι χορδες όταν σχηματίζουν εσωτερική γωνία τριγώνου
αυτή είναι μικρότερη των 45 μοιρών)

Εστω H(0, f(0)) και Θ(1, f(1)). Ας υποθέσουμε ότι το αποδεικτέο δεν αληθεύει.
Θα υπάρχουν τότε αριθμοί ι και κ από το (0, 1)) ώστε

f(ι) − f(κ)| > 1/2 (Υ)

���� ����	
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Θεωρούμε τα σημεία I(ι, f(ι)) και K(κ, f(κ)) καθώς και τις προβολές τους Λ και
M πάνω στον x′x. Αφού f(0) = f(1) ισχύε (HΘ) = 1. Ειναι ΛN > IΛ αφού

ÎNΛ < π
4 άρα εφÎNΛ = IA

AN < 1 άρα

LN > IΛ (4)

Ομοια από το τριγωνο NMK έχουμε

NM > MK (5)

Από τις (4)(5) έχουμε: LN + NM > IΛ + MK = |f(ι) − f(κ)| > 1
2 δηλαδή

ΛN + NM >
1
2

(6)

Από (Υ) για τη χορδή HI στο τριγωνο IHΛ έχουμε

HΛ > IΛ (7)

Και ομοια στο MKΘ είναι
MΘ > MK (8)

οπότε από (7),(8) έχουμε MΘ + HΛ > IΛ + MK = |f(ι) − f(κ)| > 1
2 δηλαδή

MΘ + HΛ >
1
2

(9)

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (6),(9) έχουμε ΛN + NM + MΘ + HΛ > 1
2 + 1

2
δηλαδή (HΘ) > 1 που είναι άτοπο αφού (HΘ) = 1.
Παρατηρηση 1 Αν η συνάρτηση είναι σταθερή προφανώς ισχύει το ζητούμενο
Παρατηρηση 2 Αν το K ταυτιστεί με το Θ η άσκηση ισοδυναμεί με την παρακάτω
που είναι ευκολότερη. Δίδεται τρίγωνο με βάση μήκους 1. Αν οι προσκείμενες
στη βάση γωνίες ϕ και ϕ είναι μικρότερες των 45 μοιρων ( ή ϕ < 45 και ω > 135)
να δειχθεί ότι το υψος που αντιστοιχει στη βάση ειναι μικρότερο του 1

2 .

Ο Θωμάς Ραϊκόφτσαλης πρότεινε επισης την ακόλουθη σχετική άσκηση:

Ασκηση 3. (Θωμάς Ραϊκόφτσαλης) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R τέτοια
ώστε να ισχύει

|f(x) − f(y)|2 ≤ |x − y|
για κάθε x, y ∈ R. Να δειχθεί ότι υπάρχει x0 ∈ R ώστε να ισχύει f(x0) = x0.

Αποδειξη (Χρήστος Κυριαζής) Από την υπόθεση έχουμε

|f(x) − f(y)| ≤
√
|x − y|

από την οποία με την βοήθεια του κριτηρίου παρεμβολής προκύπτει ότι η f είναι
συνεχής στο R. Θέτοντας όπου y το 0 έχουμε: |f(x) − f(0)| ≤ √|x| γιά κάθε
για κάθε x ∈ R. Αρα

f(0) −
√
|x| ≤ f(x) ≤ f(0) +

√
|x| για κάθε x ∈ R (10)

Στη συνέχεια θα αποκλείσουμε τις περιπτώσεις f(x) > x γιά κάθε για κάθε x ∈ R

και f(x) < x, γιά κάθε για κάθε x ∈ R. ΄Εστω λοιπόν ότι

f(x) > x για κάθε x ∈ R (11)
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Αφου οι (10), (11) ισχύουν για όλα τα x θα ισχύουν και για το 0 (οπότε f(0) ≥> 0)
και το x1 = (f(0) + 1)2 > 0. Τότε, λόγω των (10), (11) έχουμε: x1 < f(x1) ≤
f(0) +

√
x1) ή καλύτερα [f(0) + 1]2 < 2f(0) + 1 που τελικά δίνει f(0)2 < 0.

΄Ατοπο. ΄Αρα θα υπάρχει k1 στο R ώστε f(k1) < k1. ΄Ομοια (δουλεύοντας με το
x2 = −(1 − f(0))2 < 0) εξασφαλίζουμε ότι υπάρχει k2 στο R ώστε f(k2) >= k2.
Εφαρμόζουμε το θεώρημα του Bolzano για την g(x) = f(x) − x στο διάστημα με
άκρα k1, k2 έχουμε το αποδεικτέο.

���� ����	
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Ασκηση 1. (varverak) � Αν Μ, Ν είναι σημεία έλλειψης με εστίες Ε και Ε΄,
τότε οι ευθείες ΜΕ, ΜΕ΄, ΝΕ και ΝΕ΄ είναι εφαπτόμενες ενός κύκλου.

Λυση

Ας πούμε ότι το ΜΕΝΕ΄ είναι κυρτό (η περίπτωση μη κυρτού αντιμετωπίζεται
ανάλογα). Με κέντρο το κοινό σημείο Ο των διχοτόμων της εξωτερικής του
γωνίας του Μ και της εσωτερικής γωνίας του Ε και ακτίνα την απόσταση του Ο
από την ΜΕ΄ γράφουμε κύκλο. Αυτός εφάπτεται στις ΜΕ΄, ΜΕ, ΕΝ στα Δ, Γ,
Ε αντιστοίχως. Θα δείξουμε ότι εφάπτεται και στην Ε΄Ν. Αν όχι φέρνουμε την
εφαπτομένη Ε΄Κ από το Ε΄ η οποία τέμνει την ΕΝ στό Σ.

΄Εχουμε:
E′Σ = E′K−ΣK = E′A−ΣB = ME′+MA−ΣE−EB = ME′+MΓ−ΣE−EΓ =
ME′ − ΣE + (MΓ − EΓ) = ME′ − ΣE + ME = NE′ + ΣN
Αρα E′Σ = NE′ + ΣN (άτοπο)

������� ��	
 ����
��� ���	 Mathematica �http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA)
��� �	 ���	� varverak
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������ �� �� α, β, γ, δ ����� ����	
� �����
� �� �

������� ��� ������

αx + βx ≥ γx + δx

��� ��� �� x �� 	�� ���
 ��

αβ = γδ 	�� α + β ≥ γ + δ

����

��� �	 
���� ����� ��� αx + βx ≥ γx + δx ��	 �
	 �	 x� �
�����
 �� ���
������� f (x) = αx + βx − γx − δx �������� ��� 	������ �������	 (−∞, +∞)�
�	�	������
 ��� 
��	� �	�	�������� ��� ����
� f (x) ≥ 0 ��	 �
	 �	 x �	� ��
�� f(0) = 0� ���	 �	�������
� 	����	�� ���  �	� 
������! � �	������! ��!
f ′ (x) = αx ln α + βx ln β − γx ln γ − δx ln δ ���
���
�	� ��	 x = 0� ���� ���	��
�
��� ln α + lnβ − ln γ − ln δ = 0 	�� ��� ����	 
���
	 �����
�	� ��� αβ = γδ�
�����! "	 
��	� f (1) ≥ 0 	�� ��� ����	 �������
� ��� α + β − γ − δ ≥ 0 ��
	�#
α + β ≥ γ + δ�
��� �	 
������	�	� $��"�����
 ��� ������� ��

αβ = γδ %&'

α + β ≥ γ + δ %('

�� � %(' ����
� �	� ������	 ���
 �� α, β �	")! �	� �� γ, δ 
��	� ���
! ��! t2 −
(α + β) t+αβ = 0 
������! "	 
��	� 	�� ��� ���� %��� �	�� 	������ �
 ��� �
���
	�	��	*#!' �	� �
 ��"
 �
������� "	 
��	� αx + βx = γx + δx�
�� � %(' ����
� �	� ��#��	 	�������	 ���
 ������! 	�� ���! α, β "	 
��	� �
�
�	
��
��! 	�� ������� 	�� ���! γ, δ 	*�� ���� 
�����	 �
������� "	 
��	�

α + β ≤ γ + δ� �! ����
+ ����! ,
�,� ��! �
�������	! ��� α > γ� �����
α
γ = λ > 1� -��
 	�� ��� %&' "	 
��	�

α

γ
=

δ

β
= λ > 1
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� ���� ������ αx + βx ≥ γx + δx
	�
 �
�� x

�	� 
������! α = λγ �	� δ = λβ� ����� 	�� ��� %(' �����
 ��� λγ +β > γ +λβ
�	� 
������! (λ − 1) (γ − β) > 0� �*�� 
��	� λ > 1 "	 
��	� �	� γ−β > 0 ��
	�#
γ
β > 1�
. �	����	�� αx + βx − γx − δx ���*
�	�/

(λγ)x + βx − γx − (λβ)x

��
	�#

βx

((
γ

β

)x

− 1
)

(λx − 1)

0�	�������	! ��! �
����)�
�! x = 0+ x > 0+ x < 0 ����
�	�����
 
���
	 ��� 
��	�
����	 f (x) ≥ 0 �	� 
������! ��	 �
	 �	 x ����
� αx + βx ≥ γx + δx�

������ �� ��
� ��� �
�����
��	�� ��������� �
� �����  �!�
��� �� �����"
���� f : R → R �� f (x) = 2x + mx − 4x − 5x �

� m ∈ R# m > 0$ %� &�����
�
� m '��� f(x) ≥ 0 ��� 	��� x ∈ R$

����

����	� ��	�	� �����

)!+ � �����# 
��� ���� �
�
��
� ��� ��
�! 
�	
�"
��

�	� ��� ����! � ���# m = 10 ��
� ��� �������	 �	 ���
� ��� f �� 	������# ��
	�#
��� ����
� (2x − 5x) (1 − 2x) ≥ 0 ��� ��	����)�
�	� 
���
	 �
 �������� �
����)�
�
���
������	� ��	�	� 1���������)��	! ��� ��������
�� ������� ��
���
 2x +
mx ≥ 4x + 5x ��	 �
	 �	 x ��� ������	�
� �
 ��! 2 · m = 4 · 5 �	� 2 + m ≥ 4 + 5
��� 	�*	
)! 
�	
�"
����	� 	�� ��� m = 10�

2�� ��#�	 �	���������	�� �
���� ��
� ��! �������
�	! ���	��#�
�� fm (x) =
2x + mx − 4x − 5x ��	 	���	�
! ����! ��� m �
�	3� & �	� 4 � . �	�	����� �

������� �	���
� 	��������
� ���� ���# m = 10�

�� ������� 	��
����
 ����� �� �� 	�������� Geogebra
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∫ (x−2)(x−4)

(x−1)(x−3)

ln (xt) dt

��������� �� 	�	��
	��� gx (t) = ln (xt)� �	 
���	 	��
�	� ��� gx ����� �	
(0, +∞) �� ����� x > 0 ��� �	 (−∞, 0) �� ����� x < 0� ��� x = 0 � gx ���
	��������

�� �� �
	��
	��� ��� x > 0� ���� 
��
�� �� ���� 	�	���� 
��

(x − 1)(x − 3), (x − 2)(x − 4)

�� ����	�� 
�	 ���
���� (0, +∞) ������ �� ����� ��� �� ��	 �������
���� �
!��� ���� x > 4 � ���� 0 < x < 1�

"� �� �
	��
	��� ��� x < 0� ���� 
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��

(x − 1)(x − 3) < 0, (x − 2)(x − 4) < 0
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!��� ���� 2 < x < 3 
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#
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Στα επόμενα τα Δ, E είναι διαστήματα,

Α ΄Εστω f : Δ → R και x0 ∈ Δ.

1. Να αποδειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(αʹ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0.
(βʹ) Υπάρχει α ώστε η συνάρτηση ϕ ορισμένη στο Δ με

ϕ (x) =
{

f(x)−f(x0)
x−x0

, x �= x0

α , x = x0

2. Να αποδειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(αʹ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0

(βʹ) Υπάρχει μοναδική συνάρτηση f∗ ορισμένη στο Δ και συνεχής στο
x0 ώστε για όλα τα x από το Δ να ισχύει:

f(x) − f(x0) = f∗(x)(x − x0)

Β Θεωρούμε συναρτήσεις f : Δ → R, g : E → R παραγωγίσιμες στα x0 ∈ Δ,
y0 = f(x0) ∈ E όπου το y0 είναι εσωτρικό σημείο του Δ. Σύμφωνα με το
(Α) και για τα x0, x0 υπάρχουν μοναδικές συναρτήσεις f∗, g∗ συνεχείς στα
x0, y0 ώστε:

f(x) − f(x0) = f∗(x)(x − x0) για όλα τα x από το , Δ

g(y) − g(y0) = g∗(y)(y − y0) για όλα τα y από τοE

���� http://web-server.math.uoc.gr:1080/erevna/diplomatikes/Papadogiannakis MDE.pdf.pdf
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1. Να αποδείξετε ότι για κάθε x από το Δ ισχύει

g(f(x)) − g(f(x0)) = g∗(f(x))f∗(x)(x − x0)

2. Να αποδείξετε ότι η σύνθεση g◦f είναι παραγωγίσιμη στο x0 και ισχύει

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f ′(x0)

Απαντησεις

Α 1. (α′) ⇒ (β′) Υποθέτουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0. Αυτό
σημαίνει ότι υπάρχει το όριο lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

και είναι κάποιος πραγ-

ματικός αριθμός ας τον ονομάσουμε α. Τότε γιαυτή την τιμή του α η
συνάρτηση ϕ θα είναι συνεχής στο x0 διότι lim

x→x0
ϕ (x) = lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

=

α = f (x0).
(β′) ⇒ (α′) Υποθέτουμε ότι για κάποια κατάλληλη τιμή του α η ϕ είναι
συνεχής στο x0. Τότε το όριο της στο x0 θα υπάρχει και θα είναι ίσο με
την τιμή της στο στο x0. Αυτό σημαίνει ότι lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f (x0)

και επειδή το f (x0) = α είναι πραγματικός αριθμός συμπεραίνουμε ότι
η f είναι παραγωγίσιμη στο x0.

2. (α′) ⇒ (β′) Υποθέτουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0. Από το
προηγούμενο θα υπάρχει κατάλληλος α ώστε η συνάρτηση

ϕ (x) =
{

f(x)−f(x0)
x−x0

, x �= x0

α , x = x0

να είναι συνεχής στο x0. Εχουμε ότι για x �= x0 είναι ϕ (x) =
f(x)−f(x0)

x−x0
και επομένως

f (x) − f (x0) = ϕ (x) (x − x0) για x �= x0 (1)

Η σχέση ισχύει (1) και για x = x0 διότι τότε γράφεται:

f (x0) − f (x0) = α (x0 − x0)

που ισχύει. Αν ονομάσουμε f∗ = ϕ έχουμε ότι

f (x) − f (x0) = f∗ (x) (x − x0) για όλα τα x (2)

Αν τώρα μία συνάρτηση έχει την ιδιότητα (2) τότε για κάθε x �= x0

θα είναι ίση με f(x)−f(x0)
x−x0

και επομένως θα συμπίπτει με την f∗ στα
x �= x0. Αλλά τότε θα συμπίπτει και στο x0 αφού η τιμή της στο x0 θα
είναι το όριο στο x0 του

f(x)−f(x0)
x−x0

. ΄Αρα υπάρχει μία μόνο συνάρτηση
f∗ που ικανοποιεί την (2).
(β′) ⇒ (α′) Απλο.

Β Είναι g(f(x))−g(f(x0)) = g∗ (f (x)) (f (x) − f (x0)) = g∗(f(x))f∗(x)(x−x0).
΄Εχουμε ότι

(g ◦ f)′ (x0) = lim
x→x0

g(f(x)) − g(f(x0))
x − x0

= lim
x→x0

g∗(f(x))f∗(x)(x − x0)
x − x0

=

= lim
x→x0

g∗(f(x))f∗(x)
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Τώρα

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 και επομένως συνεχής στο x0

• Η f∗ είναι συνεχής στο x0

• Η g∗ είναι συνεχής στο y0 = f(x0)

• Η g∗ είναι συνεχής στο E και επομένως είναι συνεχής και στο y0 = f(x0),
η f είναι επομένως συνεχής στο x0 άρα η g∗ ◦ f είναι συνεχής στο x0

�

Επομένως lim
x→x0

g∗(f(x))f∗(x) =g∗(f(x0))f∗(x0) = g∗(y0)f∗(x0) ={��
� ��
������}

= lim
y→y0

g(y)−g(y0)
y−y0

· lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

=g′ (y0) · f ′ (x0) =g′ (f(x0) · f ′ (x0)

���� ����	
� �	��
� �	���������	 ��
��� �������� � ������� ��	 �� � f �
��	 ������� ���
x0 
�	 � g �
��	 ������� ��� f(x0) ���� � ������� g ◦ f �
��	 ������� ��� x0 ����
�� ��� �
!"#$� �� %	� ������	%#� &���#� �	� f : [1, 2] → R, f(x) = x' g : [2, 3] → R, g(x) = x' � g ◦ f
��
(���	 #��� ��� ) 
�	 ��� ��
(���	 
���� ��� ) 
�	 ��#*$�� #� ��� ��	�#� ��� ��
�� ����
��
�+� ��� &��	 ���#� � ���(����� ��� ��
�� ��� g ◦f ��� )� ,��#&�$� �� ���� 	����	 
�	 %	� ���
���&��	� ��� g ◦ f ��� )� - ������� ��	 �� y0 = f(x0) �
��	 ��$���	
� ��#�
� ��� E ������	
%	� �� ���
��
��	 �&��	�� ���	�����	�

���� ����	
��

�� www.nsmavrogiannis.gr
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Στα επόμενα η σχέση x > y σημαίνει ότι οι x, y είναι πραγματικοί αριθμοί και ότι
ο x είναι μεγαλύτερος του y.

Α Να αποδείξετε ότι αν για δύο πραγματικούς αριθμούς α, β ισχύει

α + β > 0, και αβ > 0 (1)

τότε είναι α > 0 και β > 0.

Β Να αποδείξετε ότι αν για δύο μη πραγματικούς μιγαδικούς αριθμούς α, β ισχύει
η (1) τότε είναι συζυγείς με θετικό πραγματικό μέρος.

Γ Να αποδείξετε ότι αν για τρεις πραγματικούς αριθμούς α, β, γ ισχύει

α + β + γ > 0
αβ + βγ + γα > 0
αβγ > 0

(2)

τότε είναι α > 0, β > 0, γ > 0.

Δ Υποθέτουμε ότι για τρεις μιγαδικούς αριθμούς α, β, γ ισχύει η (2).
Ποιές από τις επόμενες προτάσεις είναι αληθείς ;
α) Αν οι α, β, γ είναι πραγματικοί τότε είναι θετικοί.
β) Δε μπορούν και οι τρεις από τους α, β, γ να μην είναι πραγματικοί.
γ) Δύο τουλάχιστον από τους α, β, γ έχουν ίσα μέτρα.
δ) Το άθροισμα των τετραγώνων των α, β, γ είναι πραγματικός αριθμός.

Απαντησεις

Α (Βασίλης Στεφανίδης) Αφού αβ > 0 οι α, β είναι ομόσημοι δηλαδή

• α > 0, β > 0 ή

• α < 0, β < 0
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και αφού α + β > 0 θα είναι α > 0, β > 0.

Β α΄ τρόπος (Βασίλης Στεφανίδης) Αν α = x + yi και β = κ + λi αφού
α + β > 0 θα είναι x + κ > 0 και y + λ = 0 οπότε λ = −y. Αφού αβ > 0
και αβ = (x + yi) (κ + λi) = (x + yi) (κ − yi) = xκ + y2 + (−xy + yκ) i
θα είναι

xκ + y2 > 0 και− xy + yκ = 0

Από την −xy + yκ = 0 έχουμε ότι κ = x ή y = 0. Επειδή οι α, β είναι
μη πραγματικοί η περίπτωση y = 0 άρα αναγκαστικά κ = x. Είναι τώρα
α = x + yi, β = x − yi και επομένως οι α, β είναι συζυγείς. Ακόμη από
την x + κ > 0 έχουμε 2x > 0 δηλαδή x > 0 οπότε οι α, β έχουν θετικό
πραγματικό μέρος.
β΄ τρόπος (Κώστας Σερίφης) Τα α, β είναι ρίζες του τριωνύμου f(x) =
x2 − Sx + P όπου S = α + β και P = αβ για την οποία γνωρίζουμε
ότι αν έχει μη πραγματικές ρίζες θα είναι συζυγείς. Επομένως οι α, β είναι
συζυγείς. Το άθροισμα των (ίσων ) πραγματικών μερών τους είναι S > 0
άρα έχουν ίσα πραγματικά μέρη.

Γ α΄ τρόπος (Κώστας Σερίφης) Με απαγωγή στο άτοπο. Αν α, β, γ δεν ήταν και
οι τρεις θετικοί τότε λόγω του ότι αβγ > 0 θα πρέπει δύο από αυτούς να είναι
αρνητικοί. ΄Εστω ότι οι α, β είναι οι αρνητικοί τότε (α + β) (α + β + γ) < 0
δηλαδή

α2 + β2 + αβ + (αβ + βγ + γα) < 0

άτοπο διότι αβ > 0, α2 + β2 > 0, αβ + βγ + γα.
β΄ τρόπος (Ν.Σ. Μαυρογιάννης) Θεωρούμε το πολυώνυμο

P (x) = (x − α) (x − β) (x − γ)

με ρίζες τα α, β, γ. Αν τα α, β, γ δεν είναι θετικά τότε τα δύο από αυτά ας
πούμε τα α, β (όπως στο επιχείρημα του Κώστα Σερίφη βλ, προηγούμενο)
θα είναι αρνητικά. Από το θεώρημα του Rolle η παράγωγος του (που υπ-
ολογίζεται εύκολα) P ′ (x) = 3x2 − 2 (α + β + γ)x + αβ + βγ + γα θα έχει
μία ρίζα μεταξύ των α, β, δηλαδή αρνητική. ΄Ατοπο διότι το τριώνυμο P ′(x)
έχει ρίζες θετικές (αφού το άθροισμα των ριζών του είναι 2(α+β+γ)

3 > 0 και

το γινόμενο των ριζών του είναι 2(α+β+γ)
3 > 0).

Δ (Απαντήσεις του Κώστα Σερίφη, Αλέξανδρου Συγγελάκη, και kostas.zig)
α) Είναι σωστό λόγω του Γ.
β) Το πολυώνυμο

P (x) = (x − α) (x − β) (x − γ) =

= x3 − (α + β + γ)x2 + (αβ + βγ + γα)x − αβγ

έχει ρίζες τους α, β, γ και πραγματικούς συντελεστές επομένως επειδή είναι
περιττού βαθμού � θα έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα άρα δε μπορεί
και οι τρεις από τους α, β, γ να μην είναι πραγματικοί. Επομένως η πρόταση
είναι ψευδής. Μάλιστα υπάρχουν τρεις δυνατότητες:
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lim
x→+∞P (x) = ±∞ lim

x→−∞P (x) = ∓∞ (∗)
������� 
� �� �� �� αν ����
 ���
�� � �����
��� �� ���� ��������� � ������ ���������

www.nsmavrogiannis.gr ���� ���	
��
����



���� ����	�
��� 
 �

• Και οι τρεις αριθμοί να είναι πραγματικοί οπότε θα είναι θετικοί

• ΄Ενας να είναι πραγματικός και οι δύο άλλοι να είναι μη πραγματικοί μι-
γαδικοί, αναγκαστικά συζυγείς. Αν είναι ο α ο πραγματικός και β, γ οι
μη πραγματικοί συζυγείς τότε από την σχέση αβγ > 0 συμπεραίνουμε
ότι α

(
ββ̄
)

> 0 και αφού εδώ είναι ββ̄ > 0 θα είναι και α > 0

γ) Είναι ψευδής: Για παράδειγμα οι α, β, γ μπορούν να είναι τρεις δι-
αφορετικοί θετικοί αριθμοί οπότε και θα έχουν διαφορετικές απόλυτες τιμές
(=μέτρα). Ακόμη μπορούν να είναι ένας θετικός πραγματικός και δύο μη
πραγματικοί συζυγείς.
δ) Είναι ψευδής: Με α = 1, β = 2 + 3i, γ = 2 − 3i είναι α + β + γ = 5,
αβ + βγ + γα = 17, αβγ = 13, α2 + β2 + γ2 = −9.
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Heinrich Dorrie: 100 Great Problems of Elementary Mathematics,
DOVER 1965

Στο επόμενο σχήμα

1. Να υπολογίσετε τις γωνίες α, β.

2. Να δώσετε τρόπο κατά προσέγγισιν υπολογισμού των γωνιών x, y.

Απαντηση (Αλέξανδρος Συγγελάκης)

Καταρχήν α = 75◦ και β = 65◦. Επίσης

x + y = 85◦ (1)

Εφαρμόζοντας τον νόμο των ημιτόνων έχουμε:
Στο τρίγωνο ΒΓΔ:

ημ x
BΓ

=
ημ (y + 65◦)

BΔ
(2)
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Στο τρίγωνο ΑΒΓ:
ημ 45◦

BΓ
=

ημ 70◦

AΓ
(3)

Στο τρίγωνο ΑΓΔ:
ημ (75◦ + x)

AΓ
=

ημ y
AΔ

(4)

Στο τρίγωνο ΑΒΔ:
ημ 40◦

AΔ
=

ημ 65◦

BΔ
(5)

Θα απαλείψουμε τώρα όλα τα εμφανιζόμενα μήκη: Διαιρώντας τις (2), (3) κατά
μέλη και γράφοντας το β΄ μέλος σαν α΄ μέλος βρίσκουμε:

AΓ ημ (y + 65◦)
BΔ ημ 70◦

=
ημ x

ημ 45◦
(6)

Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις (4), (6) και αλλάζοντας την σειρά των μελών
της ισότητας βρίσκουμε:

ημ x ημ y
AΔ ημ 45◦

=
ημ (y + 65◦) ημ (x + 75◦)

BΔ ημ 70◦
(7)

Τέλος διαιρώντας κατά μέλη τις (5), (7) τελικα βρίσκουμε:

ημ x ημ y ημ 70◦ημ 65◦ = ημ 45◦ημ40◦ ημ (75◦ + x) ημ (y + 65◦) (8)

Αντικαθιστούμε x = 85◦ − y και καταλήγουμε στην εξίσωση:

ημ (85◦ − y) ημ y ημ 70◦ημ 65◦ = ημ 45◦ημ40◦ ημ (160◦ − y) ημ (y + 65◦) (9)

Αλλά, όπως εύκολα διαπιστώνεται, ισχύει:

ημα ημβ = 1
2 (συν (α − β) − συν (α + β))

΄Ετσι η τελευταία εξίσωση γράφεται:

ημ70◦ημ65◦ (συν (85◦ − 2y) − συν85◦) = ημ45◦ημ40◦ (συν (95◦ + 2y) − συν225◦ ) ����

Η παραπάνω εξίσωση, μετά τις πράξεις, ανάγεται σε εξίσωση της μορφής:

pημ2y + qσυν2y = r

που είναι γνωστής μορφής. Οι κατά προσεγγισιν τιμές των y, x, που βρίσκονται
από τους πίνακες ή με αριθμομηχανή είναι 29◦, 56◦.
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Για κάθε ζεύγος φυσικών αριθμών ν, μ ορίζουμε:

J (ν, μ) =
∫ 1

0

xν (1 − x)μ
dx (1)

Α Να αποδείξετε ότι

J (ν, μ) =
μ

ν + 1
J (ν + 1, μ − 1) (2)

Β Να αποδείξετε ότι

J (ν, μ) =
ν!μ!

(ν + μ)!
J (ν + μ, 0) (3)

Γ Από ν + μ αντικείμενα επιλέγουμε χωρίς επανατοποθέτηση ν. Να αποδείξετε
ότι η επιλογή μπορεί να γίνει κατά J(ν+μ,0)

J(ν,μ) τρόπους.

Δ Να υπολογίσετε το J (ν, μ)

Απαντηση (Σπύρος Καρδαμίτσης)

Α Επειδή
(

xν+1

ν+1

)′
= xν εφαρμόζοντας τον τύπο της παραγοντικής ολοκλήρωσης

προκύπτει

J (ν, μ) =
∫ 1

0

xν (1 − x)μ
dx =

∫ 1

0

(
xν+1

ν + 1

)′
(1 − x)μ

dx =

[(
xν+1

ν + 1

)
(1 − x)μ

]1
0

−
∫ 1

0

(
xν+1

ν + 1

)
((1 − x)μ)′ dx =

0 −
∫ 1

0

(
xν+1

ν + 1

)(
−μ (1 − x)μ−1

)
dx =

μ

ν + 1

∫ 1

0

xν+1 (1 − x)μ−1 dx =

μ

ν + 1
J (ν + 1, μ − 1)

Β Εφαρμόζοντας συνολικά μ φορές την σχέση της παραγοντικής ολοκλήρωσης
στο αρχικό ολοκλήρωμα ή αλλιώς εφαρμόζοντας την (2) μ φορές βρίσκουμε:

J (ν, μ) =
μ

ν + 1
J (ν + 1, μ − 1)

1



� ���� ����	�
��� 


J (ν + 1, μ − 1) =
μ − 1
ν + 2

J (ν + 2, μ− 2)

J (ν + 2, μ − 2) =
μ − 2
ν + 3

J (ν + 3, μ− 3)

· · ·
J (ν + k, μ − k) =

μ − k

ν + k + 1
J (ν + k + 1, μ − (k − 1))

· · ·
J (ν + μ − 1, 1) =

1
ν + μ

J (ν + μ, 1)

Αντικαθιστώντας� την 2η σχέση στην πρώτη και μετά την 3η στην σχέση
που προέκυψε κ.ο.κ. βρίσκουμε την (3)

Γ Το πλήθος με το οποίο μπορούν να επιλεγούν, χωρίς επανατοποθέτηση, ν αν-
τικείμενα από ν + μ είναι ίσο με το πλήθος των συνδυασμών των ν + μ
αντικειμένων ανά ν που είναι ίσο με

(
ν + μ

ν

)
=

(ν + μ)!
ν! (ν + μ − ν)!

=
(ν + μ)!

ν!μ!
=

J (ν + μ, 0)
J (ν, μ)

Δ Είναι:

J (ν, μ) =
ν!μ!

(ν + μ)!
J (ν + μ, 0) =

ν!μ!
(ν + μ)!

∫ 1

0

xν+μdx =

ν!μ!
(ν + μ)!

1
ν + μ + 1

=
ν!μ!

(ν + μ + 1)!
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΄Εστω f ένα πολυώνυμο. ΄Ενας αριθμός ρ θα ονομάζεται ρίζα του f πολλαπλότητας
k αν το πολυώνυμο (x − ρ)k είναι παράγοντας του f ενώ το πολυώνυμο (x − ρ)k+1

δεν είναι παράγοντας του.

Α Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου f πολλαπλότητας 2
αν και μόνο αν

f (ρ) = f ′ (ρ) = 0 �= f ′′ (ρ) (1)

Β Να αποδείξετε ότι ο αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου f πολλαπλότητας k
αν και μόνο αν

f (0) (ρ) = f (1) (ρ) = ... = f (k−1) (ρ) = 0 �= f (k) (ρ) (2)

Γ Να αποδείξετε ότι η ευθεία y = αx + β είναι εφαπτομένη της γραφικής παράσ-
τασης του πολυωνύμου f στο σημείο με τετμημένη x0 αν και μόνο αν ο
αριθμός x0 είναι ρίζα του πολυωνύμου g (x) = f (x) − (αx + β) με πολ-
λαπλότητα τουλάχιστον 2.

Δ Να βρείτε τους αριθμούς α, β, γ έτσι ώστε ο αριθμός 1 να είναι ρίζα του
πολυωνύμου

f (x) = αx4 + βx3 + γx2 + 7x − 3

με πολλαπλότητα 3.

Απαντησεις (Σπύρος Καρδαμίτσης)

Α Διαιρούμε το πολυώνυμο f με το πολυώνυμο (x − ρ)2 και έχουμε

f (x) = π (x) (x − ρ)2 + υ (x) όπου υ (x) = αx + β (3)

Παραγωγίζοντας δύο φορές την (3) βρίσκουμε:

f ′ (x) = π′ (x) (x − ρ)2 + 2π (x) (x − ρ) + α

f ′′ (x) = π′′ (x) (x − ρ)2 + 4π′ (x) (x − ρ) + 2π (x)

΄Εχουμε τώρα:
(1) ⇔

1
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αρ + β = 0 και α = 0 και π (ρ) �= 0 ⇔
f (x) = π (x) (x − ρ)2 και π (ρ) �= 0 ⇔
ο αριθμός ρ είναι ρίζα πολλαπλότητας 2

Β Διαιρούμε το f (x) δια του (x − ρ)k και βρίσκουμε ότι:

f (x) = (x − ρ)k π (x) + υ (x) (4)

οπου το υπόλοιπο υ (x) στην (4) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού το πολύ k−1.
Παραγωγίζοντας την (4) βρίσκουμε

f ′ (x) = k (x − ρ)k−1
π (x) + (x − ρ)k

π′ (x) + υ′ (x) =

(x − ρ)k−1 (kπ (x) + (x − ρ)π′ (x))︸ ︷︷ ︸
π1(x)

+υ′ (x) = (x − ρ)k−1
π1 (x) + υ′ (x)

΄Ετσι ξεκινώντας από την (4), παραγωγίζοντας και κάθε φορά βγάζοντας
κοινό παράγοντα την κατάλληλη δύναμη του (x − ρ) θα έχουμε:

f (0) (x) = (x − ρ)k
π (x) + υ (x)

f (1) (x) = (x − ρ)k−1
π1 (x) + υ(1) (x)

f (2) (x) = (x − ρ)k−2
π2 (x) + υ(2) (x)

...

f (k−1) (x) = (x − ρ)πk−1 (x) + υ(k−1) (x)

f (k) (x) = πk (x)

Η τελευταία σχέση δικαιολογείται από το γεγονός ότι η k τάξης παράγωγος
του πολυωνύμου υ (x), που έχει βαθμό το πολύ k − 1, θα είναι 0. ΄Εχουμε
τώρα ότι:

(2) ⇔
υ (ρ) = υ(1) (ρ) = υ(2) (ρ) = ... = υ(k−1) (ρ) = 0 �= πk (ρ) ⇔
όλοι οι συντελεστές του υ (x) είναι μηδέν και πk (ρ) �= 0 ⇔

ο (x − ρ)k είναι παράγοντας του f και πk (ρ) �= 0 ⇔
ο (x − ρ)k είναι παράγοντας του f και π (ρ) �= 0 ⇔

ο (x − ρ)k είναι παράγοντας του f και ο (x − ρ)k+1 δεν είναι παράγοντας του f

Η τελευταία ισοδυναμία προκύπτει από τον τρόπο σχηματισμού των πi (x):
Είναι κάποιο πi (ρ) διάφορο του μηδενός αν και μόνο αν το πi+1 (ρ) είναι
διάφορο του μηδενός. Επομένως η (2) ισοδυναμεί με το ότι ο ρ είναι ρίζα
του f με πολλαπλότητα k.�
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Γ Η y = αx + β είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης του πολυωνύμου f
στο σημείο με τετμημένη x0 αν και μόνο αν

f (x0) = αx0 + β και f ′ (x0) = α

δηλαδή αν και μόνο αν

g (x0) = 0 και g′ (x0) = 0

που ισοδυναμεί με το ότι ο x0 είναι ρίζα του f με πολλαπλότητα τουλάχιστον
2.

Δ Για να είναι ο 1 είναι ρίζα πολλαπλότητας 3 πρέπει (από προηγούμενο ερώτημα)
f (1) = f ′ (1) = f ′′ (1) = 0 και f (3) (1) �= 0. Αλλά:

f (x) = αx4 + βx3 + γx2 + 7x − 3

f ′ (x) = 4αx3 + 3βx2 + 2γx + 7

f ′′ (x) = 12αx2 + 6βx + 2γ

f (3) (x) = 24αx + 6β

΄Εχουμε:
⎧⎨
⎩

f(1) = 0
f ′(1) = 0
f ′′(1) = 0

⎫⎬
⎭⇔

⎧⎨
⎩

α + β + γ = −4
4α + 3β + 2γ = −7
12α + 6β + 2γ = 0

⎫⎬
⎭⇔

⎧⎨
⎩

α = 2
β = −3
γ = −3

⎫⎬
⎭

Για αυτές τις τιμές ισχύει και f (3) (1) = 30 �= 0 επομένως είναι οι ζητούμενες.
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΄Εστω τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ. Ευθεία παράλληλη προς τις βάσεις του
τέμνει

• τις πλευρές ΑΔ, ΒΓ στα σημεία Ε, Ζ αντιστοίχως και

• τις διαγώνιους ΑΓ και ΒΔ στα Η, Θ αντιστοίχως

Δίνεται ότι

AB = p, ΓΔ = q,
AE
EΔ

=
m

n

Α Να υπολογισθούν συναρτήσει των p, q, m, n τα τμήματα ΕΖ, ΗΘ.

Β Στην ειδική περίπτωση όπου η ευθεία ΕΖ διέρχεται από το κοινό σημείο των
διαγωνίων να υπολογισθεί το ΕΖ συναρτήσει των p, q.

Γ Να υπολογισθεί ο λόγος (ABZE)
(EZΓΔ) των εμβαδών των τραπεζίων ΑΒΖΕ, ΕΖΓΔ

συναρτήσει των p, q, m, n.

Δ Πως πρέπει να επιλεγεί η ΕΖ ώστε να χωρίζει το τραπέζιο ΑΒΓΔ σε δύο
ισοδύναμα τραπέζια·

Απαντησεις (Σπύρος Καρδαμίτσης)

Α1 Η ΔΖ προεκτεινόμενη τέμνει την ΑΒ στο Η.

1
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Από την υπόθεση και τις ιδιότητες των αναλογιών έχουμε: Επομένως:

AE
EΔ

=
m

n
⇒ AE + EΔ

EΔ
=

m + n

n
⇒ AΔ

EΔ
=

m + n

n
⇒ ΔE

AΔ
=

n

m + n
(1)

Στο τρίγωνο ΑΔΗ έχουμε:

ΔE
AΔ

=
ΔZ
ΔH

=
EZ
AH

(2)

Από την ομοιότητα των τριγώνων ΔΓΖ και ΖΒΗ έχουμε:

BH
ΓΔ

=
m

n
⇒ BH

q
=

m

n
⇒ BH =

m · q
n

(3)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε:

EZ
AH

=
n

m + n
⇒ EZ

AB + BH
=

n

m + n

(�3))⇒

EZ
p + m·q

n

=
n

m + n
⇒ EZ =

np + mq

n
· n

m + n

Επομένως:

EZ = np+mq
m+n

Α2 Η ΓΘ προεκτεινόμενη τέμνει την ΑΒ στο Κ.

΄Οπως είδαμε και στο προηγούμενο ερώτημα είναι

ΓH
ΓA

=
ΔE
AΔ

=
n

m + n
(4)

Στο τρίγωνο ΑΓΚ έχουμε:

ΓH
ΓA

=
ΓΘ
ΓK

=
HΘ
AK

(5)

Από την ομοιότητα των τριγώνων ΔΓΘ, ΘΚΒ έχουμε:

KB
ΓΔ

=
m

n
⇒ KB

q
=

m

n
⇒ KB =

m · q
n

(6)
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Από τις σχέσεις (4) και (5) έχουμε:

HΘ
AK

=
n

m + n
⇒ HΘ

AB − KB
=

n

m + n

(�)⇒ HΘ
p − m·q

n

=
n

m + n
⇒ HΘ =

np − mq

n
· n

m + n

΄Αρα�

HΘ = np−mq
m+n

ΣΧΟΛΙΟ Αν στις προηγούμενες σχέσεις αν θέσουμε m = n προκύπτουν
τα γνωστά θεωρήματα που ισχύουν για τα τραπέζια.

Β Αν η ευθεία ε διέρχεται από το σημείο τομής των διαγωνίων τότε τα σημεία Η
και Θ ταυτίζονται επομένως ΗΘ = 0 άρα np−mq

m+n = 0 επομένως

np = mq (7)

Από την σχέση (7) έχουμε m
n = p

q ⇒ m+n
n = p+q

q άρα:

EZ =
np + mq

m + n
=

np + np

m + n
=

2np

m + n
=

2p
m+n

n

=
2p
p+q

q

=
2pq

p + q

Τελικά

EZ = 2pq
p+q

Γ Αυ 1, υ 2 είναι τα ύψη των τραπεζίων ΑΒΖΕ και ΕΖΓΔ αντίστοιχα, τότε υ1
υ2

=
m
n , οπότε ο λόγος των εμβαδών είναι:

(ABZE)
(EZΓΔ)

=
p+EZ

2 · υ1

q+EZ
2 · υ2

=
p + EZ
q + EZ

·υ1

υ2
=

p + np+mq
m+n

q + np+mq
m+n

·m
n

= ... =
(m + 2n)p + mq

np + (2m + n)q
·m
n

Δ Για την ισοδυναμία των τραπεζίων που σχηματίζονται έχουμε:

(ABZE) = (EZΓΔ) ⇔
(m + 2n)p + mq

np + (2m + n)q
· m

n
= 1 ⇔

[(m + 2n)p + mq] · m = [np + (2m + n)q] · n ⇔
m2p + 2mnp + m2q = n2p + 2mnq + n2q ⇔

διαιρώντας με m2 (m �= 0) έχουμε:

p + 2 · n

m
p −

( n

m

)2

p + q − 2 · n

m
q −

( n

m

)2

q = 0

και θέτοντας n
m = t η παραπάνω σχέση μετασχηματίζεται ισοδύναμα σε:

(p + q)t2 − 2(p − q)t − (p + q) = 0 (8)
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που έχει ως ρίζες

t1,2 =
p − q ±√2(p2 + q2)

p + q

Επειδή η (8) έχει γινόμενο ριζών ίσο με -1 οι ρίζες είναι ετερόσημες και
δεκτή είναι μόνο η θετική που είναι η μεγαλύτερη από τις δύο ρίζες. ΄Αρα
πρέπει

n

m
=

p − q +
√

2(p2 + q2)
p + q
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Α Να δώσετε τον ορισμό της αριθμητικής και της γεωμετρικής προόδου.

Β Να αποδείξετε ότι αν μία ακολουθία (αν) θετικών όρων είναι γεωμετρική πρόο-
δος τότε η ακολουθία (ln αν) των φυσικών λογαρίθμων των όρων της είναι
αριθμητική πρόοδος.

Γ ΄Εστω (αν) μία γεωμετρική πρόοδος με πρώτο όρο α > 0 και λόγο λ > 0. Να
εκφράσετε συναρτήσει των α, λ, ν το γινόμενο α1 · α3 · ... · αν των ν
πρώτων όρων της.

Δ ΄Εστω η συνάρτηση
f (x) = 1 + x + x2 + ... + xν

Να αποδείξετε ότι για x διάφορο του 1 ισχύει:

f ′ (x) =
xν+1ν − xνν − xν + 1

(x − 1)2

Ε Θεωρούμε:

• μία αριθμητική πρόοδο (αν) με πρώτο όρο α και διαφορά ω και

• μία γεωμετρική πρόοδο (βν) με πρώτο όρο β και λόγο λ.

Να εκφράσετε συναρτήσει των α, β, ω, λ, ν το άθροισμα:

α1β1 + α2β2 + ... + ανβν

Απαντησεις
(Αργύρης Γαμβρέλλης και Σπύρος Καρδαμίτσης)

Α Μια ακολουθίααν ονομάζεται αριθμητική πρόοδος όταν κάθε όρος της προκύπτει
από τον προηγούμενό του με πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού δηλαδή
αν και μόνο αν υπάρχει σταθερός αριθμός ω ώστε για όλα τα ν να ισχύει:

αν+1 = αν + ω

Μια ακολουθία βν ονομάζεται γεωμετρική πρόοδος όταν κάθε όρος της
προκύπτει από τον προηγούμενό του με πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε

1
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μη μηδενικό αριθμό δηλαδή αν και μόνο αν υπάρχει σταθερός αριθμός λ �= 0
ώστε για όλα τα ν να ισχύει:

αν+1 = ανλ

(Στην γεωμετρική πρόοδο υποθέτουμε πάντα ότι α1 �= 0, οπότε αφού είναι
και λ �= 0, ισχύει αν �= 0 για κάθε ν)

Β Η αν είναι γεωμετρική πρόοδος με θετικούς όρους , άρα υπάρχει λ > 0 τέτοιο
ώστε: αν+1 = ανλ , για κάθε για κάθε ν. Αν βν = ln αν , για κάθε ν έχουμε:
βν+1 − βν = lnαν+1 − ln αν = ln αν+1

αν
= lnλ. Επομένως η ακολουθία βν

είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω = lnλ.

Γ Ισχύει

Π = α1·α2·...·αν = (α) (αλ)
(
αλ2

)
...
(
αλν−1

)
= ανλ0+1+2+...+(ν−1) = ανλ

(ν−1)ν
2

αφού το άθροισμα 1 + 2 + ... + (ν − 1) είναι άθροισμα των ν − 1 όρων
αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο 1 και τελευταίο ν − 1.�

Δ Το άθροισμα 1 + x + x2 + ... + xν είναι το άθροισμα των ν + 1 πρώτων όρων
της γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο 1 και λόγο x άρα για x �= 1 είναι ίσο
με xν+1−1

x−1 . Επομένως για x �= 1 είναι f (x) = xν+1−1
x−1 και παραγωγίζοντας

βρίσκουμε

f ′ (x) =
xν+1ν − xνν − xν + 1

(x − 1)2

Ε ΄Εστω
S = α1β1 + α2β2 + ... + ανβν (1)

Περίπτωση 1, λ = 1 Τότε:

S = β1 (α1 + α2 + ... + αν) = β1
(2α1 + (ν − 1)ω) ν

2
=

(2α + (ν − 1)ω)βν

2

Περίπτωση 2, λ �= 1

Πολλαπλασιάζοντας την (1) επί λ βρίσκουμε

λS = α1 (λβ1) + α2 (λβ2) + ... + αν (λβν)

δηλαδή:
λS = α1β2 + α2β3 + ... + ανβν+1 (2)

Αφαιρούμε κατά μέλη τις (1), (2) και βρίσκουμε:

(1 − λ) S = α1β1 + β2 (α2 − α1) + ... + βν (αν − αν−1) − ανβν+1 ⇒
�������� ��	
��


lnΠ = ln (α1 · α2 · ... · αν) = ln α1+lnα2+...+lnαν =
(lnα1 + ln αν) ν

2
=

ν ln (α1αν)

2
=

ν ln
(
α2λν−1

)
2

��
������ Π = elnΠ = e
ν ln(α2λν−1)

2 =
(
eln(α2λν−1)

) ν
2

=
(
α2λν−1

) 1
2 ν

= ανλ
1
2 (ν−1)ν
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(1 − λ)S = α1β1 + ω (β2 + ... + βν) − ανβν+1 ⇒
(1 − λ)S = α1β1 − ωβ1 + ω (β1 + β2 + ... + βν) − ανβν+1 ⇒

(1 − λ) S = αβ − ωβ + ω

(
β (λν − 1)

λ − 1

)
− (α + (ν − 1)ω)βλν ⇒

΄Αρα

S = β
(α − ω + νω)λν+1 − (α + νω)λν + (ω − α)λ + α

(λ − 1)2

που είναι και η ζητούμενη σχέση.�

������ ���
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�
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 ��
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1 + 2x + 3x2 + ... + νxν−1 =
xν+1ν − xνν − xν + 1

(x − 1)2
(∗)

����

S = α1β1 + ... + ανβν = (αβ) + (α + ω) (βλ) + ... + (α + (ν − 1) ω)
(
βλν−1

)
=

αβ + (αβλ + βλω) + ... +
(
αβλν−1 + βω (ν − 1) λν−1

)
=

αβ +
(
αβλ + ... + αβλν−1

)
+
(
βωλ + ... + βω (ν − 1) λν−1

)
=

αβ + αβλ
(
1 + ... + λν−2

)
+ βωλ

(
1 + 2λ + ... + (ν − 1) λν−2

)
=(∗)

= αβ + αβλ
λν−1 − 1

λ − 1
+ βωλ

λν (ν − 1) − λν−1 (ν − 1) − λν−1 + 1

(λ − 1)2
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Α Πότε ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός του επιπέδου ονομάζεται γραμμικός
μετασχηματισμός;

Β Θεωρούμε την ευθεία

y =
√

3x (ε)

και τον γεωμετρικό μετασχηματισμό T του επιπέδου που σε κάθε σημείο
αντιστοιχεί το συμμετρικό του ως προς την (ε). Να αποδείξετε ότι ο T είναι
γραμμικός μετασχηματισμός.

Γ Να βρείτε την εικόνα μέσω του T .

α Του σημείου P
(√

3, 1
)

β Της ευθείας x + y = 1

γ Της παραβολής y2 = 4x

Απαντησεις

Α ΄Ενας μετασχηματισμός T του επιπέδου ονομάζεται γραμμικός αν απεικονίζει
τα σημεία M(x, y) στα M ′(x′, y′) των οποίων οι συντεταγμένες δίνονται από
ένα σύστημα της μορφής �

{
x′ = αx + βy + μ
y′ = γx + δy + ν

όπου α, β, γ, δ, μ, ν (σταθεροί) πραγματικοί αριθμοί.

Β Θεωρούμε τυχόν σημείο M(x, y). ΄Ενα σημείο M ′(x′, y′) θα είναι συμμετρικό
του M(x, y) ως προς την ευθεία ε αν και μόνο αν:

• Το διάνυσμα −−−→
MM ′ είναι κάθετο στην ευθεία (ε).

• Το μέσο του τμήματος MM ′ ανήκει στην ευθεία (ε).

���������� �	���
�� ��
 �	� ��	���� 
�� �������
[

x′
y′

]
=

[
α β
γ δ

] [
x
y

]
+

[
μ
ν

]


��� α, β, γ, δ, μ, ν ��
�����	� ������
���	 ������	

1



� ���� ����	�
��� 
�

Η εξίσωση της (ε) γράφεται και
√

3x− y = 0 και ένα παράλληλο προς αυτήν
διάνυσμα είναι το �u =

(
1,
√

3
)
. Θα είναι λοιπόν

−−−→
MM ′ ⊥ (ε) αν και μόνο αν−−−→

MM ′ ⊥ �u δηλαδή αν το εσωτερικό γινόμενο
−−−→
MM ′ · �u είναι μηδέν. Επειδή−−−→

MM ′ = (x′ − x, y′ − y) πρέπει:

(x′ − x) · 1 + (y′ − y) · √3 = 0

x′ +
√

3y′ = x +
√

3y (1)

Το μέσον του τμήματος MM ′ είναι το σημείο N
(

x+x′
2 , y+y′

2

)
και για να

ανήκει στην (ε) πρέπει
√

3
(

x+x′
2

)
− y+y′

2 = 0 που ισοδυναμεί με την

3x′ −√
3y′ = −3x +

√
3y (2)

Λύνοντας το σύστημα των (1), (2) ως προς x′, y′ βρίσκουμε:{
x′ = − 1

2x + 1
2

√
3y

y′ = 1
2

√
3x + 1

2y
(3)

ή αλλιώς [
x′

y′

]
=
[ − 1

2
1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

] [
x
y

]
(4)

Από την εξίσωση (3) (αλλά εξ΄ ίσου καλά και από την (4) ) φαίνεται ότι ο T
είναι γραμμικός μετασχηματισμός.

α Για να βρούμε το συμμετρικό του P
(√

3, 1
)
ως προς την ευθεία αρκεί να

αντικαταστήσουμε τις συντεταγμένες του x =
√

3, y = 1 στην (3) ή
στην (4). Θα βρούμε x′ = 0 και y′ = 2

3

√
3 και επομένως το συμμετρικό

του P είναι το σημείο P ′ (0, 2
3

√
3
)
.

(ε)

�P

�P ′

β Για να βρούμε το συμμετρικό της ευθείας x + y = 1 ως προς (ε) (που
αναμένεται να είναι ευθεία) πρέπει να βρούμε ποια σχέση ικανοποιούν τα
x′, y′ της (3) ή της (4) όταν τα x, y ικανοποιούν την εξίσωση x+y = 1.
Για να το πετύχουμε αυτό αρκεί να εκφράσουμε τα x, y συναρτήσει των
x′, y′ και να αντικαταστήσουμε στην εξίσωση x+y = 1. Θα έχουμε έτσι
μία σχέση που περιέχει μόνο x′, y′. Η έκφραση των x, y συναρτήσει των
x′, y′ μπορεί να γίνει είτε λύνοντας την (3) ως προς x, y είτε λύνοντας
την (4) ως προς τον πίνακα-στήλη[

x
y

]
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πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με τον αντίστροφο του πίνακα
[ − 1

2
1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

]

΄Εχουμε έτσι:

[
x
y

]
=
[ − 1

2
1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

]−1 [
x′

y′

]

και επειδή [ − 1
2

1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

]−1

=
[ − 1

2
1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

]

έχουμε [
x
y

]
=
[ − 1

2
1
2

√
3

1
2

√
3 1

2

] [
x′

y′

]

Επομένως x = − 1
2x′ + 1

2

√
3y′, y = 1

2

√
3x′ + 1

2y′. ΄Αρα
(
−1

2
x′ +

1
2

√
3y′
)

+
(

1
2

√
3x′ +

1
2
y′
)

= 1

δηλαδή η συμμετρική ευθεία έχει εξίσωση:(
2 −

√
3
)

x + y =
√

3 − 1

(ε)

(
2 −√

3
)
x + y =

√
3 − 1

x + y = 1

γ Εργαζόμαστε παρόμοια και αντικαθιστώντας τα x = − 1
2x′ + 1

2

√
3y′, y =

1
2

√
3x′ + 1

2y′ στην εξίσωση y2 = 4x και έχουμε ότι

(
1
2

√
3x′ +

1
2
y′
)2

= 4
(
−1

2
x′ +

1
2

√
3y′
)
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Επομένως η συμμετρική καμπύλη της y2 = 4x έχει εξίσωση

3
4
x2 +

1
2

√
3xy +

1
4
y2 + 2x − 2

√
3y = 0

Λόγω συμμετρίας αναμένεται το συμμετρικό παραβολής να είναι παραβολή.
Αυτό μπορεί να διαπιστωθεί και από την μελέτη της εξίσωσης που είναι
της μορφής

Ax2 + Bxy + Γy2 + Δx + Ey + Z = 0

+ 1
2

√
3xy + 1

4y2 + 2x − 2
√

3y = 0

y2 = 4x

(ε)
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Ασκηση 1. (xr.tsif)� Δίνεται η συνάρτηση f : C → C για την οποία ισχύουν:

• f(z1 + z2) = f(z1) + f(z2) για κάθε z1, z2 στο C.

• f(z1z2) = f(z1)f(z2) για κάθε z1, z2 στο C.

• f(α) = α για κάθε α στο R.

Να δείξετε ότι f(z) = z ή f(z) = z̄ συζυγής.

Λυση 1 (Αλέξανδρος Συγκελάκης) Θέτω στη δεύτερη από τις δοσμένες z1 = z και
z2 = z̄ και παίρνω

f(z)f(z̄) = zz̄ (1)

Θέτω στην πρώτη όπου z1 = z και z2 = z̄ και παίρνω

z + z̄ = f(z) + f(z̄) (2)

Από τις (1) και (2) παίρνουμε ότι για κάθε z στο C ισχύει f(z) = z ή f(z) = z̄.

Λυση 2 Το κλειδί είναι που απεικονίζει η f τον i. Επειδή η f «σέβεται» τον πολ-
λαπλασιασμό είναι f(i2) = (f(i))2. Αλλά η f είναι ταυτοτική στους πραγματικούς
άρα αφού i2 = −1 είναι και (f(i))2 = −1. Επομένως f(i) = i ή f(i) = −i. Τώρα
f(x + yi) = f(x) + f(y)f(i) = x + yf(i). Αν μεν είναι f(i) = i πρόκειται για την
ταυτοτική. Αν όχι δηλαδή f(i) = −i έχουμε την συζυγία �

�������� �http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=865&forum=75223	

� ��� ��
�
��� ��� ��������� ��� ������ ��� ������ �� ���� ��� ��� �� ��
������

�� ������ ���� �
��� ������ ������ ����� ���
� ���� ��� �� 
���� �
�
�� ��
�
 ��� �!"

���# C ��� � ����� �� ����$�
� ��� R ������
��� �
��� � ��������� ��� � ��%��
�	� �����!#

� ��� 
��� ����&���� � ������ �
��� ������
��� ���� �������
�� ��# '���
�����# (�����
�#
�http://www.hms.gr/eme/modules/wfsection/article.php?articleid=833	� )*��# �
��� ������"
�
��� ��� ��) ��� ��� �$�� �� ��
+�� ������# �
��� ��� � f ������� ��� ��������
��� z ���� �����
��� � ���� ��%��� ���� ,��� ����
��������� ���# ����&���� ��� ��� ������&
��� �&�� � f -

• � �� �������
%�� ��� �� z ���� ����� ���# ����� ���� f(i) = i	

• �
�� �� �������
%�� ��� �� z ���� ��%��� ���# ����� ���� f(i) = i	�

� ����!#. ���# �� ����� � ���+�����# ,��������#- *� ����
�� ��
�
 ��# �
���# Galois
Gal(C/R) ��� � ����� ������
��� ���� ��� ����
� ��# �
���# Galois	 �� ���� �!
� ����-
�� R	 �
��� �� id ��� σ ���� id(i) = i ��� σ(i) = −i� /�� ��!# ����
 �� ����
�� ��
�
 �
���
�� �����# 0 ����� � �������� C/R) �
��� Galois ��� �� ���$���� �������
� ��� C ���� ��� ��
R �
��� ���
�& 0 �x2 + 1	 ��� �$�� �
%�# ���# i ��� −i � )��� � �
��� Galois �$�� �&� ����$�
�
��&� ����
�� ��
�&#	 ��� ������ � 
��� ��� ��� ��� C ��� �� R �
��� �� ����$�
� i ��� ����

�� ��&
� �!# ����� �� ����
�� ��
�
 �� ���� �� ����$�
�� ���� �������
� �� i ���# �
%�# ���
���$����� ������&
�� ��� i ���� ��� �� R �� ���� �$��
� ���# ����
�� ��
�&# id ����������#	
��� ��� σ ���%��
�	�

1
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Λυση 3 (Μαργαρίτα Βαρελά) ΄Εστω z = α + βi. Είναι:

{
f (z + z̄) = f (z) + f (z̄)
f (z · z̄) = f (z) · f (z̄)

}
⇔

{
f (2α) = f (z) + f (z̄)

f
(
α2 + β2

)
= f (z) · f (z̄)

}
⇔

{
2α = f (z) + f (z̄)

α2 + β2 = f (z) · f (z̄)

}

΄Αρα οι f(z), f(z̄) αποτελούν ρίζες της εξίσωσης x2 + 2αx + α2 + β2 = 0 με
Δ = −β2 και επομένως:

x1,2 =
2α ± 2βi

2
= α ± βi

.
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Ασκηση 1. � Δίνεται κύκλος (O, R). Σε ένα σημείο της περιφέρειάς του,
κάποιος δένει μια κατσίκα. Να βρείτε το μήκος του σχοινιού, ώστε η κατσίκα να
βόσκει σε έκταση, η οποία να κόβει από τον κύκλο (O, R) το μισό του εμβαδόν.

Λυση Θέλουμε το μικτόγραμμο τρίγωνο ΑΓΚ να έχει εμβαδόν S ίσο με το
τέταρτο του αρχικού κύκλου δηλαδή πR2

4 . Είναι:

S = ΤομέαςAOK + ΤομέαςAKΓ − ΤρίγωνοAOK

δηλαδή:

S =
R2ω

2
+

r2ϕ

2
− R2 sin ω

2
Αλλά r = 2R sin ω

2 και ϕ = π
2 − ω

2 . Επομένως πρέπει:

1
2
πR2 − 1

2
R2 sin ω − 1

2
πR2 cosω +

1
2
R2ω cosω =

πR2

4

�������� �� 	
�� �� 
�	������� ���� 
���
	�� ���� Mathematica 	�� �� ����� eldeli�

1
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δηλαδή:

π − 2 sinω − 2π cosω + 2ω cosω = 0, 0 < ω <
π

2
Η γραφική παράσταση της συνάρτησης που εμφανίζεται στο α΄ μέλος της παραπάνω
σχέσης είναι:

Μία κατα προσέγγισιν λύση της εξίσωσης είναι 1,23590 που αντιστοιχεί σε ακτίνα
r = 1, 16R. Επομένως η αρχική άσκηση ανάγεται στην:

Ασκηση 2. Να βρεθούν οι ακριβείς λύσεις της

π − 2 sinω − 2π cosω + 2ω cosω = 0, 0 < ω <
π

2

Λυση Δεν την γνωρίζω.
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 f ���	���
 	�� [0, 1] ��� �
� ����� �	����
f ′ (x) ≥ M > 0 ��� ��� �� x� ������ ��� 
������ ���	�
�� I ⊆ [0, 1] ����
� 1

4
������ �	�� |f (x)| ≥ 1

4M ��� ���� x ∈ I�

�������� ���	
 ��
��
 ��� ������� ��	� ������� ��� ������ ��� ���� ��
�������� 
��� ����	��� �	� ��
� ��� ������ 
�� ���� ���������� ��� 
� ����
���	
��
�� ���
 �������� �  ���!��"
 ��#���
 $������ "��� �
%�������

��� ���� � �Steven Karp ��	 
���
����	 Mathlinks�

&� �	��� f
(

1
2

) ≥ 0 ���� ��� �� '�(���� ��
�
 )��"
 ����#�� ������ c ∈ ( 1
2 , 3

4

)
������ (
��

f
(

3
4

)− f
(

1
2

)
3
4 − 1

2

= f ′ (c)

&%�� f ′ (c) ≥ M � �#����*

f

(
3
4

)
≥ f

(
1
2

)
+

1
4
M ≥ 1

4
M

+ f (x) �	��� !��
	�
 �����
� �%�� f ′ (x) > 0 ��� f (x) ≥ f
(

3
4

) ≥ 1
4M !�� ���

�� x ∈ [ 3
4 , 1
]
�

&� f
(

1
2

)
< 0 ���� �������� �� #��
������"
���� ��� �������� ���#�	����

!�� �� ��	����� ��� f (x) ≤ f
(

3
4

) ≤ − 1
4M !�� ���� x ∈ [0, 1

4

]
�

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA
�http://www.mathlinks.ro

,
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�����	 Mathlinks�

+ f(x)−Mx �	��� �����
� 
�� [0, 1] ��( � f(x) �	��� !�"
�� �����
� 
�� [0, 1]
&
 �����
���� ��� 
� ���� ���
���� ��
 ���%"


[
α, α + 1

4

]
� 0 ≤ α ≤ 3

4 ����#��

xi (
�� |f (xi)| < M
4 � -������	����� ��� �� ���#�
�� ��
 |f (x)| �	��� ���������

��� M
4 
� ���� ������ ���
�����

• &� f (0) ≥ 0 ���� f (x) ≥ 0 
� ��� �� [0, 1]� &���� �%�� � f(x) �	��� !�"
��
�����
� 
�� [0, 1] �� ���#�
�� ��
 f 
��

[
1
4 , 1

2

]
�	��� �� f

(
1
4

)
< M

4 � ./��


f

(
1
4

)
− M

4
≥ f(0) ⇒ f

(
1
4

)
− f(0) ≥ M

4
⇒ f

(
1
4

)
≥ M

4

�������

• &� f(1) ≤ 0 ���� f(x) ≤ 0 
� ��� �� [0, 1]� )��� ���	
���#� �� �	���
−f
(

3
4

)
< M

4 ��� f (1) − f
(

3
4

) ≥ M
4 ����� −f

(
3
4

) ≥ M
4 ��������

• &� f(0) ≤ 0, f(1) ≥ 0 �� ����#�� �������� ξ �� f (ξ) = 0 ��� ��� ���0

�"���� ��
 ���%"


[
α, α + 1

4

]
� α ∈ {0, 1

4 , 1
2 , 3

4

}

�� ���	� � f �������	


������ ���
���� 1��	
 2��2� ��
 !���������
 ���������� ��� ���� �	���
��
[

1
2 , 3

4

]
,
[

3
4 , 1
]
� )��� f

(
3
4

)
< M

4 �����" f
(

3
4

)
= min f (x) , x ∈ [34 , 1

]
���� � f(x) − Mx �	��� �����
� 
��

[
1
2 , 3

4

]
����� f

(
3
4

)− f
(

1
2

) ≥ M
4 ���

f
(

3
4

) ≥ M
4 ��� ���� ������

��� ���� � ���������� ������� �����	 ��	 Ma-
thematica�

��(�� ����������� ��� �%�� f ′(x) > 0� � 
������
� �	��� �����
�� 3����	�����
�(�� ��� ������(
��


• f
(

3
4

) ≥ M
4 � )��� !�� x 
�� ���
����

[
3
4 , 1
]
�#���� f(x) ≥ f

(
3
4

)
������ f

�����
��≥ M
4 ��� �� 4�������� �
#����

• f
(

3
4

) ≤ M
4 � )��� ��� �� '�(���� ��
�
 )��"
 
�� ���
����

[
1
4 , 3

4

]
�#���� !�� ������ ξ* f

(
3
4

) − f
(

1
4

)
=
(

3
4 − 1

4

)
f ′(ξ) = 1

2f ′(ξ) ≥ M
2 �����

f
(

1
4

) ≤ f
(

3
4

) − M
2 ≤ M

4 − M
2 = −M

4 � &��� ���� !�� x 
�� ���
����[
0, 1

4

]
�� �	��� f(x) ≤ f

(
1
4

)
������ f �����
�� ≤ −M

4 ����� ���� �
#��� ��
4��������� ������

������
�� 3�� ������ �� �������	 ������
� ��� �� ���
���� 
�� ���	� �
#���

�� 4�������� �	���� ������� ��� ��� �� ��� ����	�
[
0, 1

4

]
"
[
3
4 , 1
]
��� �#� ���

!��������� ��
 ���%"

[
α, α + 1

4

]
� ���!����� 
�� �������!�� f(x) = 4x − 2�

M = 4� 2������� ��� � |f(x)| ≥ M
4 = 1 �
#��� ���� 
��

[
0, 1

4

]
���
[

3
4 , 1
]
������

�� !��%���� 5	��� ����	���

� ��	
��
 ������
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� ���
���� 
� ��� ����
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��� 
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 ��
 ����
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�
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�� ����
�����#�����
 ��� �� ����� �������� �� �� �#���� ��� ����

����� 
���	� ���
�� ���#��� ��������
 ��!��� ���
��
�� �
 ����� M � ��� ��� x′x ������ ��
���(
���� ��
 �����"
��
 ��
� / ������
 �	��� 66����� 
���	�77 0 ����� M � 66�	!�

���	�77 0 ��!���M � + 
�!��������� �
��
� ��
 ���� ��� �������� �� ����#����
���
��
� �����#�
��� M

4 �� ����
����� 
� ���
���� ������
 �� ���� 1
4 � )�

�����%���� ���� �� !�(�� ��� �!������ 
�� ���� ��� ���������	4�� 
�� ���2����
� ������
 1

4 �
&
 ����� �� ���!���� ����
 ��� !������ &
 �����
���� ��� � M �	��� ���


������
 ������
� � f �	��� ����!�!	
��� 
�� [α, β] ��� ��� �
#��� f ′ (x) ≥ M !��
���� x 
�� [α, β]� + f �#�� �����" ����!�!� ��� �	��� !��
	�
 �����
�� ���0
����� ���
 �� 
#����	
���� �	� ����	���� ���� !�� ��� !��%��" ����
��
� ��

f �� ����� �� 
������%��� ��
 f !��� ��� ��� 
���	� ��
 !��%��"
 ����
��
�

��
 �
 ����� �� P (x0, f (x0))� 8�
��� � �%�������� ��
 Cf 
�� 
���	� P �� �#��
��	
� �����#�
��� M � + ����	� ��� ����#���� ��� �� P ��� �#�� ��	
� M �	���
� y = f (x0) + M (x − x0)� + �%�������� �#�� ��	
� f ′ (x0) ≥ M � + ����
��
�
�� �	��� ����
 ��
�*

&
 
�!��	����� ��� f �� ��� ����	� y = f (x0) + M (x − x0) 
#����	4����
 ��
���%���

g (x) = f (x) − f (x0) − M (x − x0)

����!�!	4����
 ��� g 2�	
����� ��� �#�� ����!�!� f ′ (x)−M ≥ 0 ��� �������

� 
������
� g �	��� �����
�� 5����" �	��� g (x0) = 0 
���!���� ��� �� �	���
g (x) ≤ 0 !�� �� x ��� �	��� ��������� ��� x0 ��� g (x) ≥ 0 !�� �� !�� �� x ���
�	��� ��!������� ��� x0�
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� ������ ��� ��	 x′x

&%�� � f �	��� !��
	�
 �����
� �� �	��� f (α) < f (β)� 3����	����� ��
 ��"

������(
��
*

����	
��
 �� f (α) ≥ 0� )��� � !��%��" ����
��
� ��
 f ����
 	
�
 ���
�� 
���	� ��
 A (α, f (α)) 2�	
����� ���� ��� ��� ����� x′x�

)� ��#�� 
���	� x0 ∈ [α, β] �����	 �� ����� �� ���%"

x0 = α + c (β − α) , c ∈ [0, 1]

9�� 0 < c < 1 �� �	���*
f (x0) ≥ f (α) + M (x0 − α) = f (α) + M (α + c (β − α) − α) =
= f (α) + c (β − α)M ≥ c (β − α) M
)� ���
���� [x0, β] �#�� �"��
 β−x0 = β−α−c (β − α) = (β − α) (1 − c)
��� !�� ���� x ∈ [x0, β] �	��� f (x) ≥ f (x0) 5������
*

• 9�� ���� x 
�� ���
���� [x0, β] �"���
 (1 − c) (β − α) �
#��� f (x) ≥
c (β − α)M �����" |f (x)| ≥ c (β − α)M

����	
��
 �� f (β) ≤ 0� )��� � !��%��" ����
��
� ��
 f ����
 	
�
 ��� ��

���	� ��
 B (β, f (β)) 2�	
����� ���� ��� ��� ����� x′x�

���� �� ��#�� 
���	� x0 ∈ [α, β] !��%���� x0 = α + c (β − α) �� c ∈ [0, 1]
��� !�� 0 < c < 1 �� �#���� f (x0) ≤ f (β) + M (x0 − β) = f (β) +
M (α + c (β − α) − β) = f (β)− (1 − c) (β − α) M ≤ − (1 − c) (β − α)M �
9�� �� 
���	� x ��� ���
�"����
 [α, x0] �� �	��� f (x) ≤ − (1 − c) (β − α) M
��� �� �"��
 ��� ���
�"����
 [α, x0] ��� �#�� �"��
 x0−α = α+c (β − α)−
α = c (β − α) �
#��� f (x) ≤ f (x0)� 5������
*
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������ ��� ��	 x′x �

• 9�� ���� x 
�� ���
���� [α, x0] ��� �#�� �"��
 c (β − α) �
#��� f (x) ≤
− (1 − c) (β − α) M �����" |f (x)| ≥ (1 − c) (β − α) M �

����	
��
 �� f (α) < 0 < f (β)� )��� ��� �� ��(���� ��� Bolzano ����#��
��������
� ��!� �������	�
� γ ∈ (α, β) (
�� f (γ) = 0�

&� ������	
���� ��� f 
� ���� ��� ��� �� ���
�"���� [α, γ] ��� [γ, β] ��
�#���� ��� 
�� ��� [α, γ] �%���4����� �� 
������
���� ��
 ���	���
�
 :

�� �� [α, γ] �� 
������
���� ��
 ���	���
�
 ,� 5������
 !�� ���� c ∈
(0, 1) ����#��� ��������� ���
�"���� [α, x1] ⊆ [α, γ] ��� [γ, x2] ⊆ [γ, β]
��*

• – 9�� ���� x 
�� ���
���� [α, x1] ��� �#�� �"��
 c (γ − α) �
#���
|f (x)| ≥ (1 − c) (γ − α)M

– 9�� ���� x 
�� ���
���� [γ, x2] ⊆ [γ, β] ��� �#�� �"��
 (1 − c) (β − γ)
�
#��� |f (x)| ≥ c (β − γ)M �

-����	4����
 �� �"��
 ��� ���
�"����
 ��� � ���#�
�� ���
��
� ��� ���0
��!#������ 
� ���� ���	���
� �	���*

���	���
� �����
 ���
�"����
 5��#�
�� ���
��
� ��� x′x
, (1 − c) (β − α) c (β − α)M
: c (β − α) (1 − c) (β − γ)M
; c (γ − α) " (1 − c) (β − γ) (1 − c) (γ − α)M " c (β − γ)M

����������� ��� ����
� ��� c ���%���� ��	�
� ��� 1 − c� �� ���� ��!�� ���0
����� �� ���"
���� ��� ���
��
� ��� ��� ����� ���(�����
 ���
 �� �"��
 ���
���
�"����
 ���� ���" � ���
��
� �����!#�������  ����� �	��
 �
�����	�
 ���0
��!#������ ���� �	��� c = 1− c �����" ���� c = 1

2 � -��� ���	���
� ���" �� ����

��� �	���� �����
�������� ���� ����*

���	���
� �����
 ���
�"����
 5��#�
�� ���
��
� ��� x′x
, 1

2 (β − α) 1
2 (β − α) M

: 1
2 (β − α) 1

2 (β − γ)M
; 1

2 (γ − α) " 1
2 (β − γ) 1

2 (γ − α) M " 1
2 (β − γ)M

+ ��	�� ���	���
� ���� �� [α, β] #��	4���� 
� ��� ���
�"���� ���(��� ��
� ��
�����!#������� �����
 �
� ��� ��� ���
��
�� 9�� �� �"�� γ − α� β − γ ���
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� ������ ��� ��	 x′x

������� �	����� )� ���� ��� ������� �	��� ��� ������ ��� ���� �� �#�� �"��
 ��0
!������� " 	
� ��� 1

2 (β − α)� 5������
 � ���" ��� �����!#������ �	��� 1
4 (β − α)

!�� �� �"��
 ��� ���
�"����
 ��� 1
4 (β − α)M !�� ��� ���
��
�� &� �������

[α, β] = [0, 1] �#���� �� ���������� 
��� �
��
��

� ��
 �����������


�	� �����
� ��� ����!������� 
������ ��	#��� ��� � ����!�!�
������� ��
 f
#��
������"���� ���� !�� �� �����"����� 
�� 
������
�� ��� ���� !�� x > x0 �
Cf �	��� ���� ��� ��� ����	� y = f (x0) + M (x − x0) ��( !�� x < x0 �	��� ����
��� ��� ����	�� .&�� ���� ��� #����
���� "��� ��� � ��!�
 ����2��"
 ��
 f

�� x, x0 �� �	��� ��!�������
 " 	
�
 ��� M � + 
���#��� ��
 f #��
������"����
��
���(
 
��� ��	�� ���	���
� ��
 ���!�����
�
 ��
� + �
��
� �����	 ��
��������������	 �
 ��"
*

������ �� ������� ��� 	
����� 	
����
	
 f ���	���
 	�� [0, 1] ��� �
� �����
�	����

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

≥ M > 0

��� ��� �� x1 �= x2� ������ ��� 
������ ���	�
�� I ⊆ [0, 1] ����
� 1
4 ������ �	��

|f (x)| ≥ 1
4M ��� ���� x ∈ I�

+ �
��
� ���" ������� �� ��� 2�"���� ��� !�(
��� ��
 9. $���	�� 
� !�����

!�����
� �� ��� ��� 
������� ���
 ����!������
�
&��� ��� � �����
� ��
 
���#���
 �����	 �� �������%��	 �� �������

γ = sup {x ∈ [α, β] |f (x) ≤ 0} = inf {x ∈ [α, β] |f (x) ≥ 0}

'� �#���� ����� �#� 2�2��� !�� ���
 ������
 ��� $���	�� ��� �
��
�*

������ �� ������� ��� 	
����
	
 f ���	���
 	�� [0, 1] ��� �
� ����� �	����

f (x1) − f (x2)
x1 − x2

≥ M > 0

��� ��� �� x1 �= x2� ������ ��� 
������ ���	�
�� I ⊆ [0, 1] ����
� 1
4 ������ �	��

|f (x)| ≥ 1
4M ��� ���� x ∈ I�
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Είναι γνωστό (εφαρμογή του σχολικού βιβλίου) ότι αν f(x) = ax2 + bx + c τότε

f(p) − f(q) = (p − q)f ′(
p + q

2
)

δηλαδή ότι το μέσο ξ = p+q
2 του [p, q] επαληθεύει το θεώρημα μέσης τιμής για την

f στο [p, q]. Μπορεί να αποδειχθεί ότι τα πολυώνυμα έως βαθμού 2 είναι τα μόνα
με αυτή την ιδιότητα. Συγκεκριμένα ισχύει η πρόταση:

Πρόταση 1. Αν μία παραγωγίσιμη συνάρτηση f ορισμένη στο R έχει την ιδιότη-
τα για κάθε ζεύγος p, q να ισχύει

f(q) − f(p) = (q − p)f ′(
p + q

2
) (1)

τότε η f θα είναι της μορφής f(x) = ax2 + bx + c.

1η Αποδειξη�

Θέτουμε στην (1) p = 2y, q = 2x και έχουμε:

f(2x) − f(2y) = (2x − 2y)f ′(x + y)

Από την σχέση αυτή προκύπτει ότι η f είνα δύο φορές παραγωγίσιμη οπότε παραγ-
ωγίζουμε ως προς y και βρίσκουμε:

f ′(2y) = f ′(x + y) − (x − y)f ′′(x + y)

Στην παραπάνω σχέση θέτουμε y = 0 και έτσι θα πάρουμε τη διαφορική εξίσωση:

xf ′′(x) − f ′(x) = −b

με b = f ′(0). Διαιρούμε με x2 και προκύπτει:

(
f ′(x)

x

)′
=
(

b

x

)′

άρα
f ′(x)

x
=

b

x
+ 2a

�� �������	 
���
���� ��
� ����� �����	

1



� ���� ��� ���� 	�
�

ή
f ′(x) = 2ax + b

οπότε:
f ′(x) = (ax2 + bx)′

και
f(x) = ax2 + bx + c

για x διάφορο του 0. Λόγω συνέχειας θα είναι f(x) = ax2 + bx + c για κάθε x.

ο.ε.δ.

2η Αποδειξη�

Οπως πριν έχουμε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. Από την

f (y) − f (x)
y − x

= f ′
(

x + y

2

)

έχουμε:

(y − x) f ′
(

x + y

2

)
= f (y) − f (x)

Παραγωγίζουμε ως προς x και έχουμε :

(−1) f ′
(

x + y

2

)
+

y − x

2
f ′′
(

x + y

2

)
= −f ′ (x)

Θέτουμε όπου y το −x οπότε :

−f ′ (0)−2x

2
f ′′ (0) = −f ′ (x) ⇔ f ′ (x) = xf ′′ (0)+f ′ (0) ⇔ f (x) =

1
2
f ′′ (0)x2+f ′ (0)x+c

Δηλ. f(x) = ax2 + bx + c.

ο.ε.δ.

Το παρακάτω γενικότερο � αποτέλεσμα οφείλεται στους Aszel (1963) και Haru-
ki (1979):

Πρόταση 2. Αν για δύο πραγματικές συναρτήσεις f και g ισχύει

f(x) − f(y) = (x − y) g

(
x + y

2

)
(2)

για όλα τα x, y τότε υπάρχουν a, b, c ώστε

f(x) = ax2 + bx + c, g(x) = 2ax + b (3)

για όλα τα x.

�� �������	 
���
���� ��
� ��� ���
������	
��� 	 g ��	� ������� � ����� ������� ���� 	 f ����� �����������	  �� 	 g ����� 	 ���!���
�

�	� 
���� ���� 	 ���� � ��������	 �	� 	������
 � ��!����� ��	� 	������ �� � �������	�	

���� 
���
���� ��
� ����� �����	
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Αποδειξη�

Περιπτωση 1 f(0) = 0

Ονομάζουμε

h (x) = g
(x

2

)

οπότε η σχέση (2) της υπόθεσης μας γίνεται

f(x) − f(y) = (x − y)h (x + y) (4)

Θέτοντας y = 0 βρίσκουμε
f(x) = xh (x)

Αξιοποιώντας την παραπάνω σχέση στην (4) βρίσκουμε:

xh (x) − yh (y) = (x − y)h (x + y) (5)

Υποπεριπτωση 1.1 g(0) = 0 ή ισοδύναμα h(0) = 0

Θέτοντας στην (5) όπου y το −x βρίσκουμε ότι xh (x) + xh (−x) = 0 από την
οποία συνάγουμε ότι η h θα είναι περιττή. Αντικάθιστώντας τώρα στην (5) όπου
y το −y και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η h είναι περιττή βρίσκουμε:

xh (x) − yh (y) = (x + y)h (x + y) (6)

Από τις (5), (6) έχουμε ότι

(x − y)h (x + y) = (x + y)h (x − y)

και θέτοντας x + y = u, x − y = v βρίσκουμε ότι για όλους τους πραγματικούς
αριθμούς u, v θα είναι

vh (u) = uh (v)

Αν ονομάσουμε h (1) = a έχουμε ότι για όλα τα x είναι

h (x) = ax

και
g (x) = h (2x) = 2αx

Τότε αφού f(x) = xh (x) θα είναι

f(x) = ax2

και το αποδεικτέο ισχύει για την ειδική περίπτωση όπου f(0) = g(0) = 0.

Υποπεριπτωση 1.2 g(0) τυχόν

�� �������	 ��
"������ ��� �
 #�#
�
 ��� P.K. Sahoo, T. Reidel: Mean Value Theorems
and Functional Equations " �
�	 World Scientific, 1998$ ��
���� %&'%( ��
� ��!��
��  �� 
�

����� "� #�#
�
����� "� �
	�
�
�����
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Στην (5) φθάσαμε χωρίς να χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση g(0) = 0. Επομένως
οι f, h ικανοποιούν την (5). Αν ονομάσουμε

h̃ (x) = h (x) − h (0)

είναι h̃(0) = 0 και
h(x) = h̃(x) + h(0)

και αντικαθιστώντας την h(x) στην (5) βλέπουμε ότι το ζεύγος f, h̃ επαληθεύει
την (5) πράγμα που σημαίνει ότι h̃(x) = ax, a = h̃(1) και

f(x) = xh (x) = x
(
h̃ (x) + h (0)

)
= x (ax + h (0)) = ax2 + h (0)x

και με b = h (0) έχουμε ότι:

f (x) = ax2 + bx, g (x) = 2ax + b

Περιπτωση 2 f(0) τυχόν

Ονομάζουμε
f̃ (x) = f (x) − f (0)

και βλέπουμε ότι το ζεύγος f̃ , g ικανοποιεί την (2) και εμπίπτει στην Υποπ-
εριπτωση 1.2 αφού f̃(0) = 0. Επομένως

f̃ (x) = ax2 + bx, g (x) = 2ax + b

άρα με f(0) = c είναι:

f (x) = ax2 + bx + c, g (x) = 2ax + b

ο.ε.δ.
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&
 ���
�� ��-������ 	
� �
� &�����
&
 f #�� ����

��
&�(�
 &�� R ��
 
&���
 f(x) + ef(x) = x − 1� '� �(��� nicspyros
#��&(,�&� ���
�� ����
 ��-������� ����.� ���-� ��
 �� �� �#�"�
�,��
��
 
 f ����
 #���	-	�&
�
� ��� #���� &
���-�� �#
��
�����
 ��� �#���
/
&
 &�� ��%�
�� �
� #���	-	
&
���
��� ��
&
��#�
%���� �#����
&�
��
	�%&�
� ��� &���
��� �
������

������ �� ������� ��� 	
����
	
 f ���	���
 	�� R ��� �
� ����� �	����

f(x) + ef(x) = x − 1 ��� ��� �� x� �� ���������� ��� 
 f ����� ��������	��
�

�������� ������
�� ����� ��� 
 f ����� 	
������ ��������	
 ��� x0

��� ��� ����
��

f(x) + ef(x) = x − 1

f(x0) + ef(x0) = x0 − 1

�������	
 ����

f(x) − f(x0) + (ef(x) − ef(x0)) = x − x0 ���

���� ��� 	��������� ��� ex �� ����	�� f(x)−f(x0) ef(x)−ef(x0) ����� �� �!��
�����	�
 ���� ��� ��� �� �����	� ���� 
���� �!�� 	
 ��� x−x0 ����
���������
	
 ��� �����"���� ���" ����	
 !
�#
� ��� ��� � f 
���� ������� �$#�����
 ���
�� 	
� 
���� x > x0 �� ���$
�

0 < f(x) − f(x0) < f(x) − f(x0) + ef(x) − ef(x0) = x − x0 �%�


�& �� 
���� x < x0 �� ���$
�

x − x0 = f(x) − f(x0) + ef(x) − ef(x0) < f(x) − f(x0) < 0 �'�

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA
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 ��� �� ��
����( ���� ��� x0 ��� !��)��(�
f(x) − f(x0) 
���� 0 ��� 
��	���� � f 
���� ���
�"�

������
�� ���� ��� 
 f ����� ��������	��
� *�� x !�()��� ��� x0 �� 
���� ���
f(x) !�()��� ��� f(x0)
 ��
�!" � ���(����� ��� ex 
���� ������� �$#���� ��
��(��
� ��������� ����	�� ��� !�(���	� 	
 (��� f(x0), f(x) ��� ��������
�
�� �
&��	� 	���� ��	"�
 �� ��� ��	�������	
 	
 s(x)
 +��,
��� ���� �
���(����� s ��� �
 �(�
 x !�()��� ��� x0 ���������
� �� s(x)
 ��
�!" ��
s(x) �����
��� 	
��#$ ��� f(x0), f(x) ��� � f(x) 
���� ���
�"� �� 
���� ��� �
s(x) ���
�"� ��� x0 ��� �� ���� ��� ��� x0 
���� f(x0)
 -� 
���� �������

ef(x) − ef(x0) = es(x) (f (x) − f (x0)) �.�

���� ��� �.� � ��� ��()
���

f(x) − f(x0) + es(x)(f(x) − f(x0)) = x − x0

��� �� !��������	
 	
 x − x0 �������	


f(x) − f(x0)
x − x0

+ es(x) f(x) − f(x0)
x − x0

= 1

����
�
f (x) − f (x0)

x − x0
=

1
1 + es(x)

�/�

��� ��� �/� ���(���	
 ��� �� ���� ��� f(x)−f(x0)
x−x0

��� x0 ��(��
� ��� 
���� ���

	
 1
1+ef(x0) 
 0��� � f
���� ����������	� ��� ���$
� f ′ (x) = 1

1+ef(x)
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 f ���	���
 	�� R ��� �
� ����� �	����

f(x) + ef(x) = x − 1 ��� ��� �� x� �� ���������� ��� 
 f ����� ��������	��
�

�������� �	�
���� 
��������
�� ������	
�� 
�� ��� � f ����� ������� ���	
��� ����� x �= α� ��� �	
�� ��� ��� y = ex 
�!�"�� ξ (x) ��!���� ��	 f(x) #�� ��	 f(α)$ %���

ef(x) − ef(α) = eξ(x) (f (x) − f (α))

�����
&
f (x) − f (α) + ef(x) − ef(α) = x − α

'��� ��� �����!�� �����	
��&

[f (x) − f (α)]
[
1 + eξ(x)

]
= x − α �(�

��� �
�
 ��	#����� ��)��� ���&

|f (x) − f (α)| ≤ |x − α|
�")�� �	
 �� �	 #���
��	 �����*	'
� ����� �� �
�)"��� ��� f ��	 �
"��	 α�
�� + �")�� �(� �����

f (x) − f (α)
x − α

=
1

1 + eξ(x)

�� �	 ξ(x) ��!���� ��� f(x) #�� f(α)�
�,	� � f ����� �
��"
�$ #�-%� �	 x ������ ��	 α$ �	 ξ(x) ������ ��	 f(a)�

��	�)���

f ′ (x) =
1

1 + ef(x)

(
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������� � 	
�����	� f(x) = x5 + 2x + 1
 ������ ��� �������� � f−1 ��� �����
	
�����


����

�
���� �����	����
�� ��� � f ����� ���	��� ����
	� ��� � �! ��� ����"���
����	��"#���


$�	�� ��� f−1 (x) = y ��� f−1 (x0) = y0
 %� ����� f (y) = x ��� f (y0) = x0

$&��

x = y5 + 2y + 1

x0 = y5
0 + 2y0 + 1

&'�������� ���� �"�� (��	��
��)

x − x0 = y5 − y5
0 + 2 (y − y0) *�+

,�� ���	�� ��
������

y5 − y5
0 = (y − y0)

(
y4 + y3y0 + y2y2

0 + yy3
0 + y4

0

)
*-+

����������� ��� �� ����� y ≥ y0 .� ����� ��� y5 ≥ y5
0 ��� �� ����� y < y0 .� �����

��� y < y0
 $&�� �� ���.��� y5 − y5
0 ! y − y0 "��
� �� ���� ���	��� ����"��� �

���.��� A = y4 + y3y0 + y2y2
0 + yy3

0 + y4
0 ≥ 0 ����� �� ���������
 /��� ��� *-+

� *�+ �������
x − x0 = (y − y0) (A + 2)

���
 A ≥ 0
 $&�� |g (x) − g (x0)| = |x−x0|
A+2 ≤ |x−x0|

2

∣∣f−1 (x) − f−1 (x0)
∣∣ ≤ 1

2
|x − x0| *0+

����"���)

−1
2
|x − x0| ≤ f−1 (x) − f−1 (x0) ≤ 1

2
|x − x0|

��� ��� ����� ���������)

f−1 (x0) − 1
2
|x − x0| ≤ f−1 (x) ≤ f−1 (x0) +

1
2
|x − x0| *1+

�
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$2��� x → x0 "��
�� ��� f−1 (x0) − 1
2 |x − x0| → f−1 (x0) ��� f−1 (x0) +

1
2 |x − x0| → f−1 (x0)
 ����"��� ��� ��� *1+ ��� �� �������� ��� �����(����
	
����
�� ��� lim

x→x0
f−1 (x) = f−1 (x0) ��� ����"��� � f−1 ����� 	
����� 	��

�
��� x0 ��� ��� 	
�����


���	
���
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Ασκηση 1. (dement)� ΄Εστω φθίνουσα συνάρτηση f : [0, +∞) → R με f(x) >
0 για καθε x. Να αποδειχθεί οτι υπάρχει φθίνουσα συνεχής συνάρτηση g :
[0, +∞) → R τέτοια ώστε 0 < g(x) ≤ f(x) για κάθε x.

Αποδειξη Το σύνολο A των σημείων ασυνεχείας της f είναι το πολύ αριθμή-
σιμο και επομένως έχει μέτρο 0 άρα η f είναι Riemann-ολοκληρώσιμη. Αυτό
αποδεικνύεται και αυτοτελώς αξιοποιώντας την μονοτονία της f και τον ορισμό του
ολοκληρώματος. Με την f ολοκληρώσιμη μπορούμε να ορίσουμε την συνάρτηση

g (x) =
1
2

∫ x+1

x

f (t) dt

Προφανώς η g είναι

• Θετική
• Φθίνουσα
• Συνεχής
• Μικρότερη της f

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=1105&forum=75223

1
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http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?forum=75223&read=340
http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?forum=75223&read=367
http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?forum=75223&read=463

Ασκηση 1. ( Από τον chris gatos )Υποθέτουμε ότι:
α) οι f, g είναι δύο συνεχείς συναρτήσεις ορισμένες στο I = [0, 1] των οποίων το
σύνολο τιμών περιέχεται στο I.
β) ισχύει f ◦ g = g ◦ f
γ) η f είναι γνησίως αύξουσα
Να αποδειχθεί ότι υπάρχει x ∈ I ώστε f(x) = g(x) = x

Αποδειξη Η g ως συνεχής από το [0, 1] στο [0, 1] έχει κάποιο σταθερό σημείο a
(κλασικά: h(x) = g(x) − x κ.τ.λ ). Θα είναι g(a) = a. Αν είναι και f(a) = a
έχουμε τελειώσει. Αν όχι ας υποθέσουμε ότι

f(a) < a (∗)

(η περίπτωση f(a) > a δουλεύεται παρόμοια). Ορίζουμε την ακολουθία xn με

x1 = a και xn+1 = f(xn) (∗∗)

Λόγω της (*) και της μονοτονίας της f έχουμε ότι η xn είνα φθίνουσα και αφού
όλοι οι όροι της περιέχονται στο [0, 1] είναι και φραγμένη. Επομένως συγκλίνει
σε κάποιο x. Παίρνοντας όρια στην (**) και αξιοποιώντας την συνέχεια της f
βρίσκουμε ότι

x = f(x) (1)

Ακόμη g(x1)) = g(a) = a = x1 και αν υποτεθεί ότι g(xk) = xk είναι και
g(xk+1)) = g(f(xk)) = f(g(xk))) = f(xk) = xk+1. ΄Αρα για όλα τα n είναι

g(xn) = xn (∗ ∗ ∗)

Παίρνοντας και στην (***) όρια και λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η g είναι συνεχής
βρίσκουμε ότι

g(x) = x (2)

Από τις (1), (2) έχουμε ότι το x είναι το ζητούμενο.

1
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Ο Γρηγόρης Κωστάκος έδωσε μία απόδειξη εισάγοντας μία επιπλέον υπόθεση:
΄Οτι f ([0, 1]) = g ([0, 1]) = [0, 1]. Βλ. σχετικά:
http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?forum=75223&read=463
και
http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/17079?file=276&folder=2222.
Ωστόσο οι ιδέες που χρησιμοποιούνται στην απόδειξη του μας επιτρέπουν να
αποδείξουμε την:

Ασκηση 2. Υποθέτουμε ότι
α) οι f, g είναι δύο συνεχείς συναρτήσεις ορισμένες στο Ι=[0,1] των οποίων το
σύνολο τιμών περιέχεται στο Ι.
β) ισχύει f ◦ g = g ◦ f
γ) η f είναι 1-1 Να αποδειχθεί ότι υπάρχει x ∈ I ώστε f(x) = g(x) = x

Αποδειξη Αφού η f είναι 1-1 και συνεχής σε διάστημα θα είναι ή γνησίως
αύξουσα είτε γνησίως φθίνουσα. Ονομάζουμε S σύνολο των ριζών της h(x) =
g(x) − x που προφανώς είναι μη κενό. Είναι S = h−1(0) δηλαδή η αντίστροφη
εικόνα του κλειστού συνόλου 0 και επομένως αφού h είναι συνεχής το S είναι
κλειστό. Η h είναι 1-1 και συνεχής σε κλειστό διάστημα άρα και αντίστροφη της
είναι συνεχής και επομένως η f είναι ομοιομορφισμός. ΄Αρα απεικονίζει κλειστά
σύνολα σε κλειστά.Αυτό σημαίνει ότι τα σύνολα

S1 = S, S2 = f(S1), S(3) = f(S2), ....

είναι όλα κλειστά. Και αφού είναι φραγμένα είναι και συμπαγή. Αν x ∈ S τότε
g (x) = x και επομένως f (g (x)) = f (x) δηλαδή g (f (x)) = f (x)που σημαίνει ότι
f (x) ∈ S και ότι το f(S) περιέχεται στο S. Επομένως γενικά κάθε S(n) περιέ-
χεται στο προηγούμενο του. ΄Εχουμε λοιπόν μία φθίνουσα ακολουθία συμπαγών

συνόλων. Σύμφωνα με το θεώρημα μη κενής τομής του Cantor η τομή
∞⋂

n=1
Sn

όλων των Sn είναι μη κενή. Ας την συμβολίσουμε με L. Επειδή η f είναι 1-1
ισχύει

f(L) = f

( ∞⋂
n=1

Sn

)
=

∞⋂
n=1

f (Sn) =
∞⋂

n=1

Sn+1 = L

(η υπόθεση ότι η f είναι 1-1 χρησιμοποιήθηκε ουσιωδώς στην δεύτερη ισότητα)
΄Αρα f(L) = L. Προφανώς τα a = inf L, b = sup L περιέχονται στο L.

Περίπτωση 1 f γνησίως αύξουσα. Τότε αν a < x είναι a ≤ f(a) < f(x) και
επειδή πρέπει το a να είναι εικόνα κάποιου x αναγκαστικά f(a) = a

Περίπτωση 2 f γνησίως φθίνουσα. Τότε αν x < b είναι f(x) < f(b)) ≤ b και
επειδή πρέπει το b να είναι εικόνα κάποιου x αναγκαστικά f(b) = b.

Σε κάθε περίπτωση υπάρχει x ∈ L ώστε f(x) = x. Αλλά x ∈ S επομένως
g(x) = x.

Ασκηση 3. Υποθέτουμε ότι
α) f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση ορισμένη στο Ι= [0, 1] της
οποίας το σύνολο τιμών περιέχεται στο I.
β) g είναι μία οποιαδήποτε συνάρτηση ορισμένη στο I = [0, 1]
γ) ισχύει f ◦ g = g ◦ f Να αποδειχθεί ότι υπάρχει x ∈ I ώστε f(x) = g(x) = x
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Αποδειξη Υπάρχει x ώστε f(x) = x (απλό). Θα δείξουμε ότι g(x) = x. Αν
όχι υπάρχουν δύο περιπτώσεις:

Περίπτωση 1 g(x) > x.Τότε f(g(x)) < f(x) δηλαδή g(f(x)) < x ή g(x) < x
(άτοπο).

Περίπτωση 2 g(x) < x. Τότε f(g(x)) > f(x) δηλαδή g(f(x)) > x ή g(x) > x
(άτοπο).

Σημειωση

Η αρχική άσκηση όπως αναφέρει και ο chris gatos περιλαμβάνεται στονΑπειροστικό
Λογισμό τ. Ι των Νεγρεπόντη, Γιαννακούλια, Γιωτόπουλου που εξεδόθη το 1987.
Ετέθη και ως θέμα το 1987 στην Μαθηματική Ολυμπιάδα του Λενινγκραντ (τώρα
Αγία Πετρούπολη ξανά) που ήταν από τους δυσκολότερους, παλαιότερους και
εγκυρότερους μαθηματικούς διαγωνισμούς της τότε ΕΣΣΔ. Το πρόβλημα έχει
και κάποια ιστορία που υπερβαίνει τις ασκήσεις των Ολυμπιάδων. Στο μέσον της
δεκαετίας του 50 οι Eldon Dyer (1954), Allen Shields (1955) Lester Dubins (1956)
διατύπωσαν ανεξαρτήτως την ακόλουθη εικασία: Αν οι f, g είναι δύο συνεχείς
συναρτήσεις ορισμένες στο I = [0, 1] των οποίων το σύνολο τιμών περιέχεται σ-
το I με fog = gof υπάρχει άραγε ξεΙ ώστε f(x) = g(x) = x; Η εικασία αυτή
απέκτησε μεγαλύτερο ενδιαφέρον όταν ο J.R Isbell την έθεσε σε γενικότερη βάση
ως ερευνητικό πρόβλημα το 1957 στο Δελτίο της Αμερικάνικης Μαθηματικής Ε-
ταιρείας. Στα χρόνια που ακολούθησαν από την διατύπωση της εικασίας δόθηκαν
αποδείξεις της μόνο με ενίσχυση των υποθέσεων. Μεταξύ αυτών και εκείνες της
άσκησης. Το θέμα διευθετήθηκε οριστικα το το 1969 από τους William M. Boyce
και John Philip Huneke που σε χωριστές δημοσιεύσεις απέδειξαν δίνοντας περί-
πλοκα αντιπαραδείγματα ότι η εικασία δεν ισχύει.

���� ����	
��

�� www.nsmavrogiannis.gr



��� �� ����	
�
� 
����
��

���� �����	
���
�

��
�����
�� ����
� ���		��
��� ������ �����
�

�� ��	������ ����

Ασκηση 1. Οι συναρτήσεις f : R → R, g : R → R οι οποίες έχουν για
x → +∞ ασυμπτώτους τις f∗ (x) = αx+β, α > 0 και g∗ (x) = γx+ δ. Να βρεθεί
η ασύμπτωτος για x → +∞ της g ◦ f

Λυση

Ονομάζουμε
f̃ (x) = f (x) − f∗ (x)

g̃ (x) = g (x) − g∗ (x)

Από τον ορισμό της ασυμπτώτου έχουμε

lim
x→+∞ f̃ (x) = lim

x→+∞ g̃ (x) = 0

΄Εχουμε
f (x) = f̃ (x) + f∗ (x) (1)

g (x) = g̃ (x) + g∗ (x) (2)

Από την (1) έχουμε:

lim
x→+∞ f∗ (x) = lim

x→+∞ (αx + β) = +∞

Συνδυάζοντας τώρα τις (1), (2) βρίσκουμε:

g (x) = g̃ (x) + g∗ (x) =

g (f (x)) = g̃ (f (x)) + g∗ (f (x)) =

g̃ (f (x)) + γf (x) + δ =

g̃ (f (x)) + γ
(
f̃ (x) + f∗ (x)

)
+ δ =

g̃ (f (x)) + γf̃ (x) + γf∗ (x) + δ =

g̃ (f (x)) + γf̃ (x) + γ (αx + β) + δ =

g̃ (f (x)) + γf̃ (x) + γαx + γβ + δ

Επομένως:
g (f (x)) − (γαx + γβ + δ) = g̃ (f (x)) + γf̃ (x)

1
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Αλλά:
lim

x→+∞ g̃ (f (x)) = lim
u→+∞ g̃ (u) = 0

και
lim

x→+∞ γf̃ (x) = 0

Επομένως:
lim

x→+∞ (g (f (x)) − (γαx + γβ + δ)) = 0

που σημαίνει ότι η ευθεία
y = γαx + γβ + δ

είναι ασύμπτωτος της g ◦ f για x → +∞.
Παρατηρηση Είναι γαx + γβ + δ = (g∗ ◦ f∗) (x). Επομένως στην περίπτωση μας
η g ◦ f έχει ασύμπτωτο την g∗ ◦ f∗.

Ασκηση 2. � ΄Εστω ότι η f : R → R έχει στο +∞ ασύμπτωτο την g(x) =
αx + β, α > 0. Να βρεθεί η ασύμπτωτος στο +∞ της f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸

ν �����

.

Λυση

Εργαζόμενοι όπως πριν βρίσκουμε ότι η f ◦f έχει ασύμπτωτο την g◦g, η (f ◦ f)◦f
έχει ασύμπτωτο την (g ◦ g) ◦ g = g ◦ g ◦ g και γενικά η

f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
ν �����

έχει ασύμπτωτο την
g ◦ g ◦ ... ◦ g︸ ︷︷ ︸

ν �����

Υπολογίζοντας την g ◦ g ◦ ... ◦ g︸ ︷︷ ︸
ν �����

βρίσκουμε� ότι είναι ίση με:

• ανx + β αν−1
α−1 αν α �= 1

• x + νβ αν α = 1

���������� 	�� 
����� 
�� ����� ���� �������� ��
� Mathematica
�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?forum=75223&read=484�

���� ��
� ��� ����
����� ��� ������� � joulia1961
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lim
x→+∞

(f (x + 1) − f (x)) = �

���� ��


lim
x→+∞

f (x)

x
= �

) �$�#�
%
 #�&
�� ���� #
������ ��$� Mathematica ��
� �*+,+�  � ��
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Ασκηση 1. (Από τον rastaffari) Αν

lim
x→+∞ (f (x + 1) − f (x)) = 1

να βρεθεί το όριο

lim
x→+∞

f (x)
x

΄Οταν τέθηκε η συγκεκριμένη άσκηση ο Αποστόλης Παπαδογιαννάκης ( 7apos-
tolis) ζήτησε (και σωστά όπως θα φανεί παρακάτω) και άλλες, επιπλέον , προϋπο-
θέσεις για την f .

Για να υπάρχει το ζητούμενο όριο χρειάζεται κάποια επιπλέον υπόθεση για την
f . Δεν απαιτείται κατ΄ ανάγκην να είναι η f συνεχής (πρόκειται για την συνήθη
υπόθεση με την οποία τίθεται το θέμα). Η υπόθεση ότι η f είναι φραγμένη στο
διάστημα [0, 1] είναι αρκετή.
(Α) Γιατί δεν επαρκούν οι υποθέσεις για την ύπαρξη του ορίου

Στα επόμενα με [x], d(x) = x − [x] θα συμβολίζουμε την συνάρτηση του
ακεραίου μέρους και την συνάρτηση του δεκαδικού μέρους αντιστοίχως. Ας θεω-
ρήσουμε την συνάρτηση:

f (x) =

⎧⎨
⎩

x, x ∈ Z

x +
1

x − [x]
, x /∈ Z

η οποία δεν είναι φραγμένη στο [0,1] αλλά ικανοποιεί την υπόθεση κατά τετριμμένο
τρόπο. Επειδή η συνάρτηση του δεκαδικού μέρους είναι περιοδική με περίοδο 1
ισχύει f(x + 1) − f(x) = 1 αλλά όπως μπορεί να διαπιστωθεί το όριο lim

x→+∞
f(x)

x

δεν υπάρχει στο R διότι η 1
x(x−[x]) δεν είναι φραγμένη (βλ. Σχήμα 1).

1
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Σχήμα 1: Η συνάρτηση f(x)

(Β) Εύρεση του ορίου με την επιπλέον υπόθεση ότι η συνάρτηση
είναι φραγμένη στο [0, 1].
Ονομάζουμε g (x) = f (x + 1) − f (x) Προσθέτοντας τις ισότητες:

f (d (x) + 1) − f (d (x)) = g (d (x))
f (d (x) + 2) − f (d (x) + 1) = g (d (x) + 1)
....

f (d (x) + [x]) − f (d (x) + [x] − 1) = g (d (x) + [x] − 1)

βρίσκουμε:

f (x) = f (d (x) + [x]) = f (d (x)) +
[x]−1∑
i=1

g (d (x) + i)

οπότε έχουμε:

f (x)
x

=
f (d (x))

x
+

[x]−1∑
i=1

g (d (x) + i)

[x]
.

[x]
x

Θεωρούμε θετικό αριθμό ε. Επειδή είναι lim
x→∞ g (x) = � θα υπάρχει θετικός

ακέραιος m (ε) τέτοιος ώστε αν [x] ≥ m (ε) να ισχύει

� − ε

2
< g (d (x) + [x]) < � +

ε

2

www.nsmavrogiannis.gr ���� ����	
��

��



��� �� ��� ���� 	�
 Cauchy �

Επίσης υπάρχει θετικός ακέραιος n (ε) > m (ε) ώστε αν [x] > n (ε) να ισχύει:

−ε

2
<

m(ε)−1∑
i=1

g (d (x) + i)

[x]
<

ε

2

και επομένως αφού γιαυτά τα x θα είναι και

� − ε

2
<

[x]−1∑
i=m(ε)

g (d (x) + i)

[x]
< � +

ε

2

έχουμε ότι

� − ε <

[x]−1∑
i=1

g (d (x) + i)

[x]
< � + ε

και επομένως

lim
x→∞

⎛
⎜⎜⎜⎝

[x]−1∑
i=1

g (d (x) + i)

[x]

⎞
⎟⎟⎟⎠ = �

Αλλά

lim
x→∞

[x]
x

= 1

και

lim
x→∞

f (d (x))
x

= 0

(εδώ ακριβώς χρησιμοποιείται το φραγμένο της συνάρτησης) καί έτσι έχουμε ότι

lim
x→∞

f (x)
x

= �

Σημειωση

Η παρούσα πρόταση παρουσιάστηκε το 1821 από τον μέγα Κωσύ

Η πρόταση όπως διατυπώνεται στο βιβλίο του Cauchy

στο έργο του «Μαθήματα Αναλύσεως της Βασιλικής Πολυτεχνικής Σχολής. Μέρος
Πρώτο: Αλγεβρική Ανάλυση» έργο στο οποίο «χτίζεται» η ε-δ προσέγγιση του
ορίου.
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Ασκηση 1. Εστω α : C → R με τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. α(zw) = α(z)α(w) για όλα τα z, w.

2. α(x) = x για κάθε μη αρνητικό πραγματικό αριθμό x.

3. Υπάρχει θετικός πραγματικός m τέτοιος ώστε α(z) ≤ m για όλα τα z που η
εικόνα τους ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο.

Να αποδειχθεί ότι η α συμπίπτει με την |...| δηλαδή α(z) = |z| για κάθε z.

Αποδειξη 1 (Κώστας Σερίφης) Αρκεί να δείξουμε ότι για τους μιγαδικούς z με
|z| = 1 είναι α(z) = 1. Τότε με τη βοήθεια της τριγωνομετρικής μορφής του
τυχαίου z, καθώς και την ιδιότητα 2, έχουμε το ζητούμενο.

Από την α(zw) = α(z)α(w) για όλα τα z, w επαγωγικά έχουμε ότι α(zν) =
[α(z)]ν για κάθε θετικό ακέραιο ν. Ακόμα, για κάθε μιγαδικό z υπάρχει μιγαδικός
w ώστε w2 = z. ΄Ετσι α(z) = α(w2) = [α(w)]2 ≥ 0. Εύκολα προκύπτουν ότι:
α(1) = 1 και ότι m ≥ 1. ΄Εστω z ώστε |z| = 1 οπότε α(1) = α(zz̄) = α(z)α(z̄)
δηλαδή α(z̄) = 1

α(z) . ΄Ομως α(z) ≤ m και α(z̄) ≤ m. ΄Αρα

1
m

≤ α(z) ≤ m

για κάθε z με |z| = 1, αφού α(z) και α(z̄) ≤ 1. ΄Ομως αν ο z έχει μέτρο 1 και ο
zν θα έχει μέτρο 1. Επομένως: 1

m ≤ α(zν) ≤ m άρα και

1
m

≤ [a(z)]ν ≤ m για κάθε θετικό ακέραιο ν (1)

΄Εστω ότι α(z) = k . Προφανώς k > 0 και λογαριθμώντας την (1) έχουμε:

− ln m ≤ ν ln k ≤ ln m

για κάθε θετικό ακέραιο ν: Αυτό θα μας οδηγήσει σε άτοπο αν υποθέσουμε ότι k
διαφορετικό του 1. Τελικά πρέπει α(z) = 1 για κάθε z με |z| = 1.

1
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Σημειωση: Αν στη σχέση (1) πάρουμε τη ν−οστή ρίζα και όριο όταν n → +∞
θα έχουμε το ίδιο αποτέλεσμα, δηλαδή α(z) = 1.

Αποδειξη 2 Θέλουμε
α(z) = |z| (2)

Για z = 0 αυτό το έχουμε από την υπόθεση. Ας πούμε ότι για κάποιο μη μηδενικό
z η (2) δεν ισχύει. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι α(z) > |z|
(αλλιώς δουλεύουμε με τον 1

z ). Ονομάζουμε w = z
|z| . Αφενός ο w ανήκει στον

μοναδιαίο κύκλο και αφετέρου

α(w) = α

(
1
|z|
)

α(z) =
1
|z|α(z) = r > 1

Τότε και ο wn ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο. Είναι

M ≥ α(wn) = α(w)n > rn

για κάθε n δηλαδή

n <
ln M

ln r

για όλα τα n (άτοπο).
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Ασκηση 1. (Από stelmarg7) � Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2−1 στο διάστημα
[−3, 3]. Να κατασκευαστεί μια ακολουθία κλιμακωτών συναρτήσεων που συγκλίνει
ομοιόμορφα στην f . (Μια συνάρτηση s ορισμένη στο [α, β] λέγεται κλιμακωτή
αν υπάρχει μια διαμέριση l0, l1, l2, ...ln του [α, β] τέτοια ώστε η s να είναι σταθερη
σε κάθε διάστημα (li−1, l − i) για κάθε i ανήκει στο {1, 2, 3, ...n}.)
Λυση Αν η f είναι μία συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό διάστημα [α, β]

είναι δυνατόν να κατασκευάσουμε μία ακολουθία κλιμακωτών συναρτήσεων που να
συγκλίνει στην f κατά πολλούς τρόπους, Αναφέρω ένα: Θεωρούμε μία ακολουθία
διαμερίσεων που η λεπτότητα τους να τείνει στο 0. Λόγου χάρη μπορούμε να
πάρουμε για κάθε n την διαμέριση με άκρα:

αk = α + k
β − α

n
k = 0, ..., n

Ορίζουμε στη συνέχεια την κλιμακωτή συνάρτηση fn με

fn(x) = f(αk) για x ∈ [αk, αk+1) k = 0, ....n − 1 και fn(β) = f(αn−1)

Ας θεωρήσουμε ε > 0. Επειδή η f είναι συνεχής στο συμπαγές [α, β] ( = κλειστό
και φραγμένο, από το θεώρημα Heine-Borel) θα είναι και ομοιόμορφα συνεχής,
΄Αρα υπάρχει κατάληλος δ > 0 τέτοιος ώστε:

Αν |x − y| < δ τότε να είναι |f(x) − f(y)| < ε (∗)

Αν λοιπόν φροντίσουμε ώστε η λεπτότητα (β − α)/n της διαμέρισης να είναι
μικρότερη του δ, και αυτό είναι εφικτό για κατάλληλη τιμή n0 του n, τότε κά-
θε διαμέριση με n > n0 θα έχει και αυτή λεπτότητα μικρότερη του δ. Τότε κάθε
x από το [α, β] θα ανήκει σε κάποιο από τα διαστήματα

[α0, α1), [α1, α2), ...., [αn−1, αn]

(μόνο το τελευταίο διάστημα είναι κλειστό-κλειστό για να μη χάσουμε το β) τότε
η απόσταση του από το κάτω άκρο του διαστήματος θα είναι μικρότερη του δ.
Δηλαδή αν το x ανήκει στο διάστημα με κάτω άκρο το ak τότε |ak − x| < δ. Από
την (*) έχουμε ότι

|f(x) − f(αk)| < ε

�����������	�
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Αλλά f(αk) = fn(x) και επομένως

|f(x) − fn(x)| < ε

Η τελευταία σχέση ισχύει για όλα τα x και για όλα τα n > n0 πράγμα που μας
εξασφαλίζει ότι fn −−−−−−−→

���������	
f ,

Το ότι έχουμε την συνάρτηση f(x) = x2−1 στο [−3, 3] είναι λεπτομέρειες. ΄Ανετα
μπορούμε να προσαρμόσουμε την γενική ιδέα.
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Ασκηση 1. Εστω f : R → R γνησίως φθίνουσα και συνεχής. Να αποδειχθεί
ότι η Cf τέμνει την y = x ακριβώς σε ένα σημείο

Αποδειξη 1 (antonis math) ΄Εστω οτι δεν έχει κανένα κοινό σημείο. Τότε θα
ισχύει f(x) − x �= 0 για κάθε x ∈ R οπότε αφού f(x) − x συνεχής θα διατηρεί
πρόσημο και θα είναι:
α) ή f(x) > x για κάθε x ∈ R. Τότε lim

x→+∞ f (x) = +∞. Αυτό όμως έρχεται

σε αντίθεση με το οτι η f είναι γνησίως φθίνουσα διότι για τυχόν x0 είναι για
x > x0 και f (x) < f (x0) και επομένως αποκελίεται η f στο +∞ να έχει όριο
+∞.
β) είτε f(x) > x για κάθε x ∈ R οπότε lim

x→−∞ f (x) = −∞ που πάλι όπως

διαπιστώνεται ανάλογα έρχεται σε αντίθεση με το ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.
Επομένως η Cf και η y = x έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο. Το ότι το

κοινό αυτό σημείο είναι μοναδικό προκύπτει από το ότι η συνάρτηση f(x)−x είναι
γνησίως φθίνουσα.
Αποδειξη 2 (vlitsar) � Αν f(x) ≥ x για καθε πραγματικο x τότε f(f(x)) ≥ f(x)
(αν βάλουμε όπου x το f(x) ) και f(f(x)) ≤ f(x) αφού f γνησίως φθίνουσα. Αρα
f(f(x)) = f(x) και επειδή f 1-1 έχουμε f(x) = x η οποία ειναι γνησίως αύξουσα
άτοπο. Αρα υπάρχει πραγματικός κ τετοιος ώστε f(κ) < κ . Ομοια αν f(x) ≤ x
για όλα τα x υπάρχει πραγματικός λ τετοιος ώστε f(λ) > λ. Στο διάστημα με
άκρα κ, λ εφαρμόζω το θεώρημα Bolzano για την g(x) = f(x) − x και επειδή g
φθίνουσα έχω το ζητούμενο
Αποδειξη 3 Ονομάζουμε h(x) = f(x)−x που είναι συνεχής και προκύπτει εύκολα,
με τον ορισμό, ότι είναι γνησίως φθίνουσα.

• Για x > 0 θα είναι h(x) = f(x) − x < f(0) − x και επειδή η f(0) − x έχει
στο +∞ όριο το −∞ το αυτό θα ισχύει και με την h.

�������� ��	 
�������
	 

� �� �	�����

����
�
�� �
�
��	����� ��
���
�	�� �	
 ���  ��	�!"#�������	�! $
��%�&���' ��() $*"

+,-.

1



� ��� �� ����� 	
���� �
� Cf �� �
� y = x

• Για x < 0 θα είναι h(x) = f(x) − x > f(0) − x και επειδή η f(0) − x έχει
στο −∞ όριο το +∞ το αυτό θα ισχύει και με την h.

Η h έχει σύνολο τιμών το (−∞, +∞) και φυσικά έχει μοναδική ρίζα.

Σημειωση

Η ΄Ασκηση 1 προέκυψε κοιτώντας την παρακάτω άσκηση:

Ασκηση 2. ΄Εστω f → R → R μία συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση.
Να αποδείξετε ότι το σύστημα

x = f (y)
y = f (z)
z = f (x)

⎫⎬
⎭

έχει ακριβώς μία λύση.

που την βρήκα στο βιβλίο «Putnam and Beyond» των Gelca, Andreescu ( Springer,
2007). Αν κάποιος ακολουθήσει το πιό φυσικό στα συστήματα, να δουλέψει με
αντικατάσταση, τότε θα βρεί

x = f(y) = f(f(z)) = f(f(f(x))

και αρκεί να δείξει ότι με g = fofof η εξίσωση x = g(x) έχει ακριβώς μία
λύση. Μα η g = fofof είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής επομένως όλο κι΄
όλο που χρειάζεται είναι να εξασφαλίσουμε, σαν μικρό λήμμα, ότι την ΄Ασκηση 1.
Πρόκειται για μία τυπική περίπτωση προβλήματος διαγωνισμών όπου η δυσκολία
του προκύπτει από το έντεχνο καμουφλάρισμα μίας απλής ιδέας.
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f (f (x)) = ex
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Αναζητούμε γνησίως αύξουσες� συναρτήσεις f : R → R τέτοιες ώστε

f (f (x)) = ex (1)

΄Εστω f μία γνησίως αύξουσα λύση της (1) (Σημειώστε ότι ακόμη δεν ξέρουμε
αν τέτοια λύση υπάρχει). Θα δείξουμε ότι η f είναι συνεχής. Ας πάρουμε ένα
x0. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα το όριο της στο x0 από μικρότερες τιμές
θα υπάρχει και θα είναι το α = sup f((−∞, x0)). Το ίδιο και και για το όριο από
μεγαλύτερες τιμές: Θα είναι το β = inf f((x0, +∞)). Φυσικά θα ισχύει:

α ≤ f(x0) ≤ β (2)

Αν η f είναι ασυνεχής στο x0 θα πρέπει μία τουλάχιστον από τις ανισότητες της
(2) να είναι γνήσια. Χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα ας υποθέσουμε ότι είναι η
πρώτη δηλαδή

α < f(x0) (3)

Η (3) μας λέει ότι το σύνολο τιμών της f έχει μία τουλάχιστον «τρύπα»: το διάστη-
μα (α, f(x0)). Αυτό λόγω μονοτονίας. Σχηματίζοντας την f ◦ f θα εισάγουμε
στην «δεύτερη» f τιμές από το σύνολο τιμών της «πρώτης». ΄Αρα δεν θα εισαχθούν
τιμές από το (α, f(x0)).

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/17063?forum=56996&read=789
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Πάλι λόγω μονοτονίας το σύνολο τιμών της f ◦ f δεν θα περιέχει τιμές από το
διάστημα (f(α), f(f(x0))). ΄Ομως για γ < α είναι

f(γ) < α < f(x0)

και
f(f(γ)) < f(α) < f(f(x0))

οπότε eγ < f(α) < ex0 Από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής για την συνεχή ex θα
είναι f(α) = eδ για κάποιο δ και επομένως f(α) = f(f(δ)) δηλαδή το f(α) είναι
τιμή της f ◦ f (άτοπο).
Αν λοιπόν η (1) έχει γνησίως αύξουσες λύσεις αυτές θα είναι συνεχείς. Ας υπ-
οθέσουμε λοιπόν ότι η f είναι μία γνησίως αύξουσα και συνεχής λύση (1) (που
εξακολουθούμε να μην ξέρουμε αν υπάρχει). Παρατηρούμε ότι θα απεικονίζει το
(−∞, +∞) σε ένα ανοικτό διάστημα. Αυτό δε μπορεί να είναι το (−∞, +∞) διότι
τότε και η f ◦f , δηλαδή η ex θα είχε σύνολο τιμών το (−∞, +∞). Αρα το σύνολο
τιμών της f θα πρέπει να είναι της μορφής (k1, s) όπου το k1 είναι πραγματικός και
το s είναι πραγματικός αριθμός ή +∞. Δε μπορεί όμως το s να είναι πραγματικός
διότι τότε η f (άρα και η f ◦ f) θα ήταν φραγμένη άνω πράγμα αδύνατο διότι η ex

δεν είναι. Επομένως
f((−∞, +∞)) = (k1, +∞)

Αλλα πρέπει f((k1, +∞)) = (0, +∞) αφού οι ex, f ◦f έχουν το ίδιο σύνολο τιμών.
Αλλά

f((k1, +∞)) = (f ◦ f) ((−∞, +∞)) = (f ◦ f) ((−∞, k1]) ∪ (f ◦ f) ((k1, +∞)) =

(0, ek1 ] ∪ (ek1 , +∞) = (−∞, +∞)

και τότε

f((−∞, +∞)) = f(−∞, k1] ∪ f((k1, +∞)) = f((−∞, k1]) ∪ (0, +∞)

δηλαδή:
(k1, +∞) = f((−∞, k1]) ∪ (0, +∞) (4)

Από την (4) συνάγουμε ότι

f((−∞, k1]) = (k1, 0] (5)

Ιδιαιτέρως ότι k1 < 0 δηλαδή η f θα πάρει και αρνητικές τιμές.
Η (5) σε συνδυασμό με την (1), όπως θα δούμε στην πορεία, διαδραματίζει

σημαντικό ρόλο στην διαμόρφωση της f .
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Ας ονομάσουμε k2 = 0 και έχουμε

f((k1, k2]) = f(f((−∞, k1])) = (k2, k3] όπου k3 = ek1

f((k2, k3]) = f(f((k1, k2])) = (k3, k4] όπου k4 = ek2 = e0 = 1

f((k3, k4]) = f(f((k2, k3])) = (k4, k5] όπου k5 = ek3

Με αυτό τον τρόπο σχηματίζουμε:

α) Μία ακολουθία αριθμών

k1 < k2 < k3 < k4 < ....

με k1 < 0, k2 = 0, kn+2 = ekn η οποία καθορίζεται πλήρως από τον πρώτο
όρο της k1 = 0 και τείνει στο +∞

β) Μία ακολουθία διαστημάτων

J1 = (−∞, k1], J2 = (k1, k2], J3 = (k2, k3], J4 = (k3, k4], J1 = (k4, k5], ....

που η ένωση της είναι το R και f (Jn) = Jn+1.

Ας ονομάσουμε τώρα fn τον περιορισμό της f στο Jn. Θα ισχύει φυσικά fn (Jn) =
Jn+1. Από την (1) θα είναι

fn+1 ◦ fn = exp

όπου με exp δηλώνουμε την εκεθετική συνάρτηση. ΄Ομως κάθε μία από τις fn

είναι αντιστρέψιμη (με πεδίο ορισμού το Jn+1 και σύνολο τιμών το Jn. Επομένως
λύνοντας την τελευταία σχέση ως προς fn+1 θα βρούμε

fn+1 = exp ◦f−1
n (6)

Από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει, λόγω της (6) ότι αν γνωρίζουμε
την f1 τότε γνωρίζουμε και την f2 και μετά την f3 κοκ και επομένως την f αφού
ξέροντας πως δρα η f σε κάθε διάστημα Jn την γνωρίζουμε πλήρως. Προκύπτει
από την «συγκόληση» των fn και θα είναι μία «κλαδωτή» συνάρτηση με άπειρους
«κλάδους» τις fn. Τι θα είναι η f1; Θα είναι

• συνεχής

• γνησίως αύξουσα

• με πεδίο ορισμού το J1

• σύνολο τιμών το J2

Παρατηρούμε ότι αν επιλέξουμε την f1 με τις παραπάνω προδιαγραφές τότε:

α Η f θα είναι γνησίως αύξουσα. Πράγματι κάθε μία από τις fn είναι γνησίως
αύξουσα λόγω της (6). Αν πάρουμε p < q αν μεν τα p, q ανήκουν στο Jn

θα είναι f (p) = fn (p) < fn (q) = f (q) ενώ αν ανήκουν στα Jn, Jm θα είναι
n < m και τα f (p) = fn (p), f (q) = fm (q) ανήκουν στα Jn+1, Jm+1 οπότε
αυτόματα είναι το πρώτο μικρότερο του δεύτερου.

���� ����	
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β Η f θα είναι συνεχής. Η μεν συνέχεια στο εσωτερικό του κάθε ενός από τα
Jn εξασφαλίζεται αμέσως από την (6). Για τα άκρα kn (n > 1) παρατηρούμε
ότι:

lim
x→k−

n

f (x) = lim
x→k−

n

fn (x) = fn (kn) = f (kn) = kn+1

lim
x→k+

n

f (x) = lim
x→k+

n

fn+1 (x) =(�) lim
x→k+

n

ef−1
n (x) =(f−1

n ��
����) lim
u→k+

n−1

eu = ekn−1

Αλλά kn+1 = ekn−1 και επομένως η f είναι συνεχής στα kn (n > 1). Στο k1

η συνέχεια προκύπτει εύκολα από το προηγούμενο αρκεί να λάβουμε υπ’οψιν
ότι lim

x→k+
1

ef−1
1 (x) = lim

x→−∞ eu = 1 = k2.

γ Ισχύει f (f (x)) = ex. Πράγματι αν x ∈ Jn τότε f (f (x)) = f (fn (x)) =
fn+1 (fn (x)) =

(
exp ◦f−1

n ◦ fn

)
(x) = ex

Επομένως θα υπάρχουν μονότονες λύσεις της (1) αν και μόνο αν υπάρχουν συναρτή-
σεις που έχουν τις προδιαγραφές που θέσαμε. Τέτοιες δε προφανώς υπάρχουν για
παράδειγμα μία είναι η

f1 (x) = −k2
1

x
+ k1

Από τα προηγουμενα συνάγουμε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 1. ΄Εστω k1 ένας οποιοσδήποτε αρνητικός πραγματικός αριθμός, k2 =
0 και f1 μία οποιαδήποτε γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισ-
μού το (−∞, k1] και σύνολο τιμών το (k1, k2].

1. kn = ekn−2 , n > 2

2. J1 = (−∞, k1) και Jn = [kn−1, kn) για n > 2

3. για n > 2 είναι fn : Jn → Jn+1 με fn+1 = exp ◦f−1
n

τότε η συνάρτηση

f (x) =

⎧⎨
⎩

... ... ...
fn (x) , x ∈ Jn

... ... ...

είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής και επαληθεύει την

f (f (x)) = ex (∗)
΄Ολες οι αύξουσες συναρτήσεις που επαληθεύουν την (*) προκύπτουν με τον παρα-
πάνω τρόπο.

Παραδειγμα

Αν επιλέξουμε k1 = −, f1 (x) = −1 − 1
x έχουμε

k1 = −1, k2 = 0, k3 = e−1, k4 = 1

και

f1 (x) = −1− 1
x

, f2 (x) = e−
1

1+x , f3 (x) = e−
1+ln x
ln x , f4 (x) = e

1

e
1

1+ln y , ...

Οι δύο αυτές επιλογές ορίζουν πλήρως την f που φαίνεται στο επόμενο σχήμα.
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������ �� ����� f : R → R ��� 	
����� �

��

� ��
������ 	�� ��
 
�
��
������

f (x + y) = f (x) + f (y)

	�� ��� �� x, y� �� ��
������� ��� f (x) = αx 	�� ���
�
 α �= 0�

��������	

��������	�
�� �	���� 
������
�� ��� ����
� ������� �
��

�� f (0) = 0

�� f (−x) = −f (x) ��� ���� x ∈ R

�� f (μx) = μf (x) ��� ���� x ∈ R ��� ���� μ ∈ N

�� f
(

x
ν

)
= 1

ν f (x) ��� ���� x ∈ R ��� ���� ν ∈ N
∗

�� f (qx) = qf (x) ��� ���� ��� ���� q ∈ Q �� q > 0

 � f (qx) = qf (x) ��� ���� ��� ���� q ∈ Q�

!� "� α = f (1) ��#	�� f (q) = αq ��� ���� q ∈ Q�

$� �����%&�'�� �
�

f (x) = αx ��� ���� x ∈ R ���' α = f (1) 
��

(���)
�'�� �
� � f �%��� ����%�* �	&�'�� 
�� �%��� ����%�* +�%��'�� ��%�,
��'�� 
�� −f ��' ��� �'
� ���������% 
�� '�������� �+�	 0 < 1 �� �%���
f(1) > 0�
-�%#��'�� ��.
� �
� � f ��
�� ��
���� ��
 �� $����	�� ε > 0 ��� �����	�� )��
��
� ������ q 
)
��� .�
�

0 < q <
ε

α
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	�	�� ��� Cauchy

/'�����
−ε < −αq < 0 < αq < ε

�� ����'�� x .�
�
−q < x < q


�
� ���� 
�* ����
��%�* 
�* f �%���

f (−q) < f (x) < f (q)

������
−αq < f (x) < αq

��� ����)��*
−ε < f (x) < ε

0'��1%2��
�*� 3�� ���� x �� |x| < q ��#	�� |f (x)| < ε ������ ��' �&��+��%2��
�
� lim

x→0
f (x) = 0 = f (0) ������ �
� � f �%��� �'��#�* �
� 4� 5 �'�)#��� 
�* f

�
� 4 �&��+��%2�� 
�� �'�)#��� �
� 
'#�� x0 , ������
�� ��� ����
� ������� ,
��� ����)��* � f ����� ����	
��

$� ��%&�'�� 
.�� �
� ��#	�� � 
��� �* '���)��'�� �
� �� ������ x0 � 
�� ���
�����	��� �'
� ����%��� �
� � �'��#�* �'���
���

g (x) = f (x) − αx

��� �����%2�
�� �
� x0� ��� ���
� �
� x06 �* ��	�� �� )�� ����
��� (κ, λ) ��'
����)#�� 
� x0 � g �� )#�� 
� ������� 
�' ��%�' 
�* �
� x0 ������ 
�' g (x0)�
7����
)��* �� �%��� g (x) �= 0 ��� ���� x ∈ (κ, λ)� 89��* 
� ����
��� (κ, λ) ��
����)#�� ��������
� ������� ��
� q ��� ���'
�� �� �%��� g (q) = f (q) − αq =
αq − aq = 0 
�
�����
����������� �� � f �%��� ����
��� #��%* �� �%��� ����%�* ����
��� ���
���������� �	&�'�� #��%* �� �%��� ����%�* �	&�'�� 
�
� ��� ������ x1 < x2

�� ��#	�� f (x1) = f (x2)� �� �������'�� c = f (x1) )#�'�� �
� f (x) = c ���
���� x ∈ (x1, x2)� -����� �� � �'���
��� ��%���� %��* 
��)* �
� ���� ���*
����
���
�* 
�
� �%��� �
����� �� �'
� 
� ����
���� :�
� ��� ���� ��
� q ��
�%���

f (x1 + q (x2 − x1)) = f (x1) + q (f (x2) − f (x1)) = c

�� x �%��� )��* ����������
� ������
���* 
�
� '���#�'� ��
�% p, q .�
��

x1 + p (x2 − x1) < x < x1 + q (x2 − x1)

;�����
� ����% �� ��
�% �'
�% �� �������	� .�
��

p <
x − x1

x2 − x1
< q

8��� �� ��)��� f(x) = c �� ���� x� ���� f(0) = 0� 8��� f(x) = 0 ��� ��� 
� x

� lim
x→x0

f (x) = lim
h→0

f (x0 + h) = lim
h→0

(f (x0) + f (h)) = lim
h→0

f (x0) + lim
h→0

f (h) = f (x0) +

f (0) = f (x0)
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(

f ′′(x) + xf ′(x) = f(x)

$�� �%)
��  �� &
������ ��$� Mathematica�� *+$�� �$������
 ����'�
����  
����
��� �%���� �"� ����	,� ���,� �!� ��������� ����
�$�!
 
�
��
 �� %�� �!&�� �	��#�� �,&
�� �
��� �!)
 ��
 �� &
��),�����
 ��)
 ��

-���
,�����
 �$����% ����. �� ������%$����
  � $
� &
&�'
��� �
 � �� �
�
��
 ���� $���� $�� ������
�!/��� �
� �%��
 ��� ��)
���
���0&� ������
�$!������ �!��
 �!� 1 ���
��2 � �
 
 $�� �$�,����
  �� ���� %���� *3�
�0

�� ��
  ����	� !� &
��&� 	
� �
� �$!���'
 ���  ������ 4 
&%� �� $���� 
� "
�
� $���	��#���  �� ��� 
�� ������
� �!��
 �����%�
( �
� �!�� &�!  � %��
-
-�!� ��� Ribenboim $�
� $���� ����
�.

1. Overture: Από alexx11
Το μέλος alexx11 έδωσε χωρίς τη λύση της την άσκηση:

Ασκηση 1. Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο [α, β] με α < β Αν
f(α) = f(α) = 0 και για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει ότι

f ′′(x) + xf ′(x) = f(x)

να δειχθεί ότι η f έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (α, β)

� ������ �����	
�� 
�� �������
��� ����� ��������� ��
��� ��	 �������� 
� ���

�
����� ���� ��� �� ������ ������� ��� ������� �� ��������  	���� !�� �� ������
��������" #��� ������
��� ��������� ���	
� 
�� !��

��� ��� ����� �$����� ��������
��$�� ������ ���

y′′ + xy′ − y = 0


� ������� �	�
���� y (α) = y (β) = 0" � �$����� �	�� ���� ��� ����� 
�� ����
�� ���
� !����� ���� ��� �����

y = C1x + C2x

∫
1

x2
e−

1
2 x2

dx
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��	 
�� ���!�� ���� �$�� ����!����� ��������

f(x) = Ax + Be−
1
2 x2

+ B
√

2x

∫ x

0
e−t2dt

%�� ��� ����	���� �����  ������� ��� � �	������� f �� 
����� �� �� ���
�� 
� ��� &���


��� ���������'� �	��������� ����� ���� 
� 
������� ��� �
∫ x
0

e−t2dt ��	 �� !������

�� 
�����"

2. Allegro: Αργύρης Γαμβρέλλης
΄Εστειλε την ακόλουθη λύση για την ΄Ασκηση 1:
Αν η f δεν μηδενίζεται στο (α, β), τότε διατηρεί πρόσημο ως συνεχής
συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι f(x) > 0, οπότε έχουμε

f ′′ (x) + xf ′ (x) > 0 ⇔ e
x2
2 f ′′ (x) + xe

x2
2 f ′ (x) > 0 ⇔

[
e

x2
2 f ′ (x)

]′
> 0

για κάθε x ∈ (α, β)

Δηλαδή η συνάρτηση g (x) = e
x2
2 f ′ (x) είναι γνησίως αύξουσα στο [α, β].

Από ΘεώρημαRolle για την f στο [α, β] υπάρχει ξ στο (α, β) ώστε f ′(ξ) = 0.
Τότε και g(ξ) = 0 οπότε για α < ξ < β ισχύει

g (x) < g (ξ) ⇔ g (x) < 0 ⇔ f ′ (x) < 0

΄Αρα f γνησίως φθίνουσα στο [α, ξ], άτοπο αφού υποθέσαμε πως f(x) > 0 =
f(α).

(���� f (α) = f (β) = 0 !�� ������� ��� ��
�� ��� A, B ��	 ����� ������ ��	 �
�!�����
�	���
����

αA +
(
e−

1
2 α2

+
√

2α
∫ α
0 e−t2 dt

)
B = 0

βA +
(
e−

1
2 β2

+
√

2β
∫ β
0

e−t2 dt
)

B = 0

⎫⎬
⎭

� ���)�	�� ��	 �	���
���� ����� αr (β) − βr (α) ���	

r (x) = e−
1
2 x2

+
√

2x

∫ x

0
e−t2 dt

*��������
� ��� � ���)�	�� �	�� 
� ����� 
���� �� ��� 
��� �� �����
r(α)

α
=

r(β)
β

���!
�

�������� ����� 
�

s (x) =
r (x)

x

&�����	
�

s′ (x) =
e−

1
2 x2

x2

(
−x2 +

√
2x2e−

1
2 x2 − 1

)

(��
���� � �	������� ��� ������� +,- ������ �� ����� 
�������" %	�� ��� Mathematica

��� ������ �����������"

3. Andante: Μπάμπης Στεργίου
Επαναδιατύπωσε την άσκηση με την ακόλουθη μορφή:

Ασκηση 2. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με 0 < α < β,
f(α) = f(β) = 0 και

f ′′(x) + xf ′(x) = f(x) για κάθε x στο [α, β]

να αποδείξετε ότι f (x) = 0 για κάθε x στο (α, β).
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4. Minuetto 1: Αθανάσιος Μπελήγιαννης
Βελτιώνει μία αρχική διατύπωση στην άσκηση 2

5. Minuetto 2: 7apostolis
Επισημαίνει ένα ασθενές επιχείρημα σε λύση της 2

6. Adagio: Η λύση του Μπάμπη Στεργίου στην άσκηση 2
΄Εχουμε f ′′(x) + xf ′(x) = f(x) ⇔ f ′′(x) = f(x) − xf ′(x) οπότε η f
παραγωγίζεται και τρίτη φορά. Παραγωγίζοντας βρίσκουμε:

f ′′′(x) + xf ′′(x) = 0 ⇔ (f ′′(x)e
x2
2 )′ = 0 ⇔ f ′′(x) = ke−

x2
2 (1)

΄Εχουμε επίσης:

f ′′(x)+xf ′(x) = f(x) ⇔ f ′′(x) = f(x)−xf ′(x) ⇔ f ′′ (x)
x2

= − xf ′(x) − f(x)
x2

⇔ f ′′ (x)
x2

= − (
f(x)

x
)′ ⇔ f(x)

x
= −

∫ x

α

1
t2

f ′′(t)dt ⇔ f(x) = −x

∫ x

α

1
t2

f ′′(t)dt

διότι f(α) = 0 . ΄Αρα

f(x) = −kx

∫ x

α

1
t2

e−
t2
2 dt για κάθεx ∈ [α, β] (2)

Επειδή f(β) = 0 , η τελευταία σχέση δίνει ότι k = 0 (μια και η υπό ολοκλήρω-
ση συνάρτηση είναι θετική και τα άκρα α, β είναι θετικοί και διαφορετικοί
μεταξύ τους αριθμοί) και έτσι η (2) μας δίνει ότι :

f(x) = 0, για κάθε x ∈ [α, β]

7. Alegro: Η λύση του Μίλτου Παπαγρηγοράκη �στην άσκηση 2
Η f παρουσιάζει στο [α, β] ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο, ένα από τα οποία
τα παρουσιάζει σε εσωτερικό σημείο του [α, β]. ΄Εστω γ ∈ (α, β) θέση
ολικού ακροτάτου τότε από το θεώρημα του Fermat είναι f ′ (γ) = 0 οπότε
και f ′′ (γ) = f (γ) έτσι:

• Αν f (γ) > 0 τότε f ′′ (γ) > 0 και το γ είναι θέση ελαχίστου άρα
f (x) ≥ f (γ) που είναι άτοπο αφού f (α) < f (γ)

• Αν f (γ) < 0 τότε f ′′ (γ) < 0 και το γ είναι θέση μεγίστου άρα f (x) ≤
f (γ) που είναι άτοπο αφού f (α) > f (γ)

�. ������ *���!��!������ ��� �	������ ���$������ �� �	
�����
� ��� !�� �$��'���� ��	
��� 
��� ��	 x ���	� �	����� g(x)" #	!�����
��� ����� �� !�����	���
������� �	�
����� f 
������� ��� ��
 �
��� ������������ ��
 [α, β] �� 0 < α < β��� �
�	�
����� g 
������� ��
 [α, β]� �� f (α) = f (β) = 0 ��� ��� �
�� x ∈ [α, β]� ������ ���
f ′′ (x) + g (x) f ′ (x) = f (x)� �� ��
������� ��� f (x) = 0 ��� �
�� x ∈ [α, β]�
����� � f ����	���)�� ��� [α, β] ��� 
�!���� ��� ��� ��������/ ��� ��� �� ����� �� ����	���)��
�� ��������� ��
��� ��	 [α, β] 0(��� γ ∈ (α, β) 
��� ������ ��������	 ���� ��� 
�'��
� ��	
Fermat ����� f ′ (γ) = 0 ����� ��� f ′′ (γ) = f (γ)/ ����� %� f (γ) > 0 ���� f ′′ (γ) > 0 ��� �� f (γ)
����� 
��� ��������	 ��� f (x) ≥ f (γ) ��	 ����� ����� � �� f (α) < f (γ) %� f (γ) < 0 ����
f ′′ (γ) < 0 ��� �� f (γ) ����� 
��� 
�!����	 ��� f (x) ≤ f (γ)��	 ����� ����� � �� f (α) > f (γ)
�� ����� ������ f (γ) = 0 0(��� �� �������� ��� �� 
�!���� ��� f ��� [α, β] ����� 
���� ���
����
����� f (x) = 0 !�� ��
� x ∈ [α, β]"
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Θα είναι λοιπόν f (γ) = 0. ΄Ετσι το ελάχιστο και το μέγιστο της f στο [α, β]
είναι μηδέν επομένως είναι f (x) = 0 για κάθε x ∈ [α, β].

8. Presto: Μία παρατήρηση
Η παρακάτω άσκηση προέκυψε από την προσπάθεια μου να αποδείξω ότι η
f είναι 0 και κοιτώντας τις προηγούμενες λύσεις:

Ασκηση 3. ΄Εστω f μία συνάρτηση που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
στο διάστημα Δ, με θετική την δεύτερη παράγωγο και τέτοια ώστε κάθε ρίζα
της f ′ να είναι και ρίζα της f ′′ − f . Να αποδείξετε ότι η f έχει το πολύ μία
ρίζα.

Λυση Ας πούμε ότι έχει δύο τις α < β. Η γνησίως αύξουσα f ′ από το
θεώρημα του Rolle έχει τουλάχιστον μία ρίζα ρ στο (α, β) η οποία λόγω
μονοτονίας είναι μοναδική. Η f ′ θα είναι αρνητική στο (α, ρ)) και θετική
στο (ρ, β). ΄Αρα η f θα έχει ελάχιστο στο ρ και φυσικά f(ρ) < 0. Τότε
όμως f ′(ρ) = 0 και συνεπώς και f ′′(ρ)− f(ρ) = 0 δηλαδή f”(ρ) = f(ρ) < 0
( άτοπο ).

Με την βοήθεια της άσκησης 3 μπορούμε να προχωρήσουμε κάπως διαφορε-
τικά την απόδειξη του Μπάμπη Στεργίου και να έχουμε μία ακόμη λύση

στην άσκηση 2: Στην την σχέση f ′′(x) = ke−
x2
2 παρατηρούμε ότι αν k = 0

καλώς διότι τότε f ′ = c και f(x) = cx + d και αφού η f έχει δύο ρίζες
είναι f = 0. Αν k διάφορο του 0 υποθέτουμε ότι k > 0 (αλλιώς δουλεύουμε
με την −f) οπότε έχουμε μία συνάρτηση με θετική δεύτερη παράγωγο και
τέτοια ώστε κάθε ρίζα της f ′ είναι και ρίζα της f ′′ − f και από την άσκηση
3 η f έχει το πολύ μία ρίζα (άτοπο διότι έχει δύο)

9. Finale: Μία μία πληροφορία alexx11
Η άσκηση δόθηκε, κάπου, σε επαναληπτικό διαγώνισμα!!! �

�1�� ��� ������ ��� ��� ����� *���!��!������
����	�� 02��� ��� ��������� !�� ��	� 
�
���� 
� ���� � ������ 
� 
�� ��������� ��� 
�� ���
3������ �	������� ����
��� ��� ����!�!���
� ��� [α, β] 
� 0 < α < β" %� ������ ���(
x2 − (α + β)x + αβ

)
f ′ (x) = f (x)/ !�� ��
� x ∈ [α, β]/ �� ������$��� ��� f (x) = 0 !��

��
� x ∈ [α, β]"
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Pop-KornN.S. Maurogi�nnh
Peiramatikì LÔkeio Euaggelik 
 Sqol 
 SmÔrnh
29 AugoÔstou 2008Per�lhyhSton diktuakì tìpoMathematica
1 suzht jhke h tropopoihmènh sun�rthshtou Dirichlet pou e�nai gnwst  kai w
 sun�rthsh tou Thomae all� kai w
sun�rthsh tou pop-korn. Sto parìn shme�wma perièqetai h prosèggish 2mou se k�poia erwt mata pou etèjhsan sto Mathematica

Ασκηση 1. (Χρήστος Κυριαζής3 , dement
4) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R

με

f (x) =

{ 1
q

x ∈ Q, x = p
q
, p

q
ανάγωγο, q > 0

0 x /∈ Q

1. Να βρείτε όλα τα σημεία τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f .

2. Βρειτε τα σημεια στα οποια η f ειναι συνεχης καθως και σε ποια απο αυτα
ειναι παραγωγισιμη.

3. Αποδειξτε οτι η f ειναι ολοκληρώσιμη σε καθε κλειστο διαστημα, με ολοκληρω-
μα 0.

Αποδειξη

Ερωτημα 1 5 Ελάχιστο προφανώς το 0 που πραγματοποιείται σε κάθε άρρητο.
Για τα τοπικά μέγιστα: Εστω ένα διάστημα (α, β) και ν θετικός ακέραιος. Τότε
το κλάσμα µ

ν
) ανήκει στο (α, β) αν και μόνο αν να < µ < νβ. Αλλά υπάρχουν

πεπερασμένοι το πλήθος ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα να < µ < νβ ( το
πολύ [να, νβ − να] − 1. ΄Αρα το (α, β) περιέχει πεπερασμένο πλήθος κλασμάτων
με παρονομαστή ν. ΄Εστω τώρα ρητός p

q
σε ανηγμένη μορφή. ΄Εστω διάστημα

(α, β) που περιέχει τον p
q
. Το (α, β) περιέχει πεπερασμένα το πλήθος ανηγμένα

κλάσματα με παρονομαστή 1, πεπερασμένα με παρονομαστή 2, ..., πεπερασμένα με
παρονομαστή q− 1. Τα κλάσματα αυτα είναι διάφορα του p

q
αφού έχουν μικρότερο

παρονομαστή. Θεωρούμε το σύνολο που απαρτίζουν όλα αυτά τα κλάσματα. Θα1http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=583&forum=752232Me thn �skhsh aut  apasqol jhka l�an euqar�stw
 thn nÔqta th
 22a
 pro
 23h AugoÔs-tou 2008 sto F/B LATO taxideÔonta
 apì ta Qani� ston Peirai�. Kai ìpw
 sumba�nei suqn�sto Mathematica up rxe h aform  gia na dw met� di�fora kai apì di�fore
 phgè
3'Ejese to pr¸to er¸thma pou, ìpw
 shme�wse, proèrqetai apì to bibl�o {Diaforikì
 kaiOloklhrwtikì
 Logismì
} tou Spivak4'Ejese ta upìloipa erwt mata5O K¸nstant�no
 Miqahl�dh
 michailk shme�wse ìti mia diaisjhtikh ap�nthsh e�nai oti k�je
x �rrhto
 e�nai shme�o topikoÔ elaq�stou en¸ k�je x rhtì
 e�nai shme�o topikoÔ meg�stou.

1



2 Pop-Korn
είναι πεπερσμένο. ΄Εστω {x1, ..., xµ} με α < x1 < x2 < ... < xµ < β Το p

q
ανήκει

σε κάποιο διάστημα από τα (α, x1), (x1, x2), ..., (xµ, β). Ας το πούμε ∆. ΄Ολοι οι
ρητοί με που περιέχονται στο ∆ στην ανηγμένη μορφή τους έχουν παρονομαστή
έχουν παρονομαστή μεγαλύτερο ή ίσο του q. ΄Αρα και η τιμές που παίρνει η f στο
∆ είναι μικρότερε ή ίσες του 1

q
. Και επειδή f(p

q
) = 1

q
έχουμε ότι η f παρουσιάζει

τοπικό μέγιστο στο p
q
.

Ερωτημα 2 Ο Χρήστος Κυριαζής παρέθεσε την εξής απόδειξη για την συνέχεια:
΄Εστω ρ ρητός και η (xν) μια ακολουθία αρρήτων όρων τέτοια ώστε limxν = ρ.
Τότε (ορισμός σύγκλισης κατά (Heine) και lim f (xν) = ρ. ΄Ομως f (ρ) = 0. ΄Αρα
η f ασυνεχής στο ρ, άρα ασυνεχής σε κάθε ρητό. ΄Εστω α άρρητος αριθμός και
έστω ǫ > 0. Τότε υπάρχει φυσικός ν0, τετοιός ώστε

ν0 >
1

ε
ή

1

ν0
< ε

από το αξίωμα του Αρχιμήδη. ΄Εστω τώρα το διάστημα (α− 1, α+ 1). Είναι
γνωστό ότι στο (α− 1, α+ 1) υπάρχει μόνο ενα πεπερασμένο πλήθος ρητών με
παρονομαστή μικρότερο του ν0 (γιατι το Q είναι αριθμήσιμο σύνολο). Συνεπώς
μπορούμε να επιλέξουμε δ > 0, ώστε, στο διάστημα (α− δ, α+ δ) να περιέχεται
στο (α− 1, α+ 1) και να μην περιέχει ρητούς με παρονομαστή μικρότερο του ν0.
Τότε για |x − α| < δ, έχουμε |f(x) − f(α)| = |f(x)| ≤ 1

ν0
< ε. ΄Αρα η f είναι

συνεχής στον α και επομέμως σε κάθε άρρητο.
Η συνέχεια αλλιώς: ΄Εστω t. Θεωρούμε ǫ > 0. Υπάρχει φυσικός ν ώστε 1

ν
< ǫ.

Εργαζόμενοι όπως πριν μπορούμε να βρούμε διάστηματα (α, t), (t, β) που δεν
περιέχουν κλάσματα σε ανηγμένη μορφή με παρονομαστή μικρότερο του ν. Αυτό
σημαίνει ότι οι τιμές της f στην ένωση των (α, t), (t, β)) είναι μικρότερες ή ίσες
του 1

ν
άρα και του ǫ. Επομένως το όριο της f στο τυχόν t είναι 0. ΄Αρα η f είναι

συνεχής μόνο στα σημεία όπου και η τιμή της είναι 0 δηλαδή είναι συνεχής στους
άρρητους και ασυνεχής στους ρητούς.
Η Παραγωγισιμότητα. Εύκολα διαπιστώνεται ότι η f είναι περιοδική με περίοδο
1 επομένως μπορούμε να περιοριστούμε στο [0, 1). Η f δεν είναι παραγωγίσιμη
στους ρητούς διότι εκεί είναι ασυνεχής. Θα δείξουμε ότι δεν παραγωγίζεται και
στους άρρητους. ΄Εστω α ένας άρρητος. Αν f παραγωγίζεται στο α θα πρέπει
από το θεώρημα του Fermat παράγωγος να είναι 0. Είναι γνωστό ότι υπάρχουν
άπειροι διακεκριμένοι ρητοί p

q
(με p

q
όχι κατ΄ ανάγκην ανάγωγα) ώστε

|α−
p

q
| <

1

q2
(∗)

Αναγκαστικά οι παρονομαστές q αυτών των ρητών είναι άπειροι το πληθος (αλλιώς
θα έπρεπε ένα κλάσμα να εμφανιζόταν με τον ίδιο παρονομαστή άπειρες φορές και
θα υπήρχε τέτοιο κλάσμα που απέχει από το α απόσταση πάνω από 2 (άτοπο).
Επιλέγοντας μία αύξουσα ακολουθία παρονομαστών (qn) συνάγουμε ότι υπάρχει
ακολουθία ρητών pn

qn
που συγκλίνει στο α και ικανοποιεί την (*). Τότε

f
(

pn

qn

)

− f (α)

pn

qn
− α

=
f
(

pn

qn

)

pn

qn
− α

Η απόλυτη τιμή του λόγου μεταβολής στα pn

qn
,α είναι

|f( pn

qn
)|

| pn
qn

−α|
>

f( pn

qn
)

q2
n

> 1 διότι

το f
(

pn

qn

)

είναι 1
qn
ή μεγαλύτερο. ΄Αρα ο λόγος μεταβολής της f στα pn

qn
, α δε
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Pop-Korn 3
μπορεί να τείνει στο 0 κάτι πού έπρεπε να συμβαίνει αν η f ήταν παραγωγίσιμη στο
α. Συνεπώς η f δεν είναι παραγωγίσιμη ούτε στους άρρητους.
Ερωτημα 3 Ολοκληρωσιμότητα. Θεωρούμε ένα κλειστό διάστημα [α, β]. Το σύνο-
λο A των σημείων ασυνεχείας της f στο [α, β] είναι το σύνολο των ρητών σημείων
του [α, β] που είναι αριθμήσιμο άρα μετρήσιμο με μέτρο 0. Ας ονομάσουμε B το
συμπλήρωμα του A στο [α,β]. Φυσικά και αυτό είναι μετρήσιμο. Επειδή το σύνο-
λο των σημείων ασυνεχείας της f έχει μέτρο 0 η f είναι Riemann-ολοκληρώσιμη.
Ιδιαιτέρως είναι και Lebesgue-ολοκληρώσιμη και τα δύο ολοκληρώματα της συμπίπ-
τουν. Τώρα αν με τον συμβολισμό

∫

X
f δηλώσουμε το Lebesgue-ολοκλήρωμα της

f στο Q έχουμε
∫

[α,β] f =
∫

A
f+

∫

B
f διότι τα A,B ειναι ξένα μετρήσιμα με ένωση

το [α, β]. Είναι όμως
∫

A
f = 0,

∫

B
f = 0. Η πρώτη ισότητα ισχύει διότι το A

έχει μέτρο 0 και η δεύτερη διότι η f στο B είναι 0. ΄Αρα
∫

[α,β] f = 0 οπότε και το
Riemann-ολοκλήρωμα της f είναι 0.

Ενας τροπος για να «δουμε» την συναρτηση f

΄Οπως σημειώθηκε η f είναι περιοδική με με περίοδο 1. Πράγματι

f(x+ 1) = f(x) (∗)

Για x άρρητο και τα δύο μέλη της είναι 0 αφού και ο x+1 είναι άρρητος. Για x = p
q

σε ανηγμένη μορφή είναι x+1 = p+q
q
που και αυτό είναι ανάγωγο. Στην περίπτωση

αυτή και τα δύο μέλη της (*) είναι 1
q
. ΄Αρα αρκεί να δούμε την συνάρτηση στο [0, 1).

Χρησιμοποιούμε ένα σύστημα αξόνων και την ανεξάρτητη μεταβλητή της f , ας την
πούμε εδώ t για να μην μπλέξουμε την φανταταζόμαστε σαν κλίση. Στο t από το
[0, 1) αντιστοιχούμε την ημιευθεία y = tx, x > 0. Αν αυτή δεν συναντήσει κάνένα
συνδεσμικό σημείο (=σημείο με ακέραιες συντεταγμένες) εκτός της αρχής των
αξόνων, και αυτό συμβαίνει όταν η κλίση είναι αριθμός άρρητος, τότε η τιμή της
συνάρτησης είναι 0. Αν συναντήσει (και θα συναντήσει άπειρα) πράγμα που θα
συμβεί όταν ο t είναι ρητός τότε διαλέγουμε εκείνο που είναι πλησιέστερα στην αρχή
των αξόνων (στο σχήμα μας το A). Οι συντεταγμένες του δίνουν την ανηγμένη
μορφή του t. Βρίσκουμε την τετμημένη αυτού του σημείου, την εισάγουμε στην
g(x) = 1

x
και βρίσκουμε το f(t). Μοιάζει με φλιπεράκι:

Η γραφικη παρασταση της fN.S. Maurogi�nnh
 www.nsmavrogiannis.gr



4 Pop-Korn
Είναι αντιληπτό ότι η f είναι αρκετά παθολογική συνάρτηση αφού στους άρρητους
«βυθίζεται» στο 0. ΄Οπως είδαμε αρκεί η γνώση της γραφικής παράστασης της f
στο μοναδιαίο διάστημα. Η γραφική της παράσταση είναι:

Ενώ με ράβδους έχουμε καλλίτερη εικόνα

΄Οπως διαπίστωσα αργότερα η συνάρτηση συτή είναι γνωστή με διάφορα ονόματα:
Συνάρτηση του Dirichlet, Συνάρτηση του Thomae ή Συνάρτηση Pop Corn!

www.nsmavrogiannis.gr N.S. Maurogi�nnh
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Πρόταση 1. Αν η παράγωγος μίας συνάρτησης f δεν μηδενίζεται σε κανένα
σημείο του διαστήματος Δ τότε η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ

Αποδειξη Σε κάθε κλειστό υποδιάστημα I του Δ η f έχει μέγιστη και ελάχιστη
τιμή. ΄Ομως αποκλείεται να ισχύει κάποια από τις συνθήκες:

Ι Η τιμή της f σε κάποιο εσωτερικό σημείο του I είναι μεγαλύτερη από τις τιμές
της στα άκρα του I

ΙΙ Η τιμή της f σε κάποιο εσωτερικό σημείο του I είναι μικρότερη από τις τιμές
της στα άκρα του I

διότι τότε η μέγιστη ( ή ελάχιστη τιμή) της f στο I θα ήταν σε εσωτερικό σημείο
και εκεί θα είχαμε μηδενισμό της παραγώγου. Επίσης από το θεώρημα μέσης
τιμής έχουμε ότι η f είναι 1-1. Ας πούμε ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη. Θα
καταλήξουμε σε άτοπο αποδεικνύοντας ότι αναγκαστικά θα ισχύει κάποια από τις
Ι, ΙΙ. Αφού η f δεν είναι μονότονη θα υπάρχουν α1 < β1 και α2 < β2 στο Δ ώστε
να είναι f (α1) < f (β1) και f (α2) > f (β2). Θεωρούμε τα σημεία A1 (α1, f (α1)),
A2 (α2, f (α2)), B1 (β1, f (β1)), B2 (β2, f (β2)). Το τμήμα A1B1 θα έχει θετική
κλίση ενώ το A2B2 αρνητική. Ας ασχοληθούμε με το A1B1. Θεωρούμε τις 4
παράλληλες από τα άκρα του A1B1 προς τους άξονες. Επειδή έχουμε συνάρτηση η
οποία είναι 1-1 το A1 δε μπορεί να ανήκει σε καμμία από τις 4 παράλληλες αλλά θα
ανήκει σε κάποια από τις 9 περιοχές που ορίζουν. ΄Ομως τότε σε κάθε περίπτωση
θα ισχύει κάποια από Ι, ΙΙ όπως φαίνεται στο σχήμα:
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Ασκηση 1. (Μπάμπης Στεργίου)� Να αποδειχθεί ότι από τυχαίο σημείο Α εντός
κύκλου, εκτός του κέντρου, μπορούμε να φέρουμε χορδή που έχει μήκος ρητό
αριθμό.

Λυση 1 (antonis math) Αρκούν δυο διαφορετικές σε μήκος χορδές για το θεώρημα
ενδιαμέσων τιμών, και να πούμε πως ανάμεσα στους δυο αριθμούς θα υπάρχει και
ένας ρητός. Είναι εμφανές πως το μήκος μεταβάλεται κατα συνεχή τρόπο, αφού
και η χορδή μεταβάλεται κατα συνεχή τρόπο. (αν φανταστούμε τη στροφή της
χορδής). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε:

• Να θεωρήσουμε ότι ο κύκλος είναι ο μοναδιαίος x2 + y2 = 1

• Το σημείο μας είναι πάνω στην y = x δηλαδή είναι κάποιο σημείο της μορφής
A(μ, μ).

Τότε η μεταβλητή (ως προς) ευθεία λ,

(ε) : y = λx+ μ(1− λ), 1 ≤ λ ≤ 1

είναι ο φορέας μεταβλητής χορδής που διέρχεται από το A. Για λ = −1 έχω τον
φορέα της κάθετης στη διάμετρο χορδής, δηλαδή την ελάχιστη σε μήκος χορδή, και

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/17063?read=805&forum=56996
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για λ = 1 τον φορέα της μέγιστης χορδής αφού την επαληθεύει το κέντρο (0, 0) και
επομένως είναι διάμετρος. Λύνοντας το σύστημα της ε με τον κύκλο x2 + y2 = 1,
βρίσκουμε τα άκρα της χορδής. Πάιρνοντας το μήκος θα έχουμε συνάρτηση του λ.
Τέλος εφαρμόζουμε σε αυτή τη συνάρτηση το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής, η οποία
είναι συνεχής ώς προς λ.

Λυση 2 Ας πούμε ότι ο κύκλος είναι ο C, έχει ακτίνα μήκους R, και ότι το A
απέχει από το κέντρο του απόσταση d. ΄Εστω m θετικός με

m2 = R2 − d2 (1)

΄Εστω
x ∈ (2m, 2R) (2)

΄Εστω r θετικός με
x2 − r2 = m2 (3)

Προφανώς x > r και
x

2
− r

2
< R+ d (4)

πολλαπλασιάζοντας την (4) επί x
2 + r

2 και αξιοποιώντας τις (1), (2) βρίσκουμε ότι

R2 − d2 <
(x
2
+

r

2

)
(R+ d)

που μας δίνει ότι R− d < x
2 + r

2 . ΄Αρα ισχύει (η δεύτερη ανισότητα είναι άμεση)

R−
(x
2
+

r

2

)
< d < R+

(x
2
+

r

2

)
(5)

Η (5) μας λέει ότι ο κύκλος με κέντρο A και ακτίνα ρ = x
2 + r

2 τέμνει τον C σε
δύο σημεία. ΄Εστω B ένα από αυτά.

Η AB επανατέμνει τον κύκλο σε κάποιο Γ και αφού AB ·AΓ = R2 − d2 = m2 θα
είναι AB = x

2 + r
2 και AΓ = x

2 − r
2 . Επομένως η χορδή BΓ έχει μήκος x. Αλλά

η επιλογή (2) μπορεί να γίνει ώστε ο x να είναι ρητός και τότε πετυχαίνουμε η
χορδή BΓ να έχει ρητό μήκος.

Λυση 3 (Ο συμβολισμός είναι ίδιος με της λύσης 2). Επιλέγουμε ρητό q από
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το διάστημα (0,
√
R2 − d2). Θεωρούμε θετικό α με α2 = R2 − q2. Είναι α < d.

Θεωρούμε θετικό x ώστε (x2 )
2 = R2 − α2. Φυσικά x

2 = q =ρητός. Κάθε χορδή
που εφάπτεται στον κύκλοK με κέντρο το κέντρο του C και ακτίνα α έχει απόστη-
μα α και μήκος τον ρητό x. Για να βρούμε την ζητούμενη χορδή αρκεί από το M
να φέρουμε εφαπτομένη στον K.
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Ασκηση 1. (από τον stelmarg7) Δίνεται ακολουθία συναρτήσεων fn και μια
συνεχής συνάρτηση f στο διάστημα [α, β]. Υποθέτουμε ότι για κάθε ακολουθία
(xn) σημείων του [α, β] που συγκλίνει στο x η ακολουθία τότε fn(xn) συγκλίνει
στο f(x). Δείξτε ότι η fn σύγκλίνει ομοιόμορφα στην f .

Αποδειξη

Για να αποδείξουμε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn συγκλίνει στη συνάρτηση f
ομοιόμορφα πρέπει να αποδείξουμε ότι Για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ώστε η σχέση

|fn(x) − f(x)| < ε

να ισχύει για όλα τα n > n0και για όλα τα x. ΄Ας υποθέσουμε ότι αυτό δεν
αληθεύει. Τότε θα υπάρχει κάποιος ε > 0 τέτοιος ώστε για κάθε n0 να υπάρχει
κάποιος n > n0και κάποιος x ώστε

|fn(x) − f(x)| ≥ ε

Σε κάθε m αντιστοιχώ ένα φυσικό αριθμό km > m και ένα στοιχείο του πεδίου
ορισμού της f έστω xkm ώστε

|fkm(xkm) − f(xkm)| ≥ ε

Οι όροι της ακολουθίας xkm περιέχονται σε κλειστό διάστημα και επομένως από
το θεώρημα Weierstrass-Bolzano θα έχει μία υπακολουθία συγκλίνουσα σε κάποιο
σημείο του διαστήματος. Ας την πούμε xrm και ας πούμε x το όριο της. Τότε για
όλα τα m θα έχω

|frm(xrm) − f(xrm)| ≥ ε (∗)
Αλλά λόγω συνεχείας της f θα πρέπει για αρκετά μεγάλο m να ισχύει

|f(xrm) − f(x)| <
ε

2
Αλλά και από την υπόθεση έχουμε ότι πάλι για αρκετά μεγάλο m ότι θα ισχύει:

|frm(xrm) − f(x)| <
ε

2
΄Αρα για αρκετά μεγάλο m (δηλαδή για m > m0 όπου m0 κατάλληλος ) θα είναι

|frm(xrm) − f(xrm)| ≤ |f(xrm) − f(x)| + |frm(xrm) − f(x)| <
ε

2
+

ε

2
= ε

δηλαδή θα υπάρχει κάποιος m για τον οποίο:

|frm(xrm) − f(xrm)| < ε (∗∗)
κάτι που έρχεται σε αντίθεση με την (*).
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Ασκηση 1. (Από xstavros) � 1) Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο μιας προβολής.
2) Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο ενός ενελικτικού γραμμικού μετασχηματισμού.
3) Δείξτε ότι η ορίζουσα ενός γραμμικού μετασχηματισμού είναι ίση με το σταθερό
όρο του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του.

Λυση

1) ΄Εστω V ενας διανυσματικός χώρος. ΄Ενας γραμμικός μετασχηματισμός P του
V λέγεται προβολή αν P 2 = P . Ας υποθέσουμε ότι ο μετασχηματισμός μας δεν
είναι τετριμμένος δηλαδή δεν είναι ούτε ο μηδενικός ούτε ο ταυτοτικός. Αν ο P
έχει εικόνα ImP = W και πυρήνα KerP = U τότε V = W ⊕ U . Αρα αν πάρουμε
μία βάση του W και μία βάση του U τα διανύσματα τους φτιάχνουν μία βάση του
V . Επειδή P (w) = w, P (u) = 0 για όλα τα w ∈ W, u ∈ V προς αυτή τη βάση ο
P θα έχει πίνακα της μορφής [

Im 0
0 Ir

]

όπου οι πίνακες στην διαγώνιο είναι μοναδιαίοι τάξης m = dimW, r = dim U
Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του μετασχηματισμού μας θα είναι:

f (x) = det (A − xI) =
∣∣∣∣ Im − xIm 0

0 Ir − xIr

∣∣∣∣ = |Im − xIm|·|Ir − xI| = (1 − x)m
xr

Αλλος Τροπος: Είναι P 2 − P = 0 και επομένως ο μετασχηματισμός μας μη-
δενίζει το πολυώνυμο x2 − x. Επειδή κάθε πολυώνυμο που μηδενίζεται από τον
μετασχηματισμό θα πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του ελαχίστου πολυωνύμου του
μετασχηματισμού το ελάχιστο πολυώνυμο θα είναι κάποιο από τα x, x−1, x (x − 1)

Αν είναι το πρώτο έχουμε μηδενικό μετασχηματισμό, αν είναι το δεύτερο έ-
χουμε τον ταυτοτικό. Αν ο μετασχηματισμός δεν είναι τετριμμένος απομένει η
τρίτη περίπτωση για το ελάχιστο πολυώνυμο. Ξέρουμε ότι το χαρακτηριστικό
πολυώνυμο έχει παράγοντα το ελάχιστο πολυώνυμο και θα έχει τους ίδιους πρώ-
τους παράγοντες με αυτό. Επομένως κατ΄ αρχήν το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
θα είναι της μορφής xt (x − 1)s Οι εκθέτες μπορούν να υπολογισθούν. Σύμφω-
να με το γενικευμένο θεώρημα Cayley-Hamilton κάθε εκθέτης είναι ίσος με τη
μηδενικότητα (=διάσταση του πυρήνα ) του μετασχηματισμού που προκύπτει αν
αντικαταστήσουμε τονP σε κάθε πρώτο παράγοντα του ελαχίστου πολυωνύμου και
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διαιρέσουμε δια της πολλαπλότητας με την οποία εμφανίζεται ο παράγοντας αυτός
στο ελάχιστο πολυώνυμο. Εδώ

t =
dim kerP

1
, s =

dim ker (P − I)
1

Με τον συμβολισμό του α΄ τρόπου έχουμε

dim kerP = dimU = r, dim ker (P − I) = dimW = m

που μας οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα.
2) Εργαζόμαστε όπως στον β΄ τρόπο της 1). Μία ενέλιξη T ικανοποιεί την T 2 = I.
3) Αρκεί να θυμηθούμε ότι ο σταθερός όρος ενός πολυωνύμου είναι η αριθμητική
τιμή του στο 0. Ετσι

σταθερός όρος χαρακτηριστικού πολυωνύμου = f (0) = det (A − 0I) = det (A)

www.nsmavrogiannis.gr ���� ���	
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Ασκηση 1. (Από xstavros) � Δείξτε ότι αν ο πίνακας ενός γραμμικού μετασχη-
ματισμού T ως προς την βάση u1, u2, ....., un μετατίθεται με όλους τους διαγ-
ωνοποιήσιμους πίνακες, τότε είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού.

Αποδειξη Θεωρούμε ένα διαγώνιο πίνακα Q = (xij) που έχει όλα τα στοιχεία

c1, c2, ..., cn (∗)
της κυρίας διαγωνίου του διακεκριμένα (= ανά δύο διάφορα). Φυσικά ο Q είναι
διαγωνιοποιήσιμος και επομένως θα αντιμετατίθεται με τον T δηλαδή

QT = TQ (1)

Ας πούμε ότι T = (tij), X = (xij). Τότε QT = (aij) TX = (bij) με

aij =
∑

xiktkj = citij

bij =
∑

tikxkj = tijcj

και λόγω της (1) είναι: citij = tijcj δηλαδή

(ci − cj)tij = 0

άρα αν τα i, j είναι διάφορα θα πρέπει tij = 0. Συνεπώς ο T είναι διαγώνιος. Ας
πούμε ότι τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του είναι d1, d2, ..., dn. Από τον πίνακα
X κατασκευάζουμε ένα πίνακα Y ως εξής
1) Κατω από την διαγώνιο του Q κρατάμε τα μηδενικά.
2) Κρατάμε τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του Q.
3) Συμπληρώνουμε τα μηδενικά που υπάρχουν στον Q πάνω από την διαγωνιο μη
μηδενικούς αριθμούς.
Ο πίνακας Y θα είναι πάλι διαγωνιοποιήσιμος διότι οι ιδιοτιμές του είναι οι (*) και
επομένως τα n ιδιοδιανύσματα που ανήκουν σε αυτές είναι γραμμικώς ανεξάρτητα
άρα αποτελούν βάση του χώρου. Ο T θα αντιμετατίθεται με τον Y = (yij) οπότε
εφαρμόζοντας το προηγούμενο επιχείρημα έχουμε ότι

(di − dj)yij = 0

Αλλά με j > i είναι yij διάφορο του μηδενός. ΄Αρα di = dj . Αρα ο T είναι
διαγώνιος με όλα τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του ίσα. ΄Αρα είναι πολλαπλάσιο
του μοναδιαίου πίνακα.
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Άσκηση στη Γραμμική Άλγεβρα (Από το μέλος spinoss)

  Δείξτε αν ένας 2x2 πίνακας Α που έχει trA=0 γράφεται   Α=BC-CB  
 
Λύση (Ν. Σ. Μαυρογιάννης)  Στη λύση που είμαι σίγουρος ότι μπορεί να 
συντομευθεί, χρησιμοποιήθηκαν ιδέες από το σημείωμα του καθηγητή W. Kahan: Only 
Commutators Have Trace Zero 
(http://www.cs.berkeley.edu/~wkahan/MathH110/trace0.pdf) 
Το αποτέλεσμα αυτό ισχύει γενικά για τετραγωνικούς πίνακες και αποδείχθηκε για 
πρώτη φορά το 1936 από τον Ιάπωνα Shoda. 
 
H ιδέα της απόδειξης είναι να μετασχηματίσουμε κατάλληλα τον πίνακα με 
μετασχηματισμούς που διατηρούν το ίχνος και να τον φέρουμε σε κατάλληλη μορφή που 
γράφεται σαν διαφορά  ΧΥ   − ΥΧ.

Ισχυρισμός 1 Οι πίνακες  Τ−1ΑΤ,Τ  έχουν το ίδιο ίχνος. 
Απόδειξη του ισχυρισμού 1: Γνωρίζουμε ότι γενικά οι πίνακες  ΧΥ  έχουν το 
ίδιο ίχνος. 'Αρα   

, YX

trΤ−1ΑΤ  trΑΤΤ−1   trΑ  
Ισχυρισμός 2  Κάθε πίνακας που έχει τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου ίσα με 0 
μπορεί να πάρει τη μορφή  ΧΥ   − ΥΧ.
Απόδειξη του ισχυρισμού 2:

  

0 

 0


0 −

 0

1 0

0 0
−

1 0

0 0

0 −

 0   

Ισχυρισμός 3 Αν ο πίνακας  Τ  γράφεται στη μορφή  ΧΥ−1ΑΤ − ΥΧ   τότε και ο  Α  
γράφεται στη μορφή  BC − CB.   
Απόδειξη του ισχυρισμού 3: 
Αν  Τ  τότε −1ΑΤ  ΧΥ − ΥΧ

 Α  ΤΧΥ − ΥΧΤ−1  ΤΧΤ−1 ΤΥΤ−1  − ΤΥΤ−1 ΤΧΤ−1   ΒC − CB   
Ισχυρισμός 4 Αν  ο πίνακας   

Α 
p q

r s    
έχει ίχνος  0  δηλαδή  p  s  0   τότε υπάρχει πίνακας  

Τ 
x y

0 t   
με  xt ≠ 0    (επομένως και αντιστρέψιμος) ώστε ο πίνακας  Τ  να έχει τα στοιχεία 
της διαγωνίου του ίσα με  0.   

−1ΑΤ



 
Απόδειξη του ισχυρισμού 4. Υποθέτουμε πρώτα ότι  r  . Πράγματι κάνοντας τον 
πολλαπλασιασμό  Τ

≠ 0
−1ΑΤ   βρίσκουμε ότι τα στοιχεία της διαγωνίου του  Τ−1ΑΤ   είναι   

 και   t  Θέλουμε να είναι ίσα με 0 δηλαδή  t−1pt − ry −1st  ry.
pt − ry  0, st  ry  0   
To παραπάνω ομογενές σύστημα με αγνώστους  t,y    έχει ορίζουσα 

 

p −r

s r
 pr  rs  rp  s  0

  
και επομένως έχει μη μηδενική λύση    . Σε αυτή τη λύση αποκλείεται  t  διότι 
τότε θα είναι αναγκαστικά  

t,y  0
y  0   (άτοπο).  Στην περίπτωση λοιπόν όπου  r   ο 

πίνακας  

≠ 0
Τ   υπάρχει.  

Στην περίπτωση όπου   r   αλλά  q    μπορούμε να πάρουμε πρώτα τον πίνακα   0 ≠ 0

 

0 1

1 0

−1
p q

r s

0 1

1 0


s r

q p   
και να εφαρμόσουμε το προηγούμενο συμπέρασμα στον   

s r

q p  
Τελικά ο  

 

0 1

1 0
Τ

−1

Α
0 1

1 0
Τ

  
θα έχει τα στοιχεία της διαγωνίου 0. Τέλος αν αμφότερα τα  r   ,  q   είναι 0 τότε  

Α 
p 0

0 s  
και κάνουμε τον μετασχηματισμό  

0 1

1 0

−1

Α
0 1

1 0


s 0

0 p  

 
 

 



 
ΑΣΚΗΣΗ ('Οπως ετέθη από το μέλος stelmarg7) 
Μια άσκηση στις μερικές παραγώγους 
>>εστώ η συνάρτηση f με  
>>u=f(x+αt,ψ+bt) δείξτε ότι η n-οστή παράγωγος του u ως προς t είναι'  
>>d^n(u)/dt^n= (αDχ+bDψ)^n.u  
>>όπου Dχ=d/dx και Dψ=d/dψ (οι πρώτες παράγωγοι ως προς χ και ψ αντίστοιχα)  
>>και είναι και δυνάμεις του D στο δυωνυμικό ανάπτυγμα , παριστάνουν 
επαναλαμβανόμενες παραγωγίσεις  
>>Αν μπορεί κάποιος ας με βοηθήσει, σας ευχαριστώ!  
ΑΠΑΝΤΗΣΗ (Ν.Σ. Μαυρογιάννης) 
Συμβολίζουμε με  D1 ,D2   τις δύο πρώτες μερικές παραγώγους ως προς  x,y   αντίστοιχα. 
'Eστω ότι είναι  
 r   t  x  ta,y  tb
Τότε 
 u    frt  f ∘ rt
Εργαζόμαστε με επαγωγή. 
Από τον κανόνα της αλυσσίδας είναι  

 
dfrt

dt
 frt ′  ∇frt  r′t    

    D1 frt,D2 frt  a,b 

    aD1 frt  bD2 frt 

=    aD1  bD2 frt  aD1  bD2 u

'Αρα για  n   ο ισχυρισμός αληθεύει.  1

Υποθέτουμε ότι αληθεύει για  n    δηλαδή ότι   k

 
d k frt

dt
 aD1  bD2 kf rt   

Δείχνουμε ότι αληθεύει για  n    k  1

Oνομάζουμε χάριν απλότητας   gx,y     aD1  bD2 kf x,y   
'Εχουμε 

 
d k1frt

dt
 d

dt
d k frt

dt
 dk frt

dt

′
   

    grt′  ∇grt  r′t 

    D1grt,D2grt  a,b 

    aD1grt  bD2grt 

  aD1  bD2 aD1  bD2 kf rt    

  aD1  bD2 k1 f rt  aD1  bD2 k1u   
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