
� ��� �� � ��� � 	
���� �
� Cf �� �
� y = x

€ '�� x < 0 �� 
���� h(x) = f (x) Š x > f (0) Š x ��� 
�
�	� � f (0) Š x �
�
��� Š� ���� �� + � �� ���� �� ���
� ��� �
 ��� h.

* h �
� ���� � ���!� �� (Š� , + � ) ��� ������ �
� ����	��� ��&�.


	����	

* ������� 1 ������+
 ����!���� ��� �������� ������:

������ 2. ����� f � R � R �	� ������
 ��� ����	�
 ��	���� ���������.
�� ����	 ��� ��� � �!�����

x = f (y)
y = f (z)
z = f (x)

�
�

�

���� ������
 �	� "!��.

��� ��� "���� ��� "�" �� « Putnam and Beyond» ��� Gelca, Andreescu( Springer,
2007). �� ������� ��� �����
� �� ��� �� ���� ��� ���������, �� 	�� �+
� �

�������������, ���
 �� "�
�

x = f (y) = f (f (z)) = f (f (f (x))

��� ���
� �� 	
�#
� ��� �
 g = fofof � 
#����� x = g(x) �
� ����"!� ���
 ���. /� � g = fofof 
���� ������� �������� ��� ���
�� 
������� � � ���
� � ��� �
��&
��� 
���� �� 
#���� �����
, ��� �����  ����, ��� ��� ������� 1.
0���
���� ��� ��� ������ �
������� ���" ������ 	��������!� ���� � 	���� ��
��� �������
� ��� �� ���
�� ������ ������ ���� �� �� �	���.
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�� ��� ��� ���	�
� ����	� 	������	� f ���	���� 	�� R �	����

(f ◦ f) (x) = ex ��� ���� x ���� � f �� ������� ��� ��������� ������

�"������
� *!+��� �� �*� m0v ��
 ,+��� -�.��/������
0��� �� ��#��� ��*$ �� ��1���

������� ������ 	������	� �

��� "���� ���(+��2 ���
��"�
1���� 	�+��*� 
!*�� ��
 ����
�*�2 !(����

�(� �"���� ��� ��1��� �����

Αναζητούμε γνησίως αύξουσες� συναρτήσεις f : R → R τέτοιες ώστε

f (f (x)) = ex (1)

΄Εστω f μία γνησίως αύξουσα λύση της (1) (Σημειώστε ότι ακόμη δεν ξέρουμε
αν τέτοια λύση υπάρχει). Θα δείξουμε ότι η f είναι συνεχής. Ας πάρουμε ένα
x0. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα το όριο της στο x0 από μικρότερες τιμές
θα υπάρχει και θα είναι το α = sup f((−∞, x0)). Το ίδιο και και για το όριο από
μεγαλύτερες τιμές: Θα είναι το β = inf f((x0, +∞)). Φυσικά θα ισχύει:

α ≤ f(x0) ≤ β (2)

Αν η f είναι ασυνεχής στο x0 θα πρέπει μία τουλάχιστον από τις ανισότητες της
(2) να είναι γνήσια. Χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα ας υποθέσουμε ότι είναι η
πρώτη δηλαδή

α < f(x0) (3)

Η (3) μας λέει ότι το σύνολο τιμών της f έχει μία τουλάχιστον «τρύπα»: το διάστη-
μα (α, f(x0)). Αυτό λόγω μονοτονίας. Σχηματίζοντας την f ◦ f θα εισάγουμε
στην «δεύτερη» f τιμές από το σύνολο τιμών της «πρώτης». ΄Αρα δεν θα εισαχθούν
τιμές από το (α, f(x0)).

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/17063?forum=56996&read=789
��� ���������	 
� ����	 ��� ������	��� �� ���
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 f (f (x)) = ex
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Πάλι λόγω μονοτονίας το σύνολο τιμών της f ◦ f δεν θα περιέχει τιμές από το
διάστημα (f(α), f(f(x0))). ΄Ομως για γ < α είναι

f(γ) < α < f(x0)

και
f(f(γ)) < f(α) < f(f(x0))

οπότε eγ < f(α) < ex0 Από το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής για την συνεχή ex θα
είναι f(α) = eδ για κάποιο δ και επομένως f(α) = f(f(δ)) δηλαδή το f(α) είναι
τιμή της f ◦ f (άτοπο).
Αν λοιπόν η (1) έχει γνησίως αύξουσες λύσεις αυτές θα είναι συνεχείς. Ας υπ-
οθέσουμε λοιπόν ότι η f είναι μία γνησίως αύξουσα και συνεχής λύση (1) (που
εξακολουθούμε να μην ξέρουμε αν υπάρχει). Παρατηρούμε ότι θα απεικονίζει το
(−∞, +∞) σε ένα ανοικτό διάστημα. Αυτό δε μπορεί να είναι το (−∞, +∞) διότι
τότε και η f ◦f , δηλαδή η ex θα είχε σύνολο τιμών το (−∞, +∞). Αρα το σύνολο
τιμών της f θα πρέπει να είναι της μορφής (k1, s) όπου το k1 είναι πραγματικός και
το s είναι πραγματικός αριθμός ή +∞. Δε μπορεί όμως το s να είναι πραγματικός
διότι τότε η f (άρα και η f ◦ f) θα ήταν φραγμένη άνω πράγμα αδύνατο διότι η ex

δεν είναι. Επομένως
f((−∞, +∞)) = (k1, +∞)

Αλλα πρέπει f((k1, +∞)) = (0, +∞) αφού οι ex, f ◦f έχουν το ίδιο σύνολο τιμών.
Αλλά

f((k1, +∞)) = (f ◦ f) ((−∞, +∞)) = (f ◦ f) ((−∞, k1]) ∪ (f ◦ f) ((k1, +∞)) =

(0, ek1 ] ∪ (ek1 , +∞) = (−∞, +∞)

και τότε

f((−∞, +∞)) = f(−∞, k1] ∪ f((k1, +∞)) = f((−∞, k1]) ∪ (0, +∞)

δηλαδή:
(k1, +∞) = f((−∞, k1]) ∪ (0, +∞) (4)

Από την (4) συνάγουμε ότι

f((−∞, k1]) = (k1, 0] (5)

Ιδιαιτέρως ότι k1 < 0 δηλαδή η f θα πάρει και αρνητικές τιμές.
Η (5) σε συνδυασμό με την (1), όπως θα δούμε στην πορεία, διαδραματίζει

σημαντικό ρόλο στην διαμόρφωση της f .
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Ας ονομάσουμε k2 = 0 και έχουμε

f((k1, k2]) = f(f((−∞, k1])) = (k2, k3] όπου k3 = ek1

f((k2, k3]) = f(f((k1, k2])) = (k3, k4] όπου k4 = ek2 = e0 = 1

f((k3, k4]) = f(f((k2, k3])) = (k4, k5] όπου k5 = ek3

Με αυτό τον τρόπο σχηματίζουμε:

α) Μία ακολουθία αριθμών

k1 < k2 < k3 < k4 < ....

με k1 < 0, k2 = 0, kn+2 = ekn η οποία καθορίζεται πλήρως από τον πρώτο
όρο της k1 = 0 και τείνει στο +∞

β) Μία ακολουθία διαστημάτων

J1 = (−∞, k1], J2 = (k1, k2], J3 = (k2, k3], J4 = (k3, k4], J1 = (k4, k5], ....

που η ένωση της είναι το R και f (Jn) = Jn+1.

Ας ονομάσουμε τώρα fn τον περιορισμό της f στο Jn. Θα ισχύει φυσικά fn (Jn) =
Jn+1. Από την (1) θα είναι

fn+1 ◦ fn = exp

όπου με exp δηλώνουμε την εκεθετική συνάρτηση. ΄Ομως κάθε μία από τις fn

είναι αντιστρέψιμη (με πεδίο ορισμού το Jn+1 και σύνολο τιμών το Jn. Επομένως
λύνοντας την τελευταία σχέση ως προς fn+1 θα βρούμε

fn+1 = exp ◦f−1
n (6)

Από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει, λόγω της (6) ότι αν γνωρίζουμε
την f1 τότε γνωρίζουμε και την f2 και μετά την f3 κοκ και επομένως την f αφού
ξέροντας πως δρα η f σε κάθε διάστημα Jn την γνωρίζουμε πλήρως. Προκύπτει
από την «συγκόληση» των fn και θα είναι μία «κλαδωτή» συνάρτηση με άπειρους
«κλάδους» τις fn. Τι θα είναι η f1; Θα είναι

• συνεχής

• γνησίως αύξουσα

• με πεδίο ορισμού το J1

• σύνολο τιμών το J2

Παρατηρούμε ότι αν επιλέξουμε την f1 με τις παραπάνω προδιαγραφές τότε:

α Η f θα είναι γνησίως αύξουσα. Πράγματι κάθε μία από τις fn είναι γνησίως
αύξουσα λόγω της (6). Αν πάρουμε p < q αν μεν τα p, q ανήκουν στο Jn

θα είναι f (p) = fn (p) < fn (q) = f (q) ενώ αν ανήκουν στα Jn, Jm θα είναι
n < m και τα f (p) = fn (p), f (q) = fm (q) ανήκουν στα Jn+1, Jm+1 οπότε
αυτόματα είναι το πρώτο μικρότερο του δεύτερου.

���� ����	
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β Η f θα είναι συνεχής. Η μεν συνέχεια στο εσωτερικό του κάθε ενός από τα
Jn εξασφαλίζεται αμέσως από την (6). Για τα άκρα kn (n > 1) παρατηρούμε
ότι:

lim
x→k−

n

f (x) = lim
x→k−

n

fn (x) = fn (kn) = f (kn) = kn+1

lim
x→k+

n

f (x) = lim
x→k+

n

fn+1 (x) =(�) lim
x→k+

n

ef−1
n (x) =(f−1

n ������) lim
u→k+

n−1

eu = ekn−1

Αλλά kn+1 = ekn−1 και επομένως η f είναι συνεχής στα kn (n > 1). Στο k1

η συνέχεια προκύπτει εύκολα από το προηγούμενο αρκεί να λάβουμε υπ’οψιν
ότι lim

x→k+
1

ef−1
1 (x) = lim

x→−∞ eu = 1 = k2.

γ Ισχύει f (f (x)) = ex. Πράγματι αν x ∈ Jn τότε f (f (x)) = f (fn (x)) =
fn+1 (fn (x)) =

(
exp ◦f−1

n ◦ fn

)
(x) = ex

Επομένως θα υπάρχουν μονότονες λύσεις της (1) αν και μόνο αν υπάρχουν συναρτή-
σεις που έχουν τις προδιαγραφές που θέσαμε. Τέτοιες δε προφανώς υπάρχουν για
παράδειγμα μία είναι η

f1 (x) = −k2
1

x
+ k1

Από τα προηγουμενα συνάγουμε την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 1. ΄Εστω k1 ένας οποιοσδήποτε αρνητικός πραγματικός αριθμός, k2 =
0 και f1 μία οποιαδήποτε γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισ-
μού το (−∞, k1] και σύνολο τιμών το (k1, k2].

1. kn = ekn−2 , n > 2

2. J1 = (−∞, k1) και Jn = [kn−1, kn) για n > 2

3. για n > 2 είναι fn : Jn → Jn+1 με fn+1 = exp ◦f−1
n

τότε η συνάρτηση

f (x) =

⎧⎨
⎩

... ... ...
fn (x) , x ∈ Jn

... ... ...

είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής και επαληθεύει την

f (f (x)) = ex (∗)
΄Ολες οι αύξουσες συναρτήσεις που επαληθεύουν την (*) προκύπτουν με τον παρα-
πάνω τρόπο.

Παραδειγμα

Αν επιλέξουμε k1 = −, f1 (x) = −1 − 1
x έχουμε

k1 = −1, k2 = 0, k3 = e−1, k4 = 1

και

f1 (x) = −1− 1
x

, f2 (x) = e−
1

1+x , f3 (x) = e−
1+ln x
ln x , f4 (x) = e

1

e
1

1+ln y , ...

Οι δύο αυτές επιλογές ορίζουν πλήρως την f που φαίνεται στο επόμενο σχήμα.
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����'

�� ��"� Mathematica�

������ �� ����� f : R → R ��� 	
����� �
��
� ��
������ 	�� ��
 ���
������

f (x + y) = f (x) + f (y)

	�� ��� �� x, y� �� ��������� ��� f (x) = αx 	�� ���� α �= 0�

��������	

��������	�
�� �	���� ������
�� ��� ����
� ������� �
��

�� f (0) = 0

�� f (−x) = −f (x) ��� ���� x ∈ R

�� f (μx) = μf (x) ��� ���� x ∈ R ��� ���� μ ∈ N

�� f
(

x
ν

)
= 1

ν f (x) ��� ���� x ∈ R ��� ���� ν ∈ N
∗

�� f (qx) = qf (x) ��� ���� ��� ���� q ∈ Q �� q > 0

 � f (qx) = qf (x) ��� ���� ��� ���� q ∈ Q�

!� "� α = f (1) ��#	�� f (q) = αq ��� ���� q ∈ Q�

$� �����%&�'�� �
�

f (x) = αx ��� ���� x ∈ R ���' α = f (1) ��

(���)
�'�� �
� � f �%��� ����%�* �	&�'�� �� �%��� ����%�* +�%��'�� ��%�,
��'�� 
�� −f ��' ��� �'
� ���������% 
�� '�������� �+�	 0 < 1 �� �%���
f(1) > 0�
-�%#��'�� ��.
� �
� � f ��
�� ��
���� �� �� $����	�� ε > 0 ��� �����	�� )��
��
� ������ q 
)
��� .�
�

0 < q <
ε

α

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA
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/'�����
−ε < −αq < 0 < αq < ε

�� ����'�� x .�
�
−q < x < q


�
� ���� 
�* ����
��%�* 
�* f �%���

f (−q) < f (x) < f (q)

������
−αq < f (x) < αq

��� ����)��*
−ε < f (x) < ε

0'��1%2��
�*� 3�� ���� x �� |x| < q ��#	�� |f (x)| < ε ������ ��' �&��+��%2��
�
� lim

x→0
f (x) = 0 = f (0) ������ �
� � f �%��� �'��#�* �
� 4� 5 �'�)#��� 
�* f

�
� 4 �&��+��%2�� 
�� �'�)#��� �
� 
'#�� x0 , ������
�� ��� ����
� ������� ,
��� ����)��* � f ����� ����	
��

$� ��%&�'�� 
.�� �
� ��#	�� � ��� �* '���)��'�� �
� �� ������ x0 � �� ���
�����	��� �'
� ����%��� �
� � �'��#�* �'���
���

g (x) = f (x) − αx

��� �����%2�
�� �
� x0� ��� ���
� �
� x06 �* ��	�� �� )�� ����
��� (κ, λ) ��'
����)#�� 
� x0 � g �� )#�� 
� ������� 
�' ��%�' 
�* �
� x0 ������ 
�' g (x0)�
7����
)��* �� �%��� g (x) �= 0 ��� ���� x ∈ (κ, λ)� 89��* 
� ����
��� (κ, λ) ��
����)#�� ��������
� ������� ��
� q ��� ���'
�� �� �%��� g (q) = f (q) − αq =
αq − aq = 0 �
�����
����������� �� � f �%��� ����
��� #��%* �� �%��� ����%�* ����
��� ���
���������� �	&�'�� #��%* �� �%��� ����%�* �	&�'�� 
�
� ��� ������ x1 < x2

�� ��#	�� f (x1) = f (x2)� �� �������'�� c = f (x1) )#�'�� �
� f (x) = c ���
���� x ∈ (x1, x2)� -����� �� � �'���
��� ��%���� %��* 
��)* �
� ���� ���*
����
���
�* 
�
� �%��� �
����� �� �'
� 
� ����
���� :�
� ��� ���� ��
� q ��
�%���

f (x1 + q (x2 − x1)) = f (x1) + q (f (x2) − f (x1)) = c

�� x �%��� )��* ����������
� ������
���* 
�
� '���#�'� ��
�% p, q .�
��

x1 + p (x2 − x1) < x < x1 + q (x2 − x1)

;�����
� ����% �� ��
�% �'
�% �� �������	� .�
��

p <
x − x1

x2 − x1
< q

8��� �� ��)��� f(x) = c �� ���� x� ���� f(0) = 0� 8��� f(x) = 0 ��� ��� 
� x

� lim
x→x0

f (x) = lim
h→0

f (x0 + h) = lim
h→0

(f (x0) + f (h)) = lim
h→0

f (x0) + lim
h→0

f (h) = f (x0) +

f (0) = f (x0)
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f ′′(x) + xf ′(x) = f(x)

$�� �%)��  �� &
������ ��$� Mathematica�� *+$�� �$������
 ����'�
����  ����
��� �%���� �"� ����	,� ���,� �!� ��������� ����
�$�! �
��
 �� %�� �!&�� �	��#�� �,&
�� �
��� �!)
 ��
 �� &
��),�����
 ��) ��

-���
,�����
 �$����% ����. �� ������%$����
  � $
� &
&�'
��� �
 � �� �
�
��
 ���� $���� $�� �������!/��� �� �%�� ��� ��)���
���0&� ������
�$!������ �!��
 �!� 1 ���
��2 � �  $�� �$�,����
  �� ���� %���� *3�
�0

�� ��
  ����	� !� &��&� 	
� �� �$!���' ���  ������ 4 
&%� �� $���� 
� "
�
� $���	��#���  �� ��� 
�� ������
� �!��
 �����%�( �� �!�� &�!  � %��
-
-�!� ��� Ribenboim $�
� $���� ����
�.

1. Overture: Από alexx11
Το μέλος alexx11 έδωσε χωρίς τη λύση της την άσκηση:

Ασκηση 1. Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο [α, β] με α < β Αν
f(α) = f(α) = 0 και για κάθε x ∈ [α, β] ισχύει ότι

f ′′(x) + xf ′(x) = f(x)

να δειχθεί ότι η f έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (α, β)

� ������ �����	
�� �� ���������� ����� ��������� ����� ��	 �������� � ���

������ ���� ��� �� ������ ������� ��� ������� �� ��������  	���� !�� �� ������
��������" #��� ��������� ��������� ���	� �� !����� ��� ����� �$����� ��������
��$�� ������ ���

y′′ + xy′ − y = 0

� ������� �	�
���� y (α) = y (β) = 0" � �$����� �	�� ���� ��� ����� �� ������ ���
� !����� ���� ��� �����

y = C1x + C2x

∫
1

x2
e−

1
2 x2

dx

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA
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f(x) = Ax + Be−
1
2 x2

+ B
√

2x

∫ x

0
e−t2dt

%�� ��� ����	���� �����  ������� ��� � �	������� f �� ����� �� �� ���
�� � ��� &���


��� ���������'� �	��������� ����� ���� 
� ������� ��� �
∫ x
0

e−t2dt ��	 �� !������

�� �����"

2. Allegro: Αργύρης Γαμβρέλλης
΄Εστειλε την ακόλουθη λύση για την ΄Ασκηση 1:
Αν η f δεν μηδενίζεται στο (α, β), τότε διατηρεί πρόσημο ως συνεχής
συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι f(x) > 0, οπότε έχουμε

f ′′ (x) + xf ′ (x) > 0 ⇔ e
x2
2 f ′′ (x) + xe

x2
2 f ′ (x) > 0 ⇔

[
e

x2
2 f ′ (x)

]′
> 0

για κάθε x ∈ (α, β)

Δηλαδή η συνάρτηση g (x) = e
x2
2 f ′ (x) είναι γνησίως αύξουσα στο [α, β].

Από ΘεώρημαRolle για την f στο [α, β] υπάρχει ξ στο (α, β) ώστε f ′(ξ) = 0.
Τότε και g(ξ) = 0 οπότε για α < ξ < β ισχύει

g (x) < g (ξ) ⇔ g (x) < 0 ⇔ f ′ (x) < 0

΄Αρα f γνησίως φθίνουσα στο [α, ξ], άτοπο αφού υποθέσαμε πως f(x) > 0 =
f(α).

(���� f (α) = f (β) = 0 !�� ������� ��� ���� ��� A, B ��	 ����� ������ ��	 ��!�����
�	�������

αA +
(
e−

1
2 α2

+
√

2α
∫ α
0 e−t2 dt

)
B = 0

βA +
(
e−

1
2 β2

+
√

2β
∫ β
0

e−t2 dt
)

B = 0

⎫⎬
⎭

� ���)�	�� ��	 �	������� ����� αr (β) − βr (α) ���	

r (x) = e−
1
2 x2

+
√

2x

∫ x

0
e−t2 dt

*��������� ��� � ���)�	�� �	�� 
� ����� ���� �� ��� ��� �� �����
r(α)

α
=

r(β)
β

���!�

�������� ����� �

s (x) =
r (x)

x

&�����	�

s′ (x) =
e−

1
2 x2

x2

(
−x2 +

√
2x2e−

1
2 x2 − 1

)

(������ � �	������� ��� ������� +,- ������ �� ����� �������" %	�� ��� Mathematica

��� ������ �����������"

3. Andante: Μπάμπης Στεργίου
Επαναδιατύπωσε την άσκηση με την ακόλουθη μορφή:

Ασκηση 2. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α, β] με 0 < α < β,
f(α) = f(β) = 0 και

f ′′(x) + xf ′(x) = f(x) για κάθε x στο [α, β]

να αποδείξετε ότι f (x) = 0 για κάθε x στο (α, β).

www.nsmavrogiannis.gr ���� ����	
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4. Minuetto 1: Αθανάσιος Μπελήγιαννης
Βελτιώνει μία αρχική διατύπωση στην άσκηση 2

5. Minuetto 2: 7apostolis
Επισημαίνει ένα ασθενές επιχείρημα σε λύση της 2

6. Adagio: Η λύση του Μπάμπη Στεργίου στην άσκηση 2
΄Εχουμε f ′′(x) + xf ′(x) = f(x) ⇔ f ′′(x) = f(x) − xf ′(x) οπότε η f
παραγωγίζεται και τρίτη φορά. Παραγωγίζοντας βρίσκουμε:

f ′′′(x) + xf ′′(x) = 0 ⇔ (f ′′(x)e
x2
2 )′ = 0 ⇔ f ′′(x) = ke−

x2
2 (1)

΄Εχουμε επίσης:

f ′′(x)+xf ′(x) = f(x) ⇔ f ′′(x) = f(x)−xf ′(x) ⇔ f ′′ (x)
x2

= − xf ′(x) − f(x)
x2

⇔ f ′′ (x)
x2

= − (
f(x)

x
)′ ⇔ f(x)

x
= −

∫ x

α

1
t2

f ′′(t)dt ⇔ f(x) = −x

∫ x

α

1
t2

f ′′(t)dt

διότι f(α) = 0 . ΄Αρα

f(x) = −kx

∫ x

α

1
t2

e−
t2
2 dt για κάθεx ∈ [α, β] (2)

Επειδή f(β) = 0 , η τελευταία σχέση δίνει ότι k = 0 (μια και η υπό ολοκλήρω-
ση συνάρτηση είναι θετική και τα άκρα α, β είναι θετικοί και διαφορετικοί
μεταξύ τους αριθμοί) και έτσι η (2) μας δίνει ότι :

f(x) = 0, για κάθε x ∈ [α, β]

7. Alegro: Η λύση του Μίλτου Παπαγρηγοράκη �στην άσκηση 2
Η f παρουσιάζει στο [α, β] ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο, ένα από τα οποία
τα παρουσιάζει σε εσωτερικό σημείο του [α, β]. ΄Εστω γ ∈ (α, β) θέση
ολικού ακροτάτου τότε από το θεώρημα του Fermat είναι f ′ (γ) = 0 οπότε
και f ′′ (γ) = f (γ) έτσι:

• Αν f (γ) > 0 τότε f ′′ (γ) > 0 και το γ είναι θέση ελαχίστου άρα
f (x) ≥ f (γ) που είναι άτοπο αφού f (α) < f (γ)

• Αν f (γ) < 0 τότε f ′′ (γ) < 0 και το γ είναι θέση μεγίστου άρα f (x) ≤
f (γ) που είναι άτοπο αφού f (α) > f (γ)

�. ������ *���!��!������ ��� �	������ ���$������ �� �	������ ��� !�� �$��'���� ��	
��� 
��� ��	 x ���	� �	����� g(x)" #	!�������� ����� �� !�����	���
������� �	�
����� f ������� ��� �� ���� ������������ �� [α, β] �� 0 < α < β��� �
�	�
����� g ������� �� [α, β]� �� f (α) = f (β) = 0 ��� ��� �
�� x ∈ [α, β]� ������ ���
f ′′ (x) + g (x) f ′ (x) = f (x)� �� ��������� ��� f (x) = 0 ��� �
�� x ∈ [α, β]�
����� � f ����	���)�� ��� [α, β] ��� �!���� ��� ��� ��������/ ��� ��� �� ����� �� ����	���)��
�� ��������� ����� ��	 [α, β] 0(��� γ ∈ (α, β) 
��� ������ ��������	 ���� ��� 
�'��� ��	
Fermat ����� f ′ (γ) = 0 ����� ��� f ′′ (γ) = f (γ)/ ����� %� f (γ) > 0 ���� f ′′ (γ) > 0 ��� �� f (γ)
����� 
��� ��������	 ��� f (x) ≥ f (γ) ��	 ����� ����� � �� f (α) < f (γ) %� f (γ) < 0 ����
f ′′ (γ) < 0 ��� �� f (γ) ����� 
��� �!����	 ��� f (x) ≤ f (γ)��	 ����� ����� � �� f (α) > f (γ)
�� ����� ������ f (γ) = 0 0(��� �� �������� ��� �� �!���� ��� f ��� [α, β] ����� ���� �������
����� f (x) = 0 !�� ��
� x ∈ [α, β]"

���� ����	
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Θα είναι λοιπόν f (γ) = 0. ΄Ετσι το ελάχιστο και το μέγιστο της f στο [α, β]
είναι μηδέν επομένως είναι f (x) = 0 για κάθε x ∈ [α, β].

8. Presto: Μία παρατήρηση
Η παρακάτω άσκηση προέκυψε από την προσπάθεια μου να αποδείξω ότι η
f είναι 0 και κοιτώντας τις προηγούμενες λύσεις:

Ασκηση 3. ΄Εστω f μία συνάρτηση που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη
στο διάστημα Δ, με θετική την δεύτερη παράγωγο και τέτοια ώστε κάθε ρίζα
της f ′ να είναι και ρίζα της f ′′ − f . Να αποδείξετε ότι η f έχει το πολύ μία
ρίζα.

Λυση Ας πούμε ότι έχει δύο τις α < β. Η γνησίως αύξουσα f ′ από το
θεώρημα του Rolle έχει τουλάχιστον μία ρίζα ρ στο (α, β) η οποία λόγω
μονοτονίας είναι μοναδική. Η f ′ θα είναι αρνητική στο (α, ρ)) και θετική
στο (ρ, β). ΄Αρα η f θα έχει ελάχιστο στο ρ και φυσικά f(ρ) < 0. Τότε
όμως f ′(ρ) = 0 και συνεπώς και f ′′(ρ)− f(ρ) = 0 δηλαδή f”(ρ) = f(ρ) < 0
( άτοπο ).

Με την βοήθεια της άσκησης 3 μπορούμε να προχωρήσουμε κάπως διαφορε-
τικά την απόδειξη του Μπάμπη Στεργίου και να έχουμε μία ακόμη λύση

στην άσκηση 2: Στην την σχέση f ′′(x) = ke−
x2
2 παρατηρούμε ότι αν k = 0

καλώς διότι τότε f ′ = c και f(x) = cx + d και αφού η f έχει δύο ρίζες
είναι f = 0. Αν k διάφορο του 0 υποθέτουμε ότι k > 0 (αλλιώς δουλεύουμε
με την −f) οπότε έχουμε μία συνάρτηση με θετική δεύτερη παράγωγο και
τέτοια ώστε κάθε ρίζα της f ′ είναι και ρίζα της f ′′ − f και από την άσκηση
3 η f έχει το πολύ μία ρίζα (άτοπο διότι έχει δύο)

9. Finale: Μία μία πληροφορία alexx11
Η άσκηση δόθηκε, κάπου, σε επαναληπτικό διαγώνισμα!!! �

�1�� ��� ������ ��� ��� ����� *���!��!������
����	�� 02��� ��� ��������� !�� ��	� �
���� 
� ���� � ������ � �� ��������� ��� �� ���
3������ �	������� ������� ��� ����!�!���� ��� [α, β] � 0 < α < β" %� ������ ���(
x2 − (α + β)x + αβ

)
f ′ (x) = f (x)/ !�� ��
� x ∈ [α, β]/ �� ������$��� ��� f (x) = 0 !��

��
� x ∈ [α, β]"
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1 suzht jhke h tropopoihmènh sun�rthshtou Dirichlet pou e�nai gnwst  kai w sun�rthsh tou Thomae all� kai wsun�rthsh tou pop-korn. Sto parìn shme�wma perièqetai h prosèggish 2mou se k�poia erwt mata pou etèjhsan sto Mathematica

Ασκηση 1. (Χρήστος Κυριαζής3 , dement
4) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R

με

f (x) =

{ 1
q

x ∈ Q, x = p
q
, p

q
ανάγωγο, q > 0

0 x /∈ Q

1. Να βρείτε όλα τα σημεία τοπικού μεγίστου ή ελαχίστου της f .

2. Βρειτε τα σημεια στα οποια η f ειναι συνεχης καθως και σε ποια απο αυτα
ειναι παραγωγισιμη.

3. Αποδειξτε οτι η f ειναι ολοκληρώσιμη σε καθε κλειστο διαστημα, με ολοκληρω-
μα 0.

Αποδειξη

Ερωτημα 1 5 Ελάχιστο προφανώς το 0 που πραγματοποιείται σε κάθε άρρητο.
Για τα τοπικά μέγιστα: Εστω ένα διάστημα (α, β) και ν θετικός ακέραιος. Τότε
το κλάσμα µ

ν
) ανήκει στο (α, β) αν και μόνο αν να < µ < νβ. Αλλά υπάρχουν

πεπερασμένοι το πλήθος ακέραιοι που ανήκουν στο διάστημα να < µ < νβ ( το
πολύ [να, νβ − να] − 1. ΄Αρα το (α, β) περιέχει πεπερασμένο πλήθος κλασμάτων
με παρονομαστή ν. ΄Εστω τώρα ρητός p

q
σε ανηγμένη μορφή. ΄Εστω διάστημα

(α, β) που περιέχει τον p
q
. Το (α, β) περιέχει πεπερασμένα το πλήθος ανηγμένα

κλάσματα με παρονομαστή 1, πεπερασμένα με παρονομαστή 2, ..., πεπερασμένα με
παρονομαστή q− 1. Τα κλάσματα αυτα είναι διάφορα του p

q
αφού έχουν μικρότερο

παρονομαστή. Θεωρούμε το σύνολο που απαρτίζουν όλα αυτά τα κλάσματα. Θα1http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/1063887?read=583&forum=752232Me thn �skhsh aut  apasqol jhka l�an euqar�stw thn nÔqta th 22a pro 23h AugoÔs-tou 2008 sto F/B LATO taxideÔonta apì ta Qani� ston Peirai�. Kai ìpw sumba�nei suqn�sto Mathematica up rxe h aform  gia na dw met� di�fora kai apì di�fore phgè3'Ejese to pr¸to er¸thma pou, ìpw shme�wse, proèrqetai apì to bibl�o {Diaforikì kaiOloklhrwtikì Logismì} tou Spivak4'Ejese ta upìloipa erwt mata5O K¸nstant�no Miqahl�dh michailk shme�wse ìti mia diaisjhtikh ap�nthsh e�nai oti k�je
x �rrhto e�nai shme�o topikoÔ elaq�stou en¸ k�je x rhtì e�nai shme�o topikoÔ meg�stou.
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2 Pop-Korn
είναι πεπερσμένο. ΄Εστω {x1, ..., xµ} με α < x1 < x2 < ... < xµ < β Το p

q
ανήκει

σε κάποιο διάστημα από τα (α, x1), (x1, x2), ..., (xµ, β). Ας το πούμε ∆. ΄Ολοι οι
ρητοί με που περιέχονται στο ∆ στην ανηγμένη μορφή τους έχουν παρονομαστή
έχουν παρονομαστή μεγαλύτερο ή ίσο του q. ΄Αρα και η τιμές που παίρνει η f στο
∆ είναι μικρότερε ή ίσες του 1

q
. Και επειδή f(p

q
) = 1

q
έχουμε ότι η f παρουσιάζει

τοπικό μέγιστο στο p
q
.

Ερωτημα 2 Ο Χρήστος Κυριαζής παρέθεσε την εξής απόδειξη για την συνέχεια:
΄Εστω ρ ρητός και η (xν) μια ακολουθία αρρήτων όρων τέτοια ώστε limxν = ρ.
Τότε (ορισμός σύγκλισης κατά (Heine) και lim f (xν) = ρ. ΄Ομως f (ρ) = 0. ΄Αρα
η f ασυνεχής στο ρ, άρα ασυνεχής σε κάθε ρητό. ΄Εστω α άρρητος αριθμός και
έστω ǫ > 0. Τότε υπάρχει φυσικός ν0, τετοιός ώστε

ν0 >
1

ε
ή

1

ν0
< ε

από το αξίωμα του Αρχιμήδη. ΄Εστω τώρα το διάστημα (α− 1, α+ 1). Είναι
γνωστό ότι στο (α− 1, α+ 1) υπάρχει μόνο ενα πεπερασμένο πλήθος ρητών με
παρονομαστή μικρότερο του ν0 (γιατι το Q είναι αριθμήσιμο σύνολο). Συνεπώς
μπορούμε να επιλέξουμε δ > 0, ώστε, στο διάστημα (α− δ, α+ δ) να περιέχεται
στο (α− 1, α+ 1) και να μην περιέχει ρητούς με παρονομαστή μικρότερο του ν0.
Τότε για |x − α| < δ, έχουμε |f(x) − f(α)| = |f(x)| ≤ 1

ν0
< ε. ΄Αρα η f είναι

συνεχής στον α και επομέμως σε κάθε άρρητο.
Η συνέχεια αλλιώς: ΄Εστω t. Θεωρούμε ǫ > 0. Υπάρχει φυσικός ν ώστε 1

ν
< ǫ.

Εργαζόμενοι όπως πριν μπορούμε να βρούμε διάστηματα (α, t), (t, β) που δεν
περιέχουν κλάσματα σε ανηγμένη μορφή με παρονομαστή μικρότερο του ν. Αυτό
σημαίνει ότι οι τιμές της f στην ένωση των (α, t), (t, β)) είναι μικρότερες ή ίσες
του 1

ν
άρα και του ǫ. Επομένως το όριο της f στο τυχόν t είναι 0. ΄Αρα η f είναι

συνεχής μόνο στα σημεία όπου και η τιμή της είναι 0 δηλαδή είναι συνεχής στους
άρρητους και ασυνεχής στους ρητούς.
Η Παραγωγισιμότητα. Εύκολα διαπιστώνεται ότι η f είναι περιοδική με περίοδο
1 επομένως μπορούμε να περιοριστούμε στο [0, 1). Η f δεν είναι παραγωγίσιμη
στους ρητούς διότι εκεί είναι ασυνεχής. Θα δείξουμε ότι δεν παραγωγίζεται και
στους άρρητους. ΄Εστω α ένας άρρητος. Αν f παραγωγίζεται στο α θα πρέπει
από το θεώρημα του Fermat παράγωγος να είναι 0. Είναι γνωστό ότι υπάρχουν
άπειροι διακεκριμένοι ρητοί p

q
(με p

q
όχι κατ΄ ανάγκην ανάγωγα) ώστε

|α−
p

q
| <

1

q2
(∗)

Αναγκαστικά οι παρονομαστές q αυτών των ρητών είναι άπειροι το πληθος (αλλιώς
θα έπρεπε ένα κλάσμα να εμφανιζόταν με τον ίδιο παρονομαστή άπειρες φορές και
θα υπήρχε τέτοιο κλάσμα που απέχει από το α απόσταση πάνω από 2 (άτοπο).
Επιλέγοντας μία αύξουσα ακολουθία παρονομαστών (qn) συνάγουμε ότι υπάρχει
ακολουθία ρητών pn

qn
που συγκλίνει στο α και ικανοποιεί την (*). Τότε

f
(

pn

qn

)

− f (α)

pn

qn
− α

=
f
(

pn

qn

)

pn

qn
− α

Η απόλυτη τιμή του λόγου μεταβολής στα pn

qn
,α είναι

|f( pn

qn
)|

| pn
qn

−α|
>

f( pn

qn
)

q2
n

> 1 διότι

το f
(

pn

qn

)

είναι 1
qn
ή μεγαλύτερο. ΄Αρα ο λόγος μεταβολής της f στα pn

qn
, α δε
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μπορεί να τείνει στο 0 κάτι πού έπρεπε να συμβαίνει αν η f ήταν παραγωγίσιμη στο
α. Συνεπώς η f δεν είναι παραγωγίσιμη ούτε στους άρρητους.
Ερωτημα 3 Ολοκληρωσιμότητα. Θεωρούμε ένα κλειστό διάστημα [α, β]. Το σύνο-
λο A των σημείων ασυνεχείας της f στο [α, β] είναι το σύνολο των ρητών σημείων
του [α, β] που είναι αριθμήσιμο άρα μετρήσιμο με μέτρο 0. Ας ονομάσουμε B το
συμπλήρωμα του A στο [α,β]. Φυσικά και αυτό είναι μετρήσιμο. Επειδή το σύνο-
λο των σημείων ασυνεχείας της f έχει μέτρο 0 η f είναι Riemann-ολοκληρώσιμη.
Ιδιαιτέρως είναι και Lebesgue-ολοκληρώσιμη και τα δύο ολοκληρώματα της συμπίπ-
τουν. Τώρα αν με τον συμβολισμό

∫

X
f δηλώσουμε το Lebesgue-ολοκλήρωμα της

f στο Q έχουμε
∫

[α,β] f =
∫

A
f+

∫

B
f διότι τα A,B ειναι ξένα μετρήσιμα με ένωση

το [α, β]. Είναι όμως
∫

A
f = 0,

∫

B
f = 0. Η πρώτη ισότητα ισχύει διότι το A

έχει μέτρο 0 και η δεύτερη διότι η f στο B είναι 0. ΄Αρα
∫

[α,β] f = 0 οπότε και το
Riemann-ολοκλήρωμα της f είναι 0.

Ενας τροπος για να «δουμε» την συναρτηση f

΄Οπως σημειώθηκε η f είναι περιοδική με με περίοδο 1. Πράγματι

f(x+ 1) = f(x) (∗)

Για x άρρητο και τα δύο μέλη της είναι 0 αφού και ο x+1 είναι άρρητος. Για x = p
q

σε ανηγμένη μορφή είναι x+1 = p+q
q
που και αυτό είναι ανάγωγο. Στην περίπτωση

αυτή και τα δύο μέλη της (*) είναι 1
q
. ΄Αρα αρκεί να δούμε την συνάρτηση στο [0, 1).

Χρησιμοποιούμε ένα σύστημα αξόνων και την ανεξάρτητη μεταβλητή της f , ας την
πούμε εδώ t για να μην μπλέξουμε την φανταταζόμαστε σαν κλίση. Στο t από το
[0, 1) αντιστοιχούμε την ημιευθεία y = tx, x > 0. Αν αυτή δεν συναντήσει κάνένα
συνδεσμικό σημείο (=σημείο με ακέραιες συντεταγμένες) εκτός της αρχής των
αξόνων, και αυτό συμβαίνει όταν η κλίση είναι αριθμός άρρητος, τότε η τιμή της
συνάρτησης είναι 0. Αν συναντήσει (και θα συναντήσει άπειρα) πράγμα που θα
συμβεί όταν ο t είναι ρητός τότε διαλέγουμε εκείνο που είναι πλησιέστερα στην αρχή
των αξόνων (στο σχήμα μας το A). Οι συντεταγμένες του δίνουν την ανηγμένη
μορφή του t. Βρίσκουμε την τετμημένη αυτού του σημείου, την εισάγουμε στην
g(x) = 1

x
και βρίσκουμε το f(t). Μοιάζει με φλιπεράκι:

Η γραφικη παρασταση της fN.S. Maurogi�nnh www.nsmavrogiannis.gr



4 Pop-Korn
Είναι αντιληπτό ότι η f είναι αρκετά παθολογική συνάρτηση αφού στους άρρητους
«βυθίζεται» στο 0. ΄Οπως είδαμε αρκεί η γνώση της γραφικής παράστασης της f
στο μοναδιαίο διάστημα. Η γραφική της παράσταση είναι:

Ενώ με ράβδους έχουμε καλλίτερη εικόνα

΄Οπως διαπίστωσα αργότερα η συνάρτηση συτή είναι γνωστή με διάφορα ονόματα:
Συνάρτηση του Dirichlet, Συνάρτηση του Thomae ή Συνάρτηση Pop Corn!

www.nsmavrogiannis.gr N.S. Maurogi�nnh
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Πρόταση 1. Αν η παράγωγος μίας συνάρτησης f δεν μηδενίζεται σε κανένα
σημείο του διαστήματος Δ τότε η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ

Αποδειξη Σε κάθε κλειστό υποδιάστημα I του Δ η f έχει μέγιστη και ελάχιστη
τιμή. ΄Ομως αποκλείεται να ισχύει κάποια από τις συνθήκες:

Ι Η τιμή της f σε κάποιο εσωτερικό σημείο του I είναι μεγαλύτερη από τις τιμές
της στα άκρα του I

ΙΙ Η τιμή της f σε κάποιο εσωτερικό σημείο του I είναι μικρότερη από τις τιμές
της στα άκρα του I

διότι τότε η μέγιστη ( ή ελάχιστη τιμή) της f στο I θα ήταν σε εσωτερικό σημείο
και εκεί θα είχαμε μηδενισμό της παραγώγου. Επίσης από το θεώρημα μέσης
τιμής έχουμε ότι η f είναι 1-1. Ας πούμε ότι η f δεν είναι γνησίως μονότονη. Θα
καταλήξουμε σε άτοπο αποδεικνύοντας ότι αναγκαστικά θα ισχύει κάποια από τις
Ι, ΙΙ. Αφού η f δεν είναι μονότονη θα υπάρχουν α1 < β1 και α2 < β2 στο Δ ώστε
να είναι f (α1) < f (β1) και f (α2) > f (β2). Θεωρούμε τα σημεία A1 (α1, f (α1)),
A2 (α2, f (α2)), B1 (β1, f (β1)), B2 (β2, f (β2)). Το τμήμα A1B1 θα έχει θετική
κλίση ενώ το A2B2 αρνητική. Ας ασχοληθούμε με το A1B1. Θεωρούμε τις 4
παράλληλες από τα άκρα του A1B1 προς τους άξονες. Επειδή έχουμε συνάρτηση η
οποία είναι 1-1 το A1 δε μπορεί να ανήκει σε καμμία από τις 4 παράλληλες αλλά θα
ανήκει σε κάποια από τις 9 περιοχές που ορίζουν. ΄Ομως τότε σε κάθε περίπτωση
θα ισχύει κάποια από Ι, ΙΙ όπως φαίνεται στο σχήμα:

1
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Ασκηση 1. (Μπάμπης Στεργίου)� Να αποδειχθεί ότι από τυχαίο σημείο Α εντός
κύκλου, εκτός του κέντρου, μπορούμε να φέρουμε χορδή που έχει μήκος ρητό
αριθμό.

Λυση 1 (antonis math) Αρκούν δυο διαφορετικές σε μήκος χορδές για το θεώρημα
ενδιαμέσων τιμών, και να πούμε πως ανάμεσα στους δυο αριθμούς θα υπάρχει και
ένας ρητός. Είναι εμφανές πως το μήκος μεταβάλεται κατα συνεχή τρόπο, αφού
και η χορδή μεταβάλεται κατα συνεχή τρόπο. (αν φανταστούμε τη στροφή της
χορδής). Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε:

• Να θεωρήσουμε ότι ο κύκλος είναι ο μοναδιαίος x2 + y2 = 1

• Το σημείο μας είναι πάνω στην y = x δηλαδή είναι κάποιο σημείο της μορφής
A(μ, μ).

Τότε η μεταβλητή (ως προς) ευθεία λ,

(ε) : y = λx+ μ(1− λ), 1 ≤ λ ≤ 1

είναι ο φορέας μεταβλητής χορδής που διέρχεται από το A. Για λ = −1 έχω τον
φορέα της κάθετης στη διάμετρο χορδής, δηλαδή την ελάχιστη σε μήκος χορδή, και

�http://clubs.pathfinder.gr/MATHEMATICA/17063?read=805&forum=56996

1
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για λ = 1 τον φορέα της μέγιστης χορδής αφού την επαληθεύει το κέντρο (0, 0) και
επομένως είναι διάμετρος. Λύνοντας το σύστημα της ε με τον κύκλο x2 + y2 = 1,
βρίσκουμε τα άκρα της χορδής. Πάιρνοντας το μήκος θα έχουμε συνάρτηση του λ.
Τέλος εφαρμόζουμε σε αυτή τη συνάρτηση το θεώρημα ενδιάμεσης τιμής, η οποία
είναι συνεχής ώς προς λ.

Λυση 2 Ας πούμε ότι ο κύκλος είναι ο C, έχει ακτίνα μήκους R, και ότι το A
απέχει από το κέντρο του απόσταση d. ΄Εστω m θετικός με

m2 = R2 − d2 (1)

΄Εστω
x ∈ (2m, 2R) (2)

΄Εστω r θετικός με
x2 − r2 = m2 (3)

Προφανώς x > r και
x

2
− r

2
< R+ d (4)

πολλαπλασιάζοντας την (4) επί x
2 + r

2 και αξιοποιώντας τις (1), (2) βρίσκουμε ότι

R2 − d2 <
(x
2
+

r

2

)
(R+ d)

που μας δίνει ότι R− d < x
2 + r

2 . ΄Αρα ισχύει (η δεύτερη ανισότητα είναι άμεση)

R−
(x
2
+

r

2

)
< d < R+

(x
2
+

r

2

)
(5)

Η (5) μας λέει ότι ο κύκλος με κέντρο A και ακτίνα ρ = x
2 + r

2 τέμνει τον C σε
δύο σημεία. ΄Εστω B ένα από αυτά.

Η AB επανατέμνει τον κύκλο σε κάποιο Γ και αφού AB ·AΓ = R2 − d2 = m2 θα
είναι AB = x

2 + r
2 και AΓ = x

2 − r
2 . Επομένως η χορδή BΓ έχει μήκος x. Αλλά

η επιλογή (2) μπορεί να γίνει ώστε ο x να είναι ρητός και τότε πετυχαίνουμε η
χορδή BΓ να έχει ρητό μήκος.

Λυση 3 (Ο συμβολισμός είναι ίδιος με της λύσης 2). Επιλέγουμε ρητό q από

www.nsmavrogiannis.gr ���� ���	
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το διάστημα (0,
√
R2 − d2). Θεωρούμε θετικό α με α2 = R2 − q2. Είναι α < d.

Θεωρούμε θετικό x ώστε (x2 )
2 = R2 − α2. Φυσικά x

2 = q =ρητός. Κάθε χορδή
που εφάπτεται στον κύκλοK με κέντρο το κέντρο του C και ακτίνα α έχει απόστη-
μα α και μήκος τον ρητό x. Για να βρούμε την ζητούμενη χορδή αρκεί από το M
να φέρουμε εφαπτομένη στον K.

���� ���	
������ www.nsmavrogiannis.gr
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Ασκηση 1. (από τον stelmarg7) Δίνεται ακολουθία συναρτήσεων fn και μια
συνεχής συνάρτηση f στο διάστημα [α, β]. Υποθέτουμε ότι για κάθε ακολουθία
(xn) σημείων του [α, β] που συγκλίνει στο x η ακολουθία τότε fn(xn) συγκλίνει
στο f(x). Δείξτε ότι η fn σύγκλίνει ομοιόμορφα στην f .

Αποδειξη

Για να αποδείξουμε ότι η ακολουθία συναρτήσεων fn συγκλίνει στη συνάρτηση f
ομοιόμορφα πρέπει να αποδείξουμε ότι Για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ώστε η σχέση

|fn(x) − f(x)| < ε

να ισχύει για όλα τα n > n0και για όλα τα x. ΄Ας υποθέσουμε ότι αυτό δεν
αληθεύει. Τότε θα υπάρχει κάποιος ε > 0 τέτοιος ώστε για κάθε n0 να υπάρχει
κάποιος n > n0και κάποιος x ώστε

|fn(x) − f(x)| ≥ ε

Σε κάθε m αντιστοιχώ ένα φυσικό αριθμό km > m και ένα στοιχείο του πεδίου
ορισμού της f έστω xkm ώστε

|fkm(xkm) − f(xkm)| ≥ ε

Οι όροι της ακολουθίας xkm περιέχονται σε κλειστό διάστημα και επομένως από
το θεώρημα Weierstrass-Bolzano θα έχει μία υπακολουθία συγκλίνουσα σε κάποιο
σημείο του διαστήματος. Ας την πούμε xrm και ας πούμε x το όριο της. Τότε για
όλα τα m θα έχω

|frm(xrm) − f(xrm)| ≥ ε (∗)
Αλλά λόγω συνεχείας της f θα πρέπει για αρκετά μεγάλο m να ισχύει

|f(xrm) − f(x)| <
ε

2
Αλλά και από την υπόθεση έχουμε ότι πάλι για αρκετά μεγάλο m ότι θα ισχύει:

|frm(xrm) − f(x)| <
ε

2
΄Αρα για αρκετά μεγάλο m (δηλαδή για m > m0 όπου m0 κατάλληλος ) θα είναι

|frm(xrm) − f(xrm)| ≤ |f(xrm) − f(x)| + |frm(xrm) − f(x)| <
ε

2
+

ε

2
= ε

δηλαδή θα υπάρχει κάποιος m για τον οποίο:

|frm(xrm) − f(xrm)| < ε (∗∗)
κάτι που έρχεται σε αντίθεση με την (*).

1



����� ���	���� 
������	� ��������

���� �����	
����

��
�����
�� ����
� ���		��
��� ������ ������

�� ��	������ ����

Ασκηση 1. (Από xstavros) � 1) Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο μιας προβολής.
2) Βρείτε το ελάχιστο πολυώνυμο ενός ενελικτικού γραμμικού μετασχηματισμού.
3) Δείξτε ότι η ορίζουσα ενός γραμμικού μετασχηματισμού είναι ίση με το σταθερό
όρο του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του.

Λυση

1) ΄Εστω V ενας διανυσματικός χώρος. ΄Ενας γραμμικός μετασχηματισμός P του
V λέγεται προβολή αν P 2 = P . Ας υποθέσουμε ότι ο μετασχηματισμός μας δεν
είναι τετριμμένος δηλαδή δεν είναι ούτε ο μηδενικός ούτε ο ταυτοτικός. Αν ο P
έχει εικόνα ImP = W και πυρήνα KerP = U τότε V = W ⊕ U . Αρα αν πάρουμε
μία βάση του W και μία βάση του U τα διανύσματα τους φτιάχνουν μία βάση του
V . Επειδή P (w) = w, P (u) = 0 για όλα τα w ∈ W, u ∈ V προς αυτή τη βάση ο
P θα έχει πίνακα της μορφής [

Im 0
0 Ir

]

όπου οι πίνακες στην διαγώνιο είναι μοναδιαίοι τάξης m = dimW, r = dim U
Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του μετασχηματισμού μας θα είναι:

f (x) = det (A − xI) =
∣∣∣∣ Im − xIm 0

0 Ir − xIr

∣∣∣∣ = |Im − xIm|·|Ir − xI| = (1 − x)m
xr

Αλλος Τροπος: Είναι P 2 − P = 0 και επομένως ο μετασχηματισμός μας μη-
δενίζει το πολυώνυμο x2 − x. Επειδή κάθε πολυώνυμο που μηδενίζεται από τον
μετασχηματισμό θα πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του ελαχίστου πολυωνύμου του
μετασχηματισμού το ελάχιστο πολυώνυμο θα είναι κάποιο από τα x, x−1, x (x − 1)

Αν είναι το πρώτο έχουμε μηδενικό μετασχηματισμό, αν είναι το δεύτερο έ-
χουμε τον ταυτοτικό. Αν ο μετασχηματισμός δεν είναι τετριμμένος απομένει η
τρίτη περίπτωση για το ελάχιστο πολυώνυμο. Ξέρουμε ότι το χαρακτηριστικό
πολυώνυμο έχει παράγοντα το ελάχιστο πολυώνυμο και θα έχει τους ίδιους πρώ-
τους παράγοντες με αυτό. Επομένως κατ΄ αρχήν το χαρακτηριστικό πολυώνυμο
θα είναι της μορφής xt (x − 1)s Οι εκθέτες μπορούν να υπολογισθούν. Σύμφω-
να με το γενικευμένο θεώρημα Cayley-Hamilton κάθε εκθέτης είναι ίσος με τη
μηδενικότητα (=διάσταση του πυρήνα ) του μετασχηματισμού που προκύπτει αν
αντικαταστήσουμε τονP σε κάθε πρώτο παράγοντα του ελαχίστου πολυωνύμου και
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διαιρέσουμε δια της πολλαπλότητας με την οποία εμφανίζεται ο παράγοντας αυτός
στο ελάχιστο πολυώνυμο. Εδώ

t =
dim kerP

1
, s =

dim ker (P − I)
1

Με τον συμβολισμό του α΄ τρόπου έχουμε

dim kerP = dimU = r, dim ker (P − I) = dimW = m

που μας οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα.
2) Εργαζόμαστε όπως στον β΄ τρόπο της 1). Μία ενέλιξη T ικανοποιεί την T 2 = I.
3) Αρκεί να θυμηθούμε ότι ο σταθερός όρος ενός πολυωνύμου είναι η αριθμητική
τιμή του στο 0. Ετσι

σταθερός όρος χαρακτηριστικού πολυωνύμου = f (0) = det (A − 0I) = det (A)

www.nsmavrogiannis.gr ���� ���	
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Ασκηση 1. (Από xstavros) � Δείξτε ότι αν ο πίνακας ενός γραμμικού μετασχη-
ματισμού T ως προς την βάση u1, u2, ....., un μετατίθεται με όλους τους διαγ-
ωνοποιήσιμους πίνακες, τότε είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού.

Αποδειξη Θεωρούμε ένα διαγώνιο πίνακα Q = (xij) που έχει όλα τα στοιχεία

c1, c2, ..., cn (∗)
της κυρίας διαγωνίου του διακεκριμένα (= ανά δύο διάφορα). Φυσικά ο Q είναι
διαγωνιοποιήσιμος και επομένως θα αντιμετατίθεται με τον T δηλαδή

QT = TQ (1)

Ας πούμε ότι T = (tij), X = (xij). Τότε QT = (aij) TX = (bij) με

aij =
∑

xiktkj = citij

bij =
∑

tikxkj = tijcj

και λόγω της (1) είναι: citij = tijcj δηλαδή

(ci − cj)tij = 0

άρα αν τα i, j είναι διάφορα θα πρέπει tij = 0. Συνεπώς ο T είναι διαγώνιος. Ας
πούμε ότι τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του είναι d1, d2, ..., dn. Από τον πίνακα
X κατασκευάζουμε ένα πίνακα Y ως εξής
1) Κατω από την διαγώνιο του Q κρατάμε τα μηδενικά.
2) Κρατάμε τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του Q.
3) Συμπληρώνουμε τα μηδενικά που υπάρχουν στον Q πάνω από την διαγωνιο μη
μηδενικούς αριθμούς.
Ο πίνακας Y θα είναι πάλι διαγωνιοποιήσιμος διότι οι ιδιοτιμές του είναι οι (*) και
επομένως τα n ιδιοδιανύσματα που ανήκουν σε αυτές είναι γραμμικώς ανεξάρτητα
άρα αποτελούν βάση του χώρου. Ο T θα αντιμετατίθεται με τον Y = (yij) οπότε
εφαρμόζοντας το προηγούμενο επιχείρημα έχουμε ότι

(di − dj)yij = 0

Αλλά με j > i είναι yij διάφορο του μηδενός. ΄Αρα di = dj . Αρα ο T είναι
διαγώνιος με όλα τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του ίσα. ΄Αρα είναι πολλαπλάσιο
του μοναδιαίου πίνακα.
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Άσκηση στη Γραμμική Άλγεβρα (Από το μέλος spinoss)

  Δείξτε αν ένας 2x2 πίνακας Α που έχει trA=0 γράφεται   Α=BC-CB  
 
Λύση (Ν. Σ. Μαυρογιάννης)  Στη λύση που είμαι σίγουρος ότι μπορεί να 
συντομευθεί, χρησιμοποιήθηκαν ιδέες από το σημείωμα του καθηγητή W. Kahan: Only 
Commutators Have Trace Zero 
(http://www.cs.berkeley.edu/~wkahan/MathH110/trace0.pdf) 
Το αποτέλεσμα αυτό ισχύει γενικά για τετραγωνικούς πίνακες και αποδείχθηκε για 
πρώτη φορά το 1936 από τον Ιάπωνα Shoda. 
 
H ιδέα της απόδειξης είναι να μετασχηματίσουμε κατάλληλα τον πίνακα με 
μετασχηματισμούς που διατηρούν το ίχνος και να τον φέρουμε σε κατάλληλη μορφή που 
γράφεται σαν διαφορά  ΧΥ   − ΥΧ.

Ισχυρισμός 1 Οι πίνακες  Τ−1ΑΤ,Τ  έχουν το ίδιο ίχνος. 
Απόδειξη του ισχυρισμού 1: Γνωρίζουμε ότι γενικά οι πίνακες  ΧΥ  έχουν το 
ίδιο ίχνος. 'Αρα   

, YX

trΤ−1ΑΤ  trΑΤΤ−1   trΑ  
Ισχυρισμός 2  Κάθε πίνακας που έχει τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου ίσα με 0 
μπορεί να πάρει τη μορφή  ΧΥ   − ΥΧ.
Απόδειξη του ισχυρισμού 2:

  

0 

 0


0 −

 0

1 0

0 0
−

1 0

0 0

0 −

 0   

Ισχυρισμός 3 Αν ο πίνακας  Τ  γράφεται στη μορφή  ΧΥ−1ΑΤ − ΥΧ   τότε και ο  Α  
γράφεται στη μορφή  BC − CB.   
Απόδειξη του ισχυρισμού 3: 
Αν  Τ  τότε −1ΑΤ  ΧΥ − ΥΧ

 Α  ΤΧΥ − ΥΧΤ−1  ΤΧΤ−1 ΤΥΤ−1  − ΤΥΤ−1 ΤΧΤ−1   ΒC − CB   
Ισχυρισμός 4 Αν  ο πίνακας   

Α 
p q

r s    
έχει ίχνος  0  δηλαδή  p  s  0   τότε υπάρχει πίνακας  

Τ 
x y

0 t   
με  xt ≠ 0    (επομένως και αντιστρέψιμος) ώστε ο πίνακας  Τ  να έχει τα στοιχεία 
της διαγωνίου του ίσα με  0.   

−1ΑΤ



 
Απόδειξη του ισχυρισμού 4. Υποθέτουμε πρώτα ότι  r  . Πράγματι κάνοντας τον 
πολλαπλασιασμό  Τ

≠ 0
−1ΑΤ   βρίσκουμε ότι τα στοιχεία της διαγωνίου του  Τ−1ΑΤ   είναι   

 και   t  Θέλουμε να είναι ίσα με 0 δηλαδή  t−1pt − ry −1st  ry.
pt − ry  0, st  ry  0   
To παραπάνω ομογενές σύστημα με αγνώστους  t,y    έχει ορίζουσα 

 

p −r

s r
 pr  rs  rp  s  0

  
και επομένως έχει μη μηδενική λύση    . Σε αυτή τη λύση αποκλείεται  t  διότι 
τότε θα είναι αναγκαστικά  

t,y  0
y  0   (άτοπο).  Στην περίπτωση λοιπόν όπου  r   ο 

πίνακας  

≠ 0
Τ   υπάρχει.  

Στην περίπτωση όπου   r   αλλά  q    μπορούμε να πάρουμε πρώτα τον πίνακα   0 ≠ 0

 

0 1

1 0

−1
p q

r s

0 1

1 0


s r

q p   
και να εφαρμόσουμε το προηγούμενο συμπέρασμα στον   

s r

q p  
Τελικά ο  

 

0 1

1 0
Τ

−1

Α
0 1

1 0
Τ

  
θα έχει τα στοιχεία της διαγωνίου 0. Τέλος αν αμφότερα τα  r   ,  q   είναι 0 τότε  

Α 
p 0

0 s  
και κάνουμε τον μετασχηματισμό  

0 1

1 0

−1

Α
0 1

1 0


s 0

0 p  

 
 

 



 
ΑΣΚΗΣΗ ('Οπως ετέθη από το μέλος stelmarg7) 
Μια άσκηση στις μερικές παραγώγους 
>>εστώ η συνάρτηση f με  
>>u=f(x+αt,ψ+bt) δείξτε ότι η n-οστή παράγωγος του u ως προς t είναι'  
>>d^n(u)/dt^n= (αDχ+bDψ)^n.u  
>>όπου Dχ=d/dx και Dψ=d/dψ (οι πρώτες παράγωγοι ως προς χ και ψ αντίστοιχα)  
>>και είναι και δυνάμεις του D στο δυωνυμικό ανάπτυγμα , παριστάνουν 
επαναλαμβανόμενες παραγωγίσεις  
>>Αν μπορεί κάποιος ας με βοηθήσει, σας ευχαριστώ!  
ΑΠΑΝΤΗΣΗ (Ν.Σ. Μαυρογιάννης) 
Συμβολίζουμε με  D1 ,D2   τις δύο πρώτες μερικές παραγώγους ως προς  x,y   αντίστοιχα. 
'Eστω ότι είναι  
 r   t  x  ta,y  tb
Τότε 
 u    frt  f ∘ rt
Εργαζόμαστε με επαγωγή. 
Από τον κανόνα της αλυσσίδας είναι  

 
dfrt

dt
 frt ′  ∇frt  r′t    

    D1 frt,D2 frt  a,b 

    aD1 frt  bD2 frt 

=    aD1  bD2 frt  aD1  bD2 u

'Αρα για  n   ο ισχυρισμός αληθεύει.  1

Υποθέτουμε ότι αληθεύει για  n    δηλαδή ότι   k

 
d k frt

dt
 aD1  bD2 kf rt   

Δείχνουμε ότι αληθεύει για  n    k  1

Oνομάζουμε χάριν απλότητας   gx,y     aD1  bD2 kf x,y   
'Εχουμε 

 
d k1frt

dt
 d

dt
d k frt

dt
 dk frt

dt

′
   

    grt′  ∇grt  r′t 

    D1grt,D2grt  a,b 

    aD1grt  bD2grt 

  aD1  bD2 aD1  bD2 kf rt    

  aD1  bD2 k1 f rt  aD1  bD2 k1u   
 
 




