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ΤΑΞΗ  Γ΄                                          ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
 
1. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το διάστηµα [2,4] και 

σύνολο τιµών το διάστηµα [-2,2]. Έστω ότι η f είναι    δύο 
φορές παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της                         µε 
f(2)=0 και f(4)=1. Επίσης δίνεται η συνάρτηση g            µε           
g(χ) = e f(χ) + χf(χ)  για κάθε  χ∈ [2,4] . 

i. Να δείξετε ότι υπάρχουν χ1 ,χ2 ∈ (2,4) ώστε                
g΄(χ1)=-2  και g ΄(χ2)=2.  

ii. Να δείξετε ότι η εξίσωση  f ΄(χ)e f(χ) + χ f ΄(χ)+ f(χ) =0 
έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (2,4). 

iii.  Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (2,4) ώστε    
g ΄΄(ξ) = (f ΄(ξ))2 e f(ξ) +2 f ΄(ξ). 

 
 

2. ∆ίνεται  συνάρτηση f  η οποία είναι ορισµένη και συνεχής 
στο R µε f(χ)≠ 0 για κάθε χ∈R. Αν ισχύουν: 

            f(2008)=1 , f(2009)=10 και       
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xff   για κάθε χ∈R, τότε: 

i. ∆είξτε ότι  f(2)f(3) = f(4)f(5). 
ii. ∆είξτε ότι  υπάρχει ένα τουλάχιστον ρ∈[2,3], τέτοιο 

ώστε  f 2 (ρ) = f(2)f(3). 
iii. ∆είξτε ότι η f δεν είναι  «1-1». 
iv. Αν  η f είναι γνησίως αύξουσα στο [2008,2009] και 

         χ1 , χ2∈[2008,2009]  ,δείξτε ότι υπάρχει ένα µοναδικό  
         χο ∈ [2008,2009] τέτοιο ώστε  3 f (χο) = f(χ1)+2f(χ2). 

                 
 
 
 



 
ΤΑΞΗ  Γ΄   ΛΥΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 
3.  

i. Η f παραγωγίσιµη στο κλειστό [2,4], άρα  και συνεχής σε αυτό. 
Εποµένως (θ. µέγιστης- ελάχιστης τιµής), υπάρχουν χ1 ,χ2 ∈ (2,4) 
(χ1 ,χ2 ≠ 2,4), ώστε  f(χ 1 )=-2 και f(χ 2 )=2. ∆ηλαδή χ1 ,χ2 θέσεις 
τοπικών ακροτάτων, οπότε (θ. Fermat)  f ΄(χ 1 )=0 και f ΄(χ 2 )=0. 

     Για κάθε  χ∈ [2,4] :  g ΄(χ)= e f(χ)f ΄(χ)+f(χ) + χf ΄(χ)   
                      Άρα         g ΄(χ 1)= e f(χ 

1
)f ΄(χ 1)+f(χ 1)

 + χ 1 f ΄(χ 1)   
                                                 =e -2 .0+(-2)+0=-2 
                                      g ΄(χ 2)= e f(χ 

2
)f ΄(χ 2)+f(χ 2)

 + χ 2 f ΄(χ 2)   
                                                 =e 2 .0+2+0=2 
ii. Eίναι    f ΄(χ)e f(χ) + χ f ΄(χ)+ f(χ) =0 ⇔   g ΄(χ)=0 

 Για την  g ΄ , θ. bolzano στο [χ1 ,χ2] : 
1. Η  g ΄ συνεχής στο  [χ1 ,χ2]⊆  [2,4] ως παραγωγίσιµη σε αυτό. 

( Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιµη  στο [2,4] ως πράξεις διπλά            
παραγωγισίµων συναρτήσεων στο [2,4] (1) ) 

2. g ΄(χ 1) g ΄(χ 2)=(-2)2=-4<0 
Άρα υπάρχει µια τουλάχιστον ρίζα στο  (χ1 ,χ2)⊆  (2,4) της 
εξίσωσης  g ΄(χ)=0. 

iii. Από (1) και για κάθε  χ∈ [2,4] έχουµε: 
  g ΄΄(χ)= e f(χ)f ΄(χ) f ΄(χ)+e f(χ)f ΄΄(χ) +f ΄(χ) +f ΄(χ) +χf ΄΄(χ)   

= e f(χ) (f ΄(χ)) 2 + (e f(χ) +χ)f ΄΄(χ)+2 f ΄(χ)  (2) 
    Για την   f ΄ , θ. Rolle   στο [χ1 ,χ2] : 

1. Η  f ΄ παραγωγίσιµη στο  [χ1 ,χ2]⊆  [2,4]. 
( Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη  στο [2,4] )  

2.   f ΄(χ 1 )= f ΄(χ 2 )=0 
Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈  (χ1 ,χ2)⊆  (2,4) έτσι ώστε: 
                               f  ΄ ΄(ξ)=0 

    Τότε από (2) έχουµε: 
g ΄΄(ξ)= e f(ξ) (f ΄(ξ)) 2 + (e f(ξ) +ξ)f ΄΄(ξ)+2 f ΄(ξ) 
          = e f(ξ) (f ΄(ξ)) 2 + 0+2 f ΄(ξ) 
          = e f(ξ) (f ΄(ξ)) 2 +2 f ΄(ξ) 
 

2. 
i. Είναι f(χ)>0  για κάθε χ∈R(σταθερό πρόσηµο). 



  Άρα ,θ. ενδιάµεσων τιµών, υπάρχει λ∈(2008,2009) τέτοιο 
ώστε  f(λ)=2 ∈(1,10)                                                                                                                
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⇔  f(2)f(3) = f(4)f(5). 

ii. Έστω h(χ)= f 2 (χ) - f(2)f(3), χ∈[2,3]. 
   Για την  h , θ. bolzano στο [2,3] : 

3. Η  h συνεχής στο  [2.3]⊆R .(Η h είναι συνεχής στο R ως 
πράξεις συνεχών συναρτήσεων στο R ) 

4. h(2)= f 2 (2) - f(2)f(3)= f (2)( f(2) - f(3)) 
         h(3)= f 2 (3) - f(2)f(3) =f (3)( f(3) - f(2)) 
Άρα    h(2) h(3)=- f (2) f (3) ( f(2) - f(3))2 ≤0 (f(χ)>0  για κάθε χ∈R) 

a. Aν f(2) ≠ f(3) τότε h(2) h(3)<0 , οπότε σύµφωνα µε το     
θ. bolzano, υπάρχει ένα ρ∈(2,3) τέτοιο ώστε h(ρ)=0. (1) 

b. Aν f(2) =f(3) τότε h(2) h(3)=0⇔  h(2)=0 ή h(3)=0 
∆ηλαδή ρ=2 ή ρ=3.     (2) 

Άρα από (1) και (2) υπάρχει ένα τουλάχιστον ρ∈[2,3], τέτοιο ώστε 
h(ρ)=0   ⇔   f 2 (ρ) = f(2)f(3). 

iii. Είναι       f 2 (ρ) = f(2)f(3), ρ∈[2,3] 
     Οµοίως   f 2 (κ) = f(4)f(5), κ∈[4,5] 
Άρα f 2 (ρ) = f 2 (κ) ⇔  f (ρ) = f(κ)   (f(χ)>0  για κάθε χ∈R) 
Όµως ρ≠ κ γιατί  [2,3] Ι  [4,5]={ }. 
Άρα η f δεν είναι  «1-1». 

iv.       Η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο Α= [2008,2009] 
Άρα    f(Α)=[ f(2008),f(2009)]=[1,10] 
Όµως  χ1 , χ2∈Α , άρα : 
              1 ≤  f(χ 1) ≤10   
              1 ≤  f(χ 2) ≤10   

Εποµένως   3≤  f(χ 1)+2 f(χ 2) ≤30⇔ 1 ≤  
3

)(2)( 21 χχ ff +  ≤10   

Άρα  
3

)(2)( 21 χχ ff +
∈ f(Α) και εποµένως υπάρχει   

χο ∈ [2008,2009] τέτοιο ώστε  

f (χο) =
3

)(2)( 21 χχ ff +
⇔  3 f (χο) = f(χ1)+2f(χ2). 

Το χ ο είναι µοναδικό γιατί η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α.  
 


