
 1 

Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

  

Μαθηµατικά :   Τάξη: Γ΄ 

∆ράµα 3 Απριλίου 2011 

 

Θέµα 1ο  

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση RRf →:  για την οποία ισχύει: 

05)(5)(5 =−+ xxfxf .  (1) 

Α.      Να εξεταστεί η µονοτονία της f. 

B.      ∆ίνεται η RRg →:  η οποία είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη και ο 

µιγαδικός αριθµός ( ) ( ) ixgxgz ⋅+++= 22 629  µε  

( ) ( ) ( )15155 −−+≥−−+ zizzfizf  

i) Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z. 

ii) Να δείξετε ότι  3)1()4( == gg .           

iii)     Να δείξετε ότι η ( ) 0)3( =xg .  

         έχει µία τουλάχιστον λύση στο διάστηµα (1,4) 

Θέµα 2ο  

∆ίνεται η  παραγωγίσιµη συνάρτηση RRf →:  για την οποία ισχύει:   

βα =−⋅′ )()( xfxf   για κάθε Rx∈    R∈βα ,  και 0>β  . 

∆ίνονται επίσης  2)0()0(2 =′= ff . 

Α.      Να βρεθεί  η συνάρτηση .f  

Β.     ∆ίνεται ο µιγαδικός    






⋅++=
2

x
fixzx λ ,   R∈λ  ,  Rx∈  

        i)      Nα  εξετάσετε αν το xz  έχει  ελάχιστη τιµή. 

        ii)    Άν λ = 1 και  0xz  ο µιγαδικός για τον οποίο ισχύει  

           ( )
0

Re xz ( )
0

Im xz= ,   να βρεθεί  ο 
*N∈ν  ώστε: 

                             izx ⋅= 92)(
0

ν
 



 2 

Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

 

ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ : Τάξη: Γ΄  

∆ράµα 3 Απριλίου 2011 

Θέµα 1ο  

Α.     Επειδή f είναι παραγωγίσιµη η σχέση (1) γίνεται: 

           ⇔=−′+′ 05)(5)()(5 4 xfxfxf  ( ) ⇔=+′ 51)()(5 4 xfxf  

           .0
1)(

1
)(

4
>

+
=′

xf
xf   Άρα ↑f . 

Β.       i)     ( ) ( ) ( )⇔−−+≥−−+ 15155 zizzfizf   

          ( ) ( ) 1515 55 −−−≥+−+ zzfizizf     ( λόγω της σχέσης (1))      

          ( ) ( )⇔−−≥+−⇔ 155 zfizf  ( ) ( )1−≤+ zfizf   ( ↑f ) 

          ⇔−≤+⇔ 1ziz ⇔−≤+
22

1ziz ( ) ( ) )1()1( −⋅−≤−⋅+ zziziz  

          ( ) ( ) ⇔−≤⋅⋅⇔+−≤⋅−⇔ )Re(2)Im(2 ziizzzizz  )Re()Im( zz ≥ . 

          Άρα ο γ.τ των εικόνων του z είναι το ηµιεπίπεδο που ορίζεται από  

          την ευθεία ψ = χ και το σηµείο Α(0,1), συµπεριλαµβανοµένης και 

          της ευθεία ψ = χ. 

ii) Επειδή ⇔≤ )Im()Re( zz  ( )22 6)2(9 xgxg ⋅≤++  

                  Έστω η  συνάρτηση ( )22 6)2(9)( xgxgxh ⋅−++=  στο R. 

                   Ισχύει 0)( ≤xh . 

                   ( ) .03)4()2( 2 ≤−= gh  Άρα 3)4( =g . 

                   ( ) .03)1()1( 2 ≤−=− gh  Άρα 3)1( =g . 

          iii)  Θεώρηµα Rolle για την  )(xg  στο [1,4], θα υπάρχει ένα     

                τουλάχιστον   0)(:)4,1( 00 =′∈ xgx . 

                H h παραγωγίσιµη στο R (σύνθεση παραγωγ.συναρτήσεων)  

               Και µάλιστα )(12)2()2(2)( 2xgxxgxgxh ′⋅−+′⋅+=′ .  (1) 

          Επίσης 0)2()( =≤ hxh  και  .0)1()( =−≤ hxh  Άρα. 

• )(xh  παρουσιάζει max στα -1, 2 

• -1, 2 εσωτερικά σηµεία του Dh  

• )(xh παραγωγίσιµη στα -1, 2. 
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         Εποµένως θεώρηµα Fermat,  0)2()1( =′=−′ hh  

         Άρα η (1) για χ = -1 και χ = 2 γίνεται:    

          

        0)1(0)1(18)1(12)1()1(20 =′⇔=′⇔′+′⋅= ggggg                                               

                                                    Και 

        0)4(0)4(18)4(24)4()4(20 =′⇔=′−⇔′−′⋅= ggggg   

      Θεώρηµα Rolle για την  )(xg′  στο [1,χ0]  και [χ0,4] 

         θα υπάρχουν : ένα   0)(:),1( 101 =′′∈ xgxx  και  

         0)(:)4,( 202 =′′∈ xgxx . 

          Τέλος επειδή  g είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη σύµφωνα 

          Με το θεώρηµα Rolle για την )(xg ′′ στο [χ1,χ2] θα υπάρχει  

         Ένα τουλάχιστον  ( ) ( ) ( )( ) .0:4,1, 3
21 =⊆∈ xgxxξ  

 

Θέµα 2ο  

Α.    βα =−⋅′ )()( xfxf   (1).     Στη θέση του x  θέτω  x−α   

          βα =⋅−′ )()( xfxf    

           µε αφαίρεση των παραπάνω σχέσεων κατά µέλη έχουµε 

          −−⋅′ )()( xfxf α ⇔=⋅−′ 0)()( xfxf α  

          +−⋅′ )()( xfxf α ( ) ⇔=⋅′− 0)()( xfxf α  

          [ ] 0)()( =′−⋅ xfxf α .   Άρα  cxfxf =−⋅ )()( α   (2) 

           Από την σχέση βα =⋅−′ )()( xfxf  η 0)( ≠xf  γιατί αλλιώς                     

           θα είχαµε 00 >= β άτοπο. Εποµένως ως συνεχής αφού είναι    

           παραγωγίσιµη  θα διατηρεί πρόσηµο. Επίσης 01)0( >=f  άρα  

           0)( >xf  για κάθε Rx∈ . 

           ∆ιαιρώ κατά µέλη τις σχέσεις (1)  και (2)  

          cxf

xf β
=

′

)(
)(

.  Για χ = 0  
⇔=

′

cf

f β
)0(
)0(

 2=
c

β
 

            Άρα  
( ) ( ) ⇔′=′⇔=

′
xxf

xf

xf
2)(ln2

)(

)(
 

           cxxf += 2)(ln   και για  χ = 0 είναι  0=c  

            Άρα  
xexf 2)( =  
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Β. i)  Επειδή  
xexf 2)( = ,   

x
x eixz ⋅++= λ  

         
x

x exxz 222 2 +++= λλ . 

            Έστω η συνάρτηση 
xexxx 222 2)( +++= λλφ  στο R. 

             
xexx 2222)( ++=′ λφ  στο Α = R    και 

             042)( 2 >+=′′ xexφ .  Άρα  ↑′ )(xφ . Εποµένως  

             ( ) ( )+∞∞−=′′=Α′
+∞→−∞→

,)(lim),(lim)( xx
xx

φφφ . 

              Επειδή )(0 Α′∈φ , και  ↑′φ στο Α, υπάρχει       

              µοναδικός Rx =Α∈0   έτσι ώστε 0)( 0 =′ xφ .  Επίσης   

              λαµβάνοντας υπόψη την µονοτονία της )(xφ ′  θα έχουµε: 

              Για   0)()( 00 =′>′⇔> xxxx φφ   και   

                      0)()( 00 =′<′⇔< xxxx φφ  

             Εποµένως   ],()( 0xx −∞↓φ   και   ),[)( 0 +∞↑ xxφ , άρα έχει        

             ελάχιστη τιµή στο χ0. 

             ii)    Για λ = 1 ,   
x

x eixz ⋅++= 1  

               Για τον µιγαδικό που προκύπτει από την                

                ( )
0

Re xz ( )
0

Im xz=   έχουµε 1+= xex
 

                 Έστω ( ) 1−−= xexg x
  στο R.   

                  Προφανής ρίζα ( ) 00 =g . 

            ( ) 1−=′ xexg   και  ( ) 00 =′g .  Επίσης   

                 ( ) 0>′ xg   όταν 0>x   και   ( ) 0<′ xg   όταν 0<x . 

                 ]0,()( −∞↓xg  και ),0[)( +∞↑xg .  

                 0)0()(0 =>⇔> gxgx   ( )↑)(xg  

                 0)0()(0 =>⇔< gxgx   ( )↓)(xg  

                  Εποµένως ( ) 0>xg  όταν 0≠x . 

                 Άρα το µηδέν µοναδική ρίζα, και ο izx += 1
0

. 

            izx ⋅= 92)(
0

ν
,άρα  ⇔⋅= izx

92)(
0

ν
  

                  ( ) ⇔= 922
v

   ⇔= 92 22
ν

 18=ν . Επαλήθευση για ν=18 

                  ( ) ( )[ ] ( ) iiiiii ⋅=⋅⋅=⋅=+=+ 98999218 22211 . 
 


