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Σύλλογος Θετικών 
Επιστημόνων Δράμας 

Διαγωνισμός στη μνήμη 
του καθηγητή Βασίλη Ξανθόπουλου 

 

 

Μαθηματικά    Τάξη: B΄ 
   Δράμα 02 Απριλίου 2017 

Θέμα Α  
 

Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
 

     
  , χ (-1,1). 

α.  Αν θ    
 

 
  να αποδείξετε ότι f(ημθ)+f(συνθ)    . 

β.  Θέτουμε g(θ)=
        

         
. Να αποδείξετε ότι: 

 β1.  Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g είναι το σύνολο   των 
πραγματικών  αριθμών και η συνάρτηση g είναι περιοδική με περίοδο 
Τ=2π. 

 β2.   |g(θ)| 1  για κάθε θ   . 

γ.   Να αποδειχτεί ότι f(
        

         
)   όταν θ    

 

 
 . 

 
Λύση 

α.  f(ημθ)+f(συνθ)       
 

   
 

 

    
        ημθ+συνθ 2  ημθσυνθ   

1+2ημθσυνθ 2ημ22θ   2ημ22θ-ημ2θ-1 0. Αφού οι ρίζες του τριωνύμου 2ψ2-ψ-1 είναι οι 

αριθμοί  
 

 
 και 1 θα πρέπει  

 

 
  ημ2θ   που ισχύει για κάθε θ    

 

 
 . 

β1.  Η εξίσωση 1+ημθσυνθ=0 είναι ισοδύναμη με την 2+2ημθσυνθ=0 δηλαδή με την εξίσωση 
ημ2θ=-2 η οποία είναι αδύνατη αφού -1 ημ2θ 1. Έτσι θα είναι 1+ημθσυνθ 0 για κάθε 
πραγματικό αριθμό θ. Άρα το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g είναι το σύνολο   .  Επίσης 

g(θ+2π)=
                  

                   
 

        

         
=g(θ). 

β2.  |g(θ)| 1   |ημθ+συνθ| |1+ημθσυνθ|   1+2ημθσυνθ  1+2ημθσυνθ+ημ
2
θσυν

2
θ   

0 ημ
2
θσυν

2
θ. 

γ.  Έστω θ    
 

 
  f(

        

         
)=

 

    
        

         
  

=(1+ημθσυνθ)
 

                         
= 

(1+ημθσυνθ)
 

          
=
         

       
 =

 

       
  =

 

    
  . Αφού 0<θ<

 

 
  θα είναι 0<2θ<π οπότε 

0<ημ2θ 1. Θα έχουμε επομένως 
 

    
   και 

 

    
  . Έτσι τελικά θα έχουμε f(

        

         
)  . 
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Θέμα Β  
 

Δίνεται η εξίσωση  (ε):   χ+ψ-1+λ2(χ-ψ-3)=0  όπου    . 
α.  Δείξτε ότι για κάθε τιμή του πραγματικού αριθμού λ, η (ε) παριστάνει ευθεία 
και ότι όλες οι ευθείες (ε) διέρχονται από ένα σταθερό σημείο Α το οποίο και να 
καθορίσετε. 

β.  Να αποδείξετε ότι 
 

  
            και να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών 

(ε) που απέχουν από την αρχή Ο(0,0) την ελάχιστη και την μέγιστη απόσταση. 
γ.  Αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η (ε) με τον άξονα χ΄χ  να αποδείξετε ότι 
          . 
δ.  Αν (ζ) είναι μια από τις ευθείες (ε) που σχηματίζει γωνία ω με τον άξονα χ΄χ 
όπου          , να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας που προκύπτει 
από τη στροφή της (ζ) γύρω από το σημείο Α κατά 45  προς τη θετική φορά 
περιστροφής είναι η  χ+ψ-1+σφω(χ-ψ-3)=0. 

 
Λύση 

α.  Η εξίσωση παίρνει ισοδύναμα τη μορφή (1+λ
2
)χ+(1-λ

2
)ψ-1-3λ

2
=0 (1). Αφού 1+λ

2 0 η (1) 

παριστάνει ευθεία.  

Το σύστημα  
       
       

   έχει μοναδική λύση (χ,ψ)=(2,-1). Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές 

των χ,ψ στην εξίσωση (ε) αυτή ικανοποιείται για κάθε λ   , επομένως όλες οι ευθείες που 

παριστάνει η (ε) περνάνε από το σταθερό σημείο Α(2,-1). 

β.  
 

  
              

 

  
 

        

                
       

 

  
 

       

        
        

     

       
 

   . 

Είναι   
     

       
          1+3     1+    1+9         2            που 

ισχύει για κάθε λ   . Η ισότητα ισχύει όταν λ=0 και η ευθεία της οικογένειας (ε) που απέχει από 

το Ο την ελάχιστη απόσταση είναι η ευθεία (ε1): χ+ψ-1=0. 

Επίσης  
     

       
       1+9λ

4
+6λ

2
   10+10λ

4
   λ

4
-6λ

2
+9 0   (        . Η τελευταία 

εξίσωση ισχύει για κάθε λ   . Η ισότητα ισχύει όταν λ
2
=3   λ=   , και η ευθεία της 

οικογένειας που απέχει την μέγιστη απόσταση από το σημείο Ο είναι η ευθεία με εξίσωση (ε2): 

2χ-ψ-5=0. 

γ.  Ισχύει 0        και εφω=
    

    
 για λ   . Όταν λ=   είναι ω=90 . Είναι ω     γιατί η 

εξίσωση 1=
    

    
 είναι αδύνατη. Λύνοντας ως προς λ

2
 έχουμε λ

2
=
     

     
 οπότε θα πρέπει 

     

     
 

    (εφω+1)(εφω-1) 0   εφ
2
ω 1   |εφω|     εφω -1 ή εφω>1   90 <ω 135  ή 

90 >ω>45  . Έτσι συνοψίζοντας όλα τα προηγούμενα θα είναι 45 <ω 135 . 
δ.  Η ευθεία (ζ) της οικογένειας ευθειών (ε) που σχηματίζει γωνία ω με τον άξονα χ΄χ θα έχει 

εξίσωση χ+ψ-1+λ
2
(χ-ψ-3)=0   χ+ψ-1+

     

     
 (χ-ψ-3)=0 . Η γωνία ω΄ που θα σχηματίζει η 

ζητούμενη ευθεία (ζ΄) με τον άξονα χ΄χ θα είναι ω΄=ω+45 , οπότε σύμφωνα με τα παραπάνω για 

την αντίστοιχη παράμετρο λ΄ θα ισχύει λ΄
2
=
      

      
 

           

           
=

     

     
  

     

     
  

 
 

   
    . Όταν 

45 <ω<90  είναι σφω>0 άρα η προηγούμενη εξίσωση έχει λύση ως προς λ΄ και η (ζ΄ ) ορίζεται 

και έχει εξίσωση την χ+ψ-1+σφω (χ-ψ-3)=0. 

 

 (επεξεργασία σχήματος με Geogebra): https://www.geogebra.org/m/PWtHYyvR  

https://www.geogebra.org/m/PWtHYyvR

