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Σύλλογοσ Θετικών 
Επιςτημόνων Δράμασ 

Διαγωνιςμόσ ςτη μνήμη  
του καθηγητή Βαςίλη Ξανθόπουλου 

 

 

Μαθηματικά    Τάξη: Γ΄ 
   Δράμα 02 Απριλίου 2017 

Θέμα Α  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f(x)=-ln(ςυνχ) με .  

 Α.  Να μελετθκεί θ f ωσ προσ τθν μονοτονία, τα ακρότατα, τθν κυρτότθτα, και να   γίνει θ γραφικι 

τθσ  παράςταςθ. 

Β.  Αν Α(x1,f(x1)), Β(x2,f(x2)), Γ(x3,,f(x3)) τρία ςθμεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ ζτςι ώςτε τα x1,x2,x3 

να είναι διαδοχικοί όροι αρικμθτικισ προόδου με 0 x1<x2<x3, να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενεσ 

τθσ γραφικισ παράςταςθσ ςτα Α, Β, Γ  ανά δυο τεμνόμενεσ ςχθματίηουν ιςοςκελζσ τρίγωνο. 

Γ.  Στθν περίπτωςθ όπου x1=0, x2=ω, x3=2ω με   και Ε(ω) είναι το εμβαδόν του 

παραπάνω ιςοςκελοφσ τριγώνου, να βρείτε το    

Λφςη 

Α. Ιςχφει f(-x)=f(x) για κάκε  δθλαδι θ f είναι άρτια ςυνάρτθςθ. 

f’(x)=εφx 

f’’(x)= =1+εφ2x 

Είναι f’(x)<0 για κάκε x  (-π/2,0) άρα θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο διάςτθμα (-π/2,0+, αφοφ 

είναι ςυνεχισ ςτο 0. Επίςθσ  f’(x)>0 για κάκε x  (0,π/2) κι ζτςι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

διάςτθμα *0,π/2). Ζτςι ςτθ κζςθ χ=0 θ ςυνάρτθςθ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο με f(0)=0. Ζτςι  

f(x) 0 για κάκε x  (-π/2,π/2). 

Αφοφ f’’(x)>0 για κάκε x  (-π/2,π/2) θ ςυνάρτθςθ είναι κυρτι. 

 

Ζτςι οι ευκείεσ χ=-π/2 και χ=π/2 είναι κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ. 
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Β.  

 

Φζρνουμε τισ εφαπτομζνεσ ςτα ςθμεία Α(x1,f(x1)), B(x2,f(x2)), Γ(x3,f(x3)). 

Από τθ ςχζςθ f’(x)=εφx ςυμπεραίνουμε ότι οι γωνίεσ που ςχθματίηουν οι εφαπτομζνεσ με τον χ’χ 

άξονα είναι αντίςτοιχα x1, x2, x3. Αφοφ 0  x1< x2< x3<π/2 οι ςυντελεςτζσ διευκφνςεωσ των 

εφαπτομζνων είναι άνιςοι, άρα αυτζσ τζμνονται, ζςτω ςτα ςθμεία Δ,Ε,Η. Παρατθροφμε τώρα ότι: 

x3=x2+Z (ωσ εξωτερικι γωνία του τριγώνου ΘΚΗ) δθλαδι Z= x3-x2 . 
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x2=x1+E (ωσ εξωτερικι γωνία του τριγώνου ΕΘΙ) άρα Ε= x2-x1. Εφόςον οι αρικμοί x1,x2,x3 είναι 

διαδοχικοί όροι αρικμθτικισ προόδου κα ιςχφει  x2-x1= x3-x2 ςυνεπώσ Η=Ε κι ζτςι το τρίγωνο ΔΕΗ 

είναι ιςοςκελζσ. 

Γ.  

Θ εφαπτομζνθ ςτο Α είναι θ ευκεία y=0 δθλαδι ο χ’χ άξονασ. Θ εφαπτομζνθ ςτο Β(ω,f(ω)) ζχει 

εξίςωςθ y=εφω(χ-ω)+f(ω) και τζμνει τον χ’χ ςτο ςθμείο Ε με τετμθμζνθ .  

Θ εφαπτομζνθ ςτο ςθμείο Γ(2ω,f(2ω)) είναι y=εφ2ω(χ-2ω)+f(2ω) και τζμνει τον χ΄χ ςτο ςθμείο Δ 

με τετμθμζνθ  

 

Θα είναι λοιπόν (ΕΔ)=ω+  

Τώρα   =ln =  

 

Ζτςι .  Επειδι το τρίγωνο ΔΕΗ είναι ιςοςκελζσ, όταν ω->π/4 κα είναι Δ->π/2 

και και Η->π/4. Ζτςι για το εμβαδόν Ε(ω) κα ζχουμε  

. 

(για επεξεργαςία ςχιματοσ με Geogebra δείτε ςτθν παρακάτω διεφκυνςθ) 

 https://www.geogebra.org/m/z4mwzJwf  

https://www.geogebra.org/m/z4mwzJwf
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Θέμα Β  
 

Ζςτω θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ f : R R  για τθν οποία ιςχφει  f(f(x))=x+2 για κάκε x R  

Α.  Να αποδείξετε ότι θ f είναι 1-1. 

Β.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιςτον ζνα 0x R  ώςτε  f(x0)=x0+1 

Γ.  Αν θ f είναι παραγωγίςιμθ, να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ f΄(x)=1  ζχει τουλάχιςτον μία 

πραγματικι λφςθ. 

Λφςη 

α) Αν 1 2, xx R  1 2 1 2 1 2 1 2 (( ) ( ) ( )) ( ) ( ) 1 1f x f x f f x f f x x x x x          

Άρα θ f είναι 1 -1. 

β) Ζςτω ότι το ηθτοφμενο δεν ςυμβαίνει άρα ( ) 1f x x   για κάκε x R . 

  Ζςτω ςυνάρτθςθ ( ) ( ) 1g x f x x    για κάκε x R  Άρα θ ςυνάρτθςθ   0g x   και αφοφ επιπλζον 

είναι ςυνεχισ  κα διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. Δθλαδι κα ιςχφει g(x) > 0 για κάκε x R ι g(x) < 0 για κάκε 

x R . 

 Αν υποθέσουμε ότι ισχύει g(x) > 0 για κάθε x R , τότε έχουμε: ( ) 1f x x  για κάθε x R  (2) 

Αυού η σχέση (2) ισχύει για κάθε x R , θέτουμε όπου χ το f (χ) και βρίσκουμε: ( ( )) ( ) 1f f x f x  άρα 

λόγω υπόκεςθσ ζχουμε 1 ( )x f x   (3) άτοπο από τη (2) 

 Όμοια αποκλείεται και η περίπτωση g(x) < 0 για κάθε x R . 

Άρα θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 0x R τέτοιο, ώστε ( ) 1o of x x   

γ) Για τθν ςυνάρτθςθ ( ) ( ) 1g x f x x    για κάκε x R  ιςχφει ότι ( ) ( ) 1 0g x f x x       

και ( ( )) ( ( )) ( ) 1 2 1 1 0o o o o og f x f f x f x x x          

Ζχουμε ακόμα ότι ( )o of x x γιατί  ( ) 1 0o of x x    ιςχφει. 

Σφμφωνα με το κεώρθμα ROLLE ςτο διάςτθμα  , ( )o ox f x για τθ ςυνάρτθςθ g(x) (ικανοποιοφνται οι 

προχποκζςεισ ) προκφπτει ότι υπάρχει τουλάχιςτον μια λφςθ τθσ εξίςωςθσ  g’(x)=0 ςτο διάςτθμα (x0,f(x0)).  

Όμωσ '( ) '( ) ( 1) ' '( ) 1    g x f x x f x  ςυνεπώσ θ εξίςωςθ f’(x)=1 ζχει επίςθσ  τουλάχιςτον μία 

πραγματικι λφςθ  ςτο διάςτθμα  , ( )o ox f x
  .

 

 

 

 
 


