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Θέµα 1ο  

∆ίνεται το σύστηµα  
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Α.     Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν γωνίες φ ώστε το σύστηµα (Σ) να έχει    

         µοναδική λύση. 

Β.    Να βρείτε τις γωνίες φ ώστε το σύστηµα (Σ) να έχει άπειρες λύσεις. 

Γ.    ∆ίνεται το πολυώνυµο  

        
2

)()( 24 Γ+Β+Α
+⋅Γ+Β+⋅Α= συνσυνσυν xxxP ,  

όπου Α,Β,Γ είναι γωνίες τριγώνου ΑΒΓ ( 090≠Α
∧

). Αν το σύστηµα (Σ) έχει 

άπειρες λύσεις και (χ0, ψ0) είναι µία από αυτές, να δείξετε ότι το ψ0 είναι 

ρίζα του πολυωνύµου Ρ(χ). 
Θέµα 2ο  

∆ίνεται η εξίσωση  
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−⋅⋅−⋅⋅⋅+−+ ρρψρλρψλ xxC , όπου  λ παράµετρος  

 µε λ > -2 και ρ > 0 σταθερός αριθµός.  

i)     να δείξετε ότι η Cλ παριστάνει οικογένεια κύκλων για κάθε τιµή του λ. 

ii)    να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων Cλ. 

iii)   να δείξετε ότι όλοι οι κύκλοι Cλ διέρχονται από σταθερό σηµείο στο   

       οποίο έχουν κοινή εφαπτοµένη (ε). 

iv)   aν Β, Γ είναι τα σηµεία τοµής της (ε) µε τους άξονες χ΄χ,  ψ΄ψ    

       αντίστοιχα,  να δείξετε ότι ο εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΟΒΓ    

      (Ο αρχή των αξόνων)  ανήκει στην οικογένεια Cλ. 
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φηµ  . Άρα D = 0  και το σύστηµα δεν έχει µοναδική 

λύση. 
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Το (Σ)  γίνεται 
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Για να έχει το (Σ) άπειρες λύσεις θα πρέπει:   

122 =⇔⋅=⋅ εφφηµφσυνφ , άρα  Ζ∈+= κ
π

κπφ ,
4

. 

Γ)  Το (Σ) άπειρες λύσεις,  άρα  Ζ∈+= κ
π

κπφ ,
4

 και  (Σ) γίνεται: 
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π

κπσυνψ
π

κπσυν ήx  άρα 

1±=ψ . 

Οπότε η λύση (χ0, ψ0) = (χ0, 1)  ή  (χ0, -1).  

Θα δείξουµε ότι ψ = 1 ή ψ = -1 είναι λύσεις του Ρ(χ). 



 3 

( )
2

)(
2

)1(
π

συνπσυνσυνσυνσυνσυν +Α−+Α=
Γ+Β+Α

+Γ+Β+Α=Ρ

)1(0 −Ρ==Α−Α= συνσυν   που ισχύει. 

 

 

Θέµα 2ο  

i)    Η εξίσωση  0
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−⋅⋅−⋅⋅⋅+−+ ρρψρλρψλ xxC  γίνεται: 
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x > 0 γιατί ρ 0≠ , λ 2−≠ . Άρα η 

εξίσωση Cλ παριστάνει οικογένεια κύκλων µε κέντρα   
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R  αφού ρ > 0 και λ > -2. 

ii)  Ta κέντρα 
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 ανήκουν στην ευθεία ψ = - χ και επειδή  

     ρ > 0   η λ > -2  γίνεται  
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δηλαδή  χ < 
2

2ρ
.  Άρα ο γ.τ  των κέντρων είναι η ηµιευθεία Αχ  µε  
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, χωρίς το Α στην οποία ανήκει το Ο(0,0). 

iii) Για λ = 0,      C0 : χ
2 + ψ2 = ρ2  (1) 

      Για λ = -1 ,    C-1 : 0
2
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: 2222 =/+⋅+⋅−/−+ ρρψρρψλ xxC  (2)

 

Με αντικατάσταση της (1) στην (2) παίρνουµε 0
2
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22 =⋅+⋅− ρψρρ x  

 ρψ ⋅+=⇔ 2x  (3).   Από τις   (1) και (3)  

( ) 02222 22222
=+⋅⋅+⇔=+⋅+ ρψρψρψρψ .  
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Η τελευταία εξίσωση µε ∆=0 δίνει διπλή ρίζα  ρψ ⋅−=
2
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Εποµένως κοινό σηµείο είναι το 
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την Cλ  

Άρα ανήκει σε όλους τους κύκλους της οικογένειας. 

Η εφαπτοµένη του C0 στο Α είναι η ευθεία    0
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02 =⋅−−⇔ ρψx  (ε). 
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Άρα d(Κ,ε) = R, οπότε (ε) είναι εφαπτοµένη όλων των κύκλων Cλ. 

iv) 02 =⋅−− ρψx  (ε) . 

      Η (ε) τέµνει τον άξονα χ΄χ για ψ = 0 στο σηµείο ( )0,2ρΒ . 

      Και τον άξονα ψ΄ψ για χ = 0 στο σηµείο ( )2,0 ρ−Γ  

      Το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές (ΟΒ=ΟΓ) και ορθογώνιο. 

      Άρα ο εγγεγραµµένος κύκλος εφάπτεται στην (ε), έχει κέντρο πάνω στη     

      διχοτόµο  της γωνίας 
∧

ΒΟΓ  που είναι η ευθεία ψ = - χ. Άρα το κέντρο 

του   

      είναι  Θ(χ0,-χ0), µε χ0 > 0 και χ0 < ρ 2 . 
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Ισχύει d(Θ,ε) = χ0   
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∆ = 8ρ2 – 4ρ2 = 4ρ2.  και  
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∆εκτή η ( )120 −= ρx ,  (χ0 < ρ 2 ). 

Εξετάζω αν υπάρχει τιµή του λ > - 2 

ώστε: 
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Είναι ( )222 −−=λ .  

Οπότε ο εγγεγραµµένος κύκλος 

Γ(0,- 2ρ)

Α(
2ρ

2
,

- 2ρ

2
)

Β( 2ρ,0)
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(Θ, χ0) ∈Cλ. 

 


