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Σύλλογος Θετικών 

Επιστηµόνων ∆ράµας 

∆ιαγωνισµός στη µνήµη  

του καθηγητή: Βασίλη Ξανθόπουλου 

 

Μαθηµατικά :   Τάξη: Γ΄ 

   ∆ράµα 30 Μαρτίου 2014 

Θέµα Α 

Έστω oι συνaρτήσεις  Rf →]2,1[: , Rg →]2,1[:  συνεχείς στο  ]2,1[ , 

παραγωγίσιµες στο  )2,1(  µε ( )]2,1[f  = ( )]2,1[g  = ]2,1[  και  

ο µιγαδικός αριθµός  z , τέτοιος ώστε: 
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Α1. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των gf o και fg o . 

Α2. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον [ ]2,10 ∈x  ώστε: 

000 2))(())(( xxfgxgf =+  . 

Α3. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )2,1∈ξ  ώστε: 3
)()(

ξ
ξξ

z
gf =+ . 

Α4. Αν 
3

)2()1()2()1(
z

ggff ====  να δείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον 

εφαπτόµενες της γραφικής παράστασης της f  που είναι εφαπτόµενες και 

της γραφικής παράστασης της g . 

Θέµα Β  

� ∆ίνεται συνάρτηση  RRg →: ,συνεχής,  µε σύνολο τιµών ( )+∞= ,0)(Rg  

    για την οποία ισχύει: ( )( )ψψ ())( gxggxg −>+  για κάθε χ,ψ R∈ . 

� ∆ίνονται επίσης οι συναρτήσεις: 

�  RRG →: , παραγωγίσιµη µε 0)0( =G  και )()( xgxG =′  για κάθε χ R∈ . 

� RRf →:  µε   
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Β1. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι γνησίως αύξουσα. 

Β2. Υπολογίστε τα όρια:  )(lim xg
x −∞→

 και )(lim xg
x +∞→

. 

Β3. Να δείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 

Β4. Να δείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

Β5. Αν η ευθεία ε µε εξίσωση ψ = 2χ είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  συνάρτησης g  στο ∞+ , να υπολογίσετε το όριο 
x

xf
x

)(
lim

+∞→
. 
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Θέµα 1ο  

Α1. Για το gfD
o  πρέπει [ ]2,1∈x  και [ ]2,1)( ∈xg  που ισχύει για κάθε χ [ ]2,1∈ . 

Άρα  gfD
o = [ ]2,1 . Οµοίως fgD

o = [ ]2,1 . 

Α2. Έστω η συνάρτηση  Κ(χ) = ( )( ) ( )( )xfgxgf oo + -2χ στο [ ]2,1 . 

� Κ συνεχής στο [ ]2,1 ως άθροισµα σύνθεσης συνεχών συναρτήσεων. 

� Κ(1) = 02))1(())1(( ≥−+ fggf  

Κ(2) = 04))2(())2(( ≤−+ fggf  

Αν Κ(1) = 0 ή Κ(2) = 0 το 1 ή το 2 θα είναι ρίζες. 

Αν Κ(1) ≠  0 και Κ(2) ≠  0 τότε  

από θεώρηµα Bolzano προκύπτει το ζητούµενο. 

Α3. Έστω η συνάρτηση  λ(χ) = 3
)()(

x

z
xgxf −+  στο [ ]2,1 . 

� λ  συνεχής στο [ ]2,1 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Επίσης ισχύει 
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Επίσης )43(43 iziz +−≤+−⇔  ή 
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≤−≤− z  και 5,55,4 ≤≤ z  

� λ(1) = zgf −+ )1()1(   και λ(2) = 
8

)2()2(
z
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4)1()1(2 ≤+≤ gf                  4)2()2(2 ≤+≤ gf  

5,45,5 −≤−≤− z                     
8

5,4

88

5,5 −
≤

−
≤

− z
 

5,1)1(5,3 −≤≤− λ                    
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Άρα   0)2()1( <⋅ λλ  και από θεώρηµα Bolzano προκύπτει το ζητούµενο. 

Α4. 
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Άρα τα )2(),1(),2(),1( ggff  δεν είναι ίσα µε το 1 (ελάχιστο των f, g) ούτε 

µε το 2 (µέγιστο των f, g). 
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Εποµένως οι συναρτήσεις f, g συνεχείς στο [ ]2,1  θα παίρνουν την ελάχιστη 

τιµή 1 στο χ1 και χ3 µε χ1, χ3 ∈  (1,2), άρα από θεώρηµα Fermat.  
0)( 1 =′ xf  και 0)( 3 =′ xg . Επίσης  1)( 1 =xf  και 1)( 3 =xg . Οµοίως  

Θα υπάρχουν χ2 και χ4 µε χ2, χ4∈  (1,2) µε 
0)( 2 =′ xf  , 0)( 4 =′ xg . και  2)( 2 =xf  και 2)( 4 =xg . 

Άρα εξίσωση εφαπτοµένης της fC  στο (χ1,1) είναι ψ-1=0(χ-χ1) ή ψ = 1.  

Επίσης εξίσωση εφαπτοµένης της της gC  στο (χ3,1) είναι η ψ = 1. 

Οµοίως η ψ = 2 είναι κοινή εφαπτοµένη των fC  και gC  στα σηµεία  

(χ2,1) και (χ4,1) αντίστοιχα.  

 

Θέµα 2ο 

Β1. Έστω 21 xx <  R∈ .  0
2

12 >
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 το οποίο ανήκει στο ( )+∞= ,0)(Rg . Άρα 

θα υπάρχει ψ0 R∈ : 
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( )( )00 ())( ψψ gxggxg −>+ ⇒ 
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( ) ( )12 xgxg > . Άρα g είναι γνησίως αύξουσα. 

Β2. g συνεχής , g ↑ , ( )+∞= ,0)(Rg . Άρα  0)(lim =
−∞→

xg
x

 και +∞=
+∞→

)(lim xg
x

 

Β3. • Για 0≠x  η f  είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
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Β4. Για 0≠x  f είναι παραγωγίσιµη. 
)()2()( xGxGxfx −=⋅ ⇒ )()2(2)()( xGxGxfxfx ′−′⋅=+′⋅ ⇒

)()()2(2)( xfxgxgxfx −−⋅=′⋅ . (1) 

� Για 0>x  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την G στο 

[ ]xx 2, . Άρα θα υπάρχει )2,(1 xx∈ξ :  
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Η (1) γίνεται µε χ>0: )()2()()2()( 1ξgxgxgxgxfx −+−=′⋅  0)( >′⇒
↑
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g

 

� Οµοίως για χ<0 : Θ.Μ.Τ για την G [ ]xx,2  θα υπάρχει ),2(2 xx∈ξ : 
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)()2()()2()( 2ξgxgxgxgxfx −+−=′⋅ 0)( >′⇒
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Άρα )0,(−∞↑f , ),0( +∞↑f , συνεχής στο 0, άρα Rf ↑ . 

Β5. Η ευθεία ε µε εξίσωση ψ = 2χ είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  συνάρτησης g  στο ∞+ , άρα 2
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Για χ κοντά στο ∞+  )2()()( 1 xggxg << ξ  
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Τελικά το ζητούµενο όριο ισούται µε 32
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