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Θέμα Α  
 

Δίνονται οι συναρτήσεις : 
• RRf →:  παραγωγίσιμη, με ( ) RRf =   για την οποία ισχύει: 

( ) ( ) )(1)()(2019673)(1)(2 242 xfxfxfxxfxf ⋅++−=⋅++⋅  (1)  για κάθε Rx∈ . 
• Rg →− ]2,2[:  δύο φορές παραγωγίσιμη, τέτοια ώστε.  

           ( ) 03)()( =+−′+′ xgxgf  για κάθε [ ]2,2−∈x και g(0) = 0. 
Α1. Να λυθεί η εξίσωση  0)( =xf . 
Α2. 

Να δείξετε ότι υπάρχει η 1−f  και ότι η εξίσωση 
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α.    Μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  
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2
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β.    Δύο τουλάχιστον ρίζες αντίθετες. 
Α3. 

Να υπολογιστεί το όριο  
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Α4. Να δείξετε ότι η g είναι άρτια και ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ( )1,0∈ξ  τέτοιο 
ώστε: ( )ξ⋅′′⋅=′ 2g2)2(g . 
 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Α1. Η εξίσωση (1)  γίνεται: ( ) ( ) ( ) ( )⇔−−−=⋅++⋅ xfxfxfxxfxf 353 20196732)(2  
( ) ( ) ( ) ⇔+⋅−=++ 201967333 35 xxfxfxf  
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 Άρα  ( ) 3020196730 =⇔=+⋅−⇔= xxxf  
 

Α2. Από τη σχέση ( ) ( ) ( ) 201967333 35 +⋅−=++ xxfxfxf   
με παραγώγιση  έχουμε αντίστοιχα, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔−=′+′+′ 673395 24 xfxfxfxfxf  
 

( ) ( ) ( )[ ] ⇔−=++′ 673395 24 xfxfxf   ( ) ( ) ( ) 0
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Επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R, άρα είναι 1-1, οπότε ορίζεται η  
1−f . 



 

α.     Έχουμε ισοδύναμα   
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Έστω η συνάρτηση  ( )
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• Η h είναι συνεχής στο διάστημα 
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 που ισχύει. 

       h ( ) ( ) 03ln2 2 <⋅= −e    γιατί   22 313 ee <⇔<⋅ − ισχύει. 

Οπότε  ( ) 02
2
3

<⋅





 hh , άρα από το θεώρημα Bolzano η h(x)=0  έχει μία τουλάχιστον 

ρίζα στο διάστημα 
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β.    Αν χ0 είναι η ρίζα του προηγούμενου ερωτήματος θα ισχύει  h(x0) = 0.  
Αρκεί να ισχύει  h(-x0) = 0. Έχουμε ισοδύναμα. 
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( ) 00 =⇔ xh  που ισχύει. 

Α3. 
Για το όριο 
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Α4. Ισχύει ( ) 03)()( =+−′+′ xgxgf ( ) ( )33)()( fxgxgf =+−′+′⇔  

( ) ( ) 33
11:

=+−′+′⇔
−

xgxg
f

( ) ( ) 0=−′+′⇔ xgxg ( ) ( )xgxg −′−=′⇔  

( ) ( )( )′−=′⇔ xgxg ( ) ( ) cxgxg +−=⇔  και για χ = 0 προκύπτει c = 0. 

Άρα  ( ) ( )xgxg −=  και Dg=[-2,2]. Άρα g είναι άρτια. 
 
 
 
 
 



 

 
1ος τρόπος. 

Για τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) xgxgx ⋅′−′= 22κ  έχουμε: 
• κ  είναι συνεχής στο [0,1] 
• κ  είναι παραγωγίσιμη στο (0,1) και μάλιστα ( ) ( ) ( )222 gxgxk ′−′′=′  
• ( ) ( ) 010 == κκ  

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει ( )1,0∈ξ  τέτοιο ώστε 
( ) 0=′ ξκ ( )ξ⋅′′⋅=′⇔ 2g2)2(g . 

2ος τρόπος. 
Για τη συνάρτηση g΄ έχουμε 

• g΄ συνεχής στο [0,2] 
• g΄ είναι παραγωγίσιμη στο (0,2) αφού η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

άρα από Θ.Μ.Τ  υπάρχει ( )2,00 ∈x  έτσι ώστε ( ) ( ) ( ) ( )
2
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Θέμα Β  
 

 
 
B1. 

Δίνεται η συνάρτηση ( ) 0,
2 2

2

>
+

= c
cx

xxg ,και Rx∈ .  

Να αποδείξετε ότι το σύνολο τιμών Β της g είναι ίδιο για κάθε 0>c . 

 

B2. Για την συνάρτηση RRf →:   ισχύουν οι ιδιότητες:  
• Η συνάρτηση ( )( ) Β∈+ xxf 2  για κάθε Rx∈ και  
• ( ) xxf 2−  είναι ακέραιος για κάθε Rx∈ . Να αποδείξετε ότι: 

 

i) ( )( )
2
141 <−<− xxff  και  ( )( ) xxff 4−  είναι ακέραιος. 

 

ii) ( )( ) xxff 4=  για κάθε Rx∈ . 
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iv) Η  f δεν είναι συνεχής στο R. 
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Με gmin= g(0) = 0, και τo 
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το σύνολο τιμών από τον παραπάνω πίνακα είναι Β=[0,
2
1 ). 

 

i)  Αφού ( )(x) 2 xf B+ ∈  και ( )( ) ( )∈+ xfxff 2 Β  για κάθε Rx∈ ,  έχουμε: 
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ii) άρα από την σχέση (1)  έχουμε ότι ( (x)) 4 x 0f f − = άρα 
 ( (x)) 4 xf f =  για κάθε Rx∈ . 
 

iii) Από 10 (x) 2 x
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όμως 2 (x) 4 xf −  είναι ακέραιος για κάθε Rx∈  άρα για 1
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Έστω ότι η f(x) είναι συνεχής στο R. Αφού 0)
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υπάρχει xo 





∈

4
1,

16
1

   ώστε f(xo)=0. Αφού (x) 2 xf − είναι ακέραιος για κάθε Rx∈  

για x=xo έχουμε (x ) 2 x 2 xf ο ο ο− = −  είναι ακέραιος άτοπο γιατί -
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Άρα η f δεν είναι συνεχής στο R. 
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