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Μ. Παπαγρηγοράκης
	Η συμπεριφορά των τιμών μιας συνάρτησης ως προς τι διάταξη, όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή διατρέχει το πεδίο ορισμού της ή ένα διάστημα, μας δίνουν σημαντικές πληροφορίες για την ίδια τη συνάρτηση
	Η μονοτονία μιας συνάρτησης αναφέρεται ποιοτικά στην κατεύθυνση της μεταβολής των τιμών της. Για παράδειγμα, έστω ότι η ανεξάρτητη μεταβλητή της συνάρτησης αυξάνεται, η μονοτονία είναι η πληροφορία που αναφέρει αν η εξαρτημένη μεταβλητή αυξάνεται και αυτή ή μειώνεται ή μένει αμετάβλητη.
	Τα ακρότατα μιας συνάρτησης αναφέρονται στις ακραίες τιμές της συνάρτησης εφόσον υπάρχουν. Είναι η μεγαλύτερη ή η μικρότερη τιμή που ενδέχεται να έχει μία συνάρτηση όταν το x διατρέχει το πεδίο ορισμού της.


ΣΧΟΛΙΑ




	Η µονοτονία µιας συνάρτησης αναφέρεται σε διαστήµατα του πεδίου ορισµού της. πχ η  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  και  

	Η μονοτονία μιας συνάρτησης μπορεί να προκύψει από το πρόσημο του λόγου μεταβολής: 





	Αν για οποιαδήποτε  με  είναι  (αντ. λ<0) τότε η  είναι γνησίως αύξουσα (αντ. φθίνουσα) στο  



	Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστημα Δ και σε κάποιο εσωτερικό σημείο  μηδενίζεται, τότε εκατέρωθεν του σημείου θα αλλάζει πρόσημο. Μπορούμε να βρούμε  το πρόσημό της χρησιμοποιώντας τον ορισμό της μονοτονίας.





	Μια συνάρτηση ΔΕΝ είναι γνησίως αύξουσα (αντ. φθίνουσα) αν και μόνο αν ΥΠΑΡΧΟΥΝ  ώστε να ισχύει  (αντ. )







• 	Για να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση   παρουσιάζει ελάχιστο (αντ. μέγιστο ) το  πρέπει και αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει  ώστε  και ότι  (αντ. ) για κάθε  





• 	Μόνο από τη σχέση  για κάθε  ΔΕΝ μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το  είναι ελάχιστο της  ή ότι το  είναι μέγιστό της. 
-----***-----
Οι προτάσεις που ακολουθούν  είναι ιδιαίτερα  χρήσιμες για την επίλυση ανισώσεων ή την  απόδειξη ανισοτήτων



ΠΡΟΤΑΣΗ 1   Έστω , γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Για οποιαδήποτε  ισχύει ότι: 
Απόδειξη:


	Η συνεπαγωγή  προκύπτει από τον ορισμό της γν. αύξουσας συνάρτησης


	Θα αποδείξουμε τη συνεπαγωγή  με την εις άτοπον απαγωγή:



 	Αν  τότε επειδή η  είναι γνησίως αύξουσα θα είχαμε   που είναι άτοπο




 	Αν  τότε επειδή η  είναι συνάρτηση θα είχαμε  που είναι άτοπο . 
 	Επομένως είναι 



Όμοια αποδεικνύεται η  ΠΡΟΤΑΣΗ:   Αν η  γνησίως φθίνουσα τότε για οποιαδήποτε  ισχύει ότι:  



ΠΡΟΤΑΣΗ 2    Έστω , γνησίως μονότονη συνάρτηση. Για οποιαδήποτε  ισχύει ότι:   
Απόδειξη

Για οποιαδήποτε  :


•     Η συνεπαγωγή   είναι αληθής επειδή η   είναι συνάρτηση.

•     Θα αποδείξουμε τη συνεπαγωγή  με την εις άτοπον Απαγωγή.

Υποθέτουμε ότι δεν ισχύει ότι  τότε έχουμε ότι: 


     •     που είναι άτοπο. 


     •    που είναι άτοπο. 


Επομένως για οποιαδήποτε  ισχύει η ισοδυναμία 
Άσκηση 1


Α)	Αποδείξτε τη μονοτονία της συνάρτησης. , 


Β)	Να αποδειχτεί ότι     (1)  για κάθε  
Λύση



Α)	• 	Για κάθε  με  έχουμε ότι 


 





• 	Για κάθε  με  έχουμε αντίστοιχα ότι:  



	Άρα η  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  και 



Β)	Για κάθε   είναι  επομένως  

Άσκηση 2




Έστω συνάρτηση  τέτοια ώστε η συνάρτηση  με   να είναι γνησίως αύξουσα. Να αποδείξετε ότι η  είναι γνησίως φθίνουσα  
Λύση
Εδώ η απόδειξη θα γίνει με τη μέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. Θα μπορούσε να γίνει με χρήση «βοηθητικής συνάρτησης» όπως κάνουμε σε επόμενη άσκηση.





Υποθέτουμε ότι η   δεν είναι γνησίως φθίνουσα στο . Τότε υπάρχουν με  και   και  θα έχουμε ότι 

 


Που είναι άτοπο. Επομένως η  είναι γνησίως φθίνουσα στο .
Άσκηση 3






Η συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα στο  και για κάθε ισχύει ότι:      (1). Να αποδείξετε ότι , για κάθε 
Απόδειξη:

Έστω ότι υπάρχει συνάρτηση που να επαληθεύει την (1). Τότε είναι 


Θεωρούμε τη συνάρτηση    που είναι γνησίως αύξουσα (απόδειξη με τον ορισμό).

Τότε έχουμε:  που επαληθεύει την (1)
Άσκηση 4




Δίνεται ότι η συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα στο . Να αποδείξετε  τη μονοτονία της συνάρτησης  στο 
Λύση: 


• 	Για κάθε  με  έχουμε



Επομένως η   είναι γνησίως αύξουσα στο 
Άσκηση 5



Αν η συνάρτηση   είναι γνησίως αύξουσα, να βρείτε τις τιμές του 
Λύση



Με χρήση του προσήμου του λόγου μεταβολής έχουμε ότι:  επειδή η   είναι γνησίως αύξουσα , για οποιαδήποτε   ισχύει 
Άσκηση 6








Έστω συνάρτηση   ορισμένη στο , ώστε για κάθε  να ισχύει . Αποδείξτε ότι η συνάρτηση  είναι γνησίως φθίνουσα στο  και ότι η  είναι γνησίως αύξουσα στο .
Λύση

Για κάθε  ισχύει ότι:



Για κάθε   ισχύει

 

Άρα η   είναι γνησίως φθίνουσα. 

Αντίστοιχα εργαζόμαστε για την   
Άσκηση 7


Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση ,  παρουσιάζει μέγιστο και ελάχιστο.
Λύση

Για κάθε  έχουμε ότι 

    


Παρατηρούμε ότι  και ότι 

Οπότε η (1) γράφεται: 





Συνεπώς η  παρουσιάζει ελάχιστο όταν  το  και μέγιστο όταν  το .
Άσκηση 8





Α) 	Έστω η συνάρτηση  με . Να δείξετε ότι η ελάχιστη τιμή της  είναι το 
Β)	Να λυθεί ως προς α  και  β η ανίσωση  
Απόδειξη

Επειδή ισχύει ότι      



 η συνάρτηση γίνεται: 



•     Γνωρίζουμε ότι για κάθε   ισχύει ότι:  , με την ισότητα να ισχύει μόνο αν  



Οπότε για  παίρνουμε ότι  με την ισότητα να ισχύει μόνο όταν  

που επαληθεύει την  

Αποδείξαμε ότι  .



Επομένως η συνάρτηση   παρουσιάζει ελάχιστο μόνο όταν   το  




B)	Επειδή η  παρουσιάζει μοναδικό ελάχιστο στο 0 το 2, για κάθε  θα ισχύει ότι  με την ισότητα να ισχύει μόνο όταν . Συνεπώς :


Ισχύει ότι   με το ίσον να ισχύει μόνο όταν 


Καθώς και  με το ίσον να ισχύει μόνο όταν . 


Επομένως ισχύει ότι   με το ίσον να αληθεύει μόνο όταν  


Επομένως η ανίσωση είναι αληθής μόνο όταν η ισότητα είναι αληθής και αυτό συμβαίνει μόνο όταν   και 
Άσκηση 9








Έστω η συνάρτηση    και η συνάρτηση  η οποία είναι γνησίως φθίνουσα στο . 
Α)	Αποδείξτε ότι η  είναι γνησίως φθίνουσα.
Β)	Να λυθεί στο   η εξίσωση 
Γ)	Να αποδειχτεί ότι για κάθε  ισχύει ότι  
Λύση:


Α)	Για κάθε  με  έχουμε: 





άρα η  είναι γνησίως φθίνουσα στο .
Β) 	Για  η ισότητα  είναι αληθής.    


Για κάθε  έχουμε ότι:
 



και 




Άρα μοναδική ρίζα είναι το 

Γ) 	Επειδή   
Και

  
Έχουμε ότι:

 και


 με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε ότι 
Άσκηση 10






Αν  , , τότε:
Α) 	Να αποδείξετε ότι η  είναι γνησίως αύξουσα
B)	Nα βρείτε το πρόσημο της 
Γ) 	Να λύσετε την ανίσωση 
Δ)	Να λυθεί η ανίσωση     (1)
Λύση


Α)	Για οποιαδήποτε   ισχύει ότι:


Β)	Για το πρόσημο της   έχουμε ότι είναι: 

•	 

•	

•	

Γ)	Για την ανίσωση έχουμε ότι:


Δ)	Ισοδύναμα έχουμε:






Θεωρούμε τη συνάρτηση ,   η οποία είναι γνησίως αύξουσα αφού για οποιαδήποτε  με  ισχύει ότι:


Τότε η ανίσωση (2) γίνεται:


που είναι οι λύσεις της δοθείσας ανίσωσης (1)



Άσκηση 11







Έστω συνάρτηση  για την οποία ισχύει ότι       (1),  για κάθε . Να αποδειχτεί ότι η  είναι γνησίως αύξουσα, να βρείτε το  το  και το πρόσημο της .

Λύση: 	
Θεωρούμε τη συνάρτηση 	 που είναι γνησίως αύξουσα (απόδειξη εύκολη με τον ορισμό) 

Τότε για κάθε  έχουμε ότι:






(αφού η είναι γνησίως αύξουσα),   επομένως η είναι γνησίως αύξουσα. 


Για την εύρεση του , θέτουμε στη σχέση   (1) όπου  και παίρνουμε:




Για την εύρεση του , θέτουμε στην (1)  και παίρνουμε:







Το πρόσημο της  μπορεί να προκύψει είτε αλγεβρικά: 
•	Η  οπότε:  και 

Είτε με αξιοποίηση της μονοτονίας της συνάρτησης : 

•	 

και  
Άσκηση 12










[bookmark: MTBlankEqn]Έστω συνάρτηση   και η συνάρτηση   που είναι γνησίως μονότονη  η γραφική της παράσταση  διέρχεται από τα σημεία  και  και έχει σύνολο τιμών το 
Α	Να αποδείξετε ότι η  είναι γνησίως αύξουσα 
Β	Να αποδείξετε ότι η  είναι γνησίως αύξουσα.
Γ	Να λυθεί η εξίσωση 
Δ	Να λυθεί η ανίσωση 
Ε	Να βρείτε το πρόσημο της 


Λύση:
Α) 	Για οποιαδήποτε   με  ισχύει ότι: 

 

Άρα η   είναι γνησίως αύξουσα στο R

B)	Έστω ότι η  δεν είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Επειδή είναι γνησίως μονότονη θα είναι γνησίως φθίνουσα.

Τότε για οποιαδήποτε  έχουμε ότι  

 

και για   θα έχουμε  ότι:

 


που είναι άτοπο. Άρα η  είναι γνησίως αύξουσα στο 
Γ)	Ισοδύναμα παίρνουμε ότι:

Δ)	Ισοδύναμα έχουμε ότι 



Ε)	Για το πρόσημο της   έχουμε: 


   και  

Το πρόσημο της  φαίνεται στον πίνακα: 1
+∞
-∞
f(x)
+
0
-





Άσκηση 13




Δίνεται η συνάρτηση   για την οποία ισχύει ότι       για κάθε  .  Βρείτε τη μονοτονία και τον τύπο της συνάρτησης 
Λύση
Ισοδύναμα έχουμε ότι

  


Θεωρούμε τη συνάρτηση ,  η οποία είναι γνησίως αύξουσα (απόδειξη εύκολη με τον ορισμό)



Για τη μονοτονία της  έχουμε ότι για οποιαδήποτε   με  ισχύει ότι: 

 

Επομένως η συνάρτηση   είναι γνησίως φθίνουσα



Για την εύρεση του τύπου της   από την (1) παίρνουμε ότι για κάθε   έχουμε:  
Άσκηση 14






Έστω συνάρτηση  με την ιδιότητα: ,  για κάθε . Δίνεται ακόμα ότι για κάθε   ισχύει η ισοδυναμία:   «». 






Α) να αποδείξετε ότι:
α)	 
β)	Ισχύει  για κάθε  
γ)	Η  είναι γνησίως αύξουσα  
δ)	Για κάθε  ισχύει ότι   

Β)	να λυθεί η εξίσωση 
Λύση



Αα) 	Από τη σχέση  για  βρίσκουμε ότι 



β)	Στην  θέτουμε  και παίρνουμε   .


γ)	Για οποιαδήποτε  με ισχύει: 




επομένως η  είναι γνησίως αύξουσα στο 

δ)	Για κάθε   έχουμε ότι:


Β)	Ισοδύναμα έχουμε ότι


Άσκηση 15





Έστω η συνάρτηση  με 
Α) 	Να αποδείξετε ότι η  παρουσιάζει ελάχιστο
Β) 	Αποδείξτε την ανισότητα   για κάθε 
Λύση


Α) 	Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  είναι το  

Για κάθε  ισχύει ότι 








 και  επειδή  έχουμε ότι  για κάθε , συνεπώς η   παρουσιάζει ελάχιστο στο  το 
Β) 	Από το Α ερώτημα έχουμε ότι , από όπου προκύπτει :



Για   ότι     (1).


Για    παίρνουμε    (2)


και για  ότι     (3).

Με πρόσθεση κατά μέλη των (1), (2) και (3) έχουμε ότι  
 


image43.wmf
12

x,xA

Î


oleObject46.bin

image44.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

>Û<


oleObject47.bin

image45.wmf
f:AR

®


oleObject48.bin

image46.wmf
12f

x,xD

Î


oleObject49.bin

image47.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

=Û=


oleObject50.bin

image48.wmf
12

χ,χΑ

Î


oleObject51.bin

image49.wmf
(

)

(

)

1212

xxfxfx

=Þ=


oleObject52.bin

image50.wmf
f


oleObject53.bin

image51.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

=Þ=


oleObject54.bin

image52.wmf
12

χχ

=


oleObject55.bin

image53.wmf
12

χχ

<Þ


oleObject56.bin

image54.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

<


oleObject57.bin

image55.wmf
12

χχ

>Þ


oleObject58.bin

image56.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

>


oleObject59.bin

image57.wmf
12

χ,χΑ

Î


oleObject60.bin

image1.wmf
·


image58.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

=Û=


oleObject61.bin

image59.wmf
(

)

1

fx1x

x

=-+


oleObject62.bin

image60.wmf
(

)

(

)

x,00,1

Î-¥

U


oleObject63.bin

image61.wmf
(

)

(

)

f2x

χfx

->


oleObject64.bin

image62.wmf
(

)

x,0

Î-¥


oleObject65.bin

oleObject1.bin

image63.wmf
(

)

12

x,x,0

Î-¥


oleObject66.bin

image64.wmf
12

xx

<


oleObject67.bin

image65.wmf
12

xx

<Þ


oleObject68.bin

image66.wmf
1212

12

1212

12

xx1x1x

1x1x

1111

11

xxxx

xx

ì

->-->-

->-

ìì

ï

ïï

ÞÞ

ííí

>>

>

ïïï

îî

î


oleObject69.bin

image67.wmf
(

)

(

)

1212

12

11

1x1xfxfx

xx

Þ-+>-+Þ>


oleObject70.bin

image2.wmf
(

)

=

1

fx

x


image68.wmf
(

)

12

x,x0,1

Î


oleObject71.bin

image69.wmf
12

xx

<


oleObject72.bin

image70.wmf
12

12

12

xx

xx...

11

xx

->-

ì

ï

<ÞÞÞ

í

>

ï

î


oleObject73.bin

image71.wmf
(

)

(

)

1212

12

11

1x1xfxfx

xx

-+>-+Þ>


oleObject74.bin

image72.wmf
f


oleObject75.bin

oleObject2.bin

image73.wmf
(

)

,0

-¥


oleObject76.bin

image74.wmf
(

)

0,1


oleObject77.bin

image75.wmf
χ0

<


oleObject78.bin

image76.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

2

χχf2xfxf2xfx0

<Þ>Þ->


oleObject79.bin

image77.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

f2xfx

χf2xχfx

->Û->


oleObject80.bin

image3.wmf
(

)

,0

-¥


image78.wmf
(

)

f:R0,

®+¥


oleObject81.bin

image79.wmf
h


oleObject82.bin

image80.wmf
(

)

3

1

h(x)f(x)2

fx

=-+


oleObject83.bin

image81.wmf
f


oleObject84.bin

image82.wmf
f


oleObject85.bin

oleObject3.bin

image83.wmf
R


oleObject86.bin

image84.wmf
12

x,xR

Î


oleObject87.bin

image85.wmf
12

xx

<


oleObject88.bin

image86.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

£


oleObject89.bin

image87.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

12

33

12

33

12

12

1212

11

fxfx

fxfx

fxfx

11

fx2fx2

fxfx

hxhxxx

ì

³

ï

£ÞÞ

í

ï

-³-

î

-+³-+Þ

³Þ³


oleObject90.bin

image4.wmf
(

)

0,

+¥


image88.wmf
f


oleObject91.bin

image89.wmf
R


oleObject92.bin

image90.wmf
f


oleObject93.bin

image91.wmf
R


oleObject94.bin

image92.wmf
xR

Î


oleObject95.bin

oleObject4.bin

image93.wmf
(

)

=

ff(x)x


oleObject96.bin

image94.wmf
f(x)x

=


oleObject97.bin

image95.wmf
xR

Î


oleObject98.bin

image96.wmf
(

)

(

)

=Û+=+

ff(x)xff(x)f(x)f(x)x(1)


oleObject99.bin

image97.wmf
(

)

(

)

hxfxx

=+


oleObject100.bin

image5.wmf
·


image98.wmf
xR

Î


oleObject101.bin

image99.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

Û=Û=

1hf(x)hxfxx


oleObject102.bin

image100.wmf
f


oleObject103.bin

image101.wmf
R


oleObject104.bin

image102.wmf
(

)

(

)

1

hxfxf

x

æö

=-

ç÷

èø


oleObject105.bin

oleObject5.bin

image103.wmf
(

)

,0

-¥


oleObject106.bin

image104.wmf
(

)

12

x,x,0

Î-¥


oleObject107.bin

image105.wmf
12

xx

<


oleObject108.bin

image106.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

fxfx

fxfx

xx

11

11

ff

xx

xx

fxfx

11

fxffxf

11

xx

ff

xx

hxhx

ì

<

ì

<

ï

ï

<ÞÞÞ

æö

æö

íí

>

>

ç÷

ç÷

ïï

î

èø

èø

î

ì

<

æö

ï

æö

Þ-<-

æö

æö

í

ç÷

ç÷

-<-

ç÷

èø

ç÷

èø

ï

èø

èø

î

Þ<


oleObject109.bin

image107.wmf
h


oleObject110.bin

image6.wmf
12

x,xA

Î


image108.wmf
(

)

,0

-¥


oleObject111.bin

image109.wmf
=-+

f(x)(1

α)x1


oleObject112.bin

image110.wmf
χR

Î


oleObject113.bin

image111.wmf
αR

Î


oleObject114.bin

image112.wmf
f


oleObject115.bin

oleObject6.bin

image113.wmf
12

xxR

¹Î


oleObject116.bin

image114.wmf
(

)

(

)

(

)

-+---

-

>Û>Û

--

--

>Û<Û-<<

-

12

12

1212

12

12

(1

α)x1(1α)x1

fxfx

00

xxxx

(1

α)xx

0

α11α1

xx


oleObject117.bin

image115.wmf
f


oleObject118.bin

image116.wmf
R


oleObject119.bin

image117.wmf
¹Î

xyR


oleObject120.bin

image7.wmf
12

x,x

¹


image118.wmf
(

)

(

)

-<-

fxfy3xy


oleObject121.bin

image119.wmf
(

)

(

)

=-

gxfx3x


oleObject122.bin

oleObject123.bin

image120.wmf
(

)

(

)

=+

hxfx3x


oleObject124.bin

image121.wmf
R


oleObject125.bin

oleObject126.bin

oleObject7.bin

image122.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

-

-<-Û<Û

-

-

-<<

-

fxfy

fxfy3xy3

xy

fxfy

33(1)

xy


oleObject127.bin

oleObject128.bin

image123.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

---+

===

--

-

-<

-

121122

1212

12

12

gxgxfx3xfx3x

λ

xxxx

fxfx

30

Λόγωτης(1)

xx


oleObject129.bin

image124.wmf
g


oleObject130.bin

image125.wmf
h


oleObject131.bin

image126.wmf
(

)

1

fx2x

x

=+-


image8.wmf
-

=>

-

12

12

f(x)f(x)

λ0

xx


oleObject132.bin

image127.wmf
[

]

x1,2

Î


oleObject133.bin

image128.wmf
[

]

x1,2

Î


oleObject134.bin

image129.wmf
(

)

11111

1

1x2

2x12x

2x102x1

11

1

11

2x

2x

1

2

2x

02x1

ìì

££££

ïï

££ÞÞÞ

íí

ïï

-£-£-£-£

îî

ì

££

ï

Þ£+-£

í

ï

£-£

î


oleObject135.bin

image130.wmf
(

)

1

f2

2

=


oleObject136.bin

image131.wmf
(

)

f12

=


oleObject8.bin

oleObject137.bin

image132.wmf
(

)

(

)

(

)

f2fxf1

££


oleObject138.bin

image133.wmf
f


oleObject139.bin

image134.wmf
x2

=


oleObject140.bin

image135.wmf
(

)

1

f2

2

=


oleObject141.bin

image136.wmf
x1

=


image9.wmf
f


oleObject142.bin

image137.wmf
(

)

f12

=


oleObject143.bin

image138.wmf
(

)

(

)

(

)

33

22

fxxx1x1x

=++++-


oleObject144.bin

image139.wmf
xR

Î


oleObject145.bin

image140.wmf
f


oleObject146.bin

image141.wmf
2


oleObject9.bin

oleObject147.bin

image142.wmf
(

)

(

)

f

αβ3fαβ140

+-+---£


oleObject148.bin

image143.wmf
(

)

3

2

x1x

+-=


oleObject149.bin

image144.wmf
(

)

(

)

(

)

3

22

3

2

2

x1

χx1χ

1

x1

χ

xx1

æö

+-++

ç÷

=

ç÷

++

ç÷

++

èø


oleObject150.bin

image145.wmf
(

)

(

)

(

)

3

2

3

2

1

fxxx1

xx1

=+++

++


oleObject151.bin

image146.wmf
α0

>


image10.wmf
Α


oleObject152.bin

image147.wmf
(

)

2

2

1

α10α12αα2

α

-³Û+³Û+³


oleObject153.bin

image148.wmf
α1

=


oleObject154.bin

image149.wmf
(

)

3

2

αxx1

=++


oleObject155.bin

image150.wmf
(

)

fx2

³


oleObject156.bin

image151.wmf
(

)

3

22

222

xx11xx11

x11xx112xxx0

++=Þ++=Þ

+=-Þ+=-+Þ=


oleObject10.bin

oleObject157.bin

image152.wmf
(

)

fx2

=


oleObject158.bin

image153.wmf
(

)

(

)

fxf0

³


oleObject159.bin

image154.wmf
f


oleObject160.bin

image155.wmf
χ0

=


oleObject161.bin

image156.wmf
(

)

f02

=


oleObject11.bin

oleObject162.bin

image157.wmf
f


oleObject163.bin

image158.wmf
xR

Î


oleObject164.bin

image159.wmf
(

)

fx2

³


oleObject165.bin

image160.wmf
x0

=


oleObject166.bin

image161.wmf
(

)

f

αβ32

+-³


image11.wmf
o

x

Δ

Î


oleObject167.bin

image162.wmf
αβ30

+-=


oleObject168.bin

image163.wmf
(

)

f

αβ12

--³


oleObject169.bin

image164.wmf
αβ10

--=


oleObject170.bin

image165.wmf
(

)

(

)

f

αβ3fαβ14

+-+--³


oleObject171.bin

image166.wmf
αβ3α2

αβ1β1

+==

ìì

Û

íí

-==

îî


oleObject12.bin

oleObject172.bin

image167.wmf
α2

=


oleObject173.bin

image168.wmf
β1

=


oleObject174.bin

image169.wmf
(

)

(

)

f:2,0,

-+¥®+¥


oleObject175.bin

image170.wmf
(

)

(

)

(

)

gxx2fx1

=+-


oleObject176.bin

image171.wmf
(

)

2,

-+¥


image12.wmf
o

x


oleObject177.bin

image172.wmf
f


oleObject178.bin

image173.wmf
(

)

0,

+¥


oleObject179.bin

image174.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

759

fxfxfxfx

+=+


oleObject180.bin

image175.wmf
χ1

>


oleObject181.bin

image176.wmf
(

)

(

)

(

)

2

f

χ2χfχχ2f1

-+-<-


oleObject13.bin

oleObject182.bin

image177.wmf
(

)

12

x,x0,

Î+¥


oleObject183.bin

image178.wmf
12

xx

<


oleObject184.bin

image179.wmf
12

12

12

12

12

2

1

12

12

g(x)1g(x)1

g(x)g(x)

xx

11

x2x2

x2x2

g(x)1

g(x)1

f(x)f(x)

x2x2

+>+

ì

>

ì

ï

<ÞÞÞ

íí

>

+<+

î

ï

++

î

+

+

>Þ>

++


oleObject185.bin

image180.wmf
f


oleObject186.bin

oleObject187.bin

image13.wmf
·


image181.wmf
x1

=


oleObject188.bin

image182.wmf
x1

¹


oleObject189.bin

image183.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

5

5

79

79

fxfx

xx

0x1

xx

fxfx

ì

<

ì

>

ïï

<<ÞÞÞ

íí

>

ï

<

ï

î

î


oleObject190.bin

image184.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

759

fxfxfxfx

+<+


oleObject191.bin

image185.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

5

5

79

79

fxfx

xx

x1

xx

fxfx

ì

>

ì

<

ïï

>ÞÞÞ

íí

<

ï

>

ï

î

î


oleObject192.bin

oleObject14.bin

image186.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

759

fxfxfxfx

+>+


oleObject193.bin

image187.wmf
1


oleObject194.bin

image188.wmf
(

)

2

χ2χ1χ10

-+=-³


oleObject195.bin

image189.wmf
(

)

(

)

(

)

222

2

2

1

χχ1χχ2χ11

2

1

χχ110

2

-+=++++=

+++>


oleObject196.bin

image190.wmf
(

)

(

)

χ2χ1fχ2χf1

-³-Þ-£-


oleObject197.bin

image14.wmf
12f

x,xD

Î


image191.wmf
(

)

(

)

22

χχ1fχχf1

->-Û-<-


oleObject198.bin

oleObject199.bin

image192.wmf
5

f(x)x3x4

=+-


oleObject200.bin

image193.wmf
xR

Î


oleObject201.bin

image194.wmf
f


oleObject202.bin

oleObject203.bin

oleObject15.bin

image195.wmf
(

)

(

)

5

5

55

xx42x3x9x12

+-->--+


oleObject204.bin

image196.wmf
(

)

(

)

22

fxxf2xxx

+-<-


oleObject205.bin

image197.wmf
12

χ,χR

Î


oleObject206.bin

image198.wmf
(

)

(

)

55

12

12

12

55

112212

χχ

χχ

3

χ3χ

χ3χ4χ3χ4fxfx

ì

<

ï

<ÞÞ

í

<

ï

î

+-<+-Þ<


oleObject207.bin

image199.wmf
f


oleObject208.bin

image15.wmf
12

xx

<Þ


image200.wmf
(

)

(

)

(

)

fx0fxf1x1

=Û=Û=


oleObject209.bin

image201.wmf
(

)

(

)

(

)

fx0fxf1x1

>Û>Û>


oleObject210.bin

image202.wmf
(

)

(

)

(

)

fx0fxf1x1

<Û<Û<


oleObject211.bin

image203.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

5

5

55

5

55

5

55

5

xx42x3x9x12

xx3xx4

42x342x4

fxxf42xxx42x

x3x40

fxf1x1

+-->--+Û

+++->

-+--Û

+>-Û+>-Û

+->Û

>Û>


oleObject212.bin

image204.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

fxxf2xxx

fxx(xx)f2x2x(2)

+-<-Û

+++<+


oleObject213.bin

oleObject16.bin

image205.wmf
(

)

(

)

hxfxx

=+


oleObject214.bin

image206.wmf
xR

Î


oleObject215.bin

image207.wmf
12

x,xR

Î


oleObject216.bin

image208.wmf
12

xx

<


oleObject217.bin

image209.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

12

12

12

112212

fxfx

xx

xx

fxxfxxhxhx

ì

<

ï

<ÞÞ

í

-<-

ï

î

+<+Þ<


oleObject218.bin

image16.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

³


image210.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

22

2

2hxxh2xxx2x

xx0x0,1

Û+<Û+<Û

-<ÛÎ


oleObject219.bin

image211.wmf
f


oleObject220.bin

image212.wmf
(

)

(

)

55

fxfx2x

+=


oleObject221.bin

image213.wmf
xR

Î


oleObject222.bin

image214.wmf
f


oleObject223.bin

oleObject17.bin

image215.wmf
(

)

f0


oleObject224.bin

image216.wmf
f(1)


oleObject225.bin

oleObject226.bin

image217.wmf
(

)

5

hxxx,xR

=+Î


oleObject227.bin

image218.wmf
12

x,xR

Î


oleObject228.bin

image219.wmf
55

1212

xx2x2x

<Þ<Þ


image17.wmf
(

)

(

)

1212

xxfxfx

<Þ£


oleObject229.bin

image220.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

55

1122

fxfxfxfx

+<+Þ


oleObject230.bin

image221.wmf
(

)

(

)

1212

hf(x)hf(x)f(x)f(x)

<Þ<


oleObject231.bin

image222.wmf
h


oleObject232.bin

image223.wmf
f


oleObject233.bin

image224.wmf
(

)

f1


oleObject18.bin

oleObject234.bin

image225.wmf
x1

=


oleObject235.bin

image226.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

5

f1f12hf(1)h1f(1)1

+=Û=Û=


oleObject236.bin

image227.wmf
(

)

f0


oleObject237.bin

image228.wmf
x0

=


oleObject238.bin

image229.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

554

f0f00f0f(0)10f00

+=Û+=Û=


image18.wmf
f


oleObject239.bin

image230.wmf
f


oleObject240.bin

image231.wmf
(

)

1

Û


oleObject241.bin

image232.wmf
(

)

(

)

(

)

45

fxfx1x

+=


oleObject242.bin

image233.wmf
(

)

x0fx0

>Þ>


oleObject243.bin

image234.wmf
(

)

x0fx0

<Þ<


oleObject19.bin

oleObject244.bin

image235.wmf
f


oleObject245.bin

image236.wmf
(

)

(

)

(

)

x0fxf0fx0

<Þ<Þ<


oleObject246.bin

image237.wmf
(

)

(

)

(

)

x0fxf0fx0

>Þ>Þ>


oleObject247.bin

image238.wmf
(

)

3

hxxx,xR

=+Î


oleObject248.bin

image239.wmf
f:RR

®


image19.wmf
κR

Î


oleObject249.bin

image240.wmf
A(2,0) 


oleObject250.bin

image241.wmf
B(3,9) 


oleObject251.bin

image242.wmf
R


oleObject252.bin

image243.wmf
h


oleObject253.bin

image244.wmf
f


oleObject20.bin

oleObject254.bin

image245.wmf
++=

62

f(3f(xx))9


oleObject255.bin

image246.wmf
++<

62

f(3f(xx))9


oleObject256.bin

image247.wmf
f


oleObject257.bin

image248.wmf
12

χ,χR

Î


oleObject258.bin

image249.wmf
12

xx

<


image20.wmf
0f

xD

Î


oleObject259.bin

image250.wmf
(

)

(

)

<

ì

ï

<ÞÞ+<+Þ

í

<

ï

î

<

12

33

121122

33

12

12

xx

xxxxxx

xx

hxhx


oleObject260.bin

image251.wmf
h


oleObject261.bin

image252.wmf
f


oleObject262.bin

image253.wmf
12

x,xR

Î


oleObject263.bin

image254.wmf
(

)

(

)

<Þ>

1212

xxfxfx


oleObject21.bin

oleObject264.bin

image255.wmf
==

12

x2,x3


oleObject265.bin

image256.wmf
(

)

(

)

<Þ>Þ>

23f2f309


oleObject266.bin

image257.wmf
f


oleObject267.bin

image258.wmf
R


oleObject268.bin

image259.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

++=Û++=Û

++=Û+=Û

+=Û=Û=Û=-=

6262

6262

6222

f(3f(xx))9f(3f(xx))f3

3f(xx)3f(xx)f2

xx2hxh1x1x1

ήx1


image21.wmf
(

)

0

fx

κ

=


oleObject269.bin

image260.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

++<Û++<Û

++<Û+<Û

+<Û<Û<ÛÎ-

6262

6262

6222

f(3f(xx))9f(3f(xx))f3

3f(xx)3f(xx)f2

xx2hxh1x1x1,1


oleObject270.bin

image261.wmf
f


oleObject271.bin

image262.wmf
(

)

(

)

(

)

>Þ>Þ>

x2fxf2fx0


oleObject272.bin

image263.wmf
(

)

(

)

(

)

<Þ<Þ<

x2fxf2fx0


oleObject273.bin

oleObject274.bin

oleObject22.bin

image264.wmf
f:RR

®


oleObject275.bin

image265.wmf
(

)

339

f(x)fx

χχ0

+++=


oleObject276.bin

image266.wmf
xR

Î


oleObject277.bin

image267.wmf
f


oleObject278.bin

image268.wmf
(

)

(

)

339

339

f(x)fx

χχ0

f(x)fx

χχ

+++=Û

+=--


oleObject279.bin

image22.wmf
(

)

fx

κ

³


image269.wmf
(

)

3

hxxx

=+


oleObject280.bin

image270.wmf
xR

Î


oleObject281.bin

image271.wmf
f


oleObject282.bin

image272.wmf
12

x,xR

Î


oleObject283.bin

image273.wmf
12

xx

<


oleObject284.bin

oleObject23.bin

image274.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3939

121212

1212

xxxxhxhx

hf(x)hf(x)fxfx

<Þ->-Þ->-Þ

>Þ>


oleObject285.bin

image275.wmf
f


oleObject286.bin

image276.wmf
f


oleObject287.bin

image277.wmf
xR

Î


oleObject288.bin

image278.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

339

339

33

f(x)fx

χχ0

f(x)fx

χχ

hfxhxfxx

+++=Û

+=--Û

=-Û=-


oleObject289.bin

image23.wmf
(

)

fx

κ

£


image279.wmf
f:RR

®


oleObject290.bin

image280.wmf
(

)

(

)

(

)

fxyfxfy

+=+


oleObject291.bin

image281.wmf
Î

x,yR


oleObject292.bin

image282.wmf
χR

Î


oleObject293.bin

image283.wmf
>Û

x0


oleObject294.bin

oleObject24.bin

image284.wmf
(

)

fx0

>


oleObject295.bin

image285.wmf
(

)

f00

=


oleObject296.bin

image286.wmf
(

)

(

)

fxfx0

-+=


oleObject297.bin

image287.wmf
xR

Î


oleObject298.bin

image288.wmf
f


oleObject299.bin

image24.wmf
f

xD

Î


image289.wmf
(

)

χ0,1

Î


oleObject300.bin

image290.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

+>+

23

fxfxfxfx


oleObject301.bin

image291.wmf
(

)

(

)

(

)

++-=-

22

f2x2016f2x20162f2x1


oleObject302.bin

oleObject303.bin

image292.wmf
==

xy0


oleObject304.bin

image293.wmf
(

)

=

f00


oleObject25.bin

oleObject305.bin

image294.wmf
(1)


oleObject306.bin

image295.wmf
yx

=-


oleObject307.bin

image296.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

-=+-Þ=+-Þ

-=-

fxxf(x)fxf0f(x)fx

fxfx


oleObject308.bin

image297.wmf
Î

12

x,xR


oleObject309.bin

image298.wmf
12

xx

<


image25.wmf
(

)

mfxM

££


oleObject310.bin

image299.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

<Þ->Þ->Þ

+->Û+->Û

->Û>

122121

2121

2121

xxxx0fxx0

fxx0fxfx0

fxfx0fxfx


oleObject311.bin

image300.wmf
f


oleObject312.bin

image301.wmf
R


oleObject313.bin

image302.wmf
(

)

χ0,1

Î


oleObject314.bin

image303.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

23

23

23

f

χfχ

χχ

0

χ1

χχ

f

χfχ

f

χfχfχfχ

ì

>

ì

>

ïï

<<ÞÞÞ

íí

>

ï

>

ï

î

î

+>+


oleObject26.bin

oleObject315.bin

image304.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

++-=-Û

++-=-+-Û

=-Û=-Û

-+=Û-=Û-Û

=-=

22

22

22

2

2

fx2016fx20162f2x1

fx2016fx2016f2x1f2x1

f2xf4x22x4x2

x2x10x10x1

x1

ήx1


oleObject316.bin

image305.wmf
f


oleObject317.bin

image306.wmf
(

)

fxx2x1

=-+


oleObject318.bin

image307.wmf
f


oleObject319.bin

image308.wmf
222

αβγ

αβγ

βγα

++³++


image26.wmf
f

xA

Î


oleObject320.bin

image309.wmf
α,β,γ0

>


oleObject321.bin

image310.wmf
f


oleObject322.bin

image311.wmf
[

)

0,

+¥


oleObject323.bin

image312.wmf
x0

³


oleObject324.bin

image313.wmf
(

)

(

)

2

2

fxx2x1x2x1x10

=-+=-+=-³


oleObject27.bin

oleObject325.bin

image314.wmf
(

)

f10

=


oleObject326.bin

image315.wmf
(

)

(

)

fxf1

³


oleObject327.bin

image316.wmf
χ0

³


oleObject328.bin

image317.wmf
f


oleObject329.bin

image318.wmf
1


image27.wmf
m


oleObject330.bin

image319.wmf
(

)

f10

=


oleObject331.bin

image320.wmf
x2x10

-+³


oleObject332.bin

image321.wmf
2

2

α

x

β

=


oleObject333.bin

image322.wmf
22

22

αα

210

ββ

-+³Û


oleObject334.bin

image323.wmf
22

2

ααα

2102

αβ0

ββ

β

-+³Û-+³


oleObject28.bin

oleObject335.bin

image324.wmf
2

2

β

x

γ

=


oleObject336.bin

image325.wmf
2

β

2

βγ0

γ

-+³


oleObject337.bin

image326.wmf
2

2

γ

x

α

=


oleObject338.bin

image327.wmf
2

γ

2

γα0

α

-+³


oleObject339.bin

image328.wmf
222

αβγ

αβγ

βγα

++³++


image28.wmf
f


oleObject340.bin

oleObject29.bin

image29.wmf
M


oleObject30.bin

image30.wmf
f:AR

®


oleObject31.bin

image31.wmf
12f

x,xD

Î


oleObject32.bin

image32.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

<Û<


oleObject33.bin

oleObject34.bin

image33.wmf
(

)

(

)

1212

xxfxfx

<Þ<


oleObject35.bin

oleObject36.bin

image34.wmf
(

)

(

)

1212

fxfxxx

<Þ<


oleObject37.bin

image35.wmf
12

xx

>


oleObject38.bin

image36.wmf
f


oleObject39.bin

image37.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

>


oleObject40.bin

image38.wmf
12

xx

=


oleObject41.bin

image39.wmf
f


oleObject42.bin

image40.wmf
(

)

(

)

12

fxfx

=


oleObject43.bin

image41.wmf
12

xx

<


oleObject44.bin

image42.wmf
f:AR

®


oleObject45.bin

