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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 
 Το τεύχος Β του βιβλίου «ΟΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ» περιέχει σύντοµες 

υποδείξεις για τις λύσεις των ασκήσεων του τεύχους Α. Όλες οι 

ασκήσεις των οµάδων Γ και ∆ συνοδεύονται από αυτές τις υποδείξεις 

ενώ έχει γίνει µια επιλογή από ασκήσεις της οµάδας Β. Η οµάδα Α 

δεν συνοδεύεται από υποδείξεις διότι οι ασκήσεις της κατά κανόνα 

θεωρούνται «εύκολες» οπότε η λύση τους δεν απαιτεί βοήθεια. 

 Στόχος των οµάδων Α, Β και µερικώς της Γ είναι οι 

Πανελλήνιες εξετάσεις της Γ  λυκείου. Η οµάδα ∆ αφορά θέµατα 

επιπέδου διεθνών µαθηµατικών διαγωνισµών και υφίσταται ώστε να 

καλυφθεί κατά το δυνατόν η πληρότητά της συλλογής. ∆εν είναι 

λοιπόν παράξενο που η αντιµετώπιση της χρειάζεται µερικές φορές 

γνώσεις και εκτός Λυκείου (Θ.Darboyx, Θ.Taylor, αναδροµικές 

ακολουθίες Β τάξεως, κοκ), πάντως προσπαθήσαµε ώστε το 

περιεχόµενό της να κρατηθεί  κοντά στην ύλη του λυκείου. 

 Πολλές από τις ασκήσεις κατασκεύασαν εκλεκτοί συνάδελφοι 

και βρίσκονται στον υπέροχο ιστότοπο «mathematica.gr» και 

άλλοι σε διάφορα βιβλία τους που κυκλοφορούν στα βιβλιοπωλεία 

και αναφέρονται στο τεύχος Α. 

 Ελπίζω η δουλειά αυτή να φανεί χρήσιµη αλλά και 

απολαυστική σε µαθητές και συναδέλφους και θα ήθελα πάλι να 

ευχαριστήσω όλους τους κατασκευαστές των τόσο όµορφων ιδεών 

που παρουσιάζονται εδώ. 

Αθήνα 

Φλεβάρης   2010 

               Ροδόλφος Μπόρης 

http://www.mathematica.gr
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A. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

(1) ΣΥΝΟΛΑ ΟΡΙΣΜΟΥ 

(2) ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ  

(3) ΣΥΝΘΕΣΗ  ΙΣΟΤΗΤΑ 
(4) MONOTONIA 

(5) ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ 

(6) ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1-1 . ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ  

(7) ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 
(8) ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
(9) ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΤΥΠΟΙ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ A 

3Γ1                                                                   

Με επαγωγή είναι εύκολο να δείξουµε ότι 

n n
xD(f ) R,f (x) , n 1,2,...

1 n x
= = =

+
 

4Β7                                            

Είναι f (0) 0=  

Θέτουµε για f (x)x 0,y
x

≠ = ενώ για x 0,y 0= =  

προκύπτει ότι 3(y 1) y 3 0− + − =  

Η αντίστοιχη εξίσωση λόγω µονοτονίας έχει µοναδική λύση το 2 που 

δίνει f (x) 2x= και που επαληθεύει τις αρχικές συνθήκες 

4Β12                                            

Η f (x) 2x− είναι γνήσια φθίνουσα… 

Προφανής λύση η x 0=  

4Β13          

Προφανής λύση η x 1 f (1)= −  

H f (x) x+  είναι γνήσια αύξουσα… 

6Β6          

 Για x 0,x 3= = µε πρόσθεση κατά µέλη 2(f (0) f (3)) 0− ≤ … 

6Β7                                            

Για 2 2x 0,x 1 (f (0) 6) 0,(f (1) 6) 0= = ⇒ − ≤ − ≤ … 

6Γ1           

Έστω ότι η f(x) δεν είναι η συνάρτηση x µε x R∈  

Έστω 
f

0 0 0 0 0 0f (x ) x f (f (x )) f (x ) x f (x )> ⇒ > ⇒ >
&

 αντίφαση ,οπότε 

f (x) x, x R= ∀ ∈  
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6Γ2               

Για x 0,x 1= = έχουµε 
f :1 1

f (0)f (1) f (b) f (a b) b a b
−

= = + ⇒ = + … 

Για 
a 0

x b f (b)f (1 b) f (b)
=

= ⇒ − =  

Αν f (b) 0 f (x)f (1 x) 0= ⇒ − = τότε f (2)f ( 1) 0 f (4)f ( 2)− = = −  άρα έχει 2 

τουλάχιστο διαφορετικές ρίζες , άτοπο… 

6Γ3          

Α) Με µονοτονία η f είναι γνήσια αύξουσα 

Β) Η εξίσωση 1f f −= δείχνουµε ότι είναι ισοδύναµη µε την 

f (x) x= όπως στην 6Γ1… 

6Γ4          

Α) χορδή≤ τόξου (στον τριγωνοµετρικό κύκλο) … Η ισότητα ισχύει 

µόνον όταν x 0=  

Β) 

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2

A)
1 2 1 21 2 1 2

x x x xx x x x x x x x 2
2 2

x x x xx x x x1
2 2 2 2

− +
− ηµ = − ηµ ⇒ − = ηµ − ηµ = ηµ συν

− −− −
⇒ ≤ ηµ ⋅ ⇒ = ηµ

 

Η ισότητα ισχύει µόνον όταν 1 2x x= … 

Γ) εργαζόµαστε όπως στην 6Γ2 εξασφαλίζοντας το «γνησίως 

αύξουσα»… 

6Γ5          

Α) Αν 1 2 1 2f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x ))= ⇒ = ⇒ … 

Β) όπου x το f(x) άρα f (f (f (x))) f ( x) f (x)= − = −  

Γ) όπου x το 1 1 1 1f (x) f (f (f (x))) f (x) f (x) f ( x)− − − −⇒ = − ⇒ = −  , x στο  

σύνολο τιµών της f 
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6Γ6          

Α) 

 

 

 

B) εύκολο 

Γ) Η εξίσωση f (x) y= έχει µοναδική λύση για οποιοδήποτε y R∈  

∆) προκύπτει 1f f− =  

Ε) η Cf είναι συµµετρική ως προς την y x=  

ΣΤ) ανά δύο οι συνθέσεις δίνουν την ταυτοτική και επειδή 

666=άρτιος… 

9Β5          

∆) αν 
3

23x 1f (x) , g(x) x 100
2
+

= = +  οι εξισώσεις γίνονται 

1 1f (x) f (x),g(x) g (x)− −= =  µε  f ,g  γνήσια αύξουσες οπότε… 

9Β7          

α. όπου x το f(x) τότε f (f (x)) 1f (f (f (x)))
f (x) x

= = άρα 1 A
x

∈  

β. όπου x το f(x) στο α τότε ( ) 1 1 1f f (f (f (x))) f ( )
f (x) x f (x)

= ⇒ = … 

γ. Αν 1 2
1 2 1 2

1 2

f (x ) f (x )f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x ))
x x

= ⇒ = ⇒ = … 

δ. 
f :1 1

f (x) 4 f (2) x 2
−

= = ⇒ =  

9Β8          

∆είχνουµε ότι f (kx) kf (x), x R,k Z= ∀ ∈ ∈  τότε 

f (a) f (1.a) a.f (1) a.k f (1) k= = = ⇒ =  άρα f (b) f (1.b) k.b Z= = ∈  

 

 

$
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9Β14          

α. x y 0= = … β. x y a= = … γ. y 2a= … δ. στο γ όπου 

x a f ( a) 1= − ⇒ − = ±  µετά  όπου x το x+2a στο γ 
2f (x 2a 2a) f (x 2a)f (a) f (x)f (a) f (x)+ + = + = = … 

9B18          

f ((x y) y) y f (x y) f (x y) f (x) y
f (x ( y)) y f (x)

− + ≤ + − ⇒ − ≥ −
+ − ≤ − +

άρα f (x y) f (x) y− = −  

Για x=5 και µετά σε αυτήν που θα προκύψει για y=5-x … 

9Β19          

α) βγάζουµε κοινό παράγοντα το 2x-y 

µετά όπου x το y και κοινό παράγοντα το 2y-x. 

β) 2xf(y)=xf(y)+xf(y) βγάλτε κοινό παράγοντα το x-y  

µετά  το άλλο µέλος προκύπτει λόγω συµµετρίας 

9Β20          

Για x=y=0 έχουµε f (0 0) f (0) f (0)+ ≤ + και f (0) 0≤ άρα f (0) 0=  

Για y x 0 f (x) f ( x) x ( x) 0 f ( x) f (x)= − ⇒ ≤ + − ≤ + − = ⇒ − = −  

Επειδή f (x) x f ( x) x f (x) x f (x) x≤ ⇒ − ≤ − ⇒ − ≤ − ⇒ ≥ … 

9Γ1          

Για x=y=0 έχουµε f(0)=0 µετά εύκολα επαγωγικά δείχνουµε ότι 

f(nx)=nf(x) για κάθε n φυσικό αριθµό  

Η συνάρτηση είναι περιττή διότι 

f (x x) f (x) f ( x) f ( x) f (x), x R− = + − ⇒ − = − ∀ ∈ οπότε 

f ( nx) f (nx) nf (x)− = − = −  
[1] [1]m x m x m x mf ( x) mf ( ) n f ( ) f (n ) f (x)

n n n n n n n
= = = =  όπου 

m,n Z,n 0∈ ≠  

Άρα f (rx) rf (x), r Q f (r) rf (1)= ∀ ∈ ⇒ = [2] 
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Θέτουµε στην xf (x) 0>  όπου x το x-y και παίρνουµε 

(x y)f (x y) 0− − > αλλά f (x y) f (x) f ( y) f (x) f (y)− = + − = −  οπότε 

αντικαθιστώντας στην προηγούµενη είναι 
[2]

(x y)(f (x) f (y)) 0, x y f f (1) 0− − > ∀ ≠ ⇒ ⇒ >&  

Υποθέστε ότι f (x) f (1)x x R π.χ f (x) f (1)x≠ ∈ <  και θεωρήστε 

f (x) <r<x
f (1)

γιατί πάντα υπάρχει ρητός µεταξύ δυο πραγµατικών[1] ,ή 

f(x)<f(1)r=f(r) λόγω µονοτονίας καταλήξαµε σε άτοπο υποθέτοντας 

ότι f (x) f (1)x x R f (x) ax, a 0≠ ∈ ⇒ = >  

9Γ2          

Α)Αφού η f έχει σύνολο τιµών το [0,1] τότε f (0) f (1) 1− ≤  αλλά για 

x 0,x 1= =  έχουµε f (0) f (1) 1 0 1− ≥ − = … 

Β) άµεση συνέπεια του προηγούµενου συλλογισµού 

Γ)Αν f (0) 0 f (x) x x= ⇒ = = και αφού 0 f (x) 1≤ ≤ … 

Αν f (0) 1=  οµοίως 

9Γ3          

α. 0
0

x ba x b 0 1
a b

−
≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

−
θέτουµε 0x b r

a b
−

=
−

… 

β. 
0 r 1

0 0f (x ) f (ra (1 r)b) f (x ) rf (a) (1 r)f (b)
≤ ≤

= + − ⇒ ≤ + −  

γ. Εφαρµογή του β για m r,n 1 r,x a, y b= = − = =  

δ. 1 2
1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 3 3

1 2 1 2

x x x ( )( x x ) xλ λ
λ + λ + λ = λ + λ + + λ

λ + λ λ + λ
 µετά 

εφαρµογή του γ 1 2 3m ,n= λ + λ = λ  και ύστερα του β  για 

1 2

1 2 1 2

r ,1 rλ λ
= − =

λ + λ λ + λ
… 
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9Γ4          

α. x y 0= = … 

β. x

f (x)g(x) ... g(x y) g(x) g(y)
2

= ⇒ ⇒ + = + επαγωγικά g(nx) ng(x)= … 

γ. Η γενίκευση αφορά την g που είναι περιττή… 

9Γ5          

Θέτουµε g(x)=f(x)-f(0) τότε g µονότονη και µε µοναδική ρίζα το 0 . 

Έχουµε g(x) 0 x 0− = −  

Αν διακρίνουµε δυο περιπτώσεις για την µονοτονία της g και σε κάθε 

µια x<0 , x>0 τότε… 

9Γ6          

Αν [1] η αρχικά δοσµένη σχέση τότε 

Για 
[1]

*y 0,x 0 f (0) f (0)f (x), x R= ≠ ⇒ = ∀ ∈ [2] 

Αν 
[2]

*1,x 0
f (0) a 0 f (x) ,a R

a,x 0
≠

= ≠ ⇒ = ∈ =
[3] 

Αν f (0) 0=  τότε για 
[1]

2 *y x 0 f (x) f (x), x R= ≠ ⇒ = ∀ ∈  άρα η f 

παίρνει τις τιµές 0 και 1 και µόνο αυτές στο R* 

Αν υποθέσουµε ότι παίρνει και τις δυο τότε 
[1]

*a b R : f (a) 0,f (b) 1 a 0∃ ≠ ∈ = = ⇒ =  άτοπο 

Άρα *f (x) 0, x R= ∀ ∈ ή *f (x) 1, x R= ∀ ∈ πάντα µε f (0) 0=  [4] 

Τελικά οι [3],[4] δίνουν ότι f (x) 0, x R= ∀ ∈  ή ότι 
1,x 0

f (x)
a,x 0

≠
=  =

 

9Γ7          

α. x [a,b] x a [0,b a]∈ ⇔ − ∈ −  αρκεί f(x-a) φραγµένη αλλά  

| f (x a) | | f (x) f (a) | | f (x) | | f (a) | M | f (a) | m− = − ≤ + ≤ + =  

β. πράξεις… 
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γ. αρκεί g(T)=0 ή f(b-a)=k(b-a) που ισχύει  

δ. επαγωγή  

ε. 0g(x) f (x) kx f (x) kx M k b a M= − ≤ + ≤ + − =  

στ) g φραγµένη στο R λόγω περιοδικότητας που δείξαµε στο γ  αλλά 

αν g  µη µηδενική  προκύπτει άτοπο από το δ  αφού το g(nx)
n

 µπορεί 

να γίνει οσοδήποτε θέλουµε µικρό 

9Γ8          

α. ν=1…  

β. επαγωγή… 

γ. όπου x το x-1 στο α και επαγωγή για το f (k) f ( n)= − = … 

δ. k 1 k 1 k 1 1 k 2f (r) f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) ... f (0)
n n n n n n

− − −
= = + = = + = =  

9Γ9          

α. Για 1 2x 0,f (y ) f (y )= = ⇒ … 

β. Για 
f :1 1

x y 0 f (f (0)) f (0) f (0) 0
−

= = ⇒ = ⇒ =  

γ. όπου y το f(y) στην αρχική… 

9Γ10          

α. Για 1 2x 1,f (y ) f (y )= = ⇒ … 

β. Για x=a , y=a … 

γ. Για x=1 , y=1 και f:1-1 … 

δ. Σύνολο τιµών το R (λόγω β) και 1-1 τότε f αντιστρέψιµη για x=1 

και y το 1f (y)− … 

ε. όπου y το 1f (y)−  στην αρχική… 

στ. όπου y το 1
y

 στο ε 

ζ. υπάρχει ίδιο στην 9Α25 
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9Γ11          

όπου x το f(x)-(1/x) οπότε 

f :1 1

1 1 1f (f (x) )f (f (f (x) )) ) 11x x f (x)
x

1 1 1 1f ( ) f (x) x1 1f (x) f (x)f (x) f (x)
x x

−

+ + + = ⇒
+

+ = ⇒ + =
+ +

 

Το τριώνυµο που προκύπτει δίνει 1 5f (x)
2x
±

= και δεχόµαστε την 

θετική ρίζα 

9Γ12          

α. Για 1 2x 1,f (y ) f (y )= = ⇒ … 

β. Για x=1 , y=1 και f:1-1 … 

γ. Για x=1 στην αρχική… 

δ. όπου y το f(y) στην αρχική , λόγω του γ… 

9Γ13          

α. Εύκολο 

β. 
x 1 x

2 2 2 2
1 f (x) 1 f (1 x) f (1) f (x) 1 f (x)f ( ) f ( )
x x 1 x (1 x) (1 x) (1 x)

→ − − − −
= ⇒ = = =

− − − −
[1] 

γ. 

2 2

1 x x xf ( ) f (1 ) f (1) f ( ) 1 f ( )
1 x 1 x 1 x 1 x

1 11 f 1 f1 11 1
x x

1 1f 1 f (1) f ( )x x1 1
x 1 x 1

x x

= + = + = + =
− − − −

   
   

= + = − =   
   − −
   
 − − 
 = − = − =

− −   
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2 2 2

2 2

1(x 1) x x f ( ) 1 2x f (x)x , x 0,1 [2]
(x 1) (1 x)

− − + − +
= = ∀ ≠

− −
 

δ. Εξισώνοντας τα τελευταία µέλη των [1] και [2] προκύπτει 

ότι f (x) x, x 0,1= ∀ ≠  αλλά είχαµε ότι f (0) 0, f (1) 1= =  άρα 

f (x) x, x R= ∀ ∈  

9Γ14          

α. Η g είναι γνήσια αύξουσα και έχει σύνολο τιµών το R 

β. έχουµε f (g(x)) x g(f (x))≤ ≤  όπου x το g-1 τότε 
1 1f (x) g (x) g(f (g (x)))− −≤ ≤  

ακόµη 1 1f (g(x)) x g(f (x)) g (f (g(x))) g (x) f (x)− −≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ όπου 

λάβαµε υπ όψη µας ότι η g-1 είναι γνήσια αύξουσα 

Άρα 1f (x) g (x)−=  

9Γ15          
3 2f (g(f (x))) f (x ) f (x)= =  για x 1,0,1= −  θα έπρεπε οι αριθµοί 

f ( 1),f (0),f (1)− να επαληθεύουν την 2y y= … 

9Γ16          

Ανταλλάσοντας τα x,y 

x y y x
x x y y

f (x) f (y)3 f (y) 2 f (x) 3 f (x) 2 f (y)
3 2 3 2

+ = + ⇒ =
− −

… 

Ακόµη f (0) 0= … 

9Γ17          

Όπου 2 3 2 3x 0,y 0 x f (x) f (x ),yf (y ) f (y )= = ⇒ = =  οπότε για 
3 3x a,y b= =  έχουµε f (a b) f (a) f (b), a, b R+ = + ∀ ∈  

Και από τις δυο πρώτες 2xf (x) f (x )=  
2f ((x 1) ) (x 1)f (x 1) (x 1)(f (x) f (1)) xf (x) f (x) xf (1) f (1)+ = + + = + + = + + +
2 2f ((x 1) ) f (x x x 1) xf (x) f (x) f (x) f (1)+ = + + + = + + +  
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Άρα µε επαλήθευση στην αρχική… 

9Γ18          
f (x 1) 94 f (x 95) f (x 5.19) f (x) 95 f (x 1) f (x) 1+ + ≤ + = + ≤ + ⇒ + ≤ +  

Αντίστοιχα f (x 1) f (x) 1+ ≥ +  

Τότε τα f(n) είναι σε αριθµητική  πρόοδο µε 1ο όρο το 0 και 

διαφορά=1… 

9Γ19          

α. όπου y=2 και όχι όπου x=2 διότι έτσι f(x+2)=0 οπότε άµεσα είναι 

f (x) 0, x [2, )= ∀ ∈ +∞  

β. Έτσι παίρνουµε f ((2 y)f (y)) 0, y [0,2)− = ∀ ∈  

γ. επειδή όµως f (y) 0≠ στο [0,2) και 

(2-y)f(y) 0≥  ώστε να ορίζεται το 

f ((2 y)f (y)) 0, y [0,2)− = ∀ ∈ συµπεραίνουµε  

(2-y)f(y) 22 f (y)
2 y

≥ ⇒ ≥
−

 

Θα εµφανίσουµε f(2)=0 και στο β ΄ µέλος θέτοντας όπου x το 

2 0
f (y)

>  

Έτσι προκύπτει ότι 2f ( y) 0
f (y)

+ =  Με ίδιο ισχυρισµό όπως πριν 

καταλήγουµε στην σχέση 

2 2y 2 ... f (y) , y [0,2)
f (y) 2 y

+ ≥ ⇒ ⇒ ≤ ∀ ∈
−

 

Τελικά προέκυψε ότι
0 , x 2

f (x) 2 ,0 x 2
2 x

≥
= 

≤ < −
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9Γ20          

α. x y 0= = … 

β,γ. όπου y το a x− στην αρχική 
x x

2 2 2 21/ 2 f (x) f (a x) 1/ 2 f ( x) f (a x)
→−

⇒ = + − ⇒ = − + +  

όπου y το x 1 2f (x)f (a x) 2f ( x)f (a x)− ⇒ = − + − +  από τις 3 τελευταίες 

( ) ( )2 2f (x) f (a x) f ( x) f (a x) 0− − + − − + = … 

δ. από το β f (x y) f (x)f (y) f (y)f (x) 2f (x)f (y)⇒ + = + = και σε αυτήν 

για x y t / 2 f (t) 0= = ⇒ ≥  

ακόµη σε αυτήν για 21y a x 2f (x)
2

β

= − ⇒ =  και λόγω του 

προηγούµενου… 

9Γ21          

Έχουµε 0 0 0 0 0 0w x f (x ) x f (x ) (1 x )(1 f (x )) 1 1= + + = + + − > −  

w S⇒ ∈  

Παρατηρούµε ότι f (w) w= [1] 

Αν f (w)w 0 1
w

≠ ⇒ =  µε w µοναδικό αφού η f (x) :1 1
x

−  

Αν f (0) 0≠  τότε w f (0) 0= ≠  και το w έχει δυο διαφορετικές τιµές 

,το 0 και το f(0), που επαληθεύουν την εξίσωση f (w) 1
w

=  άτοπο 

αφού είναι 1- 1 

Αν f (0) 0=  τότε w=0 και το 0 επαληθεύει την αρχική εξίσωση [1] 

Άρα 0
0 0

0

xw 0 f (x ) , x S
1 x

= ⇒ = − ∀ ∈
+

 

9Γ22          

α. θέτουµε όπου x το x+f(y) έτσι 
f (x) f (f (y)) (x f (y))f (y) f (x f (y)) 1= + + + + −  
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Τότε 2f (0)  f (f (y)) f (y) f (f (y)) 1= + + −   

άρα
21 f (0) xf (x)

2 2
+

= − µε x f (y)=  

β. Αν 
x y 0

f (0) 0 0 1
= =

= ⇒ = −  

γ. Όµως για y=0 στην αρχική δίνει 
f (x f (0)) f (x) xf (0) f (f (0)) 1− − = + −  

Παρατηρούµε ότι η διαφορά δυο αριθµών, αφού  f (0) 0≠ , του 

συνόλου τιµών είναι οποιοσδήποτε πραγµατικός xf (0) f (f (0)) 1+ −  

δ. Ακόµη για x=y1,f(y)=y2 µε y1,y2 στο σύνολο τιµών της f  από την 

αρχική έχουµε 

1 2 2 1 2 1f (y y ) f (y ) y y f (y ) 1− = + + −
2 2 2

1 2 1 2
1 2

(y y ) y y 1 f (0)y y 1 f (0) 1
2 2 2 2

− +
⇔ − = − − + + − ⇔ =  

ε. Έτσι 
2xf (x) 1

2
= − µε σύνολο τιµών το ( ,1]−∞  οπότε µπορεί ο 

οποιοσδήποτε πραγµατικός να γραφεί ως διαφορά δυο στοιχείων του 

Άρα πεδίο ορισµού όλο το R 

9Γ23          

Για 2 2y 0 xf (x) f (x ) yf (y) f (y )= ⇒ = ⇒ = οπότε αντικαθιστώντας 

στην αρχική είναι f(x2-y2)=f(x2)-f(y2)  

Τώρα για x, y 0≥ θέτουµε όπου x2 το x και όπου y2 το y άρα 

 f(x-y)=f(x)-f(y) και σε αυτήν όπου x το x+y οπότε f(x)=f(x+y)-f(y) 

δηλαδή f(x+y)= f(x)+f(y) 

∆εν ενοχλεί το γεγονός ότι τα x,y είναι µη αρνητικά στην 

προηγούµενη σχέση, γιατί από την 2xf (x) f (x )= εύκολα βγαίνει ότι f 

περιττή στο R οπότε η f(x+y)= f(x)+f(y) ισχύει σε όλο  το R 

Τώρα είναι 
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 f(x) + f(x - 1)= f(2x - 1) = f( x2 - (x - 1)2) = x f(x) - (x - 1) f(x - 1) 

=x f(x - 1) + x f(1) - (x - 1) f(x - 1)  

= x f(x - 1) + x f(1)- x f(x - 1)+f(x-1) 

οπότε θα έχουµε  f(x) = x f(1).=Ax 

9∆1          

α. x 1,y 0= = … 

β. y 1= … 

γ. επαγωγή για ακεραίους 

δ.  στο γ x 0 f (n) 2n 1,n Z= ⇒ = + ∈  τώρα y b Z,xy a Z= ∈ = ∈ δίνει 

f (x b) 2f (a) 2 f (x)f (b) (f (x) 2b) 2(2a 1) 2 f (x)(2b 1)+ + = + ⇒ + + + = + +  

δηλαδή 4a 2b af (x) 2 1 2x 1
2b b
+

= = + = +  ακόµη και όταν x=0 λόγω του 

α ερωτήµατος 

 

9∆2          

α. όπου y=r=ρίζα  έχουµε 
f (r) 0

f (x f (r)) f (x)f (r) f (x) 0, x R
=

+ = ⇒ = ∀ ∈  

β. 
f (y) 0

f (y f (y) f (y)) f (y f (y))f (y) f (y f (y)) 1
≠

− + = − ⇒ − =  [1] 

Τώρα όπου y το y-f(y) στην αρχική  
[1]

f (x f (y f (y)) f (x)f (y f (y)) f (x 1) f (x)+ − = − ⇒ + =  [2] 

γ. Τώρα επαγωγικά εύκολα για κάθε ακέραιο n f (n) f (0)⇒ = [3] 

Θέτοντας τιµές στο x=0,1,2,…n ,γιατί η [2] θυµίζει διαφορά 

διαδοχικών όρων ακολουθίας, στην αρχική σχέση προκύπτει ότι θα 

πρέπει να ισχύει nf (nf (y)) f (0)[f (y)]= [4]     

δ. Αφού όµως  
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[4] [3]
b

[3] [1]
b

af (y) Q f (y) a bf (y) f (a) f (bf (y)) f (0)[f (y)]
b

f (a) f (0) f (0)[f (y)] f (y) 1, y Q

∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⇒

= = ⇒ = ∀ ∈

 

9∆3          

α. Θέτουµε f(0)=k για x=y=0 στην [1] παίρνουµε f(k)=k2 [2], ενώ για 

y=0 f(x2+k)=f 2(x) [3] και για x=0 , y=x f(f(x))=x+k2 [4] ακόµη για 

x=1 και y=0 f(1+k)=f 2(1) [5]. 

β. Για x=k,y=1+k το αριστερό µέλος της [1] γίνεται ίσο µε  

f(k2+f 2(1))  λόγω της [5} ενώ το δεξιό της µέλος 1+k+f 2(k)=1+k+k4 

λόγω της [2] 

Για x=f(1) y=k το αριστερό µέλος της [1] γίνεται ίσο µε f(k2+f 2(1))  

λόγω της [2]  ενώ το δεξιό της µέλος k+f(f(1))2=k+(1+k2)2 λόγω της 

[4] 

Άρα 1+k+k4= k+(1+k2)2 τελικά k=f(0)=0 

γ. Τώρα για k=0 οι [3],[4] γίνονται f(x2)=f 2(x) και f(f(x))=x [6]  

δ. οπότε για y το f(y) στην [1] παίρνουµε λόγω των [6] 

f(x2+y)=f(y)+f(x2) άρα f(x+y)=f(y)+f(x) µε x 0≥  [7]  

ε. επειδή f(0)=f(x-x)=f(x)+f(-x) , ένας από τους x,-x είναι µη 

αρνητικός προκύπτει ότι η f είναι περιττή άρα η [7] ισχύει στο R 

στ. Τελικά έστω y=f(x)>x άρα z=y-x>0 και f(z)=f(y)-f(x)=f(f(x))-

y=x-y=-z 

Aν y<x ,z=x-y=x-f(x)>0 και πάλι f(z)=f(x)-f(y)=y-f(y)=y-f(f(x))=y-

x=-z 

Άρα υπάρχει z>0: f(z)=-z<0 

Για z=v2 έχουµε f(v2)<0 δηλαδή f 2(v)<0  άτοπο, οπότε f(x)=x στο R 

9∆4          

α. f σταθερή =Α εύκολα βρίσκουµε ότι Α = 0 ή Α = 2 

β. Τώρα έστω f όχι σταθερή Αν a=b=c=d=0 τότε εύκολα f(0)=0 η 2 
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Αν f(0)=2 για c=d=0 είναι από την αρχική f(a)+f(b)=1 άτοπο για a=0 

Άρα f(0)=0 και προσπαθώντας να περιορίσουµε τις 4 µεταβλητές 

b=d=0,a=x,c=y στην αρχική δίνει f(x)f(y)=f(xy) [1]  

γ. Ακόµη για d=-a c=-b [f(a)+f(b)][f(-a)+f(-b)]=f(-a2+b2) οπότε 

ανταλλάσοντας τον ρόλο των a,b η f προκύπτει άρτια 

δ. Από την [1] λοιπόν για x y x= =  είναι 2f (x) f ( x ) 0= ≥  

ε. Για d=a,c=b 2 2 2 2 2f (a b ) [f (a) f (b)] f (a) f (a )+ = + ≥ = [2]  

στ. θέτοντας 2 2 2x a b , y b= + =  έχουµε ότι x y≥  και από την 

[2] f (x) f (y), x y 0 f≥ ∀ ≥ ≥ ⇒ ↑ στο [0,+∞)  

ζ. Ακόµη f(1)=f 2(1) από την[1] και αν f(1)=0 τότε 

f(x)=f(x1)=f(x)f(1)=0 άτοπο άρα f(1)=1 

Πράγµατι για a=x ,b=c=d=1 παίρνουµε f(x-1)+f(x+1)=2(1+f(x)) [3] 

η. Για x=n θα δείξουµε επαγωγικά ότι f(n)=n2. Για n=0,n=1 αληθεύει 

. Υποθέτουµε ότι f(n-1)=(n-1)2, f(n)=n2 οπότε αντικαθιστούµε στην 

[3] και µετά τις λίγες πράξεις έχουµε f(n+1)=(n+1)2 

άρα 2f (n) n , n N= ∀ ∈ [4]  

θ. σχέση που ισχύει και στο Z αφού η f είναι άρτια. Γενικεύουµε µε 

την βοήθεια της [1] στο Q 
2 2

2 2
2 2

2 2

m 1 1 1 m 1 m 1f ( ) f (m ) f (m)f ( ) m f ( ) n f ( ) f (n)f ( )
n n n n n n n n
m mf (1)
n n

= = = = = =

   = =   
   

Το πέρασµα στους άρρητους θα γίνει µε την βοήθεια της µονοτονίας 

µε τρόπο που µοιάζει µε τον τρόπο  προηγούµενης άσκησης  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Α                                                           ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

 mathematica.gr   24

‘Έστω 20 f (x) x f (x) x≤ < ⇔ <  µεταξύ των πραγµατικών  

f (x), x  υπάρχει ρητός q 

f
2f (x) q x f (x) q f (q) x q

↑

⇒ < < ⇒ < = ⇒ ≤   άτοπο άρα 2f (x) x≥  

Με ίδιο τρόπο αντίστοιχα έχουµε 2f (x) x≤ τελικά 2f (x) x=  όχι 

µόνον στο [0, )+∞  αλλά σε όλο το R αφού η f  είναι άρτια 

9∆5          

Αφού f (x) N∈  το σύνολο τιµών θα έχει ελάχιστο στοιχείο έστω 

f (x)  και αν δεν είναι σταθερή ονοµάζουµε f (y) τον διαδοχικό 

επόµενο όρο του f (x) (δηλαδή ανάµεσά τους δεν υπάρχει κανένας 

φυσικός του συνόλου τιµών).Όµως 

2 2x y xf (x) yf (x) xf (y) yf (x)f (x) f (x) f (x y ) f (y)
x y x y x y

+ + +
= = < = + <

+ + +
 

άτοπο αφού ο 2 2f (x y )+  βρέθηκε ανάµεσα στα f (x),f (y)  

9∆6          

Αν f (n) n , n N *< ∀ ∈  τότε επειδή τα f (1),f (2),...,f (n)  είναι 

διαφορετικοί µεταξύ τους θετικοί ακέραιοι , λόγω του 1-1 κάποιος 

από αυτούς θα έπρεπε να είναι >n άτοπο 

Άρα n f (n)f (n) n , n N* f (n) f (f (n)) f (n)
2

+
≥ ∀ ∈ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

Αν δεν ισχύει το ίσον τότε θέτοντας f (n) m N *= ∈ παίρνουµε 

f (m) m< που είδαµε ότι είναι άτοπο λόγω της αρχής του 

περιστερεώνα 

Άρα  f (n) n , n N *= ∀ ∈ τύπος που επαληθεύει την αρχική σχέση 

9∆7          

α. 
f 1 1

y 0 f (f (0) x) f (x) f (0) 0
−

= ⇒ + = ⇒ =  
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f (f (y) 0) y f (0) y+ = + =  

Όπου y το f(y) f (f (f (y)) x) f (y) f (x) f (x y) f (y) f (x)+ = + ⇒ + = +  

επειδή είναι µονότονη είναι γραµµική έχει αποδειχτεί σε 

προηγούµενη άσκηση 

β. Για n>1 f(f(y))=yn Αν η άρτιος αύξουσα = όχι µονότονη άτοπο  

Αν η περιττός η yn είναι επί άρα και η fof άρα και η f υπάρχει b: 

bn=f(y), όµως bn=f(f(b)) άρα f(f(b)))=f(y) ή f(b)=y και 
nf (f (b) x) b f (x) f (y x) f (y) f (x)+ = + ⇒ + = +  άρα f(x)=ax µαζί µε την 

f(f(y))=yn προκύπτει… το n=1 
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B. ΟΡΙΑ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
 

(1) ΜΟΡΦΗ  0/0 , Α/0 

(2) ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 

(3) ΘΕΤΩ 

(4) ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ 

(5) ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΑ ΟΡΙΑ 

(6) ΟΡΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ  

(7) ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

(8) ∆ΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

(9) BOLZANO 

(10) ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΤΥΠΟΙ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Β 

2B6          

0<ζητούµενο 1f (x)
x

< +  

2Γ1          

Αν f (x) 1≤ κοντά στο άπειρο τότε… άρα 32f (x) x> ⇒ … 

3 2

f (x) 1
x 1 f (x)

= →
+

…και 
3

3

f (x) f (x)1
x x

  = − → 
 

… 

4Β11          

Θέτουµε x=1+y και n 2 3n(n 1)(1 y) 1 ny y y Q(y)
2
−

+ = + + +  οπου Q είναι 

πολυώνυµο του y 

5Γ1          

Θέτουµε 2
1 2x u f (x) 3u f (x) (3 u) ...= ηµ ⇒ = ηµ ⇒ = ηµ ⇒ επαγωγικά… 

Έχουµε να βρούµε το 
n

u 0

(3 u)lim
u→

ηµ
=

ηµ
… 

6Γ1          

Χρησιµοποιήστε την a b a bηµ − ηµ ≤ −  και προχωρήστε µε συζυγή 

στο β µέλος … 

6Γ2          

Ίδια µε την προηγούµενη 

6Γ3          

∆ιαιρούµε µε x
nb και παίρνουµε όρια όταν x → +∞… Συνεχίζουµε µε 

τον ίδιο τρόπο µέχρι το πρώτο b 

7Β5          

Συµπληρώνουµε τα τέλεια τετράγωνα και χρησιµοποιούµε βασική 

άσκηση ορίων 
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9Β4          

∆εν µπορεί όλοι οι όροι του αθροίσµατος να είναι οµόσηµοι… 

9Β18          
5 4 3 2P(x) ax bx cx dx ex f  ,  P(1) 0,P(0) 0= + + + + + = > άρα 

P(x)=(x-1)Q(x) µε Q(1)>0 τότε 
x 1

P(x)0 Q(1) lim
x 1−→

< =
−

 άρα υπάρχει x0 

στο (0,1): 0
0

0

P(x ) 0 P(x ) 0
x 1

> ⇒ <
−

… 

9Β19          

Θέτουµε w(x) 1/ 2[g(x) g( x)]= + −  

Τότε w(A)=A αφού το Α=[-α,α] οπότε υπάρχει r : w(r)=0 

αν η ρίζα r είναι το 0 τότε g(0)=0 και f(0)=0 αφού f περιττή άρα … 

αν r 0≠  τότε 

f (g( r)) f ( r) g( r) f ( g(r)) f (r) g(r) (f (g(r)) f (r) g(r))− + − + − = − − − = − + +   

Bolzano… 

9Β20          

Ι)Αφού δεν είναι µονότονη θα υπάρχει διάταξη που δεν θα ικανοποιεί 

τις ανισότητες της αύξουσας ούτε τις φθίνουσας πχ 

f (a) f (c) f (b)< <  

Με Θ.εδιαµέσων τιµών στο [α,β]… άτοπο 

ΙΙ) Αν f 1-1 και συνεχής τότε f γνήσια µονότονη, άρα fof= γνήσια 

αύξουσα… 

ΙΙΙ) Αν f 1-1 και συνεχής τότε f γνήσια µονότονη, οπότε αν ω>0 

f (a) f (b) f (c) f (d)< < <  ή ανάποδα 

9Γ1          

H f θα εχει και ΜΑΧ f(a) και ΜΙΝ f(b) 

Αν ίσχυε το ζητούµενο θα είχε ΜΑΧ f(a)=f(c) και ΜΙΝ f(b)=f(d) 
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Με Θ.εδιαµέσων τιµών στα [a,b],[b,c],[c,d] η όποια άλλη διάταξη 

έχουν τα a,b,c,d… άτοπο 

 

9Γ2          

Έστω f συνεχής. Για x 0 f (1) 2= ⇒ = − . Από θεώρηµα ενδιαµέσων 

τιµών υπάρχει α στο (0,1) : f(α)=0. Για x=α στην αρχική  α=2.Τώρα  

η f  είναι 1-1 άρα α µοναδικό, άτοπο γιατί το 2 δεν βρίσκεται στο 

(0,1) 

9Γ3          

Θέτω 3 2f (x) ax bx (4a 3b 2c)x c= + − + + +  και έστω ότι η  f έχει 

τρεις ακέραιες ρίζες  

f ( 1) 3a 4b 3c,f (0) c ,f (1) 3a 2b c,f (2) 2b 3c− = + + = = − − − = − −  άρα 

f ( 1) f (0) f (1) f (2) 0− + + + =  

Έστω  πχ f (0) 0>  τότε πρέπει f ( 1) 0− >  γιατί διαφορετικά η f θα 

είχε µη ακέραια ρίζα. Για τον ίδιο λόγο f (1) 0>  και όµοια f (2) 0> . 

Άρα f ( 1) f (0) f (1) f (2) 0 0 0− + + + > ⇒ >  άτοπο Αντίστοιχα και αν 

f (0) 0<  

9∆1          

Η εξίσωση
x 0 f (x)f (x) ax a

x

≠

= ⇔ =  Για να έχει λύση για κάθε a>0 

πρέπει το σύνολο τιµών της f (x)g(x)
x

= να είναι το (0, )+∞  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι δεν ισχύει το ζητούµενο. Τότε το 

πεπερασµένο πλήθος των ριζών της g(x) a= θα «χωρέσει» σε ένα 

διάστηµα [1,b] και έξω από αυτό η g(x) a−  θα έχει σταθερό 

πρόσηµο πχ θετικό 
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Όµως στο [1,b] η συνεχής g(x) a−  θα έχει µέγιστο Μ και ελάχιστο 

µ. Τότε 

g(x) , x [1,b] και g(x) a 0, x b≥ µ ∀ ∈ > > ∀ >  συνεπώς σύνολο τιµών 

της g δεν µπορεί να είναι το (0, )+∞ . Ανάλογα αν το πρόσηµο της 

g(x) a− είναι αρνητικό 

10Β6          

Θέτουµε ng(x) f ( x )=  

10Β9          

Επαγωγικά n

x(x) ( )
2

φ = φ όριο του n →∞… 

10Γ1          

Για 
2

2 f (x) f (x )x y 2xf (x) 2 xf (x )
xx

= ⇒ = ⇒ =  

Θέτουµε f (x)g(x)
x

=  Επαγωγικά n
1

2g(x) g(x )=  όριο του n →∞… 

10Γ2          

Για x y 0 2f (f (0)) f (0)= = ⇒ =  

Για 
y 0 f (x) f (f (x)) f (f (0))
x 0 f (y) f (f (y)) f (f (0))
= ⇒ = +
= ⇒ = +

µε πρόσθεση κατά µέλη 

f (x) f (y) f (x y) f (0) (f (x) f (0)) (f (y) f (0)) f (x y) f (0)+ = + + ⇒ − + − = + −  

Άρα… 

10Γ3          

1 2 n 1 1 2 2 n nf (x x ... x ) f (x ) f (x ) ... f (x )+ + + = + + + [1] 

Για x2=x3=…=xn=0 η [1] δίνει f(x1)=f1(x1)+f2(0)+f3(0)+…+fn(0)  [2] 

Για x1=x3=…=xn=0 η [1] δίνει f(x2)=f1(0)+f2(x2)+f3(0)+…+fn(0) 

… 

Για x1=x2=…=xn-1=0 η [1] δίνει f(xn)=f1(0)+f2(0)+f3(0)+…+fn(xn)  
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1 2 n

1 1 2 2 n n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

f (x ) f (x ) ... f (x )
f (x ) f (x ) ... f (x ) (n 1)[f (0) f (0) ... f (0)]

f (x ) f (x ) ... f (x ) f (x x ... x ) (n 1)f (0)

+ + + =
= + + + + − + + +

+ + + = + + + + −
 

Λόγω της [1]  

1 2 1 2

n 2

1 2 1 2

1 2 1 2

f (x ) f (x ) f (0) ... f (0) f (x x ) (n 1)f (0)

f (x ) f (x ) (n 2)f (0) f (x x ) (n 1)f (0)
[f (x ) f (0)] [f (x ) f (0)] [f (x x ) f (0)]

−

+ + + + = + + −

⇔ + + − = + + −
⇔ − + − = + −

 

Αν θέσουµε g(x) f (x) f (0)= − η προηγούµενη σχέση µετατρέπεται 

στην γνωστή συναρτησιακή σχέση του Cauchy 

1 2 1 2g(x ) g(x ) g(x x )+ = + και επειδή g συνεχής είναι γνωστό ότι 

g(x) ax
f (x) ax b,b f (0)

= ⇒
= + =

 

Τότε από τις σχέσεις [2] έχουµε 
n

i i i i i
i 1

f (x) ax b , b f (0) , b b f (0)
=

= + = = =∑  

10∆1         

Θέτουµε x=συνφ οπότε ο τύπος γίνεται 

f(συν2φ)=2συνφf(συνφ) [1] 

Όπου x το –x στην αρχική θα πάρουµε 2x(f(-x)+f(x))=0 οπότε για 

x 0≠  η συνάρτηση είναι περιττή και η συνέχεια επιτρέπει να πούµε 

ότι f(0)=0 και µετά για x=0  

f(1)=-f(-1)=0 

Τώρα µπορούµε να περιοριστούµε στο (0,1) ή για την µεταβλητή φ 

στο (0,π/2) έτσι αν αντικαταστήσουµε την [2] στην [1] και θέσουµε 

f ( )g( ) , (0, ]
2

συνϕ π
ϕ = ϕ∈

ηµϕ
και g(0)=0 θα πάρουµε 

g(2 ) g( ), [0, ]
2
π

ϕ = ϕ ϕ∈ [3]  
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Τώρα επαγωγικά εύκολα είναι 

n nn
g( ) g( ) g( ) lim g( ) g(0) 0

2 2→+∞

ϕ ϕ
ϕ = ⇒ ϕ = = = ,λόγω του ότι η g είναι 

συνεχής, προκύπτει ότι η g άρα και f είναι η µηδενική συνάρτηση 

στο [0,1] και λόγω συµµετρίας σε όλο το [-1,1] 

10∆2          

Από την εκφώνηση είναι f (x) f (y) x y , x, y R− ≤ − ∀ ∈ . 

Άρα η συνάρτηση είναι συνεχής.  

 Έστω f (b), f (a)  το min και max αυτής. στο [x,y] σε κάποια 

b,a [x, y]∈  Τότε f ([x, y]) [f (b), f (a)]=  οπότε 

y x f (a) f (b) | f (a) f (b) | a b y x− = − = − ≤ − ≤ − .  

Άρα  το α είναι ένα από τα x,y και το b το άλλο αφού b,a [x, y]∈ και 

αφού ισχύει το «=» 

Συνεπώς η συνάρτηση είναι µονότονη γιατί
f (x) f (y)

x y ή
f (y) f (x)

<
∀ < ⇒  <

 

οπότε αν f f (x) f (y) x y f (x) x f (y) y↑⇒ − = − ⇒ − = −  που σηµαίνει 

ότι η f (x) x−  είναι σταθερή δηλαδή f (x) c x= +  

Αντίστοιχα όταν είναι φθίνουσα f (x) c x= −  

10∆3          
2f (x y) f (x) yf (x) 0+ − > ≥  άρα f γνήσια  αύξουσα και 

x
lim f (x)
→+∞

= +∞  

Άρα x a 0 f (x) 0∀ ≥ > ⇒ >  

Θεωρούµε την ακολουθία n 1 n n n
n

1x x ,y f (x )
f (x )+ = + =  

 Επειδή για 
nx x

n 1 n
1 1y f x 2f (x) y 2y

f (x) f (x)

=

+

 
= ⇒ + > ⇒ > 
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τότε n
n 0y 2 y> οπότε 

n 1 n n 1 n 1n
n 0 0 0

1 1 2 2x x x a f (x ) f (a )
y 2 y y y+ + +− ≤ = ⇒ − < ⇒ ≤ +  άρα 

ny M≤ άτοπο 

10∆4          

Αν f (x) 0, x R≠ ∀ ∈  διαιρούµε µε f (x)f (y)και θέτουµε 

1/ f g,h(x) g(x) g(0)= = −  καταλήγουµε στην 

h(x y) h(x) h(y)+ = + … 

 Αν f (b) 0=  ∆είχνουµε µε άτοπο ότι πρόκειται για την µηδενική 

συνάρτηση. Έστω ότι a : f (a) 0∃ ≠ Θεωρούµε   

1
a by b,x a f ( ) f (x ) 0

2
+

= = ⇒ ⇒ =  

1
1 2

x ay x ,x a f ( ) 0 f (x ) 0
2
+

= = ⇒ = ⇒ = …ορίζουµε λοιπόν 

0
n 1 n n n

x a2x x a x a a
2+
−

= + ⇒ = + → και προέκυψε ότι nf (x ) 0=  

Επειδή η nx a→ από την συνέχεια θα έπρεπε n0 f (x ) f (a) 0= → ≠  

άτοπο 

10∆5         

Η f είναι 1-1 διότι αν 

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x ) f (f (x )) af (x ) f (f (x ) af (x )
bx bx x x

= ⇒ = ⇒ + = + ⇒
= ⇒ =

Επειδή είναι συνεχής και 1-1 είναι γνήσια µονότονη 

άρα 
x x
lim f (x) ή lim f (x) m R
→−∞ →−∞

= −∞ = ∈ Αυτή η δεύτερη περίπτωση 

απορρίπτεται γιατί αλλιώς η f (f (x)) af (x)+ είναι φραγµένη κοντά 

στο - άπειρο ενώ η bx δεν είναι. Τότε 
x
lim f (x)
→−∞

= −∞  και κατά 

συνέπεια η f είναι γνήσια αύξουσα µε f (R) R=  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ B                                                        ΟΡΙΑ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
 

mathematica.gr   36

Θέτουµε 0 1 n 1 nx x , x f (x) , x f (x ) , n N+= = = ∈ . Τότε από την 

αρχική προκύπτει 2 1 0x ax bx+ =  και θέτοντας όπου 

x f (x)→ παίρνουµε 3 2 1x ax bx+ =  κ.ο.κ οπότε τελικά 

n 2 n 1 n n 2 n 1 nx ax bx x ax bx 0+ + + ++ = ⇔ + − =  

Άρα ο νιοστός της όρος είναι της µορφής n n
nx Ap Bq= +  όπου p,q οι 

ρίζες του τριωνύµου 2x ax b 0+ − = . Επειδή a , b >0 οι ρίζες είναι 

πραγµατικές , ετερόσηµες και απόλυτα µεγαλύτερη η αρνητική q. 

Ακόµη τα Α, Β προσδιορίζονται από τους αρχικούς όρους  1 0x , x  

Επαγωγικά εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι αφού η f είναι γνήσια 

αύξουσα τότε η nx  που ορίστηκε από την n 1 nx f (x )+ =  είναι γνήσια 

µονότονη 

Τότε θα πρέπει 
n n

n 1 nx x 0(ή 0) Ap (p 1) Bq (q 1) 0(ή 0)+ − > < ⇔ − + − > < . Αφού p>0  

η τελευταία σχέση γίνεται 
n

qA(p 1) B (q 1) 0(ή 0)
p

 
− + − > < 

 
η 

ακόµη 
n

qB (q 1) A(p 1) (ή 0)
p

 
− > − − < 

 
Αυτή όµως για B 0≠  είναι 

αδύνατη διότι αφού qpq 0 , 1
p

< >  το πρώτο µέλος δεν είναι ούτε 

άνω ούτε κάτω φραγµένο σε αντίθεση µε ότι δηλώνει η σχέση όποια 

φορά ανίσωσης και αν ισχύει. Άρα Β=0 

Όµως  0 1x A B, x Ap Bq= + = +  . Τότε λύνοντας αυτό το σύστηµα 

ως προς Α,Β και απαιτώντας Β=0 προκύπτει 
2

1 0
a a 4bx x p f (x) x

2a
− + +

= ⇔ =  
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10∆6         

Η άσκηση έχει πολλά κοινά µε την προηγούµενη οπότε ας 

ξεκινήσουµε όπως πριν 

Η συνάρτηση f είναι 1-1 διότι 

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

f (x ) f (x ) f (f (x )) f (f (x )) f (f (x )) 4f (x ) f (f (x )) 4f (x )
4x 4x x x

= ⇒ = ⇒ − = − ⇒
− = − ⇒ =
Αφού η f είναι 1-1 και συνεχής θα είναι γνήσια µονότονη 

Αν f ↓  στο R τότε η f (f (x))↑  στο R και η συνάρτηση µε τύπο 4x↑  

στο R οπότε και το άθροισµά τους θα είναι γνήσια αύξουσα 

συνάρτηση στο R που σηµαίνει ότι και η f ↑  στο R , αντίφαση. 

Συνεπώς f ↑  στο R 

Αφού f ↑  στο R τότε : 
x
lim f (x) a R
→+∞

= ∈ ή 
x
lim f (x)
→+∞

= +∞ . Αν ισχύει 

η πρώτη περίπτωση τότε παίρνοντας όρια στην αρχική σχέση της 

εκφώνησης θα έχουµε 

( ) ( )
x x
lim f (f (x)) 4x lim 4f (x) 4f (a)
→+∞ →+∞

+ = ⇒ +∞ = άτοπο . Άρα 

x
lim f (x)
→+∞

= +∞  και µε ανάλογο τρόπο προκύπτει ότι 
x
lim f (x)
→−∞

= −∞  

Τότε f (R) R , f :1 1= −  συνεπώς f αντιστρέψιµη και f ↑  στο R 

Θέτουµε 0 1 n 1 nx x , x f (x) , x f (x ) , n N+= = = ∈ . Τότε από την 

αρχική προκύπτει 2 0 1x 4x 4x+ =  και θέτοντας όπου 

x f (x)→ παίρνουµε 3 1 2x 4x 4x+ =  κ.ο.κ οπότε τελικά  

n 2 n n 1 n 2 n 1 n 1 nx 4x 4x x 2x 2(x 2x )+ + + + ++ = ⇔ − = −  που σηµαίνει ότι η 

n 1 nx 2x+ −  είναι γεωµετρική πρόοδος µε λόγο 2.. Τότε 

n
n 1 n 1 0x 2x (x 2x )2+ − = − Άρα θα είναι 

n 1 n n 1 n
1 0 1 0n n n 1

x 2x x xx 2x x 2x
2 2 2

+ +
−

−
= − ⇔ − = −  οπότε η ακολουθία 
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n
n 1

x ,n N
2 − ∈  είναι αριθµητική πρόοδος µε διαφορά το 1 0x 2x−  που 

σηµαίνει ότι ο νιοστός της όρος θα είναι 

( ) n 10n
1 0 n 0 1 0n 1 1

xx n(x 2x ) x 2x n(x 2x ) 2
2 2

−
− −= + − ⇒ = + −  ∆ηλαδή 

τελικά n1
n 0 0

xx x n( x ) 2 , n N
2

 = + − ∈ 
 

 

Συνεχίζουµε θέτοντας στην αρχική όπου x την 1f (x)− οπότε 

παίρνουµε την σχέση 1f (x) 4f (x) 4x−+ =  

Πάλι στην προηγούµενη  θέτουµε όπου x την 1f (x)−  οπότε 

προκύπτει 1 1 1x 4f (f (x)) 4f (x)− − −+ =  

Θέτουµε 1 1
0 1 n 1 ny x , y f (x) , y f (x ) , n N− −

+= = = ∈ .Όπως και πριν 

παίρνουµε ( )n 2 n n 1 n 2 n 1 n 1 n
14y y 4y 2y y 2y y
2+ + + + ++ = ⇔ − = −  που 

δηλώνει ότι η n 1 n2y y+ −  είναι γεωµετρική πρόοδος µε λόγο το ½ ενώ 

µε αντίστοιχο τρόπο  η n
n2 y  είναι αριθµητική µε διαφορά το 

1 02y y−  οπότε τελικά ο νιοστός όρος της ny  θα δίνεται από τον τύπο 

( )n 0 1 0 n

1y y n(2y y )
2

= + −  

Θα συνδυάσουµε τώρα τα δυο συµπεράσµατα που αφορούν τις δυο 

ακολουθίες  

Ας  υποθέσουµε ότι 0 0x x′< . Τότε ορίζονται δυο ακολουθίες n nx , x′  

µε τύπους που δίνονται από τις σχέσεις 

n n1 1
n 0 0 n 0 0

x xx x n( x ) 2 , x x n( x ) 2
2 2

′   ′ ′ ′= + − = + −   
   

. Θα 

εκµεταλλευτούµε την µονοτονία της f την οποία δείξαµε γνήσια 
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αύξουσα. Έχουµε 

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2

n n

x x f (x ) f (x ) x x f (x ) f (x ) x x
... x x

′ ′ ′ ′ ′< ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒
′⇒ <

 

Όµως 

n1 1
n n 0 0 0 0

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0

x xx x (x x ) n[ (x x )] 2 0
2

x x(x x ) n[ (x x )] 0
2

x x (x x ) 0
2

′− ′ ′ ′− = − + − − < ⇒ 
 

′−′ ′− + − − < ⇒

′− ′− − ≤

 

Αλλιώς 1 1
0 0 0 0

x x(x x ) n[ (x x )]
2

′−′ ′− + − − → +∞  και τελικά γίνεται 

θετική και όχι αρνητική όπως αποδείξαµε πριν . 

Επειδή 1
1 1 0 0f (x) 4f (x) 4x x 4y 4x 4y−+ = ⇒ + = =  ο τύπος της 

ακολουθίας ny  γίνεται 1
n 0 0 n

x 1y x n(x )
2 2

 = + − 
 

 

Για τα ίδια 0 0x x′<  ορίζονται όµοια οι ακολουθίες n ny , y′  και αφού 

και η 1f − ↑  θα είναι n ny y′<  που καταλήγει ακριβώς µε ίδιο τρόπο 

στην παρακάτω ανισότητα 

1 1
0 0

x x(x x ) 0
2

′−′− − ≤  

Τελικά 

0 01 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

f (x ) f (x )x x x x(x x ) 0 x x x x , x , x
2 2 2 2 2

f (x)x c f (x) 2(x c)
2

′′ ′−′ ′ ′ ′− − = ⇒ − = − ⇒ − = − ∀ ⇒

− = ⇒ = −
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ 

1B18          

Όπου x το x-y f (x) f (y) f (x y)⇒ − ≤ −  

Όπου y το y-x f (x) f (y) f (y x)⇒ − ≥ − −  

Άρα µε x y h,h 0= + > ⇒  
h 0

(f ( h) f (0)) f (y h) f (y) f (h) f (0)
f ( h) f (0) f (y h) f (y) f (h) f (0)

h h h
1 f (y ) 1

>

− − − ≤ + − ≤ − ⇒
− − + − −

≤ ≤ ⇒
−
′≤ + ≤

 

Όµοια… 

2Β12          

Αν 0 0f (x ) 0 f (x ) 1′ = ⇒ = ±  άτοπο τότε 

( ) ( ) ( )
f (x ) 02 2f (x) f (x) 1 2f (x) f (x) f (x) 0 f (x) f (x)
′ ≠

′ ′ ′′ ′′+ = ⇒ + = ⇒ = −  

Άρα η f (x)′′  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη… 

 

2Β19          

Αν p '(r) ap(r) 0 p(r) 0+ = ⇒ ≠ αλλιώς r=διπλή ρίζα του Ρ… 

1 n 1 n

1 n
2 2 2 2

1 n

p'(r) 1 1 1 1a ... a ...
p(r) r a r a x iy a x iy a

(x a ) iy (x a ) iy... a y 0
(x a ) y (x a ) y

− = = + + ⇒ − = + +
− − + − + −

− − − −
⇒ + + = − ⇒ =

− + − +

 

2Β26          

Παραγωγίστε 

2Β27          

Από την διαίρεση 

1 n

1 P (x) n 1 1P(x) P (x)( x b) ...
n P(x) x nb x a x a

′
′= − ⇒ = = + +

− − −
Για να 

http://www.mathematica.gr
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είναι ίσες οι συναρτήσεις
1 n

n 1 1, ...
x nb x a x a

+ +
− − −

πρέπει να έχουν 

ίδιο Π.Ο άρα n
1 2 na a ... a nb B P(x) c(x B)= = = = = ⇒ = −  

2Β28          
n

n n 1

n 1βαθµού

p(x) a x q (x)−

−

= +  και συνεχίζουµε οµοίως… 

2Β31          

f (x) g (x)ln f (x) ln g(x) x 1
f (x) g(x)
′ ′

+ = ⇒ + =  

Αρκεί f (x) g (x) 14f (x)g (x) f (x)g(x)
f (x) g(x) 4
′ ′

′ ′ ≥ ⇒ ⋅ ≥ … 

2Γ1          

Για 0n 0,p (x) 1= =  

Έστω  

( )( )

1
(k ) a 2k x

k
1

(k 1) a 2k 2 2x
k k

f (x) x e p (x)

f (x) x e (1 (a 2n)x p (x) x p (x)

−−

−+ − −

= ⇒

′= + − +
 

Το ( ) 2
k k(1 (a 2n)x p (x) x p (x)′+ − +  είναι πολυώνυµο κ+1 βαθµού αν 

το kp (x)  είναι πολυώνυµο κ βαθµού 

2Γ2          

Για 0n 0,p (x) 1= =  

Έστω  

(k ) k
1n2 2

2
(k 1) k k

3k2 2

p (x)f (x)
(1 x )

(1 x )p (x) (1 2k)xp (x)f (x)
(1 x )

+

+

+

= ⇒
+

′+ − +
=

+
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Το 2
k k(1 x )p (x) (1 2k)xp (x)′+ − +  είναι πολυώνυµο κ+1 βαθµού αν το 

kp (x)  είναι πολυώνυµο κ βαθµού αφού κάνουµε έλεγχο στον 

µεγιστοβάθµιο… 

2Γ3          

Για n 0=  ισχύει 

Έστω ( )( ) ( )n nn 1 1/ x 1/ x
n 1

1x e 1 e
x

−
+= − τότε 

( )( ) ( )( )n 1 n 1n 1/ x n 1 1/ xx e x(x e )
+ +−= εύκολα όµως δείχνουµε ότι 

(n 1) (n ) (n 1)(xg(x)) (n 1)g (x) xg (x)+ += + + οπότε  

( )( ) ( )n 1n 1 1/ x n 1 1/ x (n ) n 1 1/ x (n )

1 1
n n 1x x

n 1 n 2

x(x e ) (n 1)(x e ) x (x e )

1 1(n 1)( 1) e x( 1) e
x x

+− − −

+
+ +

′= + + =

= + − + − =
 

… 

2Γ4          

x x

P(x)lim = lim lnx=+
Q(x)→+∞ →+∞

∞  άρα ν>µ όπου ν=βαθ(Ρ) ,µ=βαθ(Q) 

2

2x x x

W /

x

Q(x)W(x)+U(x) U(x)lnx= =W(x)+ (1)
Q(x) Q(x)

1 U (x)Q(x)-U(x)Q (x)=W (x)+
x Q (x)

1 U (x)Q(x)-U(x)Q (x)lim = lim W (x)+ 0= lim W (x)+0
x Q (x)

U(x)W (x)=0 W(x)=σταθ. αρα (1)lnx=c+
Q(x)

lim lnx=c+

→+∞ →+∞ →+∞

′=πολ µο

→+∞

⇒

′ ′
′ ⇒

′ ′
′ ′⇒ ⇒

′⇒ ⇒ ⇒

U Q

x

U(x)lim + =c+0
Q(x)

βαθ <βαθ

→+∞
⇒ ∞

 

Άτοπο 
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2Γ5          

Αν f ( ) 0 p( ) 0ξ = ⇒ ξ ≠ αφού οι ρίζες του p είναι απλές 

1 n

1 n

p ( ) 1 1 1 1f ( ) 0 ...
p( ) k r r k

1 1 1...
| r | | r | | k |

′ ξ
ξ = ⇒ = ⇒ + + = ⇒

ξ ξ− ξ −

+ + ≥ ⇒
ξ− ξ −

 

Αν 

i i

1 n

| | R n | k | | | | r | n | k | | r | n | k |
1 1 1 1... n

| r | | r | n | k | | k |

ξ > + ⇒ ξ > + ⇒ ξ− > ⇒

+ + < =
ξ − ξ −

 

Άτοπο άρα… 

Αν  
n

2 2
i i

i 1 i

1 na bi | r | (a r ) b | b | ...
| r | | b |

1 n
| k | | b |

=

ξ = + ⇒ ξ− = − + ≥ ⇒ ≤ ⇒
ξ−

≤ ⇒

∑
 

4B7          
2

2 2

2
0

1 21 2

xx xxMAx OMA MOA ,x
x xx
x

−
− = = φ⇒ εφφ = = >

++
 

Από το σύνολο τιµών της 21 2
x

x+
βρίσκουµε ότι έχει ΜΑΧ στο 

2
4

x = και από την  εξίσωση εφαπτοµένης στο Μ 
2A
xx = . Τώρα 

2
2

2 2 2

(1 2x (t))x (t) x(t)( (t)) (t)(1 ) (t)(1 )
(1 2x (t)) 1 2x (t)

′− ′ ′ ′= εφφ = φ + εφ φ = φ +
+ +

 

και επειδή A 0 0x (t ) 3/ 2 x (t ) 3′ ′= ⇒ = όταν 0
2x(t )

4
= … 
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4B11          

Ονοµάζουµε Κ το κέντρο του κύκλου, Μ την τοµή των ΑΒ,ΟΚ, Ρ 

και Σ τις προβολές του Μ στις εφαπτόµενες  ΟΓ και Ο∆ αντίστοιχα, 

και Λ ,Ν ις προβολές του Κ στις (δ),(ε) ενώ τις γωνίες ΚΟ∆=ΚΟΓ=θ, 

∆ΟΝ=ΜΒΟ=φ και ΡΜΑ=ω τότε αν OM x 2t= =  , 

2OK 4 x= + ,
2

2 1( ) ,
x 4 x

εφ θ+ φ = ηµθ =
+

 οπότε από τις δυο 

τελευταίες βρίσκουµε την εφφ συναρτήσει του x και έτσι και το ηµφ. 

Όµως 2 MB f (t)
MB

ηµφ = ⇒ = … 

290 2 , MA g(t)
MA

ω= − θ−ϕ συνω= ⇒ = … 

Παραγωγίζουµε το AB f (t) g(t)= +  

5B2          

ηµξ
εφξ =

συνξ
 µετά οµώνυµα και θέτω… 

5B8          

Αν f (x) 0′ ≠ τότε λόγω συνέχειας η f (x)′ θα διατηρούσε σταθερό 

πρόσηµο άρα η f (x)  θα ήταν γνήσια µονότονη µε τιµές θετικές… 

5B9          

ΘΜΤ στην 2f (x) x− , Bolzano στην f (x) 2x′ − … 

5B10          

ΘΜΤ στην 3f (x) x− , Bolzano στην 2f (x) 3x′ − … 

5B12          

3 ΘΜΤ για την f , 2 ΘΜΤ για την f΄, Bolzano  f΄΄ 
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5B22          

Rolle στην 
k,x a

g(x) f (x),a x b
k,x b

=
= < <
 =

 

5B23          

Rolle στην f (x )g(x) e−=  

5B24          

Αν υπάρχει α>0 : f(a)=0 Rolle στο [0,α]. 

Έστω f(x)>0 για x>0 . Αν f(x)>f(b)>0  για x>b άτοπο λόγω ορίου.. 

Άρα υπάρχει c>b : f(c)<f(b).  

Θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών στο [0,b]. Υπάρχει d στο (0,b) : 

f(d)=f(c) . Rolle 

5B25          

g(x) f (x) f (a)= −  προηγούµενη 

5B26          

Αν 
xx a

lim f (x) lim f (x) k R
+ →+∞→

= = ∈ ,Rolle στην f (x) k− και 

προηγούµενη 

Αν 
xx a

lim f (x) lim f (x)
+ →+∞→

= = −∞  Rolle στην f (x )e και προηγούµενη 

Αν 
xx a

lim f (x) lim f (x)
+ →+∞→

= = ∞  Rolle στην f (x )e− και προηγούµενη 

5B27          

Rolle στην 
2b a (b x)f (b) f (x) f '(x) k

1! 2!
− −

− − − στο [a,b]  

5Γ1          

f (x) f (a) ,a x b
g(x) x a

0 f (a) , x a

− < ≤= −
 ′= =

 

g συνεχής στο [a,b] και παραγωγίσιµη στο (a,b]  
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2

f (x) f (a) f (x)g (x) , x (a,b]
(x a) x a

′−′ = − + ∀ ∈
− −

 Χβγ, g(b)>0 τότε  

2 x b

1 1

f (b) f (a) g(b) g(x) g(b)g (b) 0 0 lim 0
(b a) b a x b

x b : g(x ) g(b)

→ −

− −′ = − + = − < ⇒ <
− − −

⇒ ∃ < >
 

όµως  1g(x ) g(b) 0 g(a)> > =  

Επειδή g συνεχής στο 1[a, x ] [a, b]⊂  και 1g(x ) g(b) g(a)> > από το  

θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών θα υπάρχει 1c (a, x )∈  άρα 

c b : g(c) g(b)≠ = . Ισχύουν οι προϋποθέσεις του θ Rolle για την g 

στο [c, b] [a, b] (a, b) : g ( ) 0′⊂ ⇒ ∃ξ∈ ξ = ⇒   f(ξ) f (a)f ( )
a

−′ ξ =
ξ −

 

5Γ2          

Θέτουµε f (x)g(x) g(a) g(b)
f (x)
′

= ⇒ =  

Με δυο ΘΜΤ για την g στα [α.α+β/2],[α+β/2,β]  

Προκύπτει µε πρόσθεση κατά µέλη g΄(ξ1)+ g΄(ξ2)=0. 

g΄(ξ1)+ g΄(ξ2)=
2 2

1 1 1 2 2 2
2 2

1 2

f ( )f ( ) (f ( )) f ( )f ( ) (f ( )) 0
(f ( )) (f ( ))

′′ ′ ′′ ′ξ ξ − ξ ξ ξ − ξ
+ = ⇒

ξ ξ
 

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

f ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )f ( )0 0
f ( ) f ( ) f ( )f ( )
′′ ′′ ′′ ′′ξ ξ ξ ξ + ξ ξ

+ > ⇒ >
ξ ξ ξ ξ

 

θεώρηµα σταθερού προσήµου για την συνάρτηση f   … 

5Γ3          

1 1 2 2
f (x) f (x)(a, x) : f ( ) , (x, b) : f ( )
x a b x

−′ ′∃ξ ∈ ξ = ∃ξ ∈ ξ =
− −

 

1 2
1 1 b af ( ) f ( ) f (x)( ) f (x)

x a b x (x a)(b x)
−′ ′ξ − ξ = + =

− − − −
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όµως ισχύει η 
2(b a)(b x)(x a)

4
−

− − ≤ (µέγιστο τριωνύµου) 

2

1 4
(b x)(x a) (b a)

⇒ ≥
− − −

 οπότε µε δεδοµένο ότι f (x) 0≤  αφού 

1 2f ( ) f ( ) 0′ ′ξ − ξ ≤ [1] διότι 1 2 ,f ′ξ < ξ ↑  προκύπτει ότι 

1 2
4f (x)f ( ) f ( )
b a

′ ′⇒ ξ − ξ ≤
−

 

ΘΜΤ στο [ξ1,ξ2] για την f (x)′  

1 2 1 2
4f (x) 4f (x)f ( ) f ( ) ( )f ( )
b a b a

′ ′ ′′ξ − ξ ≤ ⇒ ξ − ξ ξ ≤
− −

 έχουµε ακόµη 

1 2a b 0− < ξ −ξ <  αφού το [ξ1,ξ2] είναι υποσύνολο του (a,b) και 

f ( ) 0′′ ξ > λόγω της [1] οπότε 

24f (x) b a(b a)f ( ) f (x) f ( )
b a 2

− ′′ ′′− − ξ ≤ ⇔ ≥ − ξ  −  
 

5Γ4          

Αφού f([a,b])=[a,b] υπάρχουν c,d [a, b] : f (c) a, f (d) b∈ = =  έστω µε 

c<d 

Θέτουµε g(x) f (x) x g(c)g(d) (a c)(b d) 0= − ⇒ = − − ≤  [1] και 

g(0)g(c) (f (0))(a c) 0= − ≤ επειδή g συνεχής από το  θ Bolzano θα 

έχουµε 

1 1[0,c] : g( ) 0∃ξ ∈ ξ = και 2 2[c,d] : g( ) 0∃ξ ∈ ξ = Αν 

1 2 c : g(c) 0 a 0∃ξ = ξ = = ⇒ =   και κάνουµε ένα ακόµη Bolzano στο 

[d,b] είτε g(b)=0 

Ενώ αν ήταν c>d θα θέταµε g(x) f (x) (a b x)= − + − και θα 

επαναλαµβάναµε τα ίδια πράγµατα 

άρα η Cf θα τέµνει µια από τις δύο διαγώνιους τουλάχιστον δυο 

φορές , έστω στα Κ,Μ 
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Από την γεωµετρική ερµηνεία του ΘΜΤ πρέπει να υπάρχει 

εφαπτοµένη µε συντελεστή διεύθυνσης f ( )′ ξ  παράλληλη στην ΚΜ 

που είναι µια από τις δυο διαγώνιες του τετραγώνου οι οποίες έχουν 

συντελεστή διεύθυνσης το 1 ή το -1 οπότε   

(a, b) :| f ( ) | 1′∃ξ∈ ξ =  

5∆1          

Από ΘΜΤ στα [1,x] , [1/x,1] έχουµε 

f (x) f (1) (x 1)f (b) , 1 b x f (x) (x 1)f (b) , 1 b x
1 1 1 1 1f ( ) f (1) ( 1)f (a), a 1 f (x) ( 1)f (a), a 1
x x x x x

xf (a) f (b) 0
f (x) f (a) f (b) 0

f (x) f (a) xf (a)

′ ′− = − < < = − < < 
 ⇒ ⇒
 ′ ′− = − < < = − < <
 

′ ′+ =  ′ ′⇒ + + =′ ′+ = 
 

Παραγωγίζοντας την f (x) f (1/ x)=  και θέτοντας όπου x=1προκύπτει 

f (1) 0′ =  

Τότε από τις δυο τελευταίες σχέσεις για c=1 παίρνουµε το επιθυµητό 

αποτέλεσµα µια που a c 1 b x< = < <  

5∆2          

Θέτω 

f (x) f (a) ,a x b
g(x) g(a)

h(x)
f (a) , x a
g (a)

− < ≤ −=  ′ =
′

 

Η h είναι καλά ορισµένη διότι δεν µπορεί g(x) g(a)=  λόγω Rolle 

και επιπλέον g (a) 0′ ≠  από εκφώνηση 
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Η h είναι παραγωγίσιµη στο (a,b] και 

x a x a

f (x) f (a)
f (a)x alim h(x) lim h(a)g(x) g(a) g (a)

x a
→ →

− 
  ′−= = = − ′ 

− 

 είναι και συνεχής στο 

[a,b]  

Είναι ακόµη ( ) ( )
( )2

f (x) g(x) g(a) g (x) f (x) f (a)
h (x) ,a x b

g(x) g(a)

′ ′− − −
′ = < ≤

−
 

Α) αν h(a) h(b)=  τότε από Rolle στην h στο [a,b]  προκύπτει το 

ζητούµενο 

Β) αν  

h(a) h(b)
f (a) f (b) f (b) f (a) f (b)(g(b) g(a)) g (b)(f (b) f (a))
g (a) g (b) g(b) g(a)
h (b) 0

< ⇒
′ ′ − ′ ′⇒ = < ⇔ − < −
′ ′ −
′⇔ <

δεν άλλαξε φορά αφού g (x) 0 x [a,b]′ ≠ ∀ ∈ η g′  έχει σταθερό 

πρόσηµο και τα g (b)(g(b) g(a)) g (b)g (u)′ ′ ′− =  είναι οµόσηµα  

Τότε όµως 
x b 0

x b

h(x) h(b)h (b) 0 lim 0 c (a,b) : h(c) h(b) h(a)
x b

− <

→ −

−′ < ⇒ < ⇒ ∃ ∈ > >
−

 

Από το θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών της συνέχειας συµπεραίνουµε ότι 

d (a,c) : h(d) h(b)∃ ∈ =  

Τότε µε Rolle για την h στο (d,b) (a,b)⊂  προκύπτει το ζητούµενο 

Γ) Αντίστοιχα µε το Β 

Το Θ Flett έχει µια εντυπωσιακή γεωµετρική ερµηνεία 

Ζητείται να δειχθεί ότι υπάρχει χορδή ΑΒ η οποία στο ένα άκρο της 

Β είναι και εφαπτοµένη στην Cf όταν αυτή έχει δυο // εφαπτόµενες 
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5∆3          

Αν f (x) 0, x R x f (x) x′ ′≠ ∀ ∈ ⇒ + ≠  και ισχύουν οι προϋποθέσεις 

του Θ Rolle στο [x,x f (x)]′+  ή [x f (x),x]′+  οπότε θα υπάρχει θ : 

f (θ) 0′ =  άτοπο 

Αν 2 2 2f (x) x x f (x) x f (x f (x)) ( x) x f (x)′ ′= − ⇒ + = − ⇒ + = − − = = α

Αν υπάρχει διάστηµα [a,b] : f (a) f (b) 0,f (x) 0, x (a,b)′ ′ ′= = ≠ ∀ ∈  

τότε αν f (x) 0′ > στο (a,b) και 

u a f (u) f (a) 0 u f (u) a b u f (u) (a,b)+ +′ ′ ′ ′→ ⇒ → = ⇒ + → < ⇒ + ∈
αλλά στο (a,b)  η f  είναι 1-1 και δεν µπορεί να ισχύει 

f (u f (u)) f (u)′+ =  µε f (u) 0′ ≠  

Αν f (x) 0′ < στο (a,b) εργαζόµαστε οµοίως µε u b−→  

 

 

 

                  

 

 β)Αν δεν υπάρχει τέτοιο διάστηµα τότε σε περιοχή του +∞  η −∞  η 

f (x)′  θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο και αν αυτό είναι θετικό 

εργαζόµαστε κοντά στο +∞  αλλιώς κοντά στο a οµοίως όπως πριν 

κ.ο.κ 

B
A

  α     u              b 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ                                                                ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 

mathematica.gr   54

 

 

 

 

 

 

             α 

 

 

 

 

                                         α 

 

Τα προηγούµενα σχήµατα δείχνουν τις πιθανές περιπτώσεις που όλες 

µελετώνται µε ίδιο τρόπο Πχ Αν βρισκόµασταν στο τελευταίο σχήµα 

µε την f '  στο ( ,a]−∞  τότε αν 
f (u ) 0

u ( ,a] u f (u) ( ,a]
′ <

′∈ −∞ ⇒ + ∈ −∞  

πράγµα αδύνατο αφού η  f  είναι 1-1 και θα έπρεπε να ισχύει 

f (u f (u)) f (u)′+ =  µε f (u) 0′ ≠  στο διάστηµα αυτό 

5∆4          

Θέτουµε 2g(x) f (x) 2f (x)′= +  

Α) f (x) 0 x [0,1]≠ ∀ ∈ τότε η h είναι παραγωγίσιµη στο [0,1] και 

h(0)=h(1)=-1/2 άρα υπάρχει α στο [0,1] : 

2

1 f (a)h (a) 0 g(a) 0
2 f (a)

′
′ = ⇒ = − ⇒ =  και επειδή g(0)=0 πάλι µε Rolle 

για την g στο [0,a], άρα και στο [0,1], προκύπτει εύκολα το 

ζητούµενο 
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Β) Να υπάρχει µοναδικό 0 0x (0,1): f (x ) 0∈ = τότε η f δεν µπορεί να 

αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του x0 αφού f(0)f(1)>0 και x0 

µοναδικό. Όµως τότε 0f (x) f (x ) 0≥ =  διότι  

0 0f (1) 1 0 f (x ), f (0) 2 0 f (x )= > = = > =

0 0

0 0

x x x x
0 0

f (x) f (x ) f (x) f (x )lim 0 lim
x x x x→ + → −

− −
≥ ≥

− −
 άρα 0f (x ) 0′ = οπότε 

0g(x ) 0= και πάλι µε Rolle στο [0,x0] το ζητούµενο 

Γ) η f να έχει δυο τουλάχιστον ρίζες και έστω 1 2x , x  η πρώτη και η 

τελευταία από αυτές( η ύπαρξη πρώτης και τελευταίας 

τεκµηριώνεται από το γεγονός ότι υπάρχουν τουλάχιστον δυο στο 

[0,1] και η f είναι συνεχής µε f (x) 0≠ κοντά στο 0 και στο 1) 

Τότε θα ισχύουν 1f (x) f (x ) 0> =  για x<x1,x κοντά στο x1 και 

2f (x) f (x ) 0> =  για x>x2,x κοντά στο x2 

Με τον ορισµό της παραγώγου (ως πλευρικό όριο τώρα) βλέπουµε 

ότι θα είναι 1 2f (x ) 0, f (x ) 0′ ′< >  

Αλλά τότε 1 2 1 2g(x )g(x ) (0 2f (x ))(0 2f (x )) 0′ ′= + + < .Άρα από το 

θεώρηµα Bolzano θα υπάρχει b στο (x1,x2) : g(b)=0. Rolle και πάλι 

για την g στο [0,b] δίνει το ζητούµενο. 

5∆5          

Αν 2
1 2 1 2 1 2f (x ) f (x ) (x x ) , x ,x [0,1] f (x) c, x [0,1]− ≤ − ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈  

Ας το αποδείξουµε. Πράγµατι 

1 2

1 2

x x
2 1 2

1 2 1 2 1 2x ,x [0,1]
1 2

f (x ) f (x )f (x ) f (x ) (x x ) 0 x x
x x

≠

∈

−
− ≤ − ⇒ ≤ ≤ −

−
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Αν θεωρήσουµε ότι 1 2x x→ από το κριτήριο παρεµβολής θα έχουµε 

1 2

1 2
2 2x x

1 2

f (x ) f (x )lim 0 f (x ) 0, x [0,1] f (x) c, x [0,1]
x x→

− ′= ⇒ = ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈
−

 

άτοπο Άρα υπάρχουν 2
1 2 1 2 1 2x ,x [0,1] : f (x ) f (x ) (x x )∈ − > − [1] 

Θεωρούµε συναρτήσεις του t (µιας µεταβλητής στο [0,1]) τα άκρα 

των διαστηµάτων (οι πιο απλές είναι  της µορφής at+b) 

Θέλουµε να προκύπτει το 1 2[x ,x ]  λόγω του προηγουµένου και το 

[0,1] διότι γνωρίζουµε ότι 0 f (x) 1≤ ≤  που θα το αξιοποιήσουµε   

Για 1 1 2 2t=0 (a.0+b)x (c.0 d) x ,(e.0 f )x (g.0 h) x⇒ + + = + + + = τότε 

b 1,d 0,f 1,h 0= = = = Για 

1 2

1 2

t=1 (a.1+b)x (c.1 d) 1,(e.1 f )x (g.1 h) 0
(a.1+1)x (c.1 0) 1,(e.1 1)x (g.1 0) 0

⇒ + + = + + + = ⇔
+ + = + + + =

άρα 

a 1,c 1,e 1,g 0= − = = − = Θεωρούµε λοιπόν την 

( )2
1 2 1 2g(t) f (( t 1)x t) f (( t 1)x ) ( t 1)x t ( t 1)x= − + + − − + − − + + − − +   

Η g είναι καλά ορισµένη στο [0,1] αφού ένας απλός έλεγχος δείχνει 

ότι αν 1
1,2

2

( t 1)x t
0 t 1 [0,1], x [0,1]

( t 1)x
− + +

≤ ≤ ⇒ ∈ ∀ ∈ − +
 

Η g  είναι συνεχής , 2
1 2 1 2g(0) f (x ) f (x ) (x x ) 0= − − − > λόγω [1] 

g(1) f (1) f (0) 1 0= − − ≤ αφού από εκφώνηση είναι 

0 f (x) 1, x [0,1]≤ ≤ ∀ ∈ Άρα [0,1] : g( ) 0∃ξ∈ ξ =  

Θέτοντας 1 1 2 2( 1)x , ( 1)xξ = −ξ + + ξ ξ = −ξ +  καταλήγουµε εύκολα 

στο ζητούµενο  

(αν x1>x2 βγαίνει ξ1>ξ2 αλλιώς ονοµάζουµε ανάποδα τα ξ1,ξ2 οπότε 

πάντα 1 2ξ ≠ ξ  
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6B13          

Προσθέτουµε το 9f (x) 3f (x)′ ′=  και θέτουµε g(x) f (x) 3f (x)′= + ... 

6B22          

Θέτουµε 
21 xf (x)

g(x)
+

= −  … 

6B23          

Θέτουµε f (x) x g(x)= εφ  … 

6Γ1          

Όπου x το –x , 2xh ( x) e h(x)−′ − =  

Παραγωγίζουµε  
2x 2xh (x) e h ( x) 2e h( x) h(x) 2h (x)

h (x) h (x) h (x) h(x)
′′ ′ ′= − − + − = − + ⇒
′′ ′ ′− = −

 

Θέτοντας 

( )

x x

x

h (x) h(x) f (x) ... f (x) ae (h (x) h(x))e a

e h(x) (ax) ...

−

−

′ ′− = ⇒ ⇒ = ⇒ − = ⇒

′ ′=
 

6Γ2          

w (x) w (x) w ( x)
w ( x) w( x) w(x) w (x)
w (x) 0 ...

′′ ′ ′= − −
′ ′− = − + =
′′ = ⇒

 

6Γ3          

Έστω f (x) F (x), x R′= ∀ ∈  

Το ότι υπάρχει τέτοια F=παράγουσα µας το εξασφαλίζει το γεγονός 

ότι f συνεχής αφού η f είναι παραγωγίσιµη Έτσι 

F (f (x))f (x) F (x), x R
F(f (x)) F(x) A [1]
′ ′ ′= ∀ ∈ ⇔

= +
 

f (x) 0, f (x) F (x) 0′ ′≠ = ≠  συµπεραίνουµε ότι και η  f αλλά και η F 

είναι συναρτήσεις 1-1 στο R αλλιώς µε  Rolle προκύπτει άτοπο  
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Για x=1 στην αρχική δίνει 
f :1 1

f (f (1)) f (1) f (1) 1
−

= ⇒ =  [2] 

Για x=1 στην [1] έχουµε 
[2]

F(f (1)) F(1) A F(1) F(1) A A 0= + ⇒ = + ⇒ =  

τότε η [1] γίνεται 
F:1 1

F(f (x)) F(x), x R f (x) x
−

= ∀ ∈ ⇒ = άτοπο αφού 

f(0)=0 ενώ εµείς είχαµε ότι f (x) 0, x R≠ ∀ ∈  

6Γ4          

( ) ( )
f (0) 12 22f (x ) 2f (x ) 2f (x )

f (0) 0
2f (x)f (x) 2f (x)e f (x) e c f (x) e

′ =

=
′′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = + ⇒ =  

Θεώρηµα σταθερού προσήµου και f (0) 1 f (x) 0′ ′= ⇒ > άρα  

( )f (x ) f (x ) f (x )f (x) e e f (x) 1 e ( x)

f (x) ln(1 x)

− − ′′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒ = − ⇒

= − −
 

Επαληθεύει την αρχική 

6Γ5          

( ) ( )f (x) 2 f (x) f (x)f (x)e f (x) (f (x)) e 4e′′ ′′ ′= + =  

θέτοντας f (x) f (x)e g(x) f (x)e g (x)′ ′= ⇒ = οπότε αντικαθιστώντας 

στην προηγούµενη παίρνουµε 

g (x) 4g(x) g (x) 2g (x) 2(g (x) 2g(x))′′ ′′ ′ ′= ⇒ + = +  και πάλι θέτοντας 

g (x) 2g(x) h(x) h (x) 2h(x)′ ′+ = ⇒ = … 

6Γ6          
g ln f

4f (2x) [f (x)] ln f (2x) 4 ln f (x) g(2x) 4g(x)
=

= ⇔ = ⇔ =  

παραγωγίζουµε δυο φορές και παίρνουµε 

4g (2x) 4g (x) g (2x) g (x)′′ ′′ ′′ ′′= ⇔ =  

Τώρα επαγωγικά εύκολα δείχνουµε ότι 
g ή

2
n nn

x xg (x) g ( ) g (x) lim g ( ) g (0) 2A g(x) Ax Bx C
2 2

′′συνεχ ς

→+∞
′′ ′′ ′′ ′′ ′′= ⇒ = = = ⇔ = + +

άρα 
2Ax Bx Cf (x) e + +=  
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6Γ7          

Αφού η 21 f (x)+  είναι παραγωγίσιµη, η f  είναι δυο φορές 

παραγωγίσιµη. 

2

1f (x) 2f (x)f (x) f (x)
2 1 f (x)

′′ ′= =
+

 

Οπότε 

( )
x

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)

f (x) f (x) ae

′′′ ′′ ′ ′ ′ ′= ⇔ + = + ⇔ + = + ⇔

′ + =
Επειδή f (1) 0 f (1) 1 a 1/ e′= ⇒ = ⇒ =  άρα η προηγούµενη γίνεται 

2x 1
x 1 x x 2x 1 x ef (x) f (x) e e f (x) e f (x) e e f (x) b

2

−
− −′ ′+ = ⇒ + = ⇒ = +  

Εύκολα eb
2

= −  και 
x 1 1 xe ef (x)

2

− −−
=  

6Γ8          

A) Για x=y=0 προκύπτει σύστηµα. Αν f (0) 0=  η g προκύπτει 

σταθερή άτοπο αφού g (0) 0′ ≠  Β) Με τον ορισµό και λαµβάνοντας 

υπ’  όψη την συνέχεια στο 0… Γ)Παραγωγίζοντας… ∆) Εύκολο Ε) 

Να θέσετε h (x) w(x)′ = καταλήγετε στο προηγούµενο 

6Γ9          

Αρχικά για x=y προκύπτει ότι f(0)=0 

Έχουµε λοιπόν 

2 2a b a bf ( ) f ( ) f (a)f (b)
2 2
+ −

− =  [2] 

Παραγωγίζοντας δυο φορές την [2] ως προς α 

2 21 a b a b a b a b a b a bf ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )f ( )
2 2 2 2 2 2 2

f (a)f (b)

− + − − + + ′ ′ ′′ ′′− + − + 
 
′′=
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Και αντίστοιχα ως προς b 

2 21 a b a b a b a b a b a bf ( ) f ( ) f ( )f ( ) f ( )f ( )
2 2 2 2 2 2 2

f (b)f (a)

− + − − + + ′ ′ ′′ ′′− + − + 
 
′′=

 

Συµπεραίνουµε ότι f (a)f (b) f (a)f (b)′′ ′′=  [2] 

Αν f δεν είναι η µηδενική συνάρτηση που επαληθεύει την αρχική 

σχέση τότε υπάρχει b : f (b) 0≠ και θέτοντας f (b)k
f (b)
′′

= καταλήγουµε 

σε µια διάσηµη εξίσωση f (x) kf (x), x R, f (0) 0′′ = ∀ ∈ =  [7] η οποία 

για να λυθεί χρειάζεται να γνωρίζουµε το πρόσηµο του k 

Στην συνέχεια θα δώσουµε πολύ περιληπτικά τους τρεις τρόπους 

λύσης 

Α) αν k=0 τα πράγµατα είναι απλά. Θα καταλήξουµε σε f (x) Ax=  

Β) αν k=-ω2<0 θεωρούµε την ( ) ( )2 2f (x) x f (x) x′− ηµω + −συνω και  

δείχνουµε ότι είναι η µηδενική συνάρτηση. Θα καταλήξουµε σε 

f (x) x= ηµω  

Γ) αν k=ω2>0 να προσθέσετε και στα δύο µέλη την ωf΄(x) θεωρούµε  

g(x)=f(x)+ωf ΄(x) και φτάνουµε σε γνωστή εξίσωση, καταλήγουµε σε 
x xf (x) A(e e )ω −ω= −  

6Γ10          

είναι για x το a/x στην αρχική 
2

2 3 2

a a a f (a / x)f (x) f (x)
xf (a / x) x f (a / x) x [f (a / x)]

′
′ ′′= ⇒ = − +  

Τώρα όπου a xf (a / x) , f (a / x)
xf (x) f (x)

′= =
′

 και καταλήγουµε στην  
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2
2

2

2

f (x) [f (x)]f (x) xf (x)f (x) f (x)f (x) x[f (x)]
x f (x)

xf (x)f (x) f (x)f (x) x[f (x)] xf (x) xf (x)0 0 A
[f (x)] f (x) f (x)

f (x) A
f (x) x

′ ′
′′ ′′ ′ ′= − + ⇔ + = ⇔

′′′ ′ ′ ′ ′ + −
= ⇔ = ⇔ = 

 
′

⇔ =

 

Όπου Α>0 οπότε τελικά  

( ) A Aln f (x) (A ln x) (ln x ) f (x) Bx , A,B 0′ ′ ′= = ⇔ = >  

6Γ11          

Όπου x το 1/u 

3 4

2 2 2

2 2

2

1 2 1 1 10 f ( ) f ( ) f ( )
u u u u u

1 1 1 1 1 1f ( ) f ( ) f ( )
u u u u u u

1 1 1 1 1f ( ) f ( ) f ( )
u u u u u

1 1 1 1 1f ( ) f ( ) f ( ) f ( )
u u u u u

′ ′′= + + =

′    ′ ′′+ − + − − =    
    

′ ′    ′ ′= + − + − =    
    

′ ′′   ′+ − = +   
   

 

Αν ονοµάσουµε 1f ( ) g(u)
u

=  τότε η εξίσωση γράφεται 

g (u) g(u) 0′′ + =  η διαφορική εξίσωση έχει επαρκώς συζητηθεί στα 

προηγούµενα Γενική λύση της είναι 

1 1 1f ( ) g(u) A u B u f (x) A B
u x x

= = συν + ηµ ⇒ = συν + ηµ  

Τώρα  
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x x x

1
1 1 1 xxf (x) Ax Bx Ax B 1x x x

x
lim xf (x) A 0 lim x B 1 A lim x B

A 0 1f (x)
B 1 x

→+∞ →+∞ →+∞

ηµ
= συν + ηµ = συν + ⇒

= συν + ⇒ = + ⇒

=
⇒ = ηµ =

 

6Γ12          

f (x) F (x), x R′= ∀ ∈  

Θεωρούµε το y σταθερό και έτσι η δοσµένη γίνεται 

1

F (x y) F (x) (xf (y)) (F(x y)) (F(x) xf (y)) , x R
F(x y) F(x) xf (y) c
′ ′ ′ ′ ′+ = + ⇔ + = + ∀ ∈ ⇔
+ = + +

 

Για x=0 παίρνουµε το c1=F(y)-F(0) και το αντικαθιστούµε στην 

προηγούµενη οπότε  F(x y) F(x) xf (y) F(y) F(0)+ = + + −  

Για x σταθερό όµοια προκύπτει  ότι 

F(x y) F(y) yf (x) F(x) F(0)+ = + + −  

Τελικά xf (y) yf (x), x,y R= ∀ ∈  και για y 1 f (x) Ax, x R= ⇒ = ∀ ∈  

6Γ13          

Έστω 1 2p(x) (x r )(x r )q(x) ,deg(q) n 2= − − = −  [1] 

Αν n>2 ρίζες του q θα είναι οι υπόλοιπες ρίζες του p 

Όµως λόγω του θεωρήµατος Rolle το q΄ θα πρέπει να έχει ρίζες στα 

[r3,r4],…[rn-1,rn] .  

Το πλήθος των διαστηµάτων είναι ίσο µε τον βαθµό του q΄ (=n-3) 

Παραγωγίζουµε την  [1] και έχουµε  

1 2 1 2p (x) (2x r r )q(x) (x r )(x r )q (x)′ ′= − − + − −  και αν θέσουµε όπου 

1 2r rx
2
+

= τότε προκύπτει ότι 1 2r rq ( ) 0
2
+′ =  
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Επειδή 1 2
3 n

r r r ... r
2
+

< < < συµπεραίνουµε ότι το q΄ έχει µια 

παραπάνω ρίζα από τον βαθµό του άρα είναι το µηδενικό πολυώνυµο 

οπότε q(x)=c και 1 2p(x) c(x r )(x r )= − −  

 

6∆1          

Από [1],[2] έχουµε 
0 y 2x(2x y)f (y) xf (x) 2y x xf (x) f (y) f (x)

(2y x)f (x) yf (y) y 2x y

< <− ≤  −
⇒ ≤ ≤− ≤ −

[3] 

Αφού 0 y 2x< < µπορούµε να θεωρήσουµε ότι y x→  οπότε 

παίρνοντας όρια στην [3] 
y x
lim f (y) f (x)
→

=  άρα η f είναι συνεχής.  

x(f (y) f (x)) (y x)f (y) x(f (y) f (x)) (y x)f (y)
y(f (x) f (y)) (x y)f (x) y(f (y) f (x)) (y x)f (x)

− ≤ − − ≤ − 
⇔ ⇒ − ≤ − − ≥ −   

f (x) f (y) f (x) f (y) y x
y y x x

f (x) f (y) f (x) f (y) y x
y y x x

−
≤ ≤ αν >

−
−

≥ ≥ αν <
−

 

Παίρνοντας πλευρικά όρια όταν y x , y x+ −→ → στην κατάλληλη 

προηγούµενη ανίσωση µε το κριτήριο παρεµβολής και επειδή f 

συνεχής προκύπτει ότι  

y x

f (y) f (x) f (x) f (x) f (x) 1lim R f (x)
y x x x f (x) x

ln f (x) ln x c f (x) Ax,A 0

→

′− ′= ∈ ⇒ = ⇒ =
−

⇒ = + ⇒ = >
 

Σχέση που επαληθεύει την αρχική 
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7B11          

xf (x) f (x) xf (x) (f (x) f (0)) xf (x) xf ( )g (x)
x x x

′ ′ ′ ′− − − − ξ′ = = = =… 

7Γ1          

1. 4du d(y 4x) dy 4 u
dx dx dx

−
= = − =  

2. 4du u (x) u (x) 0
dx

′= = ≥  αρα u αύξουσα και για 

3. x 0 u(x) u(0) 1≥ ⇒ ≥ =  

u(0) 1

4 3 3
u (x) 1 1 1(x) x c c
u (x) 3u (x) 3u (x) 3

1x 0
3

=′′   ′= − = ⇒ − = + ⇒ = − 
 

⇒ − <

 

4. 3

1 1x u(x)
3u (x) 3

− = − ⇒ =… 

7Γ2          

Έστω x x xf (x) f (x) e f (x) e f (x) 0 (e f (x)) 0− − −′ ′ ′> ⇒ − > ⇒ > άρα 
xe f (x)−  γνήσια αύξουσα οπότε µε a ba b e f (a) e f (b) 0 0− −< ⇒ < ⇒ <  

άτοπο 

7∆1          

Έστω d [a,b] : f (d) 0∈ ≠  πχ 

f (d) 0 c [a,d) : f (x) 0, x (c,d]> ⇒ ∃ ∈ > ∀ ∈ ενώ f (c) 0=  δεδοµένου 

ότι η f είναι συνεχής οπότε οφείλει να έχει το πρόσηµο του f(d) 

κοντά στο d. Τότε f (x) mf (x), x (c,d]′ ≤ ∈  Έτσι 

( )f (x) m ln f (x) mx 0 (ln f (x) mx)
f (x)
′ ′≤ ⇔ − ≤ ⇒ − ↓ στο (c,d]  άρα 

x c
m(c d)

lim (ln f (x) mx) ln f (d) md ln f (c) mc ln f (d) md

f (c) e f (d) 0
→ +

−

− ≥ − ⇒ − ≥ −

⇒ ≥ >
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 άτοπο αφού f(c)=0 δηλαδή δεν υπάρχει d [a, b] : f (d) 0∈ ≠ άρα 

f (x) 0, x [a,b]= ∀ ∈  

7∆2          

Είναι γνωστό ότι 
kP(a) P (a) 0 P(x) (x a) R(x),k 2,R(a) 0′= = ⇒ = − ≥ ≠ [1] δηλαδή το 

Ρ έχει τουλάχιστον διπλή ρίζα το a[8]  

∆ίνεται ότι P(x) Q(x)P (x)′′= [2] 

 µε deg(Q)=2 και µεγιστοβάθµιο συντελεστή το c= 1 0
n(n 1)

>
−

 [3] 

Αντικαθιστούµε την [1] στην [2] και µετά τις παραγωγίσεις και 

απλοποίηση µε το k 2(x a) −− θέτουµε όπου x=a Θα προκύψει 

Q(a)R(a) 0 Q(x) (x a)W(x)= ⇒ = − [4] συνεχίζοντας µε τον ίδιο 

τρόπο δηλαδή αντικαθιστούµε την [1] και [4] στην [2] 

παραγωγίζουµε δυο φορές το δεξί µέλος της [1] απλοποιούµε µε το 
k 1(x a) −−  και βάζουµε όπου x το a θα βγει W(a)=0 οπότε από [3],[4] 

2Q(x) c(x a) 0= − ≥  

Μεγάλη σηµασία δεν έχει η µορφή του Q όσο το γεγονός ότι 

Q(x) 0≥  

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι το Ρ έχει και άλλες ρίζες εκτός του a 

Επειδή το σύνολο των ριζών του είναι πεπερασµένο υπάρχει η 

κοντινότερη ρίζα προς την a, έστω η b µε b>a 

Στο (a,b) το P(x) άρα και το P (x)′′  λόγω [2] διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο π,χ θετικό 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ                                                                ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 

mathematica.gr   66

 

 

 

 

 

 

 

∆εδοµένου ότι P΄(a)=0 προέκυψε το πρόσηµο της παραγώγου και 

άρα η µονοτονία του Ρ. Το άτοπο προκύπτει από το γεγονός ότι το Ρ 

είναι γνήσια αύξουσα συνάρτηση στο [a,b], ενώ P(a)=P(b)=0. Έτσι 

το πολυώνυµο δεν έχει άλλη ρίζα εκτός της a.’Άρα P(x)=k(x-a)n. 

7∆3          

Α)Έχουµε: 1g(x) x(4 x)
2

= −  άρα g΄(x)=2-x , g΄΄(x)=-1  οπότε µε 

αντικατάσταση προκύπτουν τα ζητούµενα 

Β)Η h είναι παραγωγίσιµη στα [0,2] και [2,4] και επιπλέον 

h(0)=h(2)=h(4)=0 .Από το θεώρηµα Rolle  προκύπτει άµεσα το 

ζητούµενο 

Γ)Έχουµε: h΄΄(x)=f ΄΄(x)+1 0≥   στο [0,4] άρα και στο [ξ1,ξ2] οπότε 

η h΄ είναι αύξουσα στο [ξ1,ξ2] . Επειδή όµως h΄(ξ1)=h΄(ξ2)=0 

προκύπτει αµέσως το ζητούµενο 

∆)Από το προηγούµενο συµπεραίνουµε ότι η h είναι σταθερή στο 

[ξ1,ξ2] .Ακόµη το 2 βρίσκεται στο εσωτερικό του [ξ1,ξ2] και είναι 

h(2)=0. Τότε h(x)=0 στο[ξ1,ξ2] 

Ε)Αφού h΄ αύξουσα στο [0,4] ,άρα και στο [0,ξ1] ,τότε για 

0 x≤ ≤ ξ1είναι 1h (x) h ( ) 0′ ′≤ ξ =   

άρα h φθίνουσα και αντίστοιχα στο [ξ2,4] για ξ2 x 4≤ ≤  θα είναι 

20 h ( ) h (x)′ ′= ξ ≤  άρα η h είναι αύξουσα στο [ξ2,4] 

x                a                         b 
P΄΄                         + 

P΄             0         

P΄              0          + 
 
P               0                         0 
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ΣΤ)Επειδή h(0)=0 από το πρώτο,h(ξ1)=0 από το τέταρτο και h 

φθίνουσα στο [0,ξ1] από το Πέµπτο,h είναι η µηδενική συνάρτηση 

[0,ξ1] και αντίστοιχα στο [ξ2,4] . Τελικά h είναι η µηδενική 

συνάρτηση στο [0,4] οπότε 1f (x) x(4 x)
2

= −  

7∆4          

∆ίνεται ότι 

f (x) 0, x R f (f (x)) 0, x R f (x) 0, x R f′> ∀ ∈ ⇒ > ∀ ∈ ⇒ > ∀ ∈ ⇒  

γνήσια αύξουσα στο R άρα 

( )f (f (x)) f (0) f (x) f (0) f (x) xf (0) 0 f (x) xf (0)′′> ⇒ > ⇒ − > ⇒ −  

γνήσια αύξουσα στο R [1] αλλά αν πάρουµε 
[1]

x 0 f (x) xf (0) f (0) 0 f (x) (1 x)f (0)< ⇒ − < − ⇒ < +  [2] 

Επειδή όµως είχαµε f (x) 0, x R f (0) 0 (1 x)f (0) 0> ∀ ∈ ⇒ > ⇒ + < για 

x<-1 οπότε  f(x)<0 για x<-1 λόγω της [2], άτοπο διότι 

f (x) 0, x R> ∀ ∈  

7∆5          
f (x)f (x) f (x)e f (x)f (x)′′ ′′ ′′= = και έστω f όχι σταθερή 

Επειδή f συνεχής σε κλειστό διάστηµα θα πρέπει να έχει και µέγιστο 

και ελάχιστο στο [a,b] και αφού f(a)=f(b) ένα τουλάχιστον θα 

βρίσκεται στο εσωτερικό του διαστήµατος ,έστω στο c τότε 

εκατέρωθεν του c η f (x)′  θα αλλάζει πρόσηµο και θα µηδενίζεται 

στο c . Άρα θα αλλάζει πρόσηµο και η f (x)f (x)′′ και δεδοµένου ότι 
f (x)f (x) e 0′= >  θα αλλάζει πρόσηµο η f (x)′′ µε ίδιο τρόπο µε  την 

f (x)′  

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ                                                                ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 

mathematica.gr   68

 

 

 

 

 

 

 

Φαίνεται σαφώς γιατί η f ΄ αντί να έχει διαφορετικό πρόσηµο 

εκατέρωθεν του c έχει το ίδιο. Άτοπο οπότε τα µέγιστο πρέπει να 

ταυτίζεται µε το ελάχιστο που σηµαίνει ότι f (x) 1, x [a,b]= ∀ ∈  

Αν  

x d

f (x) 0 x (d,d ),f (d) 0 f (d) 0
f (x) f (d) f (x) f (d)lim 0 0

x d x d→ +

′ ′ ′′= ∀ ∈ + δ > ⇒ >
′ ′ ′ ′− −

⇒ > ⇒ >
− −

 

f (d) 0′− >  άτοπο αφού όταν το  x είναι κοντά στο d+ είναι f (x) 0′ =  

7∆6          

Έχει αποδειχθεί ξανά ότι 
2x 0 (x 0)f (x) f (0) f '(0) f ''( ).

1! 2!
− −

= + + ξ µε 0<ξ<x 

Τότε αφού f ΄΄>0 για 0<k<x θα είναι  
2xxf (x) xf (k) f (x) f (0) xf '(0) f ''( ).

2
′ ′> = − = + ξ  

Όµως f ΄΄ γνήσια αύξουσα και 0<ξ<x 
2 2x xxf (x) xf '(0) f ''( ). xf '(0) f ''(0) m

2 2
′⇒ > + ξ > + ≥  µια που το m 

είναι το ελάχιστο του τριωνύµου 
2xxf '(0) f ''(0)

2
+  

x      a            c-δ            c                c+δ     b 
 
f’’                         -        0        + 
 
f ’                                   0 
 
f ‘                          +       0         + 
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Έτσι ( )
x 0 mxf (x) m f (x) f (x) m ln x 0 f (x) m ln x

x

> ′′ ′> ⇔ > ⇒ − > ⇒ −  

γνήσια αύξουσα στο (0, )+∞  

7∆7          

Η f (x) Mx− είναι αύξουσα στο[0,1] ενώ η f(x) είναι γνήσια αύξουσα 

στο [0,1] 

Ξεκινάµε µε την εις άτοπο απαγωγή, δηλαδή 

Ας υποθέσουµε ότι σε κάθε διάστηµα της µορφής [α.α+1/4] 

, 0 a 3/ 4≤ ≤ υπάρχει i ix :| f (x ) | M / 4<   

Συµπεραίνουµε ότι το ελάχιστο της | f (x) | M / 4< σε κάθε τέτοιο 

διάστηµα 

Αν f (0) 0 f (x) 0≥ ⇒ ≥ σε όλο το [0,1] λόγω µονοτονίας της f 

Ακόµη αφού  η f(x) είναι γνήσια αύξουσα στο [0,1] ελάχιστο της f 

στο [1/4,1/2] είναι το f (1/ 4) M / 4<  

Όµως 

f (1/ 4) M / 4 f (0) f (1/ 4) f (0) (M / 4) 0 f (1/ 4) M / 4− ≥ ⇒ − ≥ − ⇒ ≥  

άτοπο 

Αν f (1) 0 f (x) 0≤ ⇒ ≤  σε όλο το [0,1] Τότε αντίστοιχα θα είναι 

f (3 / 4) M / 4− < διότι το ελάχιστο της | f (x) | M / 4<  

Και f (1) f (3 / 4) M / 4 f (3 / 4) M / 4− ≥ ⇒ − ≥ άτοπο 

Αν f (0) 0, f (1) 0≤ ≥ θα υπάρχει µοναδικό ξ: f(ξ)=0 και δυο 

διαστήµατα της µορφής [α.α+1/4], a {0,1/ 4,1/ 2,3 / 4}∈ στα οποία η f 

θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο χωρίς βλάβη της γενικότητας 

υποθέτουµε ότι αυτά είναι τα [1/2,3/4] , [3/4,1] 
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Τότε f (3 / 4) M / 4< επειδή το f (3 / 4) min f (x), x [3 / 4,1]= ∈ αλλά η 

f (x) Mx− είναι αύξουσα στο [1/2,3/4] οπότε 

f (3 / 4) f (1/ 2) M / 4 f (3 / 4) M / 4− ≥ ⇒ ≥ και πάλι άτοπο 

8Γ1          

Έχουµε από την αρχική ότι για x 0 p(x) 0≠ ⇒ ≠ άρα το πολυώνυµο 

έχει σταθερό πρόσηµο στα (0, ) , ( ,0)+∞ −∞  δεν γνωρίζουµε ακόµη 

αν το πρόσηµο αυτό είναι ίδιο στα δυο διαστήµατα. Αν σκεφτούµε 

όµως ότι το p είναι άρτιου βαθµού οπότε λόγω ορίων έχει ίδιο 

πρόσηµο κοντά στο + και το – άπειρο, εξασφαλίζουµε ότι το 

πολυώνυµο έχει σταθερό πρόσηµο στο R* ας πούµε θετικό.  

Άρα 
Fermat

p(x) 0, x R * , p(0) 0} p(x) 0 p(0), x R p (0) 0′> ∀ ∈ = ⇒ ≥ = ∀ ∈ ⇒ =
 

Τώρα 

P(0)=0 P(x)=xW(x)⇔    [1] 

P (0)=0 P (x)=xH(x)′ ′⇔   [2] 

[1]΄ : [ ]P (x)= xW(x) ==W(x)+xW (x)′′ ′ [3] 

Άρα [2]
[3] :  xH(x)=W(x)+xW (x)′   άρα  x(H(x)-W (x))=W(x)′ [4] 

[1],[4]: 2P(x)=x (H(x)-W (x))′  

Θέτω Q(x)=H(x)-W (x)=′ πολυώνυµο Άρα 2P(x)=x Q(x)  

8Γ2          

Έστω ότι f(x0)>0 επειδή f(a)=f(b)=0, f συνεχής στο [a,b] θα έχει 

µέγιστο στο x0 του (a,b) .Όµως αφού f(x0)>0 θα είναι f΄΄(x0)>0. 

Άτοπο από το κριτήριο της β΄ παραγώγου 
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8Γ3          

Το ολικό min της f στο [0,1] βρίσκεται στα α,b  

Από Fermat f (a) f (b) 0′ ′= =  και από Rolle f (c) 0,a c b′ = < <  

Μετά δυο Rolle για την f ΄ στα [α,c] , [c,b] και πάλι Rolle για την 

f΄΄… 

8Γ4          

2 2
k kd(x) (x x) (y f (x))= − + − Το υπόριζο δεν µηδενίζεται. Άρα 

παραγωγίσιµη  

β) Θεώρηµα µέγιστης-ελάχιστης τιµής στη συνέχεια  

γ) Fermat . Tην καθετότητα εξασφαλίζουµε µε εσωτερικό γινόµενο   

8Γ5          

Θέτουµε h=f-g  Για x=1,x=2 βγαίνει h(1)=h(2), Rolle στο [1,2] , 

Fermat στα 1 και 2 , µετά διαδοχικά Rolle   

8∆1          

g(x) f (x) kx g (a) f (a) k 0 f (b) k g (b)′ ′ ′ ′= − ⇒ = − < < − =  άρα 

1 1x a

g(x) g(a)lim 0 x : g(x ) g(a)
x a→ +

−
> ⇒ ∃ >

−
 και αντίστοιχα 

2 2x : g(x ) g(b)∃ >  οπότε το ΜΑΧ της συνεχούς g στο [a,b] βρίσκεται 

στο εσωτερικό, συνεπώς λόγω Fermat… 

8∆2          
2 2

2 2

f (x) 2x , 0 x 1/ 2 f (x) 2x , 0 x 1/ 2
g(x) h(x)

f (x) 2(x 1) , 1/ 2 x 1 f (x) 2(x 1) , 1/ 2 x 1
 − ≤ < + ≤ <

= = 
− − ≤ ≤ + − ≤ ≤ 

 

Μπορούµε εύκολα (µε όρια) να δείξουµε ότι: οι  f, g  είναι συνεχείς 

στο [0,1], αλλά όχι παραγωγίσιµες στο ½.  

Ακόµη έχουµε: 
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f '(x) 4x , 0 x 1/ 2
g '(x)

f '(x) 4(x 1) , 1/ 2 x 1
− ≤ <

=  − − < ≤
 και   

f ''(x) 4, 0 x 1/ 2
g ''(x)

f ''(x) 4, 1/ 2 x 1
− ≤ <

=  − < ≤
 

f '(x) 4x , 0 x 1/ 2
h '(x)

f '(x) 4(x 1) , 1/ 2 x 1
+ ≤ <

=  + − < ≤
και    

f ''(x) 4, 0 x 1/ 2
h ''(x)

f ''(x) 4, 1/ 2 x 1
+ ≤ <

=  + < ≤
 

Έστω τώρα ότι: f ''(x) 4 , x [0,1] 4 f ''(x) 4 , x [0,1]< ∀ ∈ ⇔ − < < ∀ ∈  

Μπορούµε να κατασκευάσουµε τον παρακάτω πίνακα: 

     x     0                ½                 1 

g’’               -                  - 

g’       0                                     0 

  

g’       0       -                  +        0 

g                                               1   

          0 

διότι: 

1 1g ''(x) 0 x [0, ) ( ,1]
2 2

1 1g '(x) x [0, ) , g '(x) x ( ,1]
2 2

1 1g '(x) g '(0) 0, x (0, ) , g '(x) g '(1) 0, x ( ,1)
2 2

< ∀ ∈ ∪ ⇒

↓∀ ∈ ↓∀ ∈ ⇒

< = ∀ ∈ > = ∀ ∈

 

και επειδή η g είναι συνεχής στο ½ προκύπτει ότι: 

1 1g x [0, ] , g x [ ,1]
2 2

↓ ∀ ∈ ↑∀ ∈ οπότε τελικά 

1 1 1g( ) g(0) 0 f ( )
2 2 2

< = ⇔ <  [1] 
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Αντίστοιχα τώρα ο πίνακας για την h είναι: 

        x      0                 ½                  1 

        h’’              +                + 

                                                        0 

        h’     0 

        h’               +                 - 

                                                        1 

        h      0 

Από όπου µε ίδιο τρόπο προκύπτει 1 1f ( )
2 2

>   [2] 

Και έτσι από τις [1] και [2] καταλήξαµε σε άτοπο που σηµαίνει 

ότι ξ [0,1]: f ''(ξ) 4∃ ∈ ≥  

Παρατήρηση: Αν f ’ συνεχής στο [0,1] και υπάρχει η  f ’’ στο (0,1) 

ισχύουν τα ίδια συµπεράσµατα και µάλιστα το ξ βρίσκεται στο 

ανοικτό 

8∆3          

Έστω  f  στο [-2,0] από το ΘΜΤ έχουµε 

f (0) f ( 2)f (0) f ( 2)a ( 2,0) : f (a) f (a) 1
2 2

+ −− −′ ′∃ ∈ − = ⇒ ≤ ≤  και 

όµοια πάλι µε ΘΜΤ b (0,2) : f (b) 1′∃ ∈ ≤  

Τώρα η g είναι συνεχής [a,b] άρα έχει µέγιστο στο διάστηµα αυτό 

(και ΜΙΝ αλλά µας ενδιαφέρει το ΜΑΧ λόγω της φοράς της 

ανίσωσης που δίνεται για την f στην εκφώνηση) 

Είναι όµως 2 2 2 2g(0) 4,g(a) 1 1 2,g(b) 1 1 2= ≤ + = ≤ + = µε a<0<b άρα 

το µέγιστο της g βρίσκεται στο εσωτερικό του [a,b] . Ισχύουν οι 

προϋποθέσεις του Θ Fermat για την g σε κάποιο σηµείο ξ του (a,b) 

άραg ( ) 0 2f ( )[f ( ) f ( )] 0′ ′ ′′ξ = ⇒ ξ ξ + ξ =  
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Αν 2f ( ) 0 g( ) f ( ) 0 1′ ξ = ⇒ ξ = ξ + ≤ άτοπο γιατί g( ) max 4ξ = ≥ οπότε 

(a, b) : f ( ) f ( ) 0′′∃ξ∈ ξ + ξ =  

10Β8          

f άρτια .Έτσι είναι 
2

2

f (r) 0 r 3 r 2r r 3 r 2 r r 3 2 r

r 2 r 3 0 0 r 3

= ⇒ = συν − ηµ ≤ συν + ηµ ≤ + ⇒

− − ≤ ⇒ < ≤
 

συµπεραίνουµε ότι οποιαδήποτε θετική ρίζα της f  βρίσκεται στο 

(0,3] [1]Τώρα 

f (x) 2x(1 x) 5 x 0 x (0, ) (0,3] f x (0,3]′ = −συν + ηµ > ∀ ∈ π ⊃ ⇒ ∀ ∈&  

άρα η f έχει το πολύ µια θετική ρίζα λόγω της [1] 

Όµως 2f (0)f ( ) 3( 3) 0π = − π + <  οπότε η συνεχής f έχει µια ακριβώς 

θετική ρίζα και λόγω συµµετρίας δυο ακριβώς πραγµατικές ρίζες 

10Β17 

x 2 x ln x ln(x 2)x (x 2) f (x) f (x 2)
x x 2

+ +
= + ⇔ = ⇔ = +

+
 

Παραγωγίζουµε και 2

1 ln xf (x)
x
−′ =  που έχει µοναδική ρίζα το e 

Έτσι αν 0 x x 2 e< < + ≤  από το ΘΜΤ f (x 2) f (x) 2f (a) 0′+ − = ≠  

αφού a<e 

αν 0 e x x 2< ≤ < +  πάλι από το ΘΜΤ f (x 2) f (x) 2f (b) 0′+ − = ≠  

αφού b>e 

Άρα οι µόνες πιθανές λύσεις υπάρχουν όταν x<e<x+2 αλλά τότε η 

f(x+2)  είναι γνήσια αύξουσα ενώ η f(x) είναι γνήσια  φθίνουσα, άρα 

η f(x+2)-f(x)  είναι γνήσια αύξουσα που σηµαίνει ότι αν έχει ρίζα στο 

διάστηµα αυτό είναι µοναδική. Παρατηρούµε ότι το 2 είναι µια 

προφανής λύση που είναι τελικά η µόνη λύση της εξίσωσης 
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10Γ1          

Θεωρούµε την xf (t) t , t 0= > έχουµε f (3) f (6) f (4) f (5)+ = + ⇔  
x 1 x 1 x 1 x 1f (6) f (5) f (4) f (3) (6 5)xa (4 3)xb x(a b ) 0− − − −− = − ⇔ − = − ⇔ − =

Η  εξίσωση αυτή έχει µοναδικές λύσεις τα 0 και 1 αφού 

3<b<4<5<a<6 

10Γ2          

Θεωρούµε την εξίσωση : 
3x 0

3 2
2

x 12x 8x kx 12x 8 0 k f (x)
x

≠ + −
− + − = ⇔ = =  

Για x>0 αυτές πρέπει να είναι 3  

Επειδή όµως 
2

3 x x 0

(x 2) (x 4)f (x) 0, x (0, ), lim f (x) , lim f (x)
x →+∞ → +

− +′ = > ∀ ∈ +∞ = +∞ = −∞

 υπάρχει µοναδικό σηµείο τοµής. Άρα οι ρίζες πρέπει να ταυτίζονται 

σε µια τριπλή. Τότε όµως το πολυώνυµο γράφεται στην µορφή 
3(x r)−  απ’ όπου βρίσκουµε εύκολα το r=2 και το k=6 

 

10Γ3          

Έστω f (x) 0, x (a,b)≠ ∀ ∈  

Τότε η συνεχής f θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο πχ f (x) 0>  στο 

(a,b) . Έτσι 

( )2 2 2

2

x / 2 x / 2 x / 2

x / 2

f (x) xf (x) 0 e f (x) xe f (x) 0 e f (x) 0

e f (x) x (a,b)

′′′ ′ ′′ ′ ′+ > ⇒ + > ⇒ > ⇒

′ ∀ ∈&
 

Λαµβάνοντας υπ’ όψη το θ . Rolle συµπληρώνουµε τον παρακάτω 

πίνακα µονοτονίας 
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Καταλήξαµε σε αντίφαση για το πρόσηµο της συνάρτησης 

10Γ4          

Είναι p(x)=a(x-a1)(x-a2)...(x-an) 

1 2 n| p(x)|=|a||x-a ||x-a |...|x-a |⇒ ⇒  

1 2 n

1 2 n

ln | p(x)|= ln |a|+ ln |x-a |+ ln |x-a |+...+ ln |x-a |
p (x) 1 1 1...
p(x) x-a x-a x-a

⇒
′

= + + +
 

Παραγωγίζουµε ακόµη µια φορά και παίρνουµε 
2

2 2 2 2
1 2 n

2

p (x)p(x) [p (x)] 1 1 1...
p (x) (x-a ) (x-a ) (x-a )

[p (x)] p (x)p(x) 0

′′ ′−
= − − − − ⇒

′ ′′− >

 

Βέβαια τα προηγούµενα ισχύουν για 1 2 nx a ,a ,..., a≠  

Μένει να δούµε αν µπορεί κάποιο από τα ak να είναι ρίζα 

του 2[p (x)] p (x)p(x)′ ′′−  δηλαδή αν 

x             a                   ξ                   b 
 
 

2x / 2e f (x)′                     0 
 
 

2x / 2e f (x)′            -        0       + 
 
f (x)′                  -         0       + 
 
              0                                        0 
f (x)  
 
 
f (x)                  -                    - 
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kp(a ) 0
2

k k k k[p (a )] p (a )p(a ) 0 p (a ) 0
=

′ ′′ ′− = ⇒ = τότε όµως το ak θα είναι 

κοινή ρίζα του πολυωνύµου και της παραγώγου του, οπότε ως 

γνωστόν θα είναι τουλάχιστον διπλή ρίζα του p(x) άτοπο αφού όλα 

τα ak είναι διαφορετικά µεταξύ τους 

10Γ5          

H εξίσωση γράφεται 8 6 3(2x 4x) (3x 5x 6) 0− + − + =  

Άρα 6 3 473x 5x 6
12

− + ≥  

Αν 8f (x) 2x 4x= − τότε 7f (x) 16x 4′ = −  Εύκολα διαπιστώνουµε  

µέσω του πίνακα  µονοτονίας ότι η f έχει ελάχιστο στο 7
0

1x 1
4

= <  

το 7 0
0 0 0

7xf (x ) 2x (x 2)
2

= − = −  αφού 7
0

1x
4

=  

Αρκεί να δειχθεί λοιπόν ώστε η αρχική εξίσωση να είναι αδύνατη ότι  

0
0

7x47 470 x
12 2 42

− > ⇔ <  που ισχύει διότι 0
47x 1
42

< <  

10Γ6          

Αρκεί να δείξουµε ότι 8 6 6 32x x 2x 3x 2x 9+ > − + + −  και επειδή 
8 62x x 0+ ≥  αρκεί 6 32x 9 3x 2x f (x) 4 g(x)+ > + ⇔ + > όπου 

Θέτω 6 3f (x) 2x 5,g(x) 3x 2x= + = + και θα δείξω ότι f (x) g(x)≥ και 

άρα το ζητούµενο 

Αν x 0 f (x) 0 g(x)≤ ⇒ ≥ ≥   

Αν x 1≥  έχουµε 
4f (1) 17 11 g (1), f (x) 60x 18x g (x)′ ′ ′′ ′′= > = = > = οπότε θα ισχύει 

f (x) g (x) f (x) g (x) f (1) g (1) 6 0′ ′ ′ ′ ′ ′− ⇒ − ≥ − = >&  άρα 
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f (x) g (x)′ ′> και επειδή είναι f (1) g(1) 2 0− = >  θα έχουµε 

f (x) g(x)>  

Για 0 x 1≤ ≤  η g είναι κυρτή αφού g (x) 18x 0′′ = > και χορδή της 

είναι η y 5x= οπότε 35x 3x 2x≥ + άρα για 0 x 1≤ ≤  αρκεί 
6 62x 5 5x 2x 0 5(x 1)+ ≥ ⇔ ≥ ≥ −  που ισχύει 

Τότε η f (x) g(x)≥ ισχύει x R∀ ∈  

10Γ7          

Θέτουµε f (x) ( x) x,g(x) ( x) x ,x [0, / 2]= ηµ συν − = συν ηµ − ∈ π  και 

θέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχουν a b (0, / 2):f (a) g(b) 0< ∈ π = =  

Έχουµε f (x) x ( x) 1 0′ = −ηµ συν συν − <  αφού 

x (0,1) (0, / 2)συν ∈ ⊂ π οπότε συν(συνx)>0  και κατά συνέπεια 

f (x) 0′ <  που σηµαίνει ότι η f έχει µια το πολύ ρίζα 

Ακόµη g (x) x ( x) 1 0′ = −συν ηµ ηµ − <  για τους ίδιους λόγους ,άρα 

και η g έχει µια το πολύ ρίζα 

Επειδή f (0) 1 0,f ( / 2) / 2 0= ηµ > π = −π <  και 

g(0) 1 0,g( / 2) 1 / 2 0= > π = − π <  από το θεώρηµα Bolzano και τα 

προηγούµενα συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν µοναδικά 

a,b (0, / 2):f (a) g(b) 0∈ π = =  

Για να δείξουµε ότι a b<   θα χρησιµοποιήσουµε την βασική 

ανισότητα x x,x (0, / 2)ηµ < ∈ π  [1]τότε 

( x) xηµ συν < συν [2] 

Όµως η συνx είναι γνήσια φθίνουσα άρα από την [1] 

παίρνουµε ( x) xσυν ηµ > συν [3] 

Τελικά ( x) x ( x)ηµ συν < συν < συν ηµ [4] 

Αν b a a b ( a) ( b) a b≤ ⇒ συν ≤ συν ⇒ ηµ συν < συν ηµ ⇒ <  άτοπο 

άρα a b<  
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10Γ8          

( )( )g(x) f (x) xf (x) f (x) xf (x)′ ′= + −  

∆ιότι  ( ) ( )f (x) xf (x) xf (x) ′′+ = , ( ) ( )2 2x / 2 x / 2f (x) xf (x) e f (x) e− ′′ − =  

Η συνάρτηση xf (x)  έχει k+1 ρίζες απλές ,τις k του f και το 0 που 

δεν είναι ρίζες της παραγώγου της αφού είναι απλές. Από Rolle 

λοιπόν η ( )xf (x) ′ θα έχει τουλάχιστον k ρίζες 

Η συνάρτηση 
2x / 2e f (x)− έχει τις k απλές ρίζες της f άρα η 

( )2x / 2e f (x)− ′ πάλι από Rolle  έχει τουλάχιστον k-1 ρίζες. Το ίδιο και η 

( )2 2x / 2 x / 2e f (x) e− ′  

Θα δείξουµε πως οι συναρτήσεις ( ) ( )f (x) xf (x) , f (x) xf (x)′ ′+ − δεν 

έχουν κοινή ρίζα οπότε αφού η 1η έχει τουλάχιστον k και η 2η 

τουλάχιστον k-1 ρίζες τότε η ( )( )g(x) f (x) xf (x) f (x) xf (x)′ ′= + −  θα 

έχει τουλάχιστον k+k-1=2k-1 ρίζες 

Πράγµατι αν υπήρχε r: f (r) rf (r) 0,f (r) rf (r) 0′ ′+ = − = τότε 

f (r) 0≠ αλλιώς f (r) f (r) 0′= =  άτοπο αφού το r είναι απλή ρίζα και 

2f (r) 1r r 1
f (r) r
′

= = − ⇒ = −  άτοπο 

10∆1          

Θέτουµε 
n n 1

n
x x x... 1 f (x)
n! (n 1)! 1!

−

+ + + + =
−

 

Παρατηρούµε ότι n 2 n 1 nf (x) f (x) f (x)+ +′′ ′= =  

Θα δείξουµε επαγωγικά ότι 2nf (x) 0, x R> ∀ ∈ Για n=0 είναι 

προφανής. ∆εχόµαστε πως 2nf (x) 0, x R> ∀ ∈ και θα δείξουµε πως 
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2n 2f (x) 0, x R+ > ∀ ∈ . Πράγµατι το 

2n 1 2n 2n 1f (x) f (x) 0, x R f (x)+ +′ = > ∀ ∈ ⇒ &στο R άρα έχει µοναδική 

ρίζα r ως πολυώνυµο περιττού βαθµού Από εδώ προκύπτει το 

πρόσηµο του όπως στον παρακάτω πίνακα  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σύµφωνα µε αυτόν τον πίνακα ολικό ελάχιστο του 2n 2f +  προέκυψε το 

2n 2f (r)+  όπου r είναι η ρίζα του 2n 1f + . Αν δείξουµε ότι 2n 2f (r) 0+ > θα 

έχουµε αποδείξει το επαγωγικό µας βήµα , ότι δηλαδή 

2n 2 2nf (x) 0 f (x) 0, n N, x R+ > ⇒ > ∀ ∈ ∈  

Έχουµε λοιπόν
2n 2 2n 2

2n 2 2n 1
r rf (r) f (r)

(2n 2)! (2n 2)!

+ +

+ += + =
+ +

 

Αρκεί 
2n 2rr 0 0

(2n 2)!

+

≠ ⇒ >
+

 Εάν το r=0 θα έπρεπε 2n 1f (0) 0+ =  άτοπο 

διότι 2n 1f (0) 1+ =  όπως προκύπτει από τον αρχικό τύπο του 

πολυωνύµου  

∆είξαµε λοιπόν ότι 2nf (x) 0, n N, x R> ∀ ∈ ∈ που σηµαίνει ότι όταν n 

άρτιος το fn δεν έχει ρίζα 

Όµως το f2n+1 έχει µια τουλάχιστον ρίζα ως πολυώνυµο περιττού 

βαθµού. Η ρίζα αυτή είναι µοναδική διότι 

      x                              r 
2n 2 2nf f+′′ =                     + 

 
2n 2 2n 1f f+ +′ =  

 
 

2n 2 2n 1f f+ +′ =             -     0      +      
 

2n 2f +  
                                 2n 2f (r)+  
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2n 1 2n 2n 1f (x) f (x) 0, x R f+ +′ = > ∀ ∈ ⇒ γνήσια αύξουσα στο R πράγµα 

που ολοκληρώνει την απόδειξη 

10∆2          

Έστω πχ ότι ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής του Ρ είναι >0  

Θα δείξουµε ότι 

1.Ρ αρτίου βαθµού τότε το Ρ έχει ολικό ελάχιστο 

2. 0 0x : x x 0 P(x)και P∃ ∀ > ⇒ <  γνήσια αύξουσα 

Πράγµατι αφού 
x
lim P
→−∞

= +∞ θα υπάρχει a κοντά στο 

: P(x) P(a), x a−∞ ≥ ∀ ≤ και αφού 
x
lim P
→+∞

= +∞ θα υπάρχει b κοντά 

στο : P(x) P(b), x b+∞ ≥ ∀ ≥  ακόµη από το θ.max-min τιµής για 

συνεχείς συναρτήσεις θα c [a,b] : P(x) P(c), x [a,b]∃ ∈ ≥ ∀ ∈  Τότε 

ολικό ελάχιστο είναι ο µικρότερος από τους P(a),P(b),P(c) έστω 

0P(x )  

Τώρα αν r,r΄ οι µεγαλύτερες των ριζών του Ρ και της παραγώγου του 

Ρ΄ για x d max{r, r '}> =  τα Ρ,Ρ΄ θα έχουν σταθερό πρόσηµο και 

µάλιστα θετικό λόγω του ορίου τους στο +άπειρο που αποδεικνύει 

τον ισχυρισµό µας 

 

Αν ονοµάσουµε µε s [d]=  για αρκετά µεγάλο κ το q γράφεται 

0

q(x) P(x) ... P(x s) P(x s 1) ... P(k)
q(x) (s 1)P(x ) P(x s 1) ... P(k)

= + + + + + + + +
≥ + + + + + +

 

Αφού ολικό ελάχιστο των όλων των P(x),…,P(x+s) είναι το P(x0) 

Ακόµη το x+s+1>d που σηµαίνει ότι 

P(x s 1) 0
P(x s 1) P(x s 2) ... P(x k)

+ + >
+ + < + + < < +

 

Άρα 
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0

0

q(x) (s 1)P(x ) P(x s 1) ... P(k)
q(x) (s 1)P(x ) (k s)P(x s 1)

≥ + + + + + + ⇒
> + + − + +

 

Συνεπώς µπορούµε να επιλέξουµε  το κ : 0(s 1)P(x )k s
P(x s 1)
+

> −
+ +

που 

σηµαίνει ότι το q>0 οπότε δεν θα έχει καµιά ρίζα 

10∆3          

Αν n περιττός τότε η εξίσωση είναι πολυωνυµική περιττού βαθµού 

άρα για οποιεσδήποτε τιµές των a,b έχει ρίζα 

Αν n=2k άρτιος τότε αρκεί το b να ανήκει στο σύνολο τιµών της 
2kf (x) x 2ax= −  

Είναι 2k 1f (x) 2kx 2a−′ = −  

Αν α>0 εύκολα από τον πίνακα µονοτονίας προκύπτει ότι η f έχει 

ελάχιστο για 
1

2k 1
0

ax ( )
k

−=  το 2k 1
0 0 0 0

1f (x ) x (x 2a) 2ax ( 1)
2k

−= − = −  

Θέτω 
1

2k 1
0

1 a 1g(k) 2ax ( 1) 2a( ) ( 1)
2k k 2k

−= − = −  

Τώρα θέλουµε 0b f (x )≥  ώστε το b να ανήκει στο σύνολο τιµών της 

f  

δηλαδή b g(k), k N≥ ∀ ∈  άρα το b max g(k)≥  ώστε η ανισότητα να 

ισχύει για όλα τα k 

Θεωρούµε το κ πραγµατικό, k x 1= ≥ , προκειµένου να βρούµε το 

µέγιστο της g και κατόπιν θα περιοριστούµε αν χρειαστεί στους 

ακεραίους. Να σηµειώσουµε ότι a 1≥  αφού είµαστε στην περίπτωση 

a 0,a Z> ∈  
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Μετά τις πράξεις είναι 

1
2x 1a aln

x xg (x) ,x 1,a 1
x(2x 1)

−   
   
   ′ = ≥ ≥

−
  γίνεται 

φανερό ότι η g παρουσιάζει µέγιστο για x=a το g(a) 1 2a= − και 

επειδή το α είναι ακέραιος, και η g(k)  µε k ακέραιο παρουσιάζει το 

ίδιο µέγιστο 

Παρατηρούµε ότι αν στην g βάλουµε όπου α το –α ο τύπος 

παραµένει ίδιος άρα τα προηγούµενα ισχύουν  και όταν α<0 

Για α=0 πρέπει b 0≥  ώστε το b να ανήκει στο σύνολο τιµών της f 

που είναι το [0, )+∞  αφού τώρα 2kf (x) x=  

Τελικά πρέπει a 0,b 0= ≥  ή  b 1 2a≥ −  

10∆4          

Αν 2 1b p 2k 1 ,a p 2m 1= = + = = +  η εξίσωση γράφεται  

2m 1 2m 1 n nk (k 1) a (k k 1)Q(k) c+ ++ + = ⇔ + + =    όπου Q πολυώνυµο 

του κ 

Τότε ο πρώτος n n n2k 1/ c 2k 1/ c c (2k 1) A(k)+ ⇒ + ⇒ = +  

Έτσι η εξίσωση γίνεται 
2m 1 2m 1 nk (k 1) (2k 1)Q(k) (2k 1) A(k)+ ++ + = + = +  που σηµαίνει ότι το 

Q  έχει παράγοντα το 2k+1 (αφού n>1)  

Άρα το πολυώνυµο 2m 1 2m 1P(k) k (k 1)+ += + +  θα έχει παράγοντα 

τουλάχιστον το (2k+1)2 

Αναγκαστικά λοιπόν από γνωστή πρόταση θα έπρεπε 

1 1P( ) P ( ) 0
2 2

′− = − =  

Όµως 2m 2mP (x) (2m 1)(x (x 1) ) 0 x R′ = + + + ≠ ∀ ∈ ,άτοπο που 

σηµαίνει ότι η εξίσωση δεν έχει ποτέ ακέραιες λύσεις 
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11Β3          

x y a x b x
a b a b a a b b
+

= ⋅ + ⋅ =
+ + +

… µετά Jensen 

11Β6          

Έστω Α,Β σηµεία της f  και Γ σηµείο της y=x : ΑΓ//x΄x, ΓΒ//y΄y µε 

τυχαίο Α στο [0,1]. Ισχύει η ανίσωση |ηµα-ηµβ|<|α-β| . Συµπεράνετε 

ότι ΑΓ>ΓΒ. ∆είξτε ότι ΑΓ=f -1(x)-x , ΒΓ=x-f (x)   

11Β7          

Μονοτονία της f(x)-ηµx και της f(-x)-ηµx σε κατάλληλα διαστήµατα 

11Β16          
f

a x b f (a) f (x) 1 f (x)
↑

≤ < ⇒ ≤ ⇒ ≤  

Θέτουµε 
a x b

2

x b

1 f (x)g(x) x g (x) 1 g (x) 0 g
f (x) f (x)

1 1g(a) g(x) lim g(x) a x b 0 a 1 b
f (a) f (x)

≤ <

→

′
′ ′= + ⇒ = − ⇒ ≥ ⇒ ↑ ⇒

≤ ≤ ⇒ + ≤ + ≤ + ⇒ + ≤
 

11Β20          

b a a b( 1) 1
a b a b a b
−

= ⋅ − + ⋅ =
+ + +

… µετά Jensen 

11Β21          

∆είξτε ότι λόγω της µονοτονίας της f  και επειδή f(x)>0 θα είναι 

x
im f (x) k R
→+∞

= ∈ . Μετά δείξτε, ότι f(x-1)-f(x)<f ΄(x)<f(x+1)-f(x).  

11Γ1          

Αποδεικνύεται εύκολα µε πίνακα µονοτονίας 

ότι x(1 k) 1 kx,k,x (0,1)− ≤ − ∈ . Είναι 

1 b 1 b b aa (1 (1 a)) 1 (1 a)(1 b) a b ab a b a
a b

− −= − − ≤ − − − = + − < + ⇒ >
+
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 και όµοια a bb
a b

>
+

 προσθέτοντας κατά µέλη τις δυο ανισότητες 

προκύπτει το ζητούµενο 

11Γ2          

Θέτουµε b x 0
a
= >  οπότε διαιρώντας µε 4a την ζητούµενη αρκεί να 

δείξουµε ότι 2 2(8 x ) 16x, x 0+ > ∀ > . Ονοµάζουµε 
2 2f (x) (8 x ) , x 0= + >  τότε  f  κυρτή αφού 2f (x) 12x 32 0′′ = + >  

Εφαπτοµένη στο 1 είναι y f (1) f (1)(x 1) y 18x 63′− = − ⇔ = +  

Αλλά η f είναι κυρτή 

f (x) y f (x) 18x 63 18x 16x, x 0⇒ ≥ ⇒ ≥ + > > ∀ >   

11Γ3          

Θέτουµε 
3xf (x) x x

6
= ηµ − + και θα δείξουµε ότι f (x) 0, x 0> ∀ >  

fD =[0,+ )∞  

f παραγωγίσιµη µε 
2xf (x)=συνx-1+

2
′ , f (x)=-ηµx+x′′ , f (x)=1-συνx′′′  

         

x 0

f '' 0
f '' 0
f '

0
f ' 0
f

+∞

+

+

 

Επειδή f ''  γνήσια αύξουσα στο [ )0,+∞ για x > 0 παίρνουµε: 

f (x) f (0)=0′′ ′′> .Επιπλέον η f ΄ είναι συνεχής στο [ )0,+∞  άρα f '  
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γνήσια αύξουσα στο[ )0,+∞  και συνεχίζουµε έτσι µέχρι να 

συµπληρωθεί ο προηγούµενος πίνακας. Τελικά η συνάρτησή µας 

είναι γνήσια αύξουσα στο [ )0,+∞ άρα f (x) f (0)=0, x 0> ∀ >  

Θέτουµε όπου x το 1/x και παίρνουµε 

3 2

1 1 1 1 1x 1 , x 0
x x 6x x 6x

   ηµ > − ⇒ ηµ > − ∀ >   
   

 

Οπότε αρκεί 

2 2

1 1 1(1 )(1 ) 1, x
x 6x 5

+ − > ∀ ≥  Αν θέσουµε 2

1y ,0 y 5
x

= < <  µετά τις 

πράξεις  αρκεί να δειχθεί ότι : 25y y 0− >  που ισχύει αφού 0 y 5< <  

11Γ4          

πρέπει 0 0 0f (x) y f (x) y f (x ) f (x )(x x )′≥ ⇔ ≥ = + −  αρκεί 

0 0 0 0 0 0f (x) f (x ) f (x )(x x ) (x x )f ( ) f (x )(x x )′ ′ ′− ≥ − ⇔ − ξ ≥ −  

έστω 0 0 0x x x f ( ) f (x )′ ′> ⇒ ξ > ⇒ ξ >  οπότε η προηγούµενη ισχύει 

αν 0
0 0

x aa x b 0 x a b a 0 1
b a
−

≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤ − ⇔ ≤ ≤
−

 θέτουµε 

0
0

x at x tb (1 t)a,n t,m 1 t
b a
−

= ⇒ = + − = = −
−

 και ισχύουν τα 

ζητούµενα 

0 0
0

0 0

f (x ) f (a) mf (x ) mf (a)
(m n)f (x ) mf (a) nf (b)

f (x ) f (b) nf (x ) nf (b)
≤ ⇒ ≤

⇒ + ≤ + ≤ ⇒ ≤
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kx yf (kx y mz) f ((kx y) mz)) f (1 m)( ) mz
1 m

kx yf (1 m)( ) mz
k

kx y kx y(1 m)f ( ) mf (z) (k l)f ( ) mf (z)
k k
k k(k )f ( x y) mf (z) (k ) f ( x) f ( y) mf (z)

k k k k
k(k ) f (

k

+ λ + λ + = + λ + = − + = − 
+ λ = − + = + λ 

+ λ + λ
≤ − + = + + =

+ λ + λ
λ λ = + λ + + ≤ + λ + + + λ + λ + λ + λ 

≤ + λ
+ λ

x) f (y) mf (z) kf (x) f (y) mf (z)
k
λ + + = + λ + + λ 

 

Ι) 1 1 15 2 3 5
3 3 3

= ⋅ + ⋅ + ⋅  

ΙΙ) 
a b c

a b c 3 a b ca b c (abc) a ln a b ln b c ln c (ln a ln b ln c)
3

+ + + +
≥ ⇔ + + ≥ + +

 

Παρουσιάζεται η συνάρτηση f (x) x ln x= η οποία είναι κυρτή στο 

(0, )+∞ . Η ανίσωση Jensen δίνει λοιπόν ότι 

f (a) f (b) f (c) a b c a b cf ( ) f (a) f (b) f (c) 3f ( )
3 3 3

a b c a b c a b ca ln a b ln b c ln c 3 ln( ) (a b c) ln( ) [1]
3 3 3

+ + + + + +
≥ ⇔ + + ≥ ⇔

+ + + + + +
+ + ≥ = + +

 

Αλλά από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου του 

Cauchy είναι 

3a b c a b c ln a ln b ln cabc ln( )
3 3 3

+ + + + + +
≥ ⇔ ≥  [2] 

Από τις [1] και [2] προκύπτει άµεσα το ζητούµενο 
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11Γ5          

 

 

 

 

 

 

 

Έστω 

x PD BC, y PE AC,z PF AB,PA k ,PB m,PC n= ⊥ = ⊥ = ⊥ = = =  

Ονοµάζω BPD ,CPE , APF= θ = ϕ = ω  τότε από τα εγγράψιµµα 

τετράπλευρα PFBD, PDCE και PEAF προκύπτουν οι γωνίες 

BPF ,CPD C, EPA A= π−φ−Β = π−θ− = π−ω−  ,όλες οξείες µαζί 

µε τις φ, θ, ω , ως γωνίες ορθογωνίων τριγώνων 

Από τα ορθογώνια τρίγωνα BPD και CPD  παίρνουµε 
2x x x ( C)

mn m n
= = συνφσυν π−θ−  

Και αντίστοιχα κυκλικά  
2 2y z( ) , ( )

nk km
= συνθσυν π−ω−Α = συνωσυν π−φ−Β  

Πολλαπλασιάζοντας τις τρεις τελευταίες σχέσεις κατά µέλη 

παίρνουµε  
2xyz ( C) ( ) ( )

kmn
  = συνφσυν π−θ− συνθσυν π−ω−Α συνωσυν π−φ−Β 
 
Αρκεί λοιπόν να βρούµε το µέγιστο της παράστασης 

L ( C) ( ) ( )= συνφσυν π−θ− συνθσυν π−ω−Α συνωσυν π−φ−Β  

Α

F

B D C

E

φ
θ

ω
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Για τον λόγο αυτό θεωρούµε την συνάρτηση 

f (x) n(συνx) , x (0, )
2
π

= ∈  

Έχουµε 2

1f (x) 0, x (0, )
συν x 2

π′′ = − < ∀ ∈  οπότε είναι κοίλη στο 

διάστηµα αυτό τότε 

1 2 6 1 2 6

6 1 2 6
1 2 6

6 1 2 6
1 2 6

n(συνx ) n(συνx ) ... n(συνx ) x x ... xn(συν( ))
6 6

x x ... xn(συνx συνx ...συνx ) n(συν ( ))
6

x x ... xσυνx συνx ...συνx συν ( )
6

+ + + + + +
≤ ⇔

+ + +
≤ ⇔

+ + +
≤

Για 1 2 3 4 5 6x , x C, x , x , x , x= φ = π−θ− = θ = π−ω−Α = ω = π−φ−Β  

και επειδή A B C+ + = π  αντικαθιστώντας στην προηγούµενη 

προκύπτει 

2 6
1 2 6

2π 27 3 3L =συνx συνx ...συνx συν ( ) L
6 64 8

≤ = ⇒ ≤  

Η ισότητα ισχύει όταν τα xk είναι ίσα µεταξύ τους δηλαδή όταν το Ρ 

είναι το κέντρο του ισόπλευρου τριγώνου ABC 

11Γ6          

Αν Ο το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ∆ θα είναι  ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ=Ο∆=1 

Ονοµάζουµε τις γωνίες των κορυφών των Ισοσκελών τριγώνων 

ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟ∆ , ∆ΟΑ αντίστοιχα 2x , 2y , 2z , 2ω όπως στο σχήµα 

Τότε οι x ,y ,z, ω είναι προφανώς 

οξείες και AB OAηµx AB=2ηµx
2

= ⇔  

Οπότε κυκλικά παίρνουµε  

B 2ηµy,Γ∆=2ηµz ,∆Α=2ηµωΓ =  

Επειδή 4ΑΒ⋅ΒΓ ⋅Γ∆ ⋅∆Α ≥   

 αντικαθιστώντας 

   x  2y 
x         2z  
  2ω 

A

B

Γ

∆
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τις προηγούµενες σχέσεις προκύπτει η ανισότητα : 

1ηµx ηµy ηµz ηµ
4

⋅ ⋅ ⋅ ω ≥       [1] 

Θεωρούµε λοιπόν την συνάρτηση f (x) n(ηµx) , x (0, )
2
π

= ∈  . Είναι 

2

1f (x)
ηµ x

′′ = −  

Συνεπώς η f  είναι κοίλη στο διάστηµα αυτό . 

Εφαρµόζουµε λοιπόν την ανίσωση Jensen για τους αριθµούς  x,y,z 

και ω 

4

4

4

n(ηµx) n(ηµy) n(ηµz) n(ηµω) x y zn(ηµ( ))
4 4

x y zn(ηµx ηµy ηµz ηµω) n(ηµ ( ))
4

x y zηµx ηµy ηµz ηµω ηµ ( )
4

ηµx ηµy ηµz ηµω ηµ ( )
4

+ + + + + +ω
≤ ⇔

+ + +ω
⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⇔

+ + +ω
⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⇔

π
⋅ ⋅ ⋅ ≤

 

Τελικά δηλαδή 1ηµx ηµy ηµz ηµω
4

⋅ ⋅ ⋅ ≤     [2] 

Από τις  [1], [2] συµπεραίνουµε ότι ισχύει η ισότητα. Αλλά είναι 

γνωστό ότι η ισότητα στην Jensen ισχύει όταν x=y=z=ω πράγµα που 

σηµαίνει ότι καθεµιά από τις γωνίες x,y,z,ω είναι 450 οπότε το 

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο 

11Γ7          

Από Jensen 

A B( ) 3 ( )
3 3 3

3 3
2

+ +Γ ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ π
ηµ ≥ ⇔ ηµ ≥ ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ⇔

≥ ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ
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Η ισότητα  ισχύει όταν Α=Β=Γ δηλαδή το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 

Άρα η τιµή 3 3
2

, είναι η µέγιστη τιµή του αθροίσµατος 

ηµΑ+ηµΒ+ηµΓ 

11Γ8          

Θέτουµε στην ανίσωση Jensen 

1 1 2 2 n n 1 2 2 n n

1 2 n 1 2 n

i i

k x k x ... k x k f (x) k f (x ) ... k f (x )f ( ) ,
k k ... k k k ... k

k 0,x ,f κυρτή

+ + + + + +
≤

+ + + + + +
> ∈∆

 

όπου nf (x) x−= =κυρτή στο (0, )+∞ και 2
i i

b ck a , x
2a
+

= = και κυκλικά 

τα a,b,c και έχουµε 
n n 2 n 2 n 2

1 1 2 2 3 3
2 2 2 n n n

1 2 3

k f (x ) k f (x ) k f (x ) 2 a b c[ ]
k k k a b c (b c) (c a) (a b)

+ + ++ +
= + +

+ + + + + + +

 1 1 2 2 3 3
2 2 2

1 2 3

k x k x k x ab bc baf ( ) f ( ) f (1) 1 ύf
k k k a b c
+ + + +

= ≥ = αφο
+ + + +

γνήσια 

φθίνουσα και είναι γνωστό ότι ab+bc+ca≤ a2+b2+c2 

¨Έτσι προκύπτει άµεσα το ζητούµενο 

11Γ9          

Αρχικά θα δείξουµε ότι  
a b c

a b c a b b c c ab c a
2 2 2

a b b c c aa ln b b ln c c ln a a ln b ln c ln
2 2 2

+ + +     ≤ ⇔     
     

+ + +     + + ≤ + +     
     

 

Εφαρµόζουµε την ανίσωση Jensen(17) για την κοίλη ln x οπότε 

αρκεί να δειχθεί ότι 
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ln a ln b ln b ln c ln c ln aa ln b b ln c c ln a a b c
2 2 2

a(ln a ln b) b(ln b ln c) c(ln c ln a) 0
a(ln a ln b) b(ln b ln c) c(ln a ln c)

+ + +
+ + ≤ + + ⇔

− + − + − ≥ ⇔
− + − ≥ −

 

Επειδή η ανισότητα είναι κυκλικά συµµετρική[19] δεχόµαστε ότι 

c b a≤ ≤  

Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ για την ln x στα [b,a],[c,b] και [c,a] 

a(a b) b(b c) c(a c)
x y z
− − −

+ ≥  

Επειδή 0 c y b x a< < < < < αρκεί 

c(a c) c1(a b) 1(b c) 1
z z
−

− + − ≥ ⇔ ≥  που ισχύει από το τρίτο ΘΜΤ 

στο [c,a] 

Τώρα θα δείξουµε την  
a b c

a b ca b b c c a a b c
2 2 2

a b b c a ca(ln a ln ) b(ln b ln ) c(ln ln c)
2 2 2

+ + +      ≤ ⇔     
     

+ + +
− + − ≥ −

 

Και πάλι µε ΘΜΤ στα αντίστοιχα διαστήµατα αρκεί 

a b b c a ca( ) b( ) c( )
2k 2m 2n
− − −

+ ≥ µε  

b c a b a cm b, k a,c n a
2 2 2
+ + +

< < < < < < <  

Αρκεί λοιπόν  

a b b c a c a c c a c c( ) ( ) c( ) 1
2 2 2n 2 n 2 n
− − − − −

+ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  που ισχύει . 

11Γ10          

Θέτουµε 
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2 22x y 1f (x) 1
x 1 y 1 xy 1

    = + + −     − − −     
 µε 1x 1,x 1

y
≠ ≠ ≠  

Έτσι το D(f) αποτελείται από την ένωση  τριών διαστηµάτων µε 

άκρα τα ,1,1/ y±∞  

Είναι 
x x x 1 x 1/ y
lim f (x) lim f (x) 0,limf (x) lim f (x)
→+∞ →−∞ → →

= = = = +∞  

Ακόµη 
2 2 2

3 3

(1 x y)(x y x(1 3y) y)f (x)
(x 1) (xy 1)

− + − +′ =
− −

 

Η εξίσωση f (x) 0′ =  έχει το πολύ τέσσερεις λύσεις οι οποίες µαζί µε 

τα άκρα του πεδίου ορισµού αποτελούν θέσεις πιθανών ελαχίστων 

και µόνον αυτές 

Τα άκρα του D(f) αποκλείονται λόγω των ορίων, άρα τα ελάχιστα 

πρέπει να αναζητηθούν σε 4 θέσεις τις 
2 3

2

2 3

2

1 3y 1 6y 3y 4y1 1a ,b ,c ,
y y 2y

1 3y 1 6y 3y 4y
d

2y

− + − − + −
= − = + =

− + + − + −
=

 

Είναι 
2 2

1 2 y 1 2 y
f (a) ,f (b) ,f (c) f (d) 0

y 1 y 1
   − +

= = = =      − −   
 

Ακόµη τα a,b υφίστανται αν y>0 ενώ τα c,d αν y<0 η συνάρτηση 

παίρνει µια τουλάχιστον από τις 4 τιµές που η ελάχιστη τιµή τους 

είναι το 0 και κατά συνέπεια ελάχιστη τιµή της συνάρτησής µας είναι 

το 0 
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11Γ11          

Είναι z 1 y x= − − , άρα αρκεί 

3 3 3 9x y (1 x y) 4xy(1 x y)
32

+ + − − + − − ≤ που µετά τις πράξεις δίνει 

2 2 2 9(3 7y)x ( 7y 10y 3)x (3y 3y 1)
32

− + − + − + − + ≤  

Με 

1 1 1 1 1 1x 1 y z [ y,1 y] [0, ] [ y,1 y] [0, ] [ y, ]
2 2 2 2 2 2

1y [0, ]
2

= − − ∈ − − ∩ = − − ∩ = −

∀ ∈
 

Θέτω 

2 2 2 1 1f (x) (3 7y)x ( 7y 10y 3)x (3y 3y 1),x [ y, ]
2 2

1y [0, ]
2

= − + − + − + − + ∈ −

∀ ∈
 

Παρατηρώ ότι για 3 13y f (x)
7 49

= ⇒ = Για 3 7y 0− <  είναι τριώνυµο 

µε µέγιστο το 3 1, y ( , ]
4a 7 2
−∆

∈ µετά τις πράξεις 

3 21g(y) (7y 5y y 1)
4a 4
∆

− = = − + + που εύκολα βρίσκουµε, αφού 

g’=τριώνυµο ότι έχει µέγιστο το 9
32

 

Για 3 7y 0− >  είναι κυρτή µε µέγιστο σε ένα από τα δύο άκρα ½ ή 

½-y του πεδίου ορισµού της  

Έχουµε λοιπόν 21 1 1f ( ) f ( y) ( 2y y 1)
2 2 4

= − = − + +  µε max τιµή το 

9
32

σε οποιοδήποτε διάστηµα του R 
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Τελικά πάντοτε 2 2 2 9(3 7y)x ( 7y 10y 3)x (3y 3y 1)
32

− + − + − + − + ≤  

που είναι το ζητούµενο 

11Γ12          

Αφού x 0, y 0, z 0 , x y z 1> > > + + =  το z µπορεί να είναι 

οποιοδήποτε σηµείο του διαστήµατος (0,1) . Για κάθε y του(0,1) το x 

µεταβάλλεται στο (0,1-y). Έτσι αν στην S αντικαταστήσουµε το z µε 

1-x-y µετά τις πράξεις παίρνουµε µια συνάρτηση του x µε παράµετρο 

το οποιοδήποτε y του (0,1) και µε πεδίο ορισµού το (0,1-y). 

2 3y 2 2 2S (3y 1)[x (y 1)x ] (3y 1)f (x) , x (0,1 y)
9 9 9
−

= − + − − + = − + ∈ −   

Αφού η f  είναι τριώνυµο στο (0,1-y) εύκολα βρίσκουµε ότι 

1 yf ( ) f (x) f (1 y)
2
−

≤ < −  για κάθε x του (0,1-y) διότι το f έχει το 

ελάχιστό του στο δοθέν διάστηµα και το f είναι κυρτή συνάρτηση 

στο (0,1-y). Άρα 
2(3y 1) 3y 2f (x) , x (0,1 y)

36 9
− −

− ≤ < − ∀ ∈ −  

Μετά διακρίνουµε δυο περιπτώσεις 

Α) Αν 10 y
3

< <  τότε άµεσα προκύπτει ότι 

3 3(3y 1) 2 (1 3y) 2S g(y)
36 9 36 9
− −

≤ − + = + =  και επειδή η 

x 0

1 2 1g g(y) lim g(y)
36 9 4→

⇒ < = + ='  οπότε 1S
4

<  
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Β) Αν 1 y 1
3
≤ <  όπως και πριν είναι 

2(3y 1)(3y 2) 2S y y h(y)
9 9

− −
< − + = − + =  τότε το τριώνυµο h έχει 

µέγιστο στο δοσµένο διάστηµα το 1 1h( )
2 4

= . 

 (Αν δινόταν ότι τα x,y,z ήταν µη αρνητικά τότε θα υπήρχε µέγιστο. Εξ 

άλλου η συνάρτηση S(x,y,z) είναι κυρτή στο ανοικτό (0,1)3οπότε δεν 

µπορεί να έχει µέγιστο γιατί αυτό θα βρισκόταν στο άκρο του (0,1)3 ,το 

οποίο όµως είναι ανοικτό) 

11Γ13          

Από την ανισότητα αριθµητικού – γεωµετρικού µέσου είναι 

3
2 2 2 2/3 2/3 2/3

1 a 1 b 1 c 1A 3 (a 1)(b 1)(c 1) 3 3f (a)f (b)f (c)
a b c a b c

+ + +
≥ + + + = =  

όπου 2/3

x 1f (x) , x (0, )
x
+

= ∈ +∞ ,A η δοσµένη παράσταση και η ισότητα 

ισχύει όταν a=b=c Είναι 2

x 2f (x)
3x
−′ = και από τον πίνακα µονοτονίας 

προκύπτει ότι η f έχει ελάχιστο για x=2 το 2 /3f (2) 3(2)−= Τότε 

( )
2

34 2/3
min

9A 3 3(2)
2

−  = =  
 

 

11Γ14          

Για y=σταθερό και a<0 a b

x 0 x 0
lim x y , lim K(x y) Ky
→ + → +

= +∞ + = ≠ +∞  άρα 

δεν µπορεί να ισχύει η a bx y K (x y)⋅ ≤ ⋅ +  [1] οπότε a 0≥  Οµοίως 

και b 0≥  

Θέτουµε 
[1]

a b b a b 1 by zx x z Kx(1 z) x Kz (1 z)+ + − −= ⇒ ≤ + ⇒ ≤ +  [2] 

θεωρώντας πάλι το z σταθερό αν a+b-1>0  τότε 
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a b 1 b b

x x
lim x , lim Kz (1 z) Kz (1 z)+ − − −

→+∞ →+∞
= +∞ + = +  αδύνατον να ισχύει η 

[2] άρα a b 1 0+ − ≤ , ενώ αν a+b-1<0 παίρνοντας όρια της [2] όταν 

x 0→ +  καταλήγουµε πάλι σε άτοπο  άρα a b 1 0+ − ≥  . Τελικά a+b-

1=0 

Τώρα ήρθε η ώρα για το αντίστροφο. ∆ηλαδή αν 

a, b 0,a b 1 0≥ + − =  θα δείξουµε ότι υπάρχει Κ= max{a,b}: 
a bx y K (x y)⋅ ≤ ⋅ +  

Πράγµατι θέλουµε a bx y ax by a ln x b ln y ln(ax by)⋅ ≤ + ⇔ + ≤ + που 

είναι η ανίσωση Jensen για την κοίλη συνάρτηση lnx στο (0, )+∞  

αφού a, b 0,a b 1 0≥ + − =  

Όµως αν Κ= max{a,b}τότε a bx y ax by Kx Ky K(x y)⋅ ≤ + ≤ + = +  

 

11∆1          

Θέτουµε f (x) ( x) ( x) , x [0, / 2)= εφ ηµ −ηµ εφ ∀ ∈ π  

Επειδή f (0) 0=  αρκεί f (x) 0 , x (0, / 2)′ > ∀ ∈ π  

Αλλά 

2 2

3 2

x ( x)f (x) 0, x (0, / 2) x (0, / 2)
( x) x

x ( x) ( x) x (0, / 2)
ln( ( x)) 2 ln( ( x))ln( x)

3

συν συν εφ′ > ∀ ∈ π ⇔ > ∀ ∈ π ⇔
συν ηµ συν

συν > συν ηµ συν εφ ∀ ∈ π ⇔
συν εφ + συν ηµ

συν >

 

Όµως αν 2g(x) ln( x) g (x) x g (x) 1 x′ ′′= συν ⇒ = −εφ ⇒ = − −εφ  

Άρα η g είναι γνήσια φθίνουσα και κοίλη στο (0, / 2)π  

Η ανισότητα που θέλουµε να δείξουµε γίνεται 

g( x) 2g( x)g(x)
3

εφ + ηµ
>  στο (0, / 2)π  
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Από την ανίσωση Jensen έχουµε x 2 x g( x) 2g( x)g( )
3 3

εφ + ηµ εφ + ηµ
>  

στο (0, / 2)π  

Οπότε αρκεί να δειχθεί ότι x 2 xx 3x x 2 x
3

εφ + ηµ
< ⇔ < εφ + ηµ  στο 

(0, / 2)π  

Θέτουµε h(x) x 2 x 3x , x [0, / 2)= εφ + ηµ − ∈ π  

Επειδή h(0) 0=  αρκεί h (x) 0 , x (0, / 2)′ > ∀ ∈ π  

Αλλά  

2
1x x

xh (x) 0, x (0, / 2) 1 x (0, / 2)
3

συν +συν +
συν′ > ∀ ∈ π ⇔ > ∀ ∈ π  

Όµως από την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου έχουµε 

2
3

2

1x x 1x x x 1
3 x

συν +συν +
συν > συν ⋅συν =

συν
 

11∆2                             

Έχουµε 
f 0 f (x)f (x) f (x) 0 1 0

f (x)

> ′′
′′+ > ⇒ + > , 

2
f (x) f (x) f (x)
f (x) f (x) f (x)

′′ ′′ ′   
= −   

   
 

για x (a,b)∈  αντικαθιστώντας παίρνουµε 
2

f (x) f (x)1 0
f (x) f (x)

′′ ′   
+ + >   
   

 

Θέτουµε f (x) g(x)
f (x)
′

= οπότε παίρνουµε 21 g (x) g (x) 0′+ + >  

Ξανά θέτω f (x) g(x) (h(x))
f (x)
′

= = εφ Αν αντικαταστήσουµε τότε 

Προκύπτει  
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1 h (x) 0 x h(x)′+ > ⇒ + γνήσια αύξουσα δηλαδή για x (a,b)∈  η 

f (x)x
f (x)
′

+  είναι γνήσια αύξουσα οπότε
x a x b

a lim h(x) b lim h(x)
→ + → −

+ ≤ +  

Όµως f (a) 0′ < επειδή η f΄ είναι συνεχής (αφού υπάρχει η f΄΄) θα 

ήταν f (x) 0′ < κοντά στο a+ δηλαδή σε διάστηµα (a,a+δ) οπότε η f θα 

ήταν γνήσια φθίνουσα και αφού f(a)=0  θα ίσχυε f(x)<0 στο (a,a+δ) 

που είναι άτοπο αφού f(x)>0 στο (a,b). Συνεπώς f (a) 0′ ≥ και 

αντίστοιχα f (b) 0′ ≤  και λόγω συνέχειας της f΄ τα ίδια πρόσηµα θα 

έχει κοντά στα a+,b- 

Αν f (b)f (a) 0′ ′ ≠  τότε 

( )
( )

x a x a x a

x a x a

f (x) Alim lim (h(x)) lim h(x)
f (x) 0

lim h(x) lim h(x)
2

→ + → + → +

→ + → +

′
= εφ = εφ ⇒ = +∞ =

+
π

= εφ ⇒ =
 

αφού Α>0 και υπάρχει η f (a) A′ = και ανάλογα δείχνουµε ότι 

x b
lim h(x)

2→ −

π
= −  συνεπώς προκύπτει άµεσα το ζητούµενο από την 

x a x b
a lim h(x) b lim h(x)

→ + → −
+ ≤ +  

Αν πάλι κάποιο από τα f (b),f (a)′ ′ ήταν µηδέν για να βρούµε το  

DLH

x a x a

f (x) f (x) f (a)lim lim
f (x) f (x) 0→ + → +

′ ′′ ′′
= = = +∞

′ +
 αφού 

f (a) f (a) 0 f (a) 0′′ ′′+ > ⇒ >  

11∆3          

Από Taylor στα [x,x 1] , [x 1,x]+ −  έχουµε 

f (x) f (u) f (x) f (x)f (x 1) f (x) f (x) f (x) f (x)
2! 3! 2! 3!
′′ ′′′ ′′ ′′′

′ ′+ = + + + > + + + α

φού x u,f ′′′< γνήσια αύξουσα 
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f (x) f (v) f (x) f (x)f (x 1) f (x) f (x) f (x) f (x)
2! 3! 2! 3!
′′ ′′′ ′′ ′′′

′ ′− = − + − > − + − α

φού x v,f ′′′>  γνήσια αύξουσα 

Προσθέτουµε κατά µέλη τις δυο ανισότητες και προκύπτει το 

ζητούµενο 

11∆4          

2f (a)f (x) f (a) f (a) (x a) (x a) , x a
2
′′

′< + ⋅ − + ⋅ − ∀ < [1] Πράγµατι 

έχουµε δείξει σε προηγούµενη άσκηση ότι 
2b a (b a)f (b) f (a) f '(a) f ''( ).

1! 2!
− −

= + + ξ  για ξ ανάµεσα στα a,b για 

b=x<ξ<a και µε δεδοµένο ότι f ′′& αφού f 0′′′ > και 

επιπλέον
2(x a) 0

2
−

≥  δείξαµε το ζητούµενο  

Μπορούµε να θεωρήσουµε το δεύτερο µέλος της [1] σαν τριώνυµο 

του x-a=y και να παρατηρήσουµε ότι όταν y 0≥ οι συντελεστές του 

είναι θετικοί  άρα το τριώνυµο είναι >0 ενώ για y<0 

τριώνυµο>f(x)>0 οπότε το τριώνυµο είναι θετικό στο R που σηµαίνει 

ότι η ∆1<0 [2] 

Χρησιµοποιούµε πάλι την ίδια τεχνική όπως πριν ,µόνο όπου f 

βάζουµε την f ‘ και παίρνουµε την  
f (a) f (a )

2

2

f (a)f (x) f (a) f (a) (x a) (x a) , x a
2

f (a)f (x) f (a) f (a) (x a) (x a) , x a [3]
2

′′′ <′′′
′ ′ ′′< + ⋅ − + ⋅ − ∀ < ⇒

′ ′ ′′< + ⋅ − + ⋅ − ∀ <
 

Ακριβώς µε τα ίδια επιχειρήµατα όπως πριν το δεξί µέλος της [3] 

είναι τριώνυµο του y µε διακρίνουσα ∆2<0 [4] 
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Έτσι αν θέσουµε A=f(a), B=f ‘(a), C=f ‘’(a) οι [2] και [4] γίνονται 

B2<2AC, C2<2AB οπότε τελικά Β<2Α που είναι το ζητούµενο γιατί 

το a ήταν τυχαίο 

11∆5          

Από την 
f (x) Bx

B f (x) B , a x a
f (x) Bx
′ + ↑′′− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ′ − ↓

 συνεπώς 

0 0f (x) Bx f (x ) Bx′ ′+ ≥ + για 0x x a≤ ≤    [1] ενώ 

0 0f (x) Bx f (x ) Bx′ ′− ≥ − για 0a x x− ≤ ≤  [2]  

Όµως µπορούµε τις [1],[2] να τις γράψουµε 

2
0 0 0

B[f (x) (x x )f (x ) (x x ) ] 0
2

′ ′− − + − ≥  για 0x x a≤ ≤  που σηµαίνει 

ότι η 2
0 0 0

Bg(x) f (x) (x x )f (x ) (x x )
2

′= − − + − ↑  για 0x x a≤ ≤  και 

όµοια η 2
0 0 0

Bh(x) f (x) (x x )f (x ) (x x )
2

′= − − − − ↑  για 0a x x− ≤ ≤  

οπότε προκύπτει ότι 

0 0

0 0

2
0 0 0 0 0

2
0

2 2
0 0

2 2 2
0 0 0

g(a) g(x ) , h( a) h(x )}
g(a) h( a) g(x ) h(x )

Bf (a) (a x )f (x ) (a x ) f ( a) (a x )f (x )
2

B (a x ) 0
2

f (a) f ( a) 2af (x ) B(a x ) 0

f (a) f ( a) 2af (x ) B(a x ) 2af (x ) 2Ba
2A f (a) f ( a) f

≥ − − ≥ − ⇒
− − ≥ − ⇔

′ ′− − + − − − − + +

+ + ≥ ⇔

′− − − + + ≥ ⇔

′ ′− − ≥ − + ≥ − ⇒

≥ + − ≥
2

0

0

(a) f ( a) f (a) f ( a)

2af (x ) 2Ba
A Ba f (x )
a

− − ≥ − − ≥

′≥ − ⇒

′+ ≥
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Ανάλογα αν θεωρήσουµε την f (x)−  αφού ισχύουν τα ίδια δεδοµένα 

γι’ αυτήν θα είναι 0
A Ba f (x )
a

′+ ≥ − που δίνει το ζητούµενο 

0
A| f (x ) | Ba
a

′ ≤ +  

Το ελάχιστο της Aq(a) Ba,a 0
a

= + >  από την ανίσωση Α-Μ,Γ-Μ 

είναι το A2 Ba 2 AB
a

=  και επιτυγχάνεται όταν Aa
B

=  

Ένας πολύ πιο σύντοµος τρόπος είναι Από Taylor στο [x,x 2a]+  

έχουµε 
2f (x 2a) f (x) 2af (x) 2a f ( ),x x 2a′ ′′+ = + + θ < θ < +  οπότε 

f (x 2a) f (x) 2Af (x) af ( ) f (x) aB
2a 2a

2Af (x) min( aB) 2 AB
2a

+ −′ ′′ ′= − θ ⇒ ≤ + ⇒

′ ≤ + =
 

11∆6          

Έχουµε  
x x x x

x x x x

g (x ) g(x ) c 0 e (g (x ) g(x )) ce (e g(x )) ( ce )
(e g(x ) ce ) 0 e g(x ) ce

− − − −

− − − −

′ ′ ′ ′− > > ⇒ − > ⇒ > −

′⇒ + > ⇒ +

δηλαδή x xe g(x) ce− −+ γνήσια αύξουσα 

Αρα για x x xx 0 e g(x) ce g(0) c g(x) c (g(0) c)e− −< ⇒ + < + ⇒ + < +  

Επειδή υπάρχει το 
x
lim g(x) L
→−∞

=  παίρνοντας όρια στην προηγούµενη 

όταν x → −∞ προκύπτει L c 0< − <  

Άρα κοντά στο −∞ (x<x1) θα ισχύει : 3c cg(x)
2 2

− < < −   [1]    

δηλαδή 3c cg(x) 0 g(x) c 0
2 2

+ > ⇒ + + >  
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Από την αρχική όµως είναι g (x) g(x) c′ > +  

Συνεπώς από τις δυο τελευταίες c cg (x) 0 g (x)
2 2

′ ′+ > ⇒ > −   [2] 

Όµως αφού η αρχική ισχύει για κάθε n τα προηγούµενα και 

ειδικότερα η [1] θα ισχύει και για την g (x)′  !!! κοντά στο −∞ (x<x2) 

πιθανώς για κάποιο άλλο L c 0′ < − <  αλλά πάντοτε cg (x)
2

′ < −   [3] 

Τώρα για 1 2x min{x ,x }<  οι [2] και η [3] δίνουν την επιθυµητή 

αντίφαση 

12Β12          

Η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο άρα και η f΄΄ πχ f (x) 0 f (x) 0′′> ⇒ <  

Η f έχει εφαπτοµένη που δεν είναι οριζόντια, αλλιώς f (x) 0′′ = . 

Αφού όµως η f  είναι κοίλη θα είναι κάτω από την εφαπτοµένη της 

οπότε 0f (x ) 0<  άτοπο 

12Β13          

Θέτουµε g(x) f (x) M= − =κυρτή και g(x) 0< µετά ίδια µε την 

προηγούµενη 

12Β14          

Η f΄ είναι φθίνουσα. Αν δεν σταθερή τότε η f έχει εφαπτοµένη που 

δεν είναι οριζόντια και θα βρίσκεται κάτω από την εφαπτοµένη της 

οπότε 0f (x ) 0<  άτοπο άρα f (x) 1, x R= ∀ ∈  

12Β15          

Οι ρίζες της f είναι µεµονωµένα σηµεία. Έστω a,b δυο διαδοχικές 

ρίζες και πχ f (x) 0, x (a,b) f (x) x (a,b)′′> ∀ ∈ ⇒ ∀ ∈ Τότε µε Rolle και 

πίνακα µονοτονίας καταλήγουµε σε αντίφαση f (x) 0, x (a,b)< ∀ ∈  

οπότε και η f΄΄ έχει το πολύ µια ρίζα άρα το πολύ ένα σηµείο καµπής 
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Όµως f (x) 5f (x), x R′′′ ′= ∀ ∈ οπότε λόγω των προηγουµένων η f (x)′  

έχει το πολύ µια ρίζα άρα το πολύ ένα ακρότατο 

12Β17          

( )

( )

g f f

x x x x

x 0
x

x 0 f f
x x

f (x) f (x) f (x) f (x) g (x) g(x)

e g (x) e g(x) 0 e g(x) 0 e g(x)

e g(x) 0 g(x) 0 f (x) f (x) 0

e f (x) 0 e f (x) 0 f (x) 0 f (x) 0

′= +

− − − −

>
−

′′> >

′′ ′ ′ ′+ > + ⇒ > ⇒

′′ − > ⇒ > ⇒

′⇒ > ⇒ > ⇒ + > ⇒

′ ′′> ⇒ > ⇒ > ⇒ >

&
 

12Γ1          

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι f (x) x R′ ∀ ∈&  Άρα η 

f είναι κυρτή στο R Έστω ότι η f (x)′ αλλάζει πρόσηµο 

Επειδή είναι συνεχής από Bolzano 0 0x :f (x ) 0′∃ = µε x0 µοναδικό 

αφού είναι γνήσια µονότονη Για 1 0 1x x f (x ) 0′> ⇒ > και επειδή η f 

είναι κυρτή θα είναι «πάνω από την εφαπτοµένη της . ∆ηλαδή 

1 1 1 1f (x) f (x ) f (x )(x x ) x x′> + − ∀ >  

Όµως επειδή 1 1 1x
im (f (x ) f (x )(x x ))
→+∞

′+ − = +∞ προκύπτει ότι 

x
im f (x)
→+∞

= +∞  Άτοπο 

Άρα η f (x)′ δεν αλλάζει πρόσηµο (οπότε δεν θα έχει και ρίζα αφού 

είναι γνήσια µονότονη) 

Αν ήταν f (x) 0′ > µε ίδιο τρόπο καταλήγουµε σε άτοπο 

Άρα f (x) 0 f (x)′ < ⇒ ↓  στο R 

Τότε όµως η συνάρτηση f (x) f (x)′ − ↑  στο R µε συνέπεια η εξίσωση 

f (x) f (x) 0′ − =  να έχει το πολύ µια ρίζα  
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12Γ2          

Με 2 ΘΜΤ στα [x-1,x],[x,x+1] και επειδή η f ΄ είναι γνήσια 

φθίνουσα… 

( )f (x 1) a(x 1) b f (x) ax b f (x 1) f (x) a 0+ − + − − − − = + − − →  

από το προηγούµενο και το κριτήριο παρεµβολής… 

12Γ3          

Θα δείξουµε ότι f (x) a, x R′ > ∀ ∈ . Αν 

g(x) f (x) a g (x) f (x) 0′ ′ ′′= − ⇒ = < άρα g γνήσια φθίνουσα οπότε 

x x
g(x) lim g(x) lim (f (x) a) a a 0

→+∞ →+∞
′> = − = − =  λόγω  της προηγούµενης 

12Γ4          

Το Α το έχουµε δει ξανά στις ανισότητες. Έχουµε επίσης δει ότι 

«χορδή µιας κυρτής βρίσκεται πιο ψηλά από την συνάρτηση» πάλι 

στις ανισότητες το kx yf ( )
k
+ λ
+λ

 είναι η τεταγµένη της Cf στο[x,y] ενώ 

Το kf (x) f (y)
k
+ λ
+ λ

είναι η αντίστοιχη τεταγµένη της χορδής όπως στο 

σχήµα 

 
 

 

  x        kx y
k
+ λ
+ λ

        y 

   
    kf (x) f (y)

k
+ λ
+ λ

 

      kx yf ( )
k
+ λ
+ λ  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Γ                                                                ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 

mathematica.gr   106

12Γ5          

1) 2
1 2 3f (x) x ,k k k 1= = = =  

2) n
1 2f (x) x ,k k 1= = =  

3) 1 2f (x) x ln x,k k 1= = =  

12Γ6          

O πίνακας µονοτονίας της f ξεκινώντας από την f΄΄ εξασφαλίζει την 

ύπαρξη και µοναδικότητα του c 

Είναι γνωστό ότι 

x b

f (x) f (b) f (x) f (b)f (x) f (b) m(x b) m lim m
x b x b

f (b) m
→ −

− −
> + − ⇒ < ⇒ ≤

− −
′⇒ ≤

 

Αν  
lim

1 1w(x) f (x) g(x) w(a) 0,w (a) f (a) k 0 x : w(x ) 0′ ′= − ⇒ = = − > ⇒∃ >
η w (x) f (x) k w (b) f (b) k f (b) m 0′ ′ ′ ′ ′= − ⇒ = − < − <  

Από τον πίνακα µονοτονίας της w και επειδή 

w(a) 0,w(b) (b a)(m k) 0= = − − < προκύπτουν τα ζητούµενα 

12∆1          

Θέτω 

f (x) f (c) f (c),x c
g(x) x c

0 , x c

− ′− ≠= −
 =

 

Και παρατηρώ ότι η g είναι παραγωγίσιµη στο R και δεν έχει ρίζα 

στο ( ,c) (c, )−∞ ∪ +∞  λόγω της αρχικής µας υπόθεσης για y c= α θα 

έχει σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα δυο διαστήµατα πράγµα 

που εύκολα σηµαίνει ότι η fC  είναι σταθερά πάνω ή κάτω από την 

εφαπτοµένη της στο c 
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Πχ έστω ότι για x c>  έχουµε g(x) 0>  δηλαδή fC  είναι σταθερά 

πάνω από την εφαπτοµένη της στο c 

Για x c<  θα αποκλείσουµε την περίπτωση η fC  να είναι και αυτή 

σταθερά πάνω από την εφαπτοµένη της στο c 

Πράγµατι αν ήταν έτσι θα υπήρχε  2 2x c : g(x ) 0< <  οπότε αν 

θεωρήσουµε και  ένα 1x c>  και φέρουµε ευθεία παράλληλη  προς 

την εφαπτοµένη από την ΜΙΝ από τις δυο αποστάσεις  

1 2f (x ) y,f (x ) y− −  όπου y η εφαπτοµένη της fC  στο c , δηλαδή 

y f (c) f (c)(x c)′= + −  τότε αυτή η παράλληλη θα τέµνει την fC  σε 

κάποιο 3 3(x ,f (x ))  λόγω του Θ. Ενδιαµέσων τιµών οπότε θα είχαµε 

1,2 3

1,2 3

f (x ) f (x )
f (c)

x x
−

′=
−

 άτοπο από υπόθεση 

Μένει λοιπόν η δεύτερη περίπτωση να είναι για x c : g(x) 0< > . 

Έτσι έχουµε g(x) 0 g(c), x R≥ = ∀ ∈  , από Fermat λοιπόν θα είναι  

0,DLH
0

2x c x c

x c

f (x) f (c) f (c) f (x) f (c) f (c)(x c)x c0 g (c) lim lim
x c (x c)

f (x) f (c) f (c)lim
2(x c) 2

→ →

→

− ′− ′− − −−′= = = =
− −

′ ′ ′′−
=

−

 

Άρα f (c) 0′′ =  

13Γ1          

Αν Λ η προβολή του Α στην ΚΜ από τα όµοια τρίγωνα ΜΑΛ,ΜΒΚ 

µε ΟΜ=x,ΑΟΚ = ω  προκύπτει x( ) R , (0, )ηµω−ωσυνω
ω = ω∈ π

ω− ηµω
 

Με δυο φορές DLH το όριο προκύπτει ίσο µε 2R. Θα δείξουµε ότι 

x(ω)<2R. Θέτω f(ω)=3ηµω-συνω-2ω  µε 0≤ω≤ π Βρίσκουµε  
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f ΄(ω)=…= 4 [ ] 0
2 2 2
ω ω ω

εφ − εφ <  Άρα f(ω)< f(0)=0 για 0<ω<π. Ισχύει 

λοιπόν x(ω)<2R αλλά το 2R δεν είναι µέγιστο λόγω ανοικτού 

διαστήµατος  Αν ορίσουµε  f(0)=2R  τότε έχουµε  

13Γ2          
x x

x x

x x

e (f (x) f (x)) (e f (x))f (x) f (x) R
e (e )

| e | e

′ ′+′ + = = → λ∈
′

= → +∞

 οπότε 

x

x

e f (x) f (x) f (x) 0
e

′= → λ⇒ →  

13∆1          

( )
2 2 2x x x

22 2 2f (x)e (f (x) xf (x))e f (x) 2xf (x) (x 1)f (x) e
′′ ′   

′ ′′ ′= + = + + +      
   

   

Σκεπτόµαστε τον κανόνα De L’ Hospital στον οποίο δεν απαιτείται 

το όριο του αριθµητή Έτσι 

2

2 2

2 2
2

x
2x x

2 2

x xx x x xx2 2
2

f (x)e
f (x)e (f (x) xf (x))elim f (x) lim lim lim

e xee
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ 
   ′ + = = =

′ 
  
 

 

αφού η
2x

2e είναι µονότονη κοντά στο άπειρο και τείνει σε αυτό όταν 

το x →+∞ . Ακόµη είναι 

2

2

2
2

x
2x

2

xx x x2
2

(f (x) xf (x))e
(f (x) xf (x))elim lim

xe xe
→+∞ →+∞

′ 
′ +  ′ +  = =

′ 
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2

2

x
2 2

xx a
2 2

2

2x a

(f (x) 2xf (x) (x 1)f (x))elim
(x 1)e

f (x) 2xf (x) (x 1)f (x)lim 0
x 1

→

→

′′ ′+ + +
=

+

′′ ′+ + +
=

+

  

αφού 2
2x

1f (x) 2xf (x) (x 1)f (x) 1, lim 0
x 1→+∞

′′ ′+ + + ≤ =
+

 

13∆2          

Αρχικά θα δείξουµε ότι αν ( )
x
lim g (x) kg(x) A , k 0 , A R
→+∞

′ + = > ∈  

µε g′ συνεχή στο R, τότε ( )
x
lim g (x) 0
→+∞

′ = και ( )
x

Alim g(x)
k→+∞

=  

Πράγµατι  έχουµε 

( ) ( ) ( )
( )

kx kxkx

kx
kx kx

e g(x) e kg(x)e g (x) kg(x)
g (x) kg(x)

e e e
k

′ ′′ +
′ + = = =

′ ′ 
 
 

  

Άρα 
( )

( )

kx

x kx

e kg(x)
lim A

e
→+∞

 ′
  = ′ 
 

ακόµη kx

x
lim e
→+∞

= +∞  αφού k>0 και η 

kxe  είναι γνήσια µονότονη µε παράγωγο που δεν µηδενίζεται 

«κοντά» στο άπειρο οπότε θα ισχύει 

( )
( ) ( )

kx

kxx x

e kg(x)
lim A lim kg(x) A

e→+∞ →+∞

 
  = ⇒ =
 
 

.[*] 

Όµως έχουµε ότι ( )
x
lim g (x) kg(x) A
→+∞

′ + =  συνεπώς αφαιρώντας κατά 

µέλη τις δυο τελευταίες σχέσεις είναι ( )
x
lim g (x) 0
→+∞

′ =  και 

τότε ( ) ( )
x x

Alim kg(x) A lim g(x)
k→+∞ →+∞

= ⇒ =  
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Τώρα αφού 2a 0,b 0,a 4b> > >  υπάρχουν µοναδικοί θετικοί 

πραγµατικοί λ,µ ώστε να είναι a λ µ ,b λµ= + = . Έτσι η δοσµένη 

σχέση στην εκφώνηση γίνεται 

( )
( )
( )

x

x

x

lim f (x) af (x) bf (x) c

lim f (x) (µ λ)f (x) µλf (x) c

lim f (x) µf (x) λ(f (x) µf (x)) c

→+∞

→+∞

→+∞

′′ ′+ + = ⇔

′′ ′+ + + = ⇔

′′ ′ ′+ + + =

 

Θέτουµε f (x) µf (x) h(x)′ + = στην προηγούµενη και έχουµε  

Άρα  ( )
x
lim h (x ) λh (x ) c
→ +∞

′ + =  οπότε 

( ) ( )

( ) ( )

x

x x
x

x

x x
x

lim f (x) 0
lim h (x) 0 lim f (x) µf (x) 0

lim f (x) 0

lim f (x) 0c clim h(x) lim f (x) µf (x)
lim f (x) c / λµλ λ

→+∞

→+∞ →+∞
→+∞

→+∞

→+∞ →+∞
→+∞

′′ =  ′ ′′ ′= ⇔ + = ⇒  ′ =  
 ′ = ′= ⇔ + = ⇒  = 

 

Τελικά είναι 
x x x

clim f (x) lim f (x) 0 , lim f (x)
b→+∞ →+∞ →+∞

′′ ′= = =  

Η [*] είναι ο κανόνας De L’ Hospital στον οποίο δεν απαιτείται το 

όριο του αριθµητή 

14Β2          

x x / 2

f (2x) f (x) xf ( )
x 2x f (x) f ( ) f (2x) xf (x) xf ( ) xf (2x)

xf (x) f (2x) f (x) xf (2x)
xf (2x) f (x) xf (x) 2(f (x) f ( ))
2

→

′− = ξ
′ ′ ′ ′ ′ ′< ξ < ⇒ > ξ > ⇒ > ξ > ⇒

′ ′> − > ⇒

′− < < −

 

Και 
x
lim f (x) a
→+∞

= … 
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14Β3          

Αν υπήρχε 0 0 0x : f (x ) 0 f (x) 0,x x′ ′≥ ⇒ > > τότε για 0a x>  είναι 

f (a ) 0
f (x) f (a) f (a)(x a)

′ >
′> + − → +∞  άτοπο… 

14Γ1          

Αφού f '(x)∃  εξίσωση εφαπτοµένης είναι  

0 0 0 0

0 0 0 0

: y f (x ) f '(x )(x x ), x (0, )
y f '(x )x f (x ) x f '(x )

ε − = − ∈∆ = +∞
= + −

 

Αν ( ) ( )0 0 o 0 o 0(0,0) ( ) 0 0 f x x f '(x ) x f '(x ) f x∈ ε ⇔ = + − ⇔ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Θέτω ( ) ( )f x
g x ,

x
= : y y(x) xδ = = λ Έχω ( )

x

f x
lim

x→+∞
= λ  αφού (δ) 

ασύµπτωτος της f  Έχω ( ) ( )1
1 1

1

f x
y x x

x
= λ ⇔ = λ  (αφού η fC τέµνει 

την δ, έστω στο Α)ακόµη ( )
x
lim g x
→+∞

= λ .Έστω ( )g x > λ  στο 

( )1x ,+∞ αλλιώς αν ( )2 2 1g x , x x= λ >  µε Rolle για την g στο 

δ

x1 

x1 k  x3 

              y(x3) 
 
1/2{λ+y(x3)} 
 
                   λ 
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[ ]1 2,x x  είναι ( ) ( )1 2g ' 0, x , xξ = ξ∈  που αποδεικνύει το ζητούµενο 

αφού ( ) ( ) ( )g ' 0 f ' f 0ξ = ⇒ ξ ξ − ξ =  

Έστω ( ) ( )( )3 1 3 1x x , g x y x> > λ = λ  

Αφού g  συνεχής στο 
1, 3x x    παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ λ  και 

( )3y xλ +  άρα και την ( ) ( )3y x
g

2
+ λ

= κ  

Αν ( ) ( )3y x
y x , x

2
+ λ

≠ ∀ > κ  επειδή η g  είναι συνεχής η 

( ) ( )3g x
g x

2
+ λ

−  θα διατηρεί σταθερό πρόσηµο και δεδοµένου ότι 

( ) ( )3
3

g x
g x 0

2
+ λ

− >  θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3

3

x

3
3

g x g x
g x 0, x g x

2 2
g x

lim g x
2

g x
g x

2

→∞

+ λ + λ
− > ∀ > κ⇒ > ⇒

+λ
≥ ⇒

+λ
λ ≥ ⇒ λ ≥

  

άτοπο,(πράγµα που περιµέναµε λόγω ασυµπτώτου ) 

άρα υπάρχει ( ) ( ) ( )3
3

g x
x : g g

2
+λ

µ > µ = = κ  µε Rolle προκύπτει 

άµεσα το ζητούµενο. 

14Γ2          

Από τα δεδοµένα και την προηγούµενη άσκηση έχω 

( ) ( ) ( )o
o x

o

f x
f ' x , lim f x x 0

x →∞
λ = = −λ =    

Θέτω ( ) ( )w x f x x= −λ , ''w συνεχής στο (0, )+∞  
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Αν ( ) ow x 0 x x′′ > ∀ ≥  

 

 

 

(πίνακας 1) 

 

 

Άτοπο αφού ( )
x
lim w x 0
→∞

=  και µια γνήσια αύξουσα συνάρτηση µε 

θετικές τιµές δεν µπορεί να έχει όριο στο άπειρο το 0(απόδειξη 

εύκολη) 

Αν ( ) ow x 0 x x′′ < ∀ ≥  

 

 

 

 

(πίνακας 2) 

 

 

Πάλι άτοπο για τους ίδιους λόγους 

Άρα w′′ δεν έχει σταθερό πρόσηµο και επειδή είναι συνεχής 

( )1 0w x′′ = , και έστω π.χ. ( ) 10,w x x x′′ > ∀ <  και 

( ) 10w x x x′′ < ∀ > αφού δεν µπορεί w ''(x) 0=  σε διάστηµα. 

τότε  ( ) ( )1 10, 0w x w x′ > > από τον πίνακα 1 αν υποθέσουµε ότι  

εξακολουθεί να ισχύει ( ) 10w x x x′′ < ∀ > τότε κατασκευάζουµε τον 

επόµενο πίνακα που τελικά θα µας οδηγήσει σε άτοπο. 

 

ox  x  

w′′

'w

w  

'w

+

+

oxx

w′′

'w

w

'w

w

-

-

-
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(πίνακας 3) 

 

 

 

Αν ( ) 1' 0 ,w x x x w≥ ∀ >  γνησίως αύξουσα δεδοµένου ότι δεν 

υπάρχει ευθύγραµµο τµήµα στην γραφική παράσταση της 

συνάρτησης και ακόµη είναι και ( )1 0w x >  άτοπο αφού 

( )
x
lim w x 0
→∞

=  άρα ( )2 1 2: ' 0x x w x∃ > <  τότε w’(ξ )=0 και αν 

w '(x) 0< για 2x x ξ> > από το θεώρηµα µέσης τιµής θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2

x

w x w x x x w ' n , x n x
lim w x , a
→∞

= + − < < ⇒= −∞ τοπο 
 

3 3 2w '(y ) 0 y x> µε >  

Οµωςw '(x) 0< 3x (y )∀ > ξ > ξ   άτοπο 

( )3 1 3ά x x : w x 0
ό w ί ά
w ή

′′ ρα ∃ > ≥
′′µως δεν µηδεν ζεται σε δι στηµα ⇒
′′ συνεχ ς 

 

( ) ( )4 4
4

x : w x 0
w x 0 ή x

w ή
′′∃ > 

′′⇒ > σε περιοχ του′′ συνεχ ς 
 

Τα παραπάνω αποτελέσµατα συνοψίζονται στον επόµενο πίνακα 

τότε στο 1x  έχω σηµείο καµπής και ανάµεσα στα 1, 4x x  δηλ. στο 

( )1 4,x x άλλο ένα σηµείο καµπής που σηµαίνει ότι η συνάρτηση έχει 

τουλάχιστον δύο σηµεία καµπής 

ox 4x1x 3x2x 4x δ− 4x δ−x

w′′ -+ … +

ox  x

w′′

'w

'w

1x ξ 2x
_

+
+ 
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15Γ1          

P(x)=(x-α)(x-β)(x-γ)             
2

3 2 2 2

3 2

3 2

P(x) (x x x )(x )
P(x) x x x x x x x
P(x) x - ( )x ( )x
P(x)=x 7x +(αβ+βγ+γα)x 9

= −β −α +αβ − γ

= − γ − +βγ −α +αγ +αβ −αβγ

= α +β+ γ + αβ+βγ + γα −αβγ

− −

 

Θέτω λ = αβ + βγ + γα. Άρα 3 2: P(x) x 7x x 9∃λ = − + λ −  να έχει  

ρίζες τα α, β, γ.Θέτω 2 9f(x)= x +7x+
x

−  , x > 0 fA =(0,+ )∞ ,f συνεχής  

και παραγωγίσιµη στο (0,+ )∞  
3 2 2

2 2 2

2

9 2x 7x 9 (x 1)( 2x 9x 9)f (x) 2x 7
x x x

32(x 1)(x )(x - 3)2
x

− + − + − + −′ = − + − = = =

− + −
=

3
3 3

3 3

9 9 xf (x) 2 2 2 ( 9, 9,0)
x x

 −′′ = − + = − 
 

 

xx 0
lim f(x)=+ , lim f(x)=

+ →+∞→
∞ −∞Έχω κατακόρυφη ασύµπτωτη x = 0 

x

f(x)lim =
x→+∞

−∞∈/  άρα δεν έχω πλάγια ασύµπτωτο 
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Θεωρώ την εξίσωση 

3 2 3 2 2 9P(x)=0 x +7x +λx-9=0 λx=-x +7x -9 λ=-x +7x+
x

λ=f(x)

⇔ ⇔ ⇔ ⇔
 

Οι 3 λύσεις α, β, γ της Ρ(x) = 0 είναι εκείνα τα x για τα οποία η  

f(x) = λ έχει 3 διαφορετικές λύσεις (σηµεία τοµής…). Παρατηρώ ότι 

αφού  

0<α < β < γ τότε ( ) ( )3 31, , ,3 , (3,4)2 2α∈ β∈ γ∈ .     

 

 

α β γ

λ

15 Ë

Ë

Ë

Ë

1 3/2 3 4

57/4
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∆. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

(1) AOΡΙΣΤΑ 

(2) ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

(3) ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ Κ.Λ.Π 

(4) EYΡΕΣΗ ΤΥΠΩΝ ΜΕ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

(5) Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ  

(6) ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΥΠΑΡΞΗΣ  

(7) AΝΙΣΟΤΗΤΕΣ 

(8) ΟΡΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

(9) ΑΝΑ∆ΡΟΜΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ 

(10) ΑΠΟΛΥΤΑ-ΜΕΣΗ ΤΙΜH 

(11)  EMBA∆A 

(12) ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ 

2Γ1          

( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

( )( )

2 1

2

2x

0

x x x2 2

0 0 0

x

1 20 0 0

f

x

20

A(x) f t x t dt

A (x) x f t dt 2x tf t dt t f t dt ...

B(x) 2! f t dt d d

B (x) f t dt ...

υ υ

= − ⇒

′
′ = − + =

 
 

= υ υ ⇒ 
 
 

′
′ = =

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

Όσες φορές χρειαστεί (2) Α(0)=Β(0)… 

2Γ2          

Θέτουµε  
(n) (n )kn

k (n)
k 0

h (x) g (x)xg(x) a h(x)
k! h (0) 0=

 =
− = ⇒ 

=
∑ που το δείχνουµε 

επαγωγικά  Αρκεί τώρα 

 

( )( ) ( )( )n 1

n

nx x

1 n0 0 0 0

f

h(x) f t x t dt h(x) n! ... f t dt d ... d
υ υ

 
 

= − ⇔ = υ υ 
 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

που είναι η επανάληψη της προηγούµενης άσκησης αν 

ολοκληρώσουµε ν+1 φορές  

2Γ3          

1 1

3 1 3

1 1f (x) 0 f f (f (x))
1 x 1 (f (x))

− −

−
′ ′= > ⇒ ∃ ⇒ =

+ +
 

( )
1 1

1 31

1 1f (f (x)) x f (f (x))
1 (f (x))f (x)

− −

−−
′= ⇒ = =

′ +
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Παραγωγίζοντας προκύπτει το ζητούµενο 

3Β1          

∆είξτε ότι 

xn 1 n 1

0
x f (x) t (x t)f (t)dt

g (x)
( )

− − −
′ =

+
∫  … 

3Β2          

 ∆είξτε ότι 

x

0

g(x) g(t)f (x)h(x) f (t)h(t) dt
h(x) h(t)

w (x)
( )

 
− 

 ′ =
+

∫
… 

3Γ1          

Α.
f (0) 0

f (x) 0...,f ( x) f (x) f ( x) f (x)
=

′ ′ ′> − = ⇒ − − =  

Β.
x

2
f (x ) f (x) 0 f (x ) f (x) c 2f ( ) c

2

π
=−

π′ ′+ π − = ⇒ + π − = ⇒ =  

Γ. θέτουµε g(x) f (x) 2( 1 x 1),x 0= − + − ≥ µονοτονία και για το όριο 

κριτήριο παρεµβολής 

3Γ2          

Α. εύκολο  

Β. θέτουµε g(x) f (x) f (1/ x)= − … 

Γ. 
u 1/ t1/ x x

21 1

ln t ln t 1f (1/ x) dt du ...11 t u1
u

= −
= = − =

+ +
∫ ∫ για το όριο είναι 

Από την µονοτονία 
2(ln x)2f (x) f (x) f (1/ x) f (x)

4
≥ + ⇒ ≥ → +∞  

4B13          

Παραγωγίστε 2 φορές. Στην f (x)′′  θα εµφανιστεί η f (x)… 

4B14          

Ολοκληρώνουµε την 2(f (x) 1) 0− ≥ … 
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4B15          

Εισάγουµε την f (x) x g(x)− =  στα δυο ολοκληρώµατα… 

4Γ1          

Παραγωγίστε 2 φορές. 

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) ...′′ ′′ ′ ′= ⇒ + = + ⇒  

f (0) 1,f (0) 0′= =  

4Γ2          

Παραγωγίστε 2 φορές.
g 2 f

f (x) f (x) 2 g (x) g(x) ...
= +

′′ ′′= + ⇒ = ⇒  

4Γ3          

Ολοκληρώνουµε την δοσµένη από α ως β και καταλήγουµε στην 
2 21 1f (a) f (b) 0 f (a) 1/ 2,f (b) 1/ 2

2 2
   + + − ≤ ⇒ = − =   
   

 

Ολοκληρώνουµε την (b a)f (x) 1′− ≤  από α ως x και από x ως β θα 

φτάσουµε στην 2x a bf (x)
2(b a)
− −

=
−

 

4Γ4          

( )
f (x ) 01 2 2

0
f t (t a) dt ... 0 f (x)(x a) 0

≥

− = = ⇒ − =∫ … 

4Γ5          

Πρώτα απ’ όλα θα εξασφαλίσουµε την παραγωγισιµότητα της f 

i. f συνεχής: ( ) ( ) ( )
0

0 0x x
lim f x f x I x 0
→

= ∀ >   

f 3 παραγωγίσιµη: ( ) ( )
0

3 3
0

0x x
0

f x f x
lim x 0

x x→

−
= κ∈ ∀ >

−
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

20 2
0 0x x

0

f x f x
lim f x f x f x f x II

x x→

−
⇒ + + = κ∈

−
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όµως ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0

I
2 2 2

0 0 0x x
lim[f x f x f x f x ] 3f x 0 III
→

+ + = ≠  

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0
02x x

0 0

f x f x
II III lim x 0

x x 3f x→

− κ
÷ ⇒ = ∈ ∀ >

−
 

άρα f παραγωγίσιµη στο (0, )+∞ και όµοια για το ( ,0)−∞  

ii. ( )f 0 0=  

εάν η 3f  µη παραγωγίσιµη η εξίσωση είναι αδύνατη 

εάν η 3f  παραγωγίσιµη ( ) ( ) ( )
x

2 3

0

x 0, : 3 f t dt f x∈ +∞ =∫  

επειδή f δεν είναι σταθερή σε κανένα διάστηµα τότε για x>0 είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )
x

2 3

0

f t dt 0 x 0 f x 0 f x 0 f x 0 , x 0> ∀ > ⇒ > ⇒ > ⇒ ≠ >∫  

f παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  οπότε παραγωγίζοντας την αρχική 

έχουµε   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x
2 3 2 2

0

1

3 f x dt f x 3f x 3f x f x f x 1

f x x f x x c ,x 0

′ ′= ⇒ = ⋅ ⇒ = ⇒

′ ′= ⇒ = + >

∫ Aν 

( )x ,0 :∈ −∞  οµοίως ( ) 2f x x c= +  

όµως f συνεχής στο 0: ( ) ( ) ( ) 1 2
x o x 0

f 0 lim f x lim f x 0 c c
+ −→ →

= = ⇒ = =  

Τελικά f(x)=x για κάθε x στο R 

 

4Γ6          

Για 

f ct b

2 2a

2

t tx 0 t 0 f (t) 0 f (t) dt 0
1 t 1 t

f (x) 0 f (x) 0

≠

> ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ >
+ +

⇒ > ⇒ ≠

∫  άρα f 

παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  οπότε παραγωγίζοντας την αρχική έχουµε 
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2

xf (x) 2f (x)f (x)
1 x

′=
+

δεδοµένου ότι f (x) 0≠ η f διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο στο (0, )+∞  άρα 2
2

1 x 1f (x) f (x) ln(1 x )
2 1 x 4

′ = ± ⇒ = ± +
+

 

Παρόµοια για x<0 είναι 21f (x) ln(1 x )
4

= +∓  και f(0)=0 από την 

αρχική. Άρα 

2 2

2 2

2 2

1 1f (x) ln(1 x ) , f (x) ln(1 x ),
4 4

1 1ln(1 x ), x 0 ln(1 x ), x 0
4 4f (x) , f (x)
1 1ln(1 x ), x 0 ln(1 x ), x 0
4 4

= + = − +

 + ≥ − + ≥  = = 
 − + < + <
  

 

4Γ7          
f (x ) x

0 0

f (t)dt xf (x) f (t)dt f (x)f (f (x)) f (x) xf (x) f (x)

f (f (x)) x,f f (x) x

′ ′= − ⇔ = + − ⇒

= ⇒ =

∫ ∫
&

 

Αποτέλεσµα που έχουµε δει ξανά στο 1ο κεφάλαιο 

4Γ8          

έστω ότι f (1) 1=  

Παρατηρώ ότι f (0) f (1)=  

Αν η f δεν ήταν παραγωγίσιµη στο [0,1] άτοπο  

οπότε είναι παραγωγίσιµη στο [0,1] µε f (x) ln(f (x))′ =  

H f έχει και µέγιστο και ελάχιστο στο [0,1] ως συνεχής 

αν το ελάχιστο το λαµβάνει στα άκρα του [0,1] και δεν είναι σταθερή 

το µέγιστο θα υφίσταται σε κάποιο α µε 0<α<1 και θα είναι f(a)>1 

Λόγω Fermat  f (a) 0 f (a) 1′ = ⇔ = άτοπο 

οµοίως αν το µέγιστο ήταν στο άκρο 
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Αποµένει η περίπτωση που τα ακρότατα υφίστανται στο εσωτερικό 

του [0,1] αλλά και εκεί για τον ίδιο λόγο προκύπτει άτοπο αν η f 

θεωρηθεί µη σταθερή (1=f(a)>1>f(b)=1) 

4Γ9          

Από το ΘΜΤ υπάρχει 

ξ (0,1) : 2 5 3 f (1) f (0) (1 0)f (ξ) f (ξ)′ ′∈ = − = − = − =  

Η δοσµένη για x=ξ γίνεται 
ξ tf ( t )

0
f (ξ) f (ξ) f (c) e dt′ ′= + ∫  και επειδή 

ξ tf ( t )

0
ξ (0,1) ξ 0 e dt 0∈ ⇒ > ⇒ >∫  άρα f (c) 0 f (x) 2′= ⇒ =  οπότε 

επειδή f (0) 3,f (1) 5 f (x) 2x 3= = ⇒ = +  άρα 

3f (c) 2c 3 0 c
2

= + = ⇒ = −   

4Γ10          

Θέτω 
x

0
g(x) ax b f (t)dt= + ∫  

Η g είναι παραγωγίσιµη στο R µε g (x) a bf (x)′ = + [1] 

Η δοσµένη στην εκφώνηση γίνεται f (g(x)) ax b= + [2] 

θέτω στην [1] όπου x το g(x) οπότε  
2g (g(x)) a bf (g(x)) abx b a′ = + = + +  [3] 

 

αν b 0≠ τότε η [3] δείχνει εύκολα ότι η g είναι 1-1 και σαν συνεχής 

θα είναι και γνήσια µονότονη πχ αύξουσα οπότε θα έπρεπε η 

g (x) 0′ ≥ άρα και g (g(x)) 0′ ≥ άτοπο λόγω της [3] η οποία παίρνει και 

θετικές και αρνητικές τιµές στο R 

Συνεπώς b=0 και εύκολα από την αρχική σχέση f (x) x, x R= ∀ ∈  
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4Γ11          

Αν F µια αρχική της f τότε F(b) F(a) F (F(b) F(a))
b a
− ′= −
−

 παίρνουµε 

όρια όταν b a→  µε F f′ = =συνεχή 

οπότε F (a) F (F(a) F(a)) F (0) c f (x) c′ ′ ′= − = = ⇒ =  που επαληθεύει… 

4Γ12          
f (x ) f (x ) x

x 1 1

t t tf (x) x dt f (x) dt x dt
2t 2t 2t
ηµ ηµ ηµ

= + ⇔ − = −∫ ∫ ∫  

Θέτουµε 
x

1

tx dt g(x) g(f (x)) g(x)
2t
ηµ

− = ⇒ =∫  αλλά 

xg (x) 1 0 g :1 1
2x
ηµ′ = − > ⇒ −  οπότε f (x) x=  

4Γ13          

Αν F µια αρχική της f τότε F(y) F(x) F (x)
y x
− ′≥
−

 

Η σχέση αυτή για y>x γράφεται F(y) F(x) F (x)(y x)′≥ + − και 

ανάποδη ανισότητα αν y<x 

Με γεωµετρικά λόγια η CF βρίσκεται δεξιά του x πιο "ψηλά" από την 

εφαπτοµένη της στο σηµείο (x,F(x))  και αριστερά του x η CF 

βρίσκεται πιο "κάτω" από την εφαπτοµένη της στο σηµείο  (x,F(x))  

(οπότε το τυχαίο σηµείο (άρα όλα) είναι σηµείο καµπής για τον λόγο 

αυτό η CF είναι ευθεία άρα η f σταθερή) 

Έστω ε η εφαπτοµένη της F σε σηµείο Κ 

Με µεταφορά και στροφή των αξόνων µπορούµε να θεωρήσουµε το 

Κ σαν αρχή και την ε σαν άξονα χ οπότε για την καινούργια G που 

φτιάχνουµε έτσι θα είναι G(0) G (0) 0′= = και λόγω του 

προηγουµένου x 0 G(x) 0> ⇒ >  
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Υπάρχει G(a)a 0 :G'(a)
a

> ≥ αλλιώς θα έπρεπε για 

G(x)x 0 :G'(x)
x

∀ > <  που εύκολα µας δίνει ότι η G(x)
x

 είναι γνήσια 

φθίνουσα κι επειδή το 
x 0

G(x)lim G'(0) 0
x→

= = µας οδηγεί σε 

G(x) 0< για x 0> που είναι άτοπο 

αν δ η εφαπτοµένη της G στο Α(a,G(a)) δείξαµε ότι η κλίση της δ 

είναι µεγαλύτερη ή ίση από την κλίση του ΚΑ και αν δεν ίσχυε το 

"ίσον " η δ θα έκοβε τον άξονα χ στο Β ανάµεσα στο Κ και το Ε(α,0) 

µε συνέπεια το σηµείο Κ που βρίσκεται "αριστερά" του Κ να είναι 

πιο "ψηλά" από την δ άτοπο από τον αρχικό συλλογισµό . Τότε 

ισχύει το ίσον που µας εξασφαλίζει το επιθυµητό αποτέλεσµα 

G(x)=0 αρα F(x)=cx+d δηλαδή f(x)=c 

4∆1          

Προφανώς η 2f είναι παραγωγίσιµη [0, )+∞ στο,f συνεχής στο 

[0, )+∞ άρα 

( )
0 0

0

2 2
0 0

0x x x x
0 0

0 0x x

f (x) f (x ) f (x) f (x )k R : k lim lim (f (x) f (x ))
x x x x

lim f (x) f (x ) 2f (x )

→ →

→

 − −
∃ ∈ = = + − − 

+ =
  

∆ιακρίνουµε 3 περιπτώσεις 

Α) 0 0f (x ) 0 x 0≠ ∀ >  τότε f παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  διαιρώντας 

Β) Η συνάρτηση να έχει θετική ρίζα. Συνεχίζουµε µε δυο 

υποπεριπτώσειςι)Έστω a>0 η ελάχιστη Τότε στο (0,a) f 

παραγωγίσιµη, όπως πριν αφού f (x) 0≠ στο (0,a) και συνεχής στο 

[0,a]. Παραγωγίζοντας στο (0,a) παίρνουµε 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆                                                          ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 
 

mathematica.gr   127

f (x ) 0
2f (x)f (x) f (x)(2x 2) f (x) x 1 0 f

≠
′ ′= + ⇒ = + > ⇒  γνήσια αύξουσα  

στο [0,a] Όµως f (a) f (0) 0= =  άτοπο 

ιι) Να µην υπάρχει ελάχιστη θετική ρίζα παρόλο που f έχει θετική 

ρίζα. Τότε για κάθε a>0 : f(a)=0 θα υπάρχει r στο (0,a) : f(r)=0  

Θα δείξουµε ότι f είναι η µηδενική συνάρτηση στο [0,r] πράγµα 

άτοπο από την εκφώνηση 

Έστω ότι αυτό δεν συµβαίνει τότε θα υπάρχει b µε 0<b<r : f (b) 0≠  

Επειδή 
b2

0
f (b) f (t)(2t 2)dt= +∫ από το ΘΜΤολ έχουµε 

2f (b) b(ξ 1)f (ξ)= +  για κάποιο ξ στο (0,b) που σηµαίνει ότι f (ξ) 0>  

Αλλά η f είναι συνεχής οπότε κοντά στο ξ δηλαδή σε διάστηµα  

(ξ-δ,ξ+δ) f (x) 0>  

Ας είναι τώρα c  η πρώτη ρίζα που συναντάµε µετά το ξ+δ (c>ξ+δ) 

που σίγουρα υπάρχει τουλάχιστον µία (είναι η r, µια που το δ είναι 

όσο θέλουµε µικρό) 

Στο (ξ,c) η συνάρτηση δεν µηδενίζεται αφού c είναι η πρώτη ρίζα 

µετά το ξ και f (ξ) 0> Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση η f 

προκύπτει γνήσια αύξουσα στο [ξ,c] άρα f (ξ) f (c) 0< =  άτοπο αφού 

f (ξ) 0>  Η περίπτωση Βι) , Βιι) µας οδήγησε σε άτοπο οπότε 

αποµένει η Α στην οποία εξηγήσαµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη και 

βρήκαµε ότι  
2xf (x) x 1 , x 0 f (x) x C

2
′ = + ∀ > ⇒ = + +  Όµως επειδή f συνεχής  

2

x 0

x0 f (0) lim f (x) C f (x) x
2→

= = = ⇒ = +  
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B

O

P

M

AΚ

4∆2          

Αφού η f  είναι συνεχής στο κλειστό [0,a] , θα έχει µέγιστο y0 σε 

κάποιο x0 ,του διαστήµατος αυτού. Έστω P(x0,y0) 

 

 

 

 

 

 

 

Αν ονοµάσουµε µε L(C,D) το µήκος της καµπύλης Cf µεταξύ δυο 

σηµείων της C , D τότε θα ισχύουν: 

BP≤  L(B,P)    (εδώ η ευθεία είναι η µικρότερη απόσταση που ενώνει 

δυο σηµεία) 

PM≤ L(P,M)   (οµοίως) 

Τότε 

ΟΒ+ΒΡ≤ OB+L(B,P) 

AM+MP≤ AM+L(P,M) 

Από την τριγωνική ανίσωση όµως έχουµε : 

ΟΡ≤  ΟΒ+ΒΡ≤ OB+L{B,P) 

ΑP≤  AM+MP≤ AM+L(P,M) 

Επειδή οι ΟΡ και ΑΡ είναι υποτείνουσες στα ορθογώνια τρίγωνα 

ΟΡΚ και ΑPΚ είναι 

y0=PK≤  ΟΡ≤  ΟΒ+ΒΡ≤ OB+L(B,P) 

y0=PK≤  ΑP≤  AM+MP≤ AM+L(P,M) 

Προσθέτουµε κατά µέλη και προκύπτει 

2y0≤ OB+L(B,P)+ AM+L(P,M) 

Οπότε : a+2y0≤  x0+OB+L(B,P)+ AM+L(P,M)=L(f,a) 
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Ακόµη είναι φανερό ότι :E(f,a) ≤  ay0 

Άρα  a+2y0≤ L(f,a)= E(f,a) ≤  ay0 δηλαδή 0<a≤ (a-2)y0  

Άµεσα προκύπτει ότι a>2 

Για το δεύτερο ερώτηµα αφού P(f,a)= Ε(f,a)+Ω για κάθε τιµή του 

a≥0 θα έχουµε 
x x2

0 0
1 (f (t)) dt f (0) x f (x) f (t)dt , x 0′+ + + + = +Ω ∀ ≥∫ ∫  

Για x=0 προκύπτει Ω=2f(0) οπότε η εξίσωση γίνεται : 
x x2

0 0
1 (f (t)) dt f (0) x f (x) f (t)dt x 0′+ − + + = ≥∫ ∫  

Παραγωγίζοντας παίρνουµε 

21 (f (x)) f (x) f (x) 1 , x 0′ ′+ = − − ≥  

Άρα υψώνοντας στο τετράγωνο και κρατώντας τους περιορισµούς 

είναι 
2 2 21 (f (x)) f (x) (f (x)) 1 2f (x)f (x) 2f (x) 2f (x) , x 0

f (x) f (x) 1
′ ′ ′ ′+ = + + − + + ≥ µε

′> +
Μετά τις πράξεις έχουµε 

( ) 22f (x) f (x) 1 f (x) 2f (x) x 0′ − = − ∀ ≥   [1] 

f (x) f (x) 1′> +      [2] 

Αν υπάρχει x0 : f(x0)=1 από την [1] προκύπτει 0=-1 Άτοπο. 

Οπότε f (x) 1 x 0≠ ∀ ≥  και επειδή η f  είναι συνεχής τότε η f(x)-1 θα 

διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Συνεπώς διακρίνουµε δυο περιπτώσεις 

Α) f(x)-1<0 ή f(x)<1     [3] 

Από την [1] είναι : 
2f (x) 2f (x)f (x)
2(f (x) 1)

−′ =
−

 αντικαθιστούµε στην [2] 

και παίρνουµε 
2f (x) 2f (x)f (x) 1
2(f (x) 1)

−
> +

−
 . Λαµβάνοντας υπ’ όψη µας 

την [3] µετά τις πράξεις έχουµε 2f (x) 2f (x) 2 0− + <  αδύνατον 
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Β) f(x)>1      [4] 

Αντίστοιχα καταλήγουµε 2f (x) 2f (x) 2 0− + > αληθές οπότε 

συνεχίζουµε ξέροντας ότι ισχύει η [4] 

Στην [1] θέτουµε  g(x)=f(x)-1>0 λόγω της [4]       [5] 

και µετά τις πράξεις έχουµε 2 2(g (x)) g (x) 1 , x 0′ = − ≥  [6] 

Στην [6] θέτουµε  h(x)=g2(x)-1   [7] 

Καταλήγουµε στην h (x) h(x) x 0′ = ≥  οπότε όπως είναι γνωστό 
xh(x) ce=  [8] 

Από την [7] g2(x)=1+cex  µε c≥0 διότι αλλιώς πάντα υπάρχει x1>0: 

g2(x1)<0. Αυτό συµβαίνει διότι για c<0 είναι 

: 2 2 2

x
g στο [0, )και g (0) 1 c, lim g (x)

→+∞
+∞ = + = −∞'  άτοπο. Τώρα από 

την [6] και αφού g(x)>0 θα είναι : xg(x) 1 ce= +  και από την [5] 

προκύπτει : 

xf (x) 1 1 ce x 0,c 0= + + ≥ ≥   [9] 

Που επαληθεύει την  [2] και [4] και την αρχική σχέση του 

ερωτήµατος, η οποία επίσης επαληθεύεται και για x=0, πράγµα 

απαραίτητο προκειµένου να ισχύει η ισοδυναµία. Τελικά 

2f(0)=Ω= 2(1 1 c) 4 , c 0+ + ≥ ≥  και 2c (f (0) 1) 1= − −  

4∆3          

Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο R το β΄ µέλος παριστάνει και αυτό 

παραγωγίσιµη συνάρτηση ως πράξεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων, 

άρα και το α΄ µέλος , οπότε η συνάρτηση είναι δυο φορές 

παραγωγίσιµη κ.ο.κ που τελικά σηµαίνει ότι η f είναι άπειρες φορές 

παραγωγίσιµη συνάρτηση στο R 
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Αν η f είναι σταθερή θα έπρεπε f (x) f (0) 1, x R= = ∀ ∈ και επιπλέον 

f (x) 0′ = . Τότε από την αρχική σχέση προκύπτει : 10 (2 1)e= −  

άτοπο, οπότε η f δεν είναι σταθερή στο R 

Αν 0 0x :f (x ) 2∃ = αφού f όχι σταθερή και συνεχής τότε  θα υπάρχει 

διάστηµα ∆ µε a άκρο του ∆ ώστε f (x) 2, x≠ ∀ ∈∆ και f (a) 2= άρα 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι x a:f (a) 2, f (x) 2 x→ = ≠ ∀ ∈∆ . 

Από την αρχική δοσµένη σχέση παίρνουµε : 
x x f (t )

b b

f (t) dt e dt , x , b
2 f (t)

′−
= − ∀ ∈∆ ∈∆

−∫ ∫ δηλαδή 

x f (t )

b

2 f (x)n e dt , x , b
2 f (b)
−

= − ∀ ∈∆ ∈∆
− ∫ .Παίρνουµε το κατάλληλο 

πλευρικό όριο όταν x a→ της προηγούµενης σχέσης και 

καταλήγουµε στην  
b f (t )

a
e dt R−∞ = − ∈∫ άτοπο. Συνεπώς f (x) 2, x R≠ ∀ ∈  

Αφού f (x) 2, x R≠ ∀ ∈ ,f συνεχής, f (0) 1= ,συµπεραίνουµε ότι 

f (x) 2, x R< ∀ ∈ , άρα από την αρχική σχέση προκύπτει ότι : 

f (x) 0, x R f′ > ∀ ∈ ⇒ &  στο R 

Παραγωγίζοντας την αρχική σχέση έχουµε την : 
f (x)f (x) f (x)e (1 f (x))′′ ′= −  που σηµαίνει ότι η f είναι κυρτή όταν 

1 f (x) f (0) f (x) 0 x> ⇔ > ⇔ >  αφού η συνάρτηση είναι γνήσια 

αύξουσα στο R. Τελικό συµπέρασµα είναι ότι : Η συνάρτηση f είναι 

κυρτή στο ( ,0]−∞  και κοίλη στο [0, )+∞  

Τώρα αφού f , x R∀ ∈& και f (x) 2, x R< ∀ ∈ τότε είτε 

x
im f (x)
→−∞

= −∞  είτε θα είναι 
x

im f (x) A 2
→−∞

= < .Θα αποδείξουµε ότι η 
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τελευταία σχέση οδηγεί σε αντίφαση οπότε υποχρεωτικά θα ισχύει η 

x
im f (x)
→−∞

= −∞  

Πράγµατι : Από το Θ.Μ.Τ  µε x<0 είναι 

f (x) 1f (x) f (0) xf (ξ) f (ξ) f (x) 0
x
−′ ′ ′− = ⇔ = > >  αφού 0>ξ>x και f ΄ 

γνήσια αύξουσα και θετική για x<0. Τώρα αν υποθέσουµε ότι ισχύει 

x
im f (x) A 2
→−∞

= <  από την ανισότητα f (x) 1 f (x) 0
x
− ′> >  παίρνοντας 

όρια όταν το x →−∞ άµεσα προκύπτει ότι 
x

im f (x) 0
→−∞

′ = .  Έτσι αν 

και πάλι πάρουµε όρια όταν το x →−∞ της αρχικά δοσµένης σχέσης 

προκύπτει A0 (2 A)e= −  πράγµα άτοπο αφού Α<2 

Ακόµη από την αρχική έχουµε 
x x f (t )

0 0

f (t) dt e dt , x R
2 f (t)

′−
= − ∀ ∈

−∫ ∫ ή 

x f ( t )

0
n(2 f (x)) e dt , x R− = − ∀ ∈∫  δηλαδή 

x f ( t )
0

e dt
0 2 f (x) e , x R

−∫< − = ∀ ∈ . Θεωρούµε x>0 και εφαρµόζουµε το 

Θ.Μ.Τ για ολοκληρώµατα οπότε είναι 
x f ( t )

0
e dt xf (k) x0 2 f (x) e e e

− − −∫< − = = < αφού 0<k<x , f(0)=1 και  f   

γνήσια αύξουσα. Τότε αν πάρουµε όρια όταν το x →+∞  της 

ανισότητας  x0 2 f (x) e , x 0−< − < ∀ >  προκύπτει ότι : 
x

im f (x) 2
→+∞

=  

Αφού η f είναι συνεχής στο R, γνήσια αύξουσα και 

x
im f (x)
→−∞

= −∞ ,
x

im f (x) 2
→+∞

= , σύνολο τιµών της f είναι το 

f (R) ( , 2)= −∞  

Τέλος πάλι από την αρχική έχουµε 
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f (x) f ( t )x

0

f (x)e f (t)e dt1 x
2 f (x) 2 f (t)

− −′ ′
= ⇒ =

− −∫ , µε την αλλαγή µεταβλητής 

f (t) u= , η προηγούµενη γίνεται 

uf (x)

1

ex du , x R
2 u

−

= ∀ ∈
−∫  

Με δεδοµένο ότι f αντιστρέψιµη και f (R) ( , 2)= −∞ αν θέσουµε όπου 

x , το f -1(x),  παίρνουµε : 
ux1

1

ef (x) du , x 2
2 u

−
− = ∀ <

−∫  

5Γ1          
2x t x x

0

2x x t x

0

2x u x

0

x xe t dt !e e 1 x ...
2! !

x xe t dt ! e 1 x ...
2! !

x xe (x u) du ! e 1 x ...
2! !

ν
− ν −

ν
− ν

ν
ν

 
= ν − − − − − ⇔ 

ν 
 

= ν − − − − − ⇔ 
ν 

 
− = ν − − − − − 

ν 

∫

∫

∫

 

Σχετικές ασκήσεις στην 2Γ… 

6Β8          

Rolle για την 
x x

a b
(x b) f (x a) f− + −∫ ∫  

6Β9          

Rolle για την 
x x

a b
(b x) f (a x) g− + −∫ ∫  

6Β10          

Rolle για την 
x

a
(x b)(x a) f− − ∫  

6Β11          

Έστω και τρίτη ρίζα της g στο (α,β). ∆υο φορές Rolle άτοπο γιατί g΄ 

γνήσια µονότονη  
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6Β12          
x 12

0 0
g f x f= −∫ ∫  ∆υο Rolle για την g , g΄ 

6Β13          

Rolle για την F(x)-g(x)  

6Β14          
x x

0 0
g ( f )= ∫ ∫  g(0)=g(1)…g΄(0)=g΄(ξ)… 

6Β15          

g=F-x2/2 έστω g΄(x)>g(1) τότε . H(x)=g΄(x)-xg(1) H µονότονη 

Η(0)=Η(1) άτοπο  

6Β16          

g=F-x2 Rolle – ΘΜΤ , Rolle για την g΄΄    

6Β19          

Παραγοντική (x)΄f((x)=… Θ.Μ.Τολ   

6Β20          

παραγοντική Rolle, θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών στην f ( x )′   

6Β21          

Παραγωγίστε, x=0 , Ξαναπαραγωγίστε, κάντε παραγοντική   

6Β22          

 Παραγοντική , Θ.Μ.Τ   

6Β23          

Ξεκινάµε από το 
b 2

a
(x a) f (x)dx′′−∫  και συνεχίζουµε µε 

παραγοντικές. Στο αρχικό Θ.Μ.Τ ολ 

6Γ1          
g(x) 0

b b b

a a a

m f (x) M mg(x) f (x)g(x) Mg(x)

m g(t)dt f (t)g(t)dt M g(t)dt

≥

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒

≤ ≤∫ ∫ ∫
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Αν η g δεν είναι παντού µηδέν 
b

a
g(t)dt 0>∫  οπότε διαιρώντας 

b

a
b

a

f (t)g(t)dt
m M

g(t)dt
≤ ≤∫
∫

από το θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών… 

6Γ2          

Η 1 x−  έχει σταθερό πρόσηµο στο [0,1] και ( )
1

0
1 t dt 1/ 2− =∫ … 

6Γ3          

Η x  έχει σταθερό πρόσηµο στο [0,1],
1

0
xdx 1/ 2=∫  και 

( ) ( )
1 x1

00 0

1f t dt [tf (t)] tf t dt f (1) f ( )
2

′ ′= − = − ξ∫ ∫  

6Γ4          
b b b

aa a
f (b) f (a) f (t)dt (x b) f (t)dt [(x b)f (t)] ...′ ′ ′ ′− = = − = −∫ ∫  

συνεχίζουµε έτσι µέχρι την τρίτη παράγωγο. Στο τελευταίο 

ολοκλήρωµα χρησιµοποιούµε το εν λόγω ΘΜΤ 

6Γ5          
x x3 3

1 1
x f (xt)dt x x f (xt)xdt x x , x R≤ − ⇔ ≤ − ∀ ∈∫ ∫  Θέτω y=xt 

τότε dy=xdt και για t=1 y=x  ,  για t=x  y=x2 oπότε η σχέση 

x 3

1
x f (xt)dt x x , x R≤ − ∀ ∈∫  γίνεται    

2x 3

x
f (y)dy x x , x R≤ − ∀ ∈∫  

Θέτω 
2x 3

x
g(x) f (y)dy x x , x R= − + ∀ ∈∫  και ξέρω ότι 

g(x) 0 x R≤ ∀ ∈ Αλλά  g(0)=g(1)=0 οπότε η g παρουσιάζει δυό 

τοπικά ακρότατα στο 0 και στο 1 εσωτερικά του R . Επιπλέον η g 

είναι παραγωγίσιµη στο R άρα από Fermat προκύπτει 

g '(0) g '(1) 0= = Όµως 2 2g '(x) 2xf (x ) f (x) 3x 1= − − +  οπότε f(0)=1 

και  f(1)=2 
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Για την f(x) ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο[0,1] 

0 0
f (1) f (0) 2 1ξ (0,1) : f '(ξ ) 1

1 0 1
− −

∃ ∈ = = =
−

 

Θέτω h(x)
2

0
xf (x) h '(x) f '(x) x , x [ξ ,1] [0,1]
2

= − ⇒ = − ∈ ⊆  

ισχύουν τότε : 0 0 0 0h '(ξ ) f '(ξ ) ξ 1 ξ 0 , h '(1) 0= − = − > <  

του 0[ξ ,1] .Άρα θα βρίσκεται σε εσωτερικό σηµείο του 0[ξ ,1]  

Άρα από Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει ξ στο 0(ξ ,1)  άρα και στο  

(0,1) έτσι ώστε h '(ξ) 0 f '(ξ) ξ= ⇒ =  

6Γ6          

F=αρχική τότεF(1) F(0) ln(1 2)− = +  αν δεν ισχύει το ζητούµενο 

τότε x 1F ... ln(1 2)
2 2

− ↓⇒ ⇒ + ≤  άτοπο άρα 1a : f (a)
2

∃ >  

όµοια 2b : f (b)
1 b

∃ <
+

(θα χρειαστεί η επόµενη ανισότητα 

ln(1 2) ln(2 2) ln 2 ln(1 2) ln 2 2 ln 2+ < + = + + < < ) 

 Όµως το σύνολο τιµών της 2g(x)
1 x

=
+

 είναι το 1[ , 2]
2

που έχει 

πάντα κοινά σηµεία µε το σύνολο τιµών της f 

6∆1          
y xy x y

x y x

yy

x

f (t)dt f (x) f (y) f (t)dt f (y) f (x) f (t)dt f (x) f (y)

f (t)dt f (x) f (y) f (x) f (x) f ( ) f ( ) 0 R [1]

↔

=σταθ

′ ′ ′ ′ ′ ′≤ − ⇔ ≤ − ⇔ ≥ − ⇒

′ ′ ′′ ′′= − ⇒ − = ⇔ τ + τ = ∀τ∈

∫ ∫ ∫

∫
 

Έστω ότι η f δεν έχει ρίζα στο (0, )+∞ . Επειδή είναι συνεχής θα 

διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο διάστηµα αυτό και µάλιστα θετικό 

διότι 
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0 0

f ( ) f (0) f ( ) f ( )f (0) 1 lim 1 lim 1 0
0+ +τ→ τ→

τ − τ τ′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ >
τ− τ τ

 

σε διάστηµα της µορφής (0,δ). Τότε  τ>0 άρα και f(τ)>0 στο 

διάστηµα αυτό και , επειδή η συνάρτησή µας διατηρεί σταθερό 

πρόσηµο στο (0,+∞ ), θα είναι f ( ) 0 (0, )τ > ∀τ∈ +∞ . 

Επειδή f ( ) f ( ) 0′′ τ = − τ <  συµπεραίνουµε ότι η  f  θα είναι κοίλη στο 

[0, )+∞ µια που είναι συνεχής και στο 0. Άρα η Cf  θα βρίσκεται 

κάτω από την εφαπτοµένη της.  

Επιπλέον τώρα, αν υπήρχε 0 00:f ( ) 0′τ > τ < , η εφαπτοµένη θα έτεµνε 

σε κάποιο σηµείο τον θετικό ηµιάξονα των τ και κατόπιν θα συνέχιζε 

στο κάτω αρνητικό ηµιεπίπεδο, οπότε και η Cf  που βρίσκεται κάτω 

από την εφαπτοµένη της θα  έπαιρνε αρνητικές τιµές . Άτοπο εξ’ 

υποθέσεως . 

 

 

 

Τελικά συµπεραίνουµε ότι θα έπρεπε να ισχύει : f ( ) 0 , 0′ τ > ∀τ >  

Έτσι η f ′ έχει τιµές θετικές , είναι γνήσια φθίνουσα αφού f 0′′ < και 

επιπλέον είναι κοίλη διότι f ( ) f ( ) 0′′′ ′τ = − τ < . Αυτή η τελευταία 

σχέση προκύπτει αν παραγωγίσουµε την f ( ) f ( )′′ τ = − τ . Η 

παραγώγιση επιτρέπεται αφού αν f  παραγωγίσιµη τότε και f ′′  

παραγωγίσιµη. 

Όµως τότε η γραφική παράσταση της f ′  θα βρίσκεται κάτω από την 

εφαπτοµένη της, η οποία έχει αρνητική κλίση ( f 0′′ < ) µε συνέπεια  

τελικά η f ′ να γίνεται αρνητική, πράγµα άτοπο, αφού αποδείξαµε ότι 

η f ′ έχει µόνο θετικές τιµές. 
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Έτσι προκύπτει ότι η f έχει µια τουλάχιστον θετική ρίζα. Την 

µικρότερη από αυτές ονοµάζουµε ξ. .Η  ύπαρξη µικρότερου ξ 

τεκµηριώνεται πιο αυστηρά, αν σκεφτούµε ότι: αποδείξαµε την 

ύπαρξη θετικής ρίζας η οποία δεν µπορεί να βρίσκεται «κοντά» στο 0 

αφού f (0) 0, f (0) 1 0′= = > που σηµαίνει ότι θα είναι 

f (x) 0, x (0, )≠ ∀ ∈ δ   

6∆2          

Α) 

Θέτω 
x xx

0 0
A(x) e F(x) , F(x) f (t)dt , R(x) tf (t)dt−= = =∫ ∫ Τότε  

1 11
00 0

R (x) xF (x) R(1) R(0) tF (t)dt [tF(t)] F(t)dt

F(1) (1 0)F( )

′ ′ ′= ⇒ − = = − =

− − ξ
∫ ∫  

Όπου εφαρµόσαµε ΘΜΤολ στην τελευταία ισότητα 

Όµως 
1 1

0 0
R(1) tf (t)dt f (t)dt F(1)= = =∫ ∫  

Συµπεραίνουµε από τις δυο τελευταίες σχέσεις ότι F( ) 0ξ =  για 

κάποιο ξ του (0,1)  

Συνεπώς αφού Α συνεχής και παραγωγίσιµη στο [0,1] άρα και στο 

[0,ξ] ισχύει Rolle από όπου παραγωγίζοντας προκύπτει το ζητούµενο 

Β)Θέτω 
x

10 x x

0

F(t)dt H(x) ,x (0,1]w(x) ,B(x) e R(x) e tf (t)dtx x
0 , x 0

− −


 = ∈= = =
 =

∫
∫   

Τότε 

x

0

x 0 x 0

( F(t)dt)
lim w(x) lim F(0) 0

(x)→ →

′
= = =

′
∫ άρα w συνεχής στο [0,1] 

και παραγωγίσιµη στο (0,1) w(0)=0 και 
1

0
w(1) F(t)dt= ∫  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆                                                          ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 
 

mathematica.gr   139

Όµως 
1 1 1 1

0 0 0 0
F(1) f (t)dt tf (t)dt tF (t)dt F(1) F(t)dt F(1) w(1)

w(1) 0

′= = = = − = −

⇒ =
∫ ∫ ∫ ∫  

άρα από Rolle παίρνουµε H ( ) H( ) 0′ξ ξ − ξ =  που σηµαίνει 

0
F( ) F(t)dt 0

ξ
ξ ξ − =∫  δηλαδή R(ξ)=0 ή Β(ξ)=0 από όπου µε Rolle στο 

[0,ξ] στην Β παίρνουµε το ζητούµενο 

 

6∆3          

Αν a<x<b θα έχουµε f ΄(x)-0=f ΄΄(c)(x-a) και f ΄(x)-0=f ΄΄(d)(x-b) για 

κάποια  c,d στο (a,b) οπότε |f ΄(x)|=|f ΄΄(c)|(x-a) και  

|f ΄(x)|=|f ΄΄(d)|(b-x) 

Το σύνολο τιµών της f ΄΄ είναι κλειστό διάστηµα λόγω του θ  

Darboux, άρα και της |f ΄΄|, και έστω Μ το µέγιστο αυτού του 

συνόλου, τότε f (x) M(x a) , f (x) M(b x)′ ′≤ − ≤ − άρα 

b b x b

a a a x
2 2 2

2

f (b) f (a) f (t)dt | f (t) | dt M (t a)dt M (b t)dt

a b (b a)M(x (a b)x ) M
2 2

′ ′− = ≤ ≤ − + − =

+ −
= − + + ≤

∫ ∫ ∫ ∫
 

Η τελευταία ανίσωση προκύπτει από το γεγονός ότι το µέγιστο της 

συνάρτησης 
2 2

2 a bx (a b)x , x [a,b]
2
+

− + + ∀ ∈ λαµβάνεται εύκολα 

για x=a ή x=b Έτσι 0 2

2(f (b) f (a))M f (x )
(b a)

−′′= ≥
−

 

7Β6          

Ολοκληρώστε την 2 1g( )(x a) f (x) g( )(x a)ξ − ≤ ≤ ξ − … 
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7Β8          

Γ. ln t t 1≤ − και  ΘΜΤολ… 

∆. t>1 χτίστε τον τύπο… 

7Β11          

α) f ΄/f =(lnf)΄…β) Θ.Μ.Τ.ολ και µονοτονία της f(t)/2t2  

γ) 
2

2 2

2 2

1 xx x1 t 1 t

1 1

1 x 1 x

1 1 1 e 2tF(x) f (x) e dt f (x) 1 e dt
2 t 2 x t

1 e 1 ef (x) f (x)
2 2x 2 2x

−
− −

− −

′  −   = + − = + − + =         

+ − − = −

∫ ∫

δ)∆είξαµε λοιπόν ότι 
2 2

2

2
2

1 x 1 xx 1 t
21

1 x x 1 t
21

1 e 1 1 eF(x) f (x) e dt
2 2x 2t 2 2x

1 e 1f (x) e dt 0
2 2x 2t

− −
−

−
−

= − ⇔ + = − ⇔

− = + >

∫

∫
 

7Β14          

Χρησιµοποιήστε την f f≥∫ ∫  αφού πρώτα πολλαπλασιάσετε µε  

e-x<1 µέσα στο ολοκλήρωµα… 

7Β21          

Κάθε ανίσωση χωριστά. Το µεσαίο ολοκλήρωµα σπάστε το από α ως 

x και x ως β 

7Γ1          

Α. Με ΘΜΤολ 

Β. Τιµές στην προηγούµενη και προσθέτουµε κατά µέλη 

Γ. εφαρµογή για 1f (x)
x

=  

7Γ2          

Το  τριώνυµο πρέπει να έχει 0∆ ≤  
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7Γ3          

3F(x) 1 x ,G(x) 1= + =  

7Γ4          

F(x) G(x) f (x)′= =  

7Γ5          

F(x) f (x),G(x) 1′= =  

7Γ6          
2F(x) f (x),G(x) x′= =  

7Γ7          

2

f (x)F(x) f (x),G(x)
1 x

= =
+

 

7Γ8          
n n 1
2 2F(x) (f (x)) ,G(x) (f (x))

−

= =  

7Γ9          

F(x) f (x),G(x) x
F(x) f (x),G(x) x

= = ηµ
= = συν

 

7Γ10          
x x
2 2F(x) e f (x),G(x) e f (x)

−
= =  

7Γ11          

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f (a )1 1 1

0 0 0 f (0) f (a )
f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt

α β α β− − −+ = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 οπότε αρκεί να δειχθεί 1af (a) [ f (a)]f ( )−+ β − ξ >… 

7Γ12          

Θέτουµε   
x

a
x - g(t )dt

a
h(x) (A f (t)g(t)dt)e , x [a, b]∫= + ∀ ∈∫   

Η h είναι παραγωγίσιµη στο [a,b] µε  
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( )
x

a
x- g(t )dt

a
h (x) g(x)e f (x) A f (t)g(t)dt 0∫′ = − − ≤∫  

Αφού λοιπόν η h είναι φθίνουσα στο [a,b] τότε θα ισχύει 

h(x) h(a) A , x [a,b]≤ = ∀ ∈  

Έτσι  έχουµε :  
x

a
x - g(t )dt

a
(A f (t)g(t)dt)e A , x [a,b]∫+ ≤ ∀ ∈∫  ή 

x

a
x g(t )dt

a
A f (t)g(t)dt Ae , x [a,b]∫+ ≤ ∀ ∈∫  

Όµως 
x

a
f (x) A f (t)g(t)dt , x [a, b]≤ + ∀ ∈∫  οπότε 

x

a
g(t )dt

f (x) Ae , x [a, b]∫≤ ∀ ∈  

7∆1          

3 41 x 2 1 5 1f :[0,a) R f (x) ln 2x x x , a
1 x 3 2 2
+ − → µε = − − − = − 

 

Προφανώς η f  είναι παραγωγίσιµη µε 
3 2

2

2x (x x 1)f (x)
x 1

+ −′ =
−

 και 

επιπλέον είναι : f ΄(x)<0 στο (0,a) όπως εύκολα διαπιστώνει κανείς . 

Όµως η f  είναι και συνεχής στο [0,a) , άρα γνήσια φθίνουσα στο 

[0,a) που σηµαίνει ότι 1f f (0)
3

  < 
 

 αφού 0<1/3<a 

Επειδή f(0)=0 και 

( )
3 4

111 1 2 1 1 1 1 1133f ln 2 f ln 213 3 3 3 2 3 3 1621
3

 +    = − − − ⇔ = −    
    − 

 

από την 

προηγούµενη προκύπτει ότι 113ln(2) 0.7
162

< <  
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7∆2          

Αν υπήρχε β≠ α  : f(β)=0 θα δείξουµε ότι η f είναι σταθερή και ίση 

µε το µηδέν στο [α,β] που είναι αδύνατο. Έστω λοιπόν β≠ α  : f(β)=0 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας δεχόµαστε ότι υπάρχει x1 στο (α,β) : 

f(x1)>0Η f είναι συνεχής στο [α,β]. Άρα θα έχει και µέγιστο και 

ελάχιστο. Επειδή f(x1)>0 το µέγιστο της f ,έστω f(γ), θα είναι θετικό 

Συνεπώς δεν µπορεί να βρίσκεται στα άκρα του [α,β] αφού 

f(α)=f(β)=0Τότε f ΄΄(γ)= p(γ) f(γ)>0 , πράγµα άτοπο από το κριτήριο 

της β΄ παραγώγου. Έτσι συµπεραίνουµε από την εκφώνηση ότι 

µοναδική ρίζα της f είναι το α Από το θεώρηµα σταθερού πρόσηµου 

στο (α,+¶) και επειδή f(x0)>0 , x0>α προκύπτει ότι θα είναι f(x)>0 

στο (α,+¶)Για x>α είναι 

2 2

2

m 2 2
m m m

k k k
k

f (x) f (x) f (x) f (x)p(x)
f (x) f (x) f (x) f (x)

f (x) f (x)p(x)
f (x) f (x)

f (x) f (x) f (x)p(x)dx dx 0 dx
f (x) f (x) f (x)

′′ ′′ ′ ′     
= − = − ⇒     

     
′′ ′   

= + ⇒   
   

′ ′ ′     
= + = +    
     

∫ ∫ ∫

 

2
m

k

f (x)(m k)p( ) dx
f (x)
′ 

− ξ =  
 

∫  µε α<k<ξ<m      [1] 
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( )( )
[ ]( )

( )

2 2
m m m2

k k k

2 2m m

k k

2
2m m

kk

2 2
m

k

f (x) f (x)dx 1 dx 1 dx
f (x) f (x)

f (x)(m k) dx ln f (x) dx
f (x)

f (x)(m k) dx ln f (x)
f (x)

ln f (m) ln f (k)f (x) dx [2]
f (x) m k

′ ′   
⋅ ≥ ⋅ ⋅ ⇔   

   

′  ′− ≥ 
 

′ 
⇔ − ≥ ⇔ 

 

′ − 
≥  − 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 

Αντικαθιστώντας την προηγούµενη σχέση [1] στην [2] παίρνουµε : 

( )
( )

2

2

ln f (m) ln f (k) ln f (m) ln f (k)p( ) p( )
m km k

− −
ξ ≥ ⇔ ξ ≥

−−
 

Η ισότητα στην προηγούµενη ισχύει όταν ισχύει το «ίσον» στην 

ανίσωση CBS . Όµως είναι γνωστό ότι το ίσον ισχύει όταν f (x)
f (x)
′

=λ. 

1.  Η σχέση αυτή κατά τα γνωστά δίνει f(x)=ceλx . Αντικαθιστώντας 

στην αρχική προκύπτει ότι p(x)=σταθερή, άτοπο. Άρα  η ανισότητα 

CBS είναι γνήσια οπότε 

ln f (m) ln f (k)p( ) k m
m k
−

ξ > µε < ξ <
−

 

7∆3          

Θέτω 1 tu
2
+

= στο 2ο  ολοκλήρωµα οπότε η [1] γίνεται  

1 12

0 1/ 2
f (1/ 2) 12 t f (t)dt 12 (2u 1)f (u)du≤ − −∫ ∫  

1 12

0 1/ 2
1 12

0 1/ 2
1/ 2 1 12 2

0 1/ 2 1/ 2

f (1/ 2) 12 t f (t)dt 12 (2u 1)f (u)du

f (1/ 2) 12( t f (t)dt ( 2u 1)f (u)du)

f (1/ 2) 12( t f (t)dt t f (t)dt ( 2t 1)f (t)dt)

≤ − − ⇔

≤ + − + ⇔

≤ + + − + ⇔

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫ ∫
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1/ 2 12 2

0 1/ 2
1/ 2 12 2

0 1/ 2

f (1/ 2) 12( t f (t)dt (t 2t 1)f (t)dt)

f (1/ 2) 12( t f (t)dt (t 1) f (t)dt)

≤ + − + ⇔

≤ + −

∫ ∫
∫ ∫

 

2

2

x , 0 x 1/ 2
g(x)

(x 1) ,1/ 2 x 1
 ≤ <

= 
− ≤ ≤

και παρατηρούµε ότι 

g συνεχής στο 

[0,1],
1 1

0 0

1g(1/ 2 t) g(1/ 2 t) , g(t)dt 2 g(1/ 2 t)dt
12

− = + = = = −∫ ∫  

Άρα η αποδεικτέα γίνεται 
1/ 2 1

0 1/ 2
f (1/ 2) 12( g(t)f (t)dt g(t)f (t)dt)≤ +∫ ∫  

Θέτοντας 1 1t u, t u
2 2

= − = +  στο 1ο και 2ο  ολοκλήρωµα ώστε να 

εµφανιστεί η βολική για Jensen παράσταση παίρνουµε 
1/ 2 1/ 2

0 0
1/ 2

0

f (1/ 2) 12( g(1/ 2 u)f (1/ 2 u)du g(1/ 2 u)f (1/ 2 u)dt)

f (1/ 2) 12( g(1/ 2 u)(f (1/ 2 u) f (1/ 2 u))du)

≤ − − + + + ⇔

≤ − − + +

∫ ∫
∫

Από Jensen είναι όµως 

1/ 2 1/ 2

0 0

f (1/ 2 u) f (1/ 2 u) 2f (1/ 2)
g(1/ 2 u)(f (1/ 2 u) f (1/ 2 u)) 2f (1/ 2)g(1/ 2 u)

1g(1/ 2 u)(f (1/ 2 u) f (1/ 2 u))du 2f (1/ 2) g(1/ 2 u)du f (1/ 2)
12

− + + ≥ ⇒
− − + + ≥ − ⇒

− − + + ≥ − =∫ ∫
που είναι η αποδεικτέα 

7∆4          

( )
( )

( )

21/ 2 1/ 2 1/ 22 2

0 0 0

21/ 2 1/ 22 1/ 2
00 0

21/ 2 1/ 22

0 0

(f (t)) dt t dt tf (t)dt

1(f (t)) dt [tf (t)] f (t)dt
24

(f (t)) dt 24 f (t)dt

′ ′⋅ ≥ ⇔

′ ⋅ ≥ − ⇔

′ ≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Θα εφαρµόσουµε την ανίσωση BCS άλλη µια φορά 
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( )
( )

( )

21 1 12 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2

21 12 1
1/ 21/ 2 1/ 2

21 12

1/ 2 1/ 2

(f (t)) dt (t 1) dt (t 1)f (t)dt

1(f (t)) dt [(t 1)f (t)] f (t)dt
24

(f (t)) dt 24 f (t)dt

′ ′⋅ − ≥ − ⇔

′ ⋅ ≥ − − ⇔

′ ≥

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Προσθέτουµε κατά µέλη 

( ) ( )
( ) ( )

2 21/ 2 1 1 1/ 22 2

0 1/ 2 1/ 2 0

2 21 1 1/ 22

0 1/ 2 0

(f (t)) dt (f (t)) dt 24 f (t)dt f (t)dt

(f (t)) dt 24 f (t)dt f (t)dt

 ′ ′+ ≥ + ⇔ 
 

 ′ ≥ + 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Τώρα στο β΄ µέλος κάνουµε χρήση της ταυτότητας 
2

2 2 (a b)a b
2
+

+ ≥  

( ) ( ) ( )
( )

2 2 21 1 1/ 2 1/ 2 12

0 1/ 2 0 0 1/ 2

21 12

0 0

(f (t)) dt 24 f (t)dt f (t)dt 12 f (t)dt f (t)dt

(f (t)) dt 12 f (t)dt

 ′ ≥ + ≥ + ⇔ 
 

′ ≥

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
7∆5          

g(x 1) g(x) g(x 1)
g(x 2) g(x 1) g(x)
g(x 3) g(x 2) g(x 1)

+ ≥ − − ⇔
+ ≥ + − ⇔
+ ≥ + − +

 (όπου x βάζουµε το x+1) 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δυο τελευταίες παίρνουµε 

g(x 3) g(x) 0+ + ≥  

Αν πάρουµε το 
a 6

a
g(t)dt

+

∫ µπορούµε να εκµεταλλευτούµε το 

προηγούµενο ώστε να αποκτήσουµε φράγµα ως εξής 
a 6 a 3 a 6 a 3 a 3

a a a 3 a a
a 3

a

g(t)dt g(t)dt g(t)dt g(t)dt g(t 3)dt

[g(t) g(t 3)]dt 0

+ + + + +

+

+

= + = + + =

= + + ≥

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫
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Τότε αν χωρίσουµε σα εξάδες το 1 ως το 2005 µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε το παραπάνω αποτέλεσµα 
2005 7 13 2005

1 1 7 1999
200522005 2005

1 1
1

g(t)dt g(t)dt g(t)dt ... g(t)dt 0

tf (t)dt [g(t) t]dt 2010012
2

= + + + ≥ ⇒

 
= + ≥ = 

 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

Η ισότητα ισχύει ότανg(x) 0 f (x) x= ⇔ =  

7∆6          

Για να αποφύγουµε τα ολοκληρώµατα θέτουµε 
x

0
F(x) f (t)dt= ∫  

οπότε έχουµε F(0)=F(1)=0, Fδυο φορές παραγωγίσιµη µε συνεχή 

δεύτερη παράγωγο και ας είναι 
x [0,1]

M max F (x)
∈

′′=  που σηµαίνει ότι 

M F (x) M, x [0,1]′′− ≤ ≤ ∀ ∈  Θα δείξουµε ότι M MF(x)
8 8

− ≤ ≤ σε δυο 

φάσεις. Πρώτα θα δείξουµε MF(x)
8

≤ και µετά ότι MF(x)
8

≥ −  

Mg(x) x(1 x)
2

= − και Mh(x) x(1 x)
2

= − −  οι οποίες ικανοποιούν το 

ζητούµενο αφού 

2M M M0 g(x) x(1 x) (2x 1) 0
8 2 8

≤ ≤ ⇔ − ≤ ⇔ − ≥  που ισχύει και 

αφού 0 x 1≤ ≤  

2M M M0 h(x) x(1 x) (2x 1) 0
8 2 8

≥ ≥ − ⇔ − − ≥ − ⇔ − ≥  που και ισχύει 

διότι 0 x 1≤ ≤  Υποθέτουµε ότι Ma (0,1) :F(a)
8

∃ ∈ >  τότε 
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ονοµάζουµε µε w την συνάρτηση µε τύπο 

F(a) F(a) M / 8w(x) F(x) g(x) w (x) F (x) M M M
g(a) g(a) M / 8

0 w w :1 1

′′ ′′= − ⇒ = + > − +

′ ′= ⇒ ⇒ −&
 

Όµως είναι w(0) w(a) w(1) 0= = =  άρα βάσει του θεωρήµατος Rolle 

στα [0,α] , [α,1] θα υπάρχουν 1 2 1 2:w ( ) w ( ) 0′ ′θ ≠ θ θ = θ =  άτοπο διότι 

w :1 1′ − Με αντίστοιχο τρόπο δείχνουµε ότι δεν υπάρχει 

b M(0,1) :F(b)
8

∈ < −  Άρα M MF(x) , x [0,1]
8 8

− ≤ ≤ ∀ ∈  

 

7∆7          

Έστω ότι f κυρτή. Τότε από την ανισότητα Jensen είναι 

h h h

0 0 0
h

h

h

h

x t x t f (x t) f (x t)f ( ) , 0 t h
2 2

2f (x) f (x t) f (x t) , 0 t h

2f (x) dt f (x t)dt f (x t)dt

2hf (x) f (x t)dt

1f (x) f (x t)dt [1]
2h

−

−

+ + − + + −
≤ ≤ ≤ ⇔

≤ + + − ≤ ≤ ⇒

≤ + + − ⇒

≤ + ⇒

≤ +

∫ ∫ ∫
∫

∫

 

Έστω τώρα ότι ισχύει η [1]. Ας πάρουµε [x, y] (a,b)⊂ Η συνάρτηση 

f έχει max στο [x,y] ως συνεχής σε κλειστό, έστω στο c 

Αν c (x, y) f (z) f (c), f (x) f (c), f (y) f (c)∈ ⇒ ≤ < <  

Χωρίς βλάβη της γενικότητας δεχόµαστε ότι h c x y c= − ≤ −  .Άρα η 

max τιµή της f στο [c-h,c+h]  υφίσταται στο c  και 

f (c h) f (x) f (c)− = < τότε
h

h
f (c t)dt 2hf (c)

−
+ <∫  αλλά λόγω της [1] 
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είναι 
h

h
f (c t)dt 2hf (c)

−
+ ≥∫  άτοπο από την προηγούµενη οπότε το 

max της f υφίσταται στο άκρο του διαστήµατος [x,y] 

Τότε θεωρούµε την συνάρτηση 

g: f (y) f (x)g(z) f (x) (z x)
y x
−

= + −
−

(πρόκειται για την εξίσωση ευθείας 

που περνά από τα (x, f (x)), (y, f (y)) ) 

Παρατηρούµε ότι 
h

h
g(z t)dt 2hg(z)

−
+ =∫  Θέτουµε w=f-g οπότε 

h

h
w(z t)dt 2hw(z)

−
+ ≥∫  έχουµε υποθέσει όµως ότι η w παίρνει την 

µέγιστη τιµή της στα άκρα x ή y και αφού 

w(x) w(y) 0 w(z) 0 f (z) g(z)= = ⇒ ≤ ⇒ ≤  πράγµα που σηµαίνει ότι 

η γραφική παράσταση της συνάρτησης είναι κάτω από τη χορδή της 

δηλαδή όπως έχουµε αποδείξει παλιότερα  η f είναι κυρτή. 

8Β13          

1 0 1 0
x x

a a

f (x) f (x ) m f (x ) 0,x x x

f (t)dt mdt m(x a)

> = > = > > ⇒

> = − → +∞∫ ∫
 

8Γ1          

Πρώτα να εξετάσουµε την συνέχεια στο 1 δηλαδή αν
x 1
lim f (x) ln 2
→

=   

Πάλι θα πρέπει να πάµε µε ανισότητες. Θα δείξουµε ότι 
2 2x x

x xx 1

dt dtlim( ) 0
lnt t 1→

− =
−∫ ∫  [1]   

για 

1 t 1 1 t 1 1 1 1t 1 ln t 1 ln t 1
t t ln t t 1 ln t t 1

− − +
≠ ⇒ − < − ⇒ > ⇒ < ⇒ − <

− −
 

[2] 
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Χρειαζόµαστε όµως και δεύτερη ανισότητα για το κριτήριο 

παρεµβολής 

1 1 1 1t 1 ln t t 1 0
ln t t 1 ln t t 1

≠ ⇒ < − ⇒ > ⇒ − >
− −

 [3] 

Από [2],[3] είναι 
2 2x x 2

x x

1 1 1 10 1 0 ( )dt dt x x
ln t t 1 ln t t 1

< − < ⇒ < − < = −
− −∫ ∫ [4] 

Επειδή 2

x 1
lim(x x) 0
→

− =  από το κριτήριο παρεµβολής και την [4] 

παίρνουµε την [1] 
2 2 2 2x x x

x x xx 1 x 1

x 1

dt dt dt x 1lim( ) 0 lim( ln( )) 0
lnt t 1 lnt x 1

lim f (x) ln 2
→ →

→

−
− = ⇔ − = ⇔

− −
=

∫ ∫ ∫  

Για την παραγωγισιµότητα θέλουµε να υπολογίσουµε το 
0 / 0

2x 1 x 1 DLH x 1 x 1

x 1

g(x) g(1) f (x) ln 2 2x 1lim lim lim f (x) lim( )
x 1 x 1 ln(x ) ln x

x 1lim 1
ln x

→ → → →

→

− − ′= = = −
− −
−

= =
 

8Γ2          

yg(y) , y ( ,0) (0, )
y 2 2

ηµ π π
= ∈ − ∪  

( ) 2

y y yg y , y ,0 0,
y 2 2

συν −ηµ π π   ′ = ∈ − ∪   
   

 

Θέτω ( )w y y y y, y ,
2 2
π π = συν −ηµ ∈ −  

 

( )w y y′ = συν y y y− ηµ − συν y y= − ηµ        

 

 

 

y     -π/2           0            π/2 
w΄              -     0     - 
 
w                      0 
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άρα µε τον γνωστό τρόπο w(x)>0 στο [-π/2,0) και w(x)<0 στο (0,π/2] 

και έτσι g (y) 0, y ,0
2
π ′ > ∈ − 

 
και g (y) 0, y 0,

2
π ′ < ∈ 

 
 

 

 

 

 

Έχω 
2

xt dt

t

π

π

 ηµ π  =∫        θέτω xty =
π

 και xdy dt=
π

           

2x

x

ydy
y

ηµ
= ∫ ( )

2x

x

g y dy= ∫ , x 0≠ Έτσι για 0< x <2x<π/2 

( ) ( ) ( )
x y 2x

g 2x g y g x
g
≤ ≤ 

⇒ ≤ ≤
'

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2x 2x 2x

x x x
2x

x

2x

2x
x

x 0
x

x 0 x 0

g 2x dy g y dy g x dy

g 2x 2x x g y dy g x 2x x

2x g y dy x
2 lim g y dy 0

2xlim lim x 0
2

+

+ +

→

→ →

⇒ ≤ ≤

⇒ − ≤ ≤ −

ηµ
⇒ ≤ ≤ ηµ ⇒ =

ηµ = ηµ = 

∫ ∫ ∫

∫

∫
∫

 

Οµοίως εάν  -π/2< 2x<x <0 ( )
2x

x 0
x

lim g y dy 0
+→

=∫  

Άρα ( )
2

x 0

xt dt
lim 0 f 0

t

π

→
π

 ηµ π  = =∫  δηλ f συνεχής στο 0 

για x 0≠  f συνεχής ως παραγωγίσιµη. Τελικά f συνεχής σε όλο το R 

y     -π/2           0            π/2 
g΄               +    0      - 
 
g                        

t    π    2π 
y   x    2x 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2x2x

0
0 xx

x 0 x 0 x 0 x 0

g y dyg y dy
f x f 0 f x

lim lim lim lim 1
x 0 x x 1→ → → →

′ 
 

−  = = =
−

∫∫
 

Να τονίσουµε ένα λεπτό σηµείο Πρέπει να συνεχίσω µε πλευρικά 

όρια γιατί σπάζοντας το ∫  εισάγω µια σταθερά ,εδώ π.χ το 1/2 ,που 

προσδιορίζει το διάστηµα. µια που το Α είναι ένωση 

( ) ( )
( ) ( )

x 2x

1/ 2 1/ 2

x 0 x 0

x 0

g y dy g y dy
lim lim[ g x 2g 2x ]

1
x 2xlim 2 1 2 1

x 2x

+ +

+

→ →

→

′ 
− + 
  = − +

−ηµ ηµ = + = − + = 
 

∫ ∫
 

όµοια και το άλλο πλευρικό που τελικά σηµαίνει ( )f 0 1′ =  

8Γ3          

yg(y) , y ( ,0) (0, )
y 2 2

ηµ π π
= ∈ − ∪  

Θέτουµε  
x

a x
2x

xx x

x

g(x) f (t)dt lim g(x) A R

lim [g(2x) g(x)] A A 0 lim f (t)dt 0

lim [(2x x)f (ξ)] 0

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

= ⇒ = ∈ ⇒

− = − = ⇒ = ⇒

− =

∫

∫  

x x x

1lim 0, lim [xf (ξ)] 0 lim [f (ξ)] 0
x→+∞ →+∞ →+∞
= = ⇒ =  Με 

x ξ 2x ξ< < ⇒ → +∞  οπότε λόγω της µοναδικότητας του ορίου 

x
lim f (x) 0
→+∞

=  

8∆1          
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2 22 2
0

0 0

x (1 t )x (1 t )1

200

x x x x
0 0

e e dtf (x) f (x ) 1 tL lim lim
x x x x

− +− +

→ →

−
− += =
− −

∫
 

Θεωρούµε την συνάρτηση x 2 2 2 2
0e , A x (1 t ), B x (1 t )= − + = − +  και 

έστω πχ ότι Α<Β , τότε από το ΘΜΤ έχουµε (ίδια απόδειξη και αν 

Α>Β) 
A B k 2 2 2 k

0k (A,B):e e (A B)e (x x )(1 t )e∃ ∈ − = − = − − + . Με 

αντικατάσταση στο όριο φτάνουµε να αναζητούµε το 

( )
0 0

1 1k k
0 00 0x x x x

L lim (x x ) e dt 2x lim e dt
→ →

= − + = −∫ ∫  

Έχουµε από πριν ότι 
1 1 1A k B

0 0 0
k (A,B) e dt e dt e dt∈ ⇒ < <∫ ∫ ∫  

Θα βρούµε τα όρια των ακριανών παραστάσεων στην προηγούµενη 

ανισότητα όταν το 0x x→  

Παρατηρούµε ότι το Β είναι ανεξάρτητο του x ( 2 2
0B x (1 t )= − + ) 

οπότε 
0

1 1B B

0 0x x
lim e dt e dt
→

=∫ ∫  

Το Α εξαρτάται από το x. Όµως έχουµε 
1 1 1 1A B A B 2 2 2 k

00 0 0 0
e dt e dt (e e )dt (x x ) (1 t )e dt− = − = − − +∫ ∫ ∫ ∫  από το 

αρχικό ΘΜΤ 

Θα δείξουµε ότι το 
1 2 k

0
(1 t )e dt+∫  είναι φραγµένο. Πράγµατι 

2
0

1 1 1 x2 k k

0 0 0
0 (1 t )e dt 2 e dt 2 e dt C−< + < < =∫ ∫ ∫  (διότι 0 t 1≤ ≤  και x0 

σταθερό) 

Τότε το ( )
0

12 2 2 k
0 0x x

lim (x x ) (1 t )e dt 0
→

− − + =∫  ως µηδενική επί φραγµένη 

Επειδή 
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0

1 1 1 1 1A B 2 2 2 k A B
00 0 0 0 0x x

e dt e dt (x x ) (1 t )e dt lim e dt e dt
→

= + − + ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Συµπεραίνουµε από το κριτήριο παρεµβολής ότι  
2 2
0

0 0

2 2 2 2 2 2 20
0 0 0 0

1 1 1 1 1 x (1 t )k B k B
0 0 00 0 0 0 0x x x x

1 1 xx (1 t ) x x t x u
0 0 00 0 0

lim e dt e dt 2x lim e dt 2x e dt 2x e dt

L f (x ) 2x e dt 2e e x dt 2e e du

− +

→ →

− + − − − −

= ⇒ − = − = −

′= = − = − = −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
Όπου στο τελευταίο ολοκλήρωµα κάναµε την αλλαγή µεταβλητής 

0u x t=  Τελικά 
2 2xx t

0
f (x) 2e e dt− −′ = − ∫  

Τώρα έχουµε 
2 2 2 2 2 2x x xx t x t x t

0 0 0
g (x) 2e e dt f (x) 2e e dt 2e e dt 0− − − − − −′ ′= + = − =∫ ∫ ∫  

Άρα η g είναι σταθερή οπότε 
12

20

1g(x) g(0) 0 dt
1 t

= = +
+∫  αν θέσουµε t εφy=  παίρνουµε 

π / 4

0

πg(x) dy
4

= =∫  

Θα χρειαστούµε ακόµη µια φορά το κριτήριο παρεµβολής 
2 2 2

2 2
x (1 t ) x1 1 1x x

2 2 20 0 0

e e 1 πf (x) dt 0 f (x) dt e dt e
1 t 1 t 1 t 4

− + −
− −= ⇒ < < = =

+ + +∫ ∫ ∫  

Τότε εύκολα 
x
lim f (x) 0
→+∞

= άρα 

( ) ( )2 2 2
2 2x x xt t t

0 0 0x x x

π πlim e dt f (x) lim e dt lim e dt
4 2

− − −

→+∞ →+∞ →+∞

 
= + = ⇒ = 

 
∫ ∫ ∫  

8∆2          

Αν 
b xg(t)

a
f (x) e dt , x R= ∀ ∈∫ όπου g µη αρνητική γνήσια µονότονη και 

συνεχής στο [a,b], η οποία έχει µέγιστο θετικό το Α ,να δειχθεί ότι 

x

n(f (x))im A
x→+∞

=  
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Πριν την απόδειξη προηγείται ένα λήµµα 

Λήµµα Έστω h : [ a,b ] R→  συνεχής, γνήσια µονότονη συνάρτηση η 

οποία έχει µέγιστο θετικό. Να δείξετε ότι : 
→+∞

= +∞∫
b xh(t)

ax
lim h( t )e dt  

Απόδειξη του λήµµατος 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι , h στο[a, b]↑  

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις 

Α) Η h να διατηρεί σταθερό πρόσηµο . Τότε  το πρόσηµο αυτό θα 

είναι θετικό αφού µια τιµή της, το µέγιστό της, είναι θετική. ∆ηλαδή 

h(t) 0, t [a, b]> ∀ ∈  

Τώρα έχουµε :  

Από την γνωστή ανίσωση ye 1 y y, y R≥ + > ∀ ∈  θέτοντας y xh(t)=  

παίρνουµε 
h 0

xh(t) xh(t) 2e 1 xh(t) xh(t) h(t)e xh (t)
>

≥ + > ⇒ > . Ολοκληρώνουµε  και 

είναι : 
b b bxh(t) 2 2

ba a a xh(t)
b ax2

ax

h(t)e dt xh (t)dt x h (t)dt
lim h(t)e dt

αλλά είναι : lim x h (t)dt →+∞

→+∞

> = ⇒ = +∞
= +∞ 

∫ ∫ ∫
∫

∫
 

Β) Η h να µην διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Τότε επειδή h στο[a, b]&  

θα υπάρχει c (a, b) :h(t) 0, t [a,c] και h(t) 0, t [c, b]∈ ≤ ∀ ∈ ≥ ∀ ∈  και 

βέβαια το c είναι η µοναδική ρίζα της h(t). 

Στην περίπτωση Α) δείξαµε ότι 
b xh(t)

ax
lim h(t)e dt
→+∞

= +∞∫ . Ισχύουν 

όµως οι ίδιες συνθήκες  για την h στο [c,b]. Άρα  
b xh(t)

cx
lim h(t)e dt
→+∞

= +∞∫  
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Ακόµη αφού x →+∞  µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τελικά  είναι 

x 0> . Έτσι στο διάστηµα [a,c] θα έχουµε : xh(t )xh(t) 0 0 e 1≤ ⇒ ≤ ≤  

Όµως είναι h στο[a,c]&  οπότε 0 h(t) h(a)≤ − ≤ − στο [a,c] 

Πολλαπλασιάζουµε τις δυο τελευταίες ανισότητες κατά µέλη και 

παίρνουµε 
cxh(t ) xh(t ) xh(t )

a
c b bxh(t ) xh(t) xh(t )

a c c
b bxh(t ) xh(t )

a c

0 h(t)e h(a) h(t)e h(a) h(t)e dt (c a)h(a)

h(t)e dt h(t)e dt (c a)h(a) h(t)e dt

h(t)e dt (c a)h(a) h(t)e dt

≤ − ≤ − ⇒ ≥ ⇒ ≥ − ⇒

+ ≥ − + ⇒

≥ − +

∫
∫ ∫ ∫
∫ ∫
Επειδή  

b xh(t)

cx
lim h(t)e dt
→+∞

= +∞∫  είναι και 

b xh(t)

cx
lim [(c a)h(a) h(t)e dt]
→+∞

− + = +∞∫  οπότε λόγω της προηγούµενης 

ανισότητας , άµεσα προκύπτει ότι και στην Β) περίπτωση 
b xh(t)

ax
lim h(t)e dt
→+∞

= +∞∫  

Στην κύρια απόδειξη θα ακολουθήσουµε τα παρακάτω 4 βήµατα  

1.  

Είναι 
b b bxg(t)

a a a
f (x) e dt (1 xg(t))dt b a x g(t)dt= ≥ + = − +∫ ∫ ∫  [1] 

Επειδή g συνεχής στο [a,b] µε µέγιστο το A 0> η g δεν είναι παντού 

µηδέν στο[a, b]  οπότε 
b

a
g(t)dt 0>∫  [2] 

Από [1], [2] προκύπτει άµεσα ότι 
x
lim f (x)
→+∞

= +∞  . Με εντελώς 

ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι και  
x
lim f (x)
→+∞

′ = +∞  [3] που θα το 

χρειαστούµε αργότερα 

2. Αρκεί να δειχθεί ότι 
b xg(t )

a
(A g(t))e dt 0− ≥∫  που ισχύει αφού 

A g(t) 0− ≥ και επιπλέον xg(t)e 0 , a b> <  
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3. Αρκεί να δείξουµε ότι 

f (x)ε 0 δ 0 : x δ A ε A ε
f (x)
′

∀ > ∃ > ∀ > ⇒ − < < + . Όµως η ανισότητα 

f (x) A ε
f (x)
′

< +  ισχύει από το δεύτερο ερώτηµα αφού εκεί δείξαµε ότι 

f 0 f (x)f (x) Af (x) A A ε
f (x)

> ′
′ ≤ ⇔ ≤ < +  . Άρα αρκεί να δείξουµε  

f (x) A ε
f (x)
′

> −  [4]  Εάν A ε 0− ≤  η [4] ισχύει για κάθε x>δ λόγω του 

πρώτου ερωτήµατος και της [3] που εξασφαλίζουν το πρώτο µέλος 

της [4] να είναι καθαρά θετικό . Μπορούµε λοιπόν να θεωρούµε ότι 

A ε 0− >   [5] 

Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι 
b bxg(t ) xg(t)

a a
f (x) (A ε)f (x) g(t)e dt (A ε) e dt′ > − ⇔ > −∫ ∫  για x>δ ή 

ισοδύναµα αρκεί 
b bxg(t ) (A ε)x xg(t)

a a
(g(t) (A ε))e dt 0 e (g(t) (A ε))e dt 0− −− − > ⇔ − − > ⇔∫ ∫  

b x(g(t ) (A ε))

a
(g(t) (A ε))e dt 0− −− − >∫   [6] 

Αν θέσουµε h(t)=g(t)-(A-ε) τότε η h είναι συνεχής και γνήσια 

µονότονη στο [a,b] και έχει µέγιστο θετικό, συνεπώς ικανοποιούνται 

οι προϋποθέσεις του λήµµατος που σηµαίνει ότι η [6] ισχύει τελικά 

για x>δ 

4. Λόγω του πρώτου ερωτήµατος και της [3] το όριο είναι της 

µορφής +∞
+∞

 και ισχύουν οι υπόλοιπες προϋποθέσεις του κανόνα De 

l’ Hospital αφού είναι ln(f (x)) f (x)
(x) f (x)

′ ′
=

′
 και από το τρίτο ερώτηµα 
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έχουµε 
x

f (x)lim A
f (x)→+∞

′
= , f παραγωγίσιµη διότι g συνεχής και 

(x) 1 0′ = ≠  σε κάθε διάστηµα (δ, )+∞  Τελικά συµπεραίνουµε ότι 

x

ln(f (x))lim A
x→+∞

=  

9Β3          

x u= εφ … 

9Β6          
x u= ηµ  

9Γ1          

, ,Iµ ν ν µ= Ι  [1] είναι εύκολο αν κάνουµε αλλαγή την µεταβλητής x=1-u 

1, , 1
1I
1µ+ ν µ ν+

µ +
= Ι
ν +

[2]διότι

11 1 1 1
, 0 0

(1 x)I x ( ) dx 0 x (1 x) dx
1 1

ν+
µ µ− ν+

µ ν
− µ′= − = + − ⇒
ν + ν +∫ ∫  

, 1, 1 1, , 1
1I I

1 1µ ν µ− ν+ µ+ ν µ ν+
µ µ +

= Ι ⇒ = Ι
ν + ν +

 

1, , 1 ,I Iµ+ ν µ ν+ µ ν+ Ι = [3] Πράγµατι αρκεί να δείξουµε ότι 

1 11 1

0 0
1 1

0 0

[x (1 x) x (1 x) ]dx [x (1 x) ]dx

x (1 x) (x 1 x)dx x (1 x) dx

µ+ ν µ ν+ µ ν

µ ν µ ν

− + − = − ⇔

− + − = −

∫ ∫
∫ ∫

 

Από τις [2],[3] απαλείφοντας το 1,Iµ+ ν παίρνουµε την 

, 1 ,
1I I

2µ ν+ µ ν
ν +

=
µ + ν +

 [4] που είναι και η βασική µας επιδίωξη αφού οι 

δείκτες έχουν διαφορά 1  

Για µ=0 έχουµε (ν+2)Ι0,ν+!=(ν+1)Ι0,ν=…=1Ι0,0=1 

Τώρα για ν=µ στην [4] ,δίνοντας τιµές και πολλαπλασιάζοντας κατά 

µέλη έχουµε το ζητούµενο λόγω [1] 
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Ε. ΓΕΝΙΚΕΣ 

 
ΘΕΜΑΤΑ  

ΜΕ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥΣ 

ΜΕ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 

ΜΕ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

ΓΕΝΙΚΕΣ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ε 

 

Θ1          

1) Αν x A x A∈ ⇔ − ∈    

2) Bolzano στην g(x)-x στο Α  

3) Από το 1  

4) Εύκολο  

5) υπάρχει  k:g(k)=a άρα w(k) 0≥  αντίστοιχα υπάρχει m:g(m)=-a 

οπότε w(m) 0≤  Bolzano για την w στο [-α,α]  

6) Είναι a g(x) a , a g( x) a , x A− ≤ ≤ − ≤ − ≤ ∀ ∈  προσθέστε κατά 

µέλη., π.χ αν g άρτια  

7) Αντίστοιχα το α και το –α  

8) g(-a)=-a και g(a)=a τότε f(g(-a))+g(-a)+f(-a)=f(-a)+(-a)-f(a)=-

[a+2f(a)] και αντίστοιχα για το α. Μετά Bolzano  

9) Από το 5 υπάρχει ξ : g(-ξ)=-g(ξ) Αν f(g(x))+g(x)+f(x)=h(x) τότε    

h(ξ )+h(-ξ)=0 . Bolzano για την h, Αν h(ξ )=0 προφανές  

10) Υπάρχει x1: f(x1)=a άρα f(-x1)=-a. Tο x1 δεν είναι το 0 και  

g(f(-x1))+ f(-x1)= g(-f(x1))-f(x1)=g(-a)-a 0≤  και αντίστοιχα για το x1. 

Μετά Bolzano. 

 

Θ2          

1) Από f(x1)= f(x2) προκύπτει εύκολα x1= x2  

2) Υπάρχει x0 : f(x0)=c µε αντικατάσταση στην αρχική 

0 0f (c) x f (f (c)) f (x ) c= ⇒ = =  , τώρα όπου x=c πάλι στην αρχική 3) 

x=a στην αρχική  

4) εύκολο 

http://www.mathematica.gr
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5) Βρείτε ότι f(b)-f(a)=a+c-2b<0  

6) αρκεί b=f(a)>f(c)=c  

 

Θ3          

1) Απλές πράξεις  

2) Ολοκληρώστε την 1  

3) Απλές πράξεις  

4) Ολοκληρώστε την 3 

5) Από 2 και 4 µε αφαίρεση 

6) x=1/3 

 

Θ4          

1) εύκολο 

2) πίνακας µονοτονίας 

3) εύκολο 

4) ολοκληρώστε τις 2 προηγούµενες ανισότητες 

 

Θ5          

1) Ως πράξεις παραγωγίσιµων  

2) Παραγωγίστε  

3) εύκολο  

4) Υποθέστε ότι δεν είναι σταθερή. Από τα 2 και 3 θα οδηγηθείτε σε 

άτοπο 

 

Θ6          

1) Άµεσα f (x) 0′ ≥   

2) Από το 1 και επειδή x 1≥   
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3) 2

f (x) 1
f (x) f (x)

′′  
= − 
 

…                     

4) 
a 3

1 a
f f=∫ ∫ … 

 

Θ7          

1) εύκολο  

2) ∆είξτε ότι f (x) x′ + αύξουσα στο [0,4] οπότε µετά 

2xf (x) f (0)x
2

′+ −  αύξουσα στο [0,4] και τελικά ( )′ ≤f 0 2  και µε 

αντίστοιχο τρόπο για το 4  

3) Απλές πράξεις  

4) Rolle για την h στα [0,2] και [2,4]  

5) Είναι h (x) 0′′ ≥  και επειδή h΄ αύξουσα στο [ξ1,ξ2] και ξ1,ξ2 ρίζες 

της είναι η µηδενική συνάρτηση στο [ξ1,ξ2] οπότε η h είναι σταθερή 

στο [ξ1,ξ2]  

6)το 2 ανήκει στο εσωτερικό του [ξ1,ξ2] και h(2)=0 άρα h είναι η 

µηδενική συνάρτηση στο [ξ1,ξ2]  

7) Αφού h΄ αύξουσα h΄(ξ1)=0 για 0 x≤ <ξ1 είναι 1h (x) h ( ) 0′ ′≤ ξ =  

άρα h φθίνουσα και αντίστοιχα στο [ξ2,4]  

8) Επειδή h(0)=h(ξ1)=0 και h φθίνουσα στο [0,ξ1], h είναι η µηδενική 

συνάρτηση [0,ξ1] και αντίστοιχα στο [ξ2,4] . Τελικά h είναι η 

µηδενική συνάρτηση στο [0,4] οπότε 1f (x) x(4 x)
2

= −  
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Θ8          

1) Προφανείς οι: -1,0,1 και µε Rolle η µοναδικότητα  

2) Στον πίνακα λάβετε υπ’ όψη ότι η παράγωγος έχει το πολύ δυο 

ρίζες , ενώ η β΄ παράγωγος ακριβώς µία. Ακόµη τα όρια στα άπειρα 

και για την f αλλά και για τις f ΄,f ΄΄ βρίσκονται εύκολα  

3) Εύκολο από το 2 4) Η πρώτη είναι εκθετική η δεύτερη τριώνυµο… 

5) 
1

1
f ...

−
=∫  

 

Θ9          

1) Εύκολο  

2) Μοναδική ρίζα το 0  

3) f ΄΄(x)=…=<0 , θα έπρεπε λΑΒ=λΒΓ κάντε Θ.Μ.Τ καταλήγετε σε 

άτοπο αφού η f ΄ είναι 1-1  

4) f ΄(0)=1…  

5) Από το 3 και το 4  

6) Παραγωγίστε και τα δυο µέλη της ζητούµενης …, η σταθερά = 0 

7) Αντικαταστήστε το 2x+1 από το 6  

8) Από το 7  

9) Απολογαριθµίστε και αντικαταστήστε το ef(x) από το 6  

10) Από το 9  

11) Είναι το R  

12) Είναι συνεχής στο R  

13) Αποµονώστε το ef(x) από το 6 και πάρτε όρια  

14) Με DLH λ=0 χρησιµοποιώντας την αρχική σχέση , ενώ β=+¶ 

15) Όπου f(e/2)=w στην 6, προφανής ρίζα το 1 , µονοτονία.  

16) Μπορούµε να βρούµε τον τύπο της αντίστροφης  
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Θ10          

1) Φέρτε τα όλα στο πρώτο µέλος. Να θέσετε συνάρτηση. 

Μελετείστε την µονοτονία της  

2) Όµοια µε το 1  

3)Χρησιµοποιώντας το 1 και το κριτήριο παρεµβολής δείξτε ότι 

x
lim [f (x) x]
→+∞

− = −∞  και από τη 2 
x
lim [f (x) x]
→−∞

− = +∞  Σκεφθείτε 

Bolzano και µονοτονία για την f(x)-x  

4) ∆είτε ότι et=(1+et)΄  

5) Ολοκληρώστε την δοσµένη σχέση για x>0 , x<0. Θα προκύψουν 

δυο ανισότητες και η συνέχεια είναι παρόµοια µε το ερώτηµα 3 

 

Θ11          

1) εύκολο  

2) Στηριχτείτε στην συµµετρία της f και της f -1.Το πρώτο µέλος θα 

προκύψει σαν διαφορά εµβαδών δυο ορθογωνίων  

3) ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις µέσα στα ολοκληρώµατα είναι 

αντίστροφες και εφαρµόστε το 1.  

4) ∆είξτε ότι g(2)=0 και g αύξουσα στο R.  

5) y=g(x)…Εύκολο  

6)Εφαρµόστε το 1 και χρησιµοποιήστε το προηγούµενο 

 

Θ12          

1)Επαγωγικά δείξτε ότι
kn

n
k 0

xE (x)
k!=

=∑   

2) Έστω Εη(ρ)=Εη+1(ρ)=0 Αφαιρέστε κατά µέλη οπότε ρ=0 

καταλήξτε έτσι σε άτοπο  

3) Πολυώνυµο περιττού βαθµού έχει µια τουλάχιστον ρίζα  

4) Ε2ν(ξ)=Ε2ν-1(ξ)+… 
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5 Παρατηρήστε ότι πάντοτε  ισχύει 2k 2 2k 1 2kE (x) E (x) E (x)+ +′′ ′= =  

κάντε επαγωγή δεχθείτε ότι 2kE (x) 0>  και µε πίνακα µονοτονίας 

λαµβάνοντας υπ’ όψη και τα προηγούµενα καταλήγετε ότι 

2k 2E (x) 0+ >   

6)  Ε2ν>0 ενώ Ε2ν+1 περιττού βαθµού µε παράγωγο θετική 

 

Θ13          

1) Συµπληρώστε την (1+f(x))2 , παραγωγίστε , από το f(0) και την 

µονοτονία  

2) Παραγωγίστε και τα δύο µέλη της ζητουµένης σχέσης  

3) Με µονοτονία. Λογαριθµίστε την σχέση του ερωτήµατος 2  

4) Από το 3 όριο είναι το +¶ και f(A)=R  

5) Εύκολο  

6) Παραγωγίστε την f΄ και χρησιµοποιήστε το 5  

7) Είναι γνήσια µονότονη , όπου x βάλτε το f -1(x)=…=xex  

8) Εύκολο  

9) Στο 2 βάλτε όπου x=e και θεωρείστε την εξίσωση που προκύπτει 

µε άγνωστο το ω=f(e) , βρείτε το f -1(e)  

10) εύκολο  

11) Από το 10 και το 5  

12) +¶ βγάζοντας κοινό παράγοντα τον ισχυρότερο όρο 

 

Θ14           

1) Για την συνέχεια τα όρια είναι εύκολα , για την παραγωγισιµότητα 

µε D.L.H  

2) f γν αυξ  για x>0 και f γν φθιν  για x<0.  
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3) Για το πρώτο όριο υπολογίστε το ολοκλήρωµα , για το δεύτερο 

ξεκινήστε από την 1 t 1− ≤ ηµ ≤  και χτίστε την παράσταση µέσα στο 

ολοκλήρωµα. Με το κριτήριο παρεµβολής το όριο θα βγει +¶  

4) f(R)=[0,+¶)  

5) Για x>0 δείξτε ότι το f(x) ανήκει στο f((-¶,0)) 

 

Θ15           

1) Παραγωγίστε την αρχική σχέση και κάντε Bolzano στην g στο 

[α,β]  

2) Rolle στην g(x)+2x στο [α,β] , ή παραγωγίστε δυο φορές την 

αρχική σχέση και κάντε Rolle στην f   

3) Με τον ορισµό µονοτονίας για την f ΄ στην σχέση : f ΄- g΄=2  

4) Κάντε πίνακα µονοτονίας ξεκινώντας από το γεγονός ότι f ΄ είναι 

γνήσια αύξουσα.  

5 
1

0
E f g dx ... 1= − = =∫  

 

Θ16           

1) Σε κάθε παραγώγιση µειώνεται κατά 1 ο βαθµός και ο 

συντελεστής του µεγιστοβάθµιου πολλαπλασιάζεται µε τον 

προηγούµενο εκθέτη  

2) Εφαρµόστε ν φορές DLH και χρησιµοποιήστε το προηγούµενο  

3) Εύκολο  

4) Το όριο στο -¶ είναι +¶ η -¶ . Το -¶ απορρίπτεται λόγω 

µονοτονίας  

5) Από το 4 προκύπτει Ρ(x)>0.  

6) Παραγωγίστε .Το Ρ΄ θα προκύψει άρτιου βαθµού άρα το Ρ 

περιττού οπότε θα είχε ρίζα . Άτοπο 
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Θ17           

1) Με µονοτονία  

2) Εύκολο  

3) Αλλάζει στο 2 Ο παρονοµαστής της f ΄ είναι πάντα θετικός λόγω 

του 1  

4) Με Θ.Μ.Τ ολ.  

5) lnt>0 χτίστε την παράσταση και ολοκληρώστε   

6) Το όριο στο 0 είναι 0 λόγω του 4 

 

Θ18           

1)Εύκολο  

2)Έχει ακρότατα στα 2
2

±   

3) Προφανής το 0 και για x>0 είναι f(x)>0, αντίστοιχα για x<0 είναι 

f(x)<0  

4) Έχει τρία  

5) Ξεκινήστε από x t 2x≤ ≤  και χτίστε την παράσταση και 

ολοκληρώστε. Τελικά όριο είναι το 0  

6) Αλλαγή µεταβλητής y=-t  

7) Θα προκύψει f(x)=u2-u1 όπου εφu1=x, εφu2=2x. Βρείτε την  

εφ(u2-u1)=… 

8) f(0)=0 και f συνεχής στο R. ∆είξτε ότι 2

1 x 1
1 2x3 3

− < <
+

… 

 

Θ19           

1) Βάλτε όπου x το y … 

2) Παραγωγίστε , µετά εξασφαλίστε ότι η σταθερά είναι>0  

3) ∆είξτε ότι a f (x) a− ≤ ≤ … 
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4) Bolzano για την f(x)-x στο [0,α]  

5)Με άτοπο δείξτε ότι αν διατηρεί σταθερό πρόσηµο τότε είναι 

θετική και κοίλη Στη συνέχεια θεωρείστε µια εφαπτοµένη της και 

καταλήξτε σε αντίφαση  

6) Λύστε ως προς σφφ και µετά  προς Α. Παραγωγίστε την 

( ) ( )2 2f (x) A (x ) f (x) A (x )′− ηµ + φ + − συν + φ  

 

Θ20           

1) x>0  

2) Αλλάζει στο 1 στο οποίο έχει ολικό ελάχιστο το 0  

3) Να θέσετε g(x)=f(x)-f(1/x)  και να πάτε µε µονοτονία  

4) Παραγωγίστε και τα δύο µέλη. Η σταθερά θα βγει 0  

5) Αντικαταστήστε το f(1/x) από το 4 στο 3 . Η ανίσωση θα δώσει 

όριο το +¶  

6) Με Bolzano  

 

Θ21           

1) Με τον ορισµό και χτίζοντας (Προσοχή! ≤ ≤0 t 1 )  

2) Αρκεί f(x+1)=f(x)+c . Στο f(x+1) κάντε παραγοντική (Προσοχή  

(t x)΄=xt x-1 )  

3) Η ανισότητα µε Θ.Μ.Τ και 1=e0, µετά χτίστε την παράσταση στην 

µέση και ολοκληρώστε  

4) Από το 3   

5) Στο f(n+1) κάντε παραγοντική  

6) n φορές DLH  

7)  Πάρτε όρια στο 5 Θα βγει Γ(n+1)=nΓ(n) ∆ώστε τιµές στο n  και 

πολλαπλασιάστε κατά µέλη όπως στην απόδειξη της γεωµετρικής 

προόδου.  
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8) Ίδια απόδειξη  

9) Με DLH κάποτε ο εκθέτης θα προκύψει µη θετικός  

10) Πάρτε όρια στο 8 

 

Θ22          

1)Κ(3/4,9/8),Λ(1,1),Μ(1/4,-1/8) 

2)
1/ 4 3 / 4 1

0 1/ 4 3 / 4
(A D)dx (A C)dx (B C)dx− + − + −∫ ∫ ∫   

3) Ρ(1/2,1/2)  

4) Αρκεί f<A , f<B , f>C , f>D στο [0,1]. Ξεκινήστε από f ΄΄(x)+4>0 

δυο φορές µονοτονία µε 0<x<1 θα καταλήξετε σε ανισότητα που 

αφορά την f  και µια από τις A,B,C,D. Όµοια για τις υπόλοιπες τρεις 

ανισότητες  

5) C(x) f (x) A(x)≤ ≤  στο [0,1]  

6) Βρείτε τα ακρότατα των A,B,C,D σύµφωνα µε το σχήµα  

7) Είναι 
, 0 x 3/ 4

h
B , 3/ 4 x 1
Α ≤ ≤

=  < ≤
 , όχι διότι h µη παραγωγίσιµη στο 3/4 

8) Αν f(t) η αποµάκρυνση και υποθέσουµε ότι -4<f΄΄(t)<4 

καταλήγουµε στο 4 χωρίς να ισχύουν τα «=». Από το 5 προκύπτει 

άτοπο 

 

Θ23           

1) Θεώρηµα σταθερού προσήµου  

2) Αν f κοίλη τότε βρίσκεται κάτω από την εφαπτοµένη της…  

3) Ολικό ΜΙΝ το 1  

4) f κυρτή βρίσκεται πάνω από την εφαπτοµένη της…   

5) Πολλαπλασιάστε µε f ΄(x) την αρχική σχέση. Μετά σταθερό 

πρόσηµο για την f ΄(x) σε διαστήµατα  
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6) Βρείτε το όριο της f(x) / x  

7) Πινακάκι για την f(x)-x  

8) Υπάρχει χορδή που διέρχεται από το (0,0). Μετά κατάλληλο Rolle 

9)  Από το 5,αλλαγή µεταβλητής  

10) χτίζοντας 

 

Θ24           

1) Έστω x0:f(x0)>0 Επειδή f συνεχής στο [α,β] θα έχει µέγιστο που 

δεν θα βρίσκεται στα άκρα αφού η f  µηδενίζεται εκεί. Από το 

κριτήριο β΄ παραγώγου θα έπρεπε η f ΄΄ να ήταν αρνητική άτοπο 

αντίστοιχα για ελάχιστο. Τελικά σταθερή  

2) Η f  έχει µία ρίζα ακριβώς την α οπότε για x>α έχει σταθερό και 

µάλιστα θετικό πρόσηµο  

3) Εύκολο  

4)  Αν f΄(α)<0 επειδή f ΄ συνεχής και f(α)=0 προκύπτει f φθίνουσα 

και αρνητική για α<x<α+δ άτοπο  

5) f ΄(α)<0 επειδή f ΄ συνεχής και f(α)=0 υπάρχει x2:f(x2)<0. H f  έχει 

σταθερό πρόσηµο για x<α .Άρα f(x)<0 για x<α . Έτσι προκύπτει το 

πρόσηµο της f ΄΄ να αλλάζει εκατέρωθεν του α… έχουµε σηµείο 

καµπής στο α  

6) Γράψτε την εξίσωση εφαπτοµένης y=…στο α , χρησιµοποιήστε το 

3 και πάρτε όρια Σύνολο τιµών To R  

7) Είναι f ΄ κυρτή κοντά στο +¶ και κοίλη στο -¶                                             

8) Με Θ.Μ.Τ η ύπαρξη, µε την µονοτονία της f ΄ η µοναδικότητα  

9) λΑΒ=f ΄(ξ1) µε ξ1>α από Θ.Μ.Τ και η f ΄ είναι γνήσια αύξουσα 10) 

γ<α τότε λΓΑ= f ΄(ξ2) µε ξ2<α η f ΄ είναι γνήσια φθίνουσα άρα  

f ΄(ξ2)>f ΄(α) ακόµη η f ΄ παίρνει όλες τις τιµές από f ΄(α) ως +¶  

11) Παραγωγίστε την f ΄/ f ,σπάστε το κλάσµα και ολοκληρώστε  
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12) Από το 12 χρησιµοποιήστε την ανίσωση Cauchy- Swartz για 

ολοκληρώµατα  και το Θ.Μ.Τ ολ για το ολοκλήρωµα της p(x)  

 

Θ25           

1)Εύκολο 

2) f f (f f ) (f f )′′ ′ ′ ′= ⇔ + = + … 

3-4-5) Εύκολη µελέτη  

6) Να θέσετε x -x x -x2g(x) e e ,2h(x) e -e= + =  

7) Καταλήγετε στο 2ο  

 

Θ26          

1).Αρκεί για κάθε x>0 να δείξουµε ότι υπάρχει µοναδικό y στο (0,1) : 

g(y) 0= όπου 3g(y) 4y 2xy x 1= + − −  

Είναι 2g (y) 12y 2x 0 g′ = + > ⇒ ' και 

g(0)g(1) (x 1)(3 2x) 0= − + + < οπότε ισχύει το ζητούµενο 

2)Αφού  
3

3

0 y 1 y y
x 14y 2xy x 1 4y 2xy x 1 y(2x 4) x 1 y

2x 4

< < ⇒ <
+

+ = + ⇒ + > + ⇒ + > + ⇒ <
+

Και 
3

3

0 y 1 0 4y
x 14y 2xy x 1 2xy x 1 y
2x

< < ⇒ <
+

+ = + ⇒ < + ⇒ >
 

Από το κριτήριο παρεµβολής προκύπτει το ζητούµενο 

3)Με 0 0y f (x )=  έχουµε 

3 3
0 0y y (y y )A,A 0− = − ≥  αλλά 

0x x
3 3 0

0 0 0 0
0 0

y y 1 2yy y 2xy 2x y x x ...
x x 4A 2x

≠ − −
− + − = − ⇔ ⇔ =

− +
[*] 
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Επειδή  

0
0 0

0 y 1 |1 2y | 1
1 1A 0,x 0 0

4A 2x 2x

< < ⇒ − <

> > ⇒ < <
+

 

Οπότε παίρνοντας απόλυτα και πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις 

δυο προηγούµενες προκύπτει η επιθυµητή ανισότητα µέσω της 

οποίας και του κριτήριου παρεµβολής αποδεικνύεται εύκολα ότι f 

συνεχής 

4)Αν υπήρχε b 0 : 2f (b) 1> ≤ τότε 

32bf (b) b,4f (b) 1/ 2≤ ≤ προσθέτοντας κατά µέλη 1b 1 b
2

+ ≤ + άτοπο 

άρα 1y
2

>  

5)αν στην [*] πάρουµε όρια όταν x τείνει προς το x0 το όριο του 

λόγου µεταβολής τείνει προς πραγµατικό οπότε η y είναι 

παραγωγίσιµη και προκύπτει εύκολα το α) ζητούµενο 

παραγωγίζοντας ενώ το β) είναι άµεση συνέπεια του 4 και της 

σχέσης που µόλις αποδείξαµε 

 

6)Το όριο της y όταν x 0→ το ονοµάζω z και αφού y φθίνουσα 

z 0 xz 0≥ ⇒ ≥ αν z = +∞ το αριστερό µέλος της αρχικής τείνει στο 

+άπειρο ενώ το δεξί στο 1 άτοπο. Άρα z R∈ Με όρια στην αρχική 
34z 1= τότε το σύνολο τιµών προκύπτει απ τις τιµές των 2) και του z 

, την συνέχεια και την µονοτονία της y και είναι το ζητούµενο 

7)όπου x την αντίστροφη στην αρχική και 
3

1 4x 1f (x)
1 x

− −
=

−
µε x να 

ανήκει στο σύνολο τιµών 
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Θ27           

A) Εύκολο  

Β) Με σύνολα τιµών και µονοτονία A (1, )= +∞  και επιπλέον θα 

είναι (e y)(e x) 0, x, y A− − ≤ ∀ ∈   

Γ1) Προφανές λόγω µοναδικότητας  

Γ2) Παραγωγίστε  

Γ3) Είναι το Α  

Γ4) x e=   

Γ5) Το y (e)′  µε DLH   

Γ6) Τις y 1,x 1= =  

ΜΕ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥΣ 

 (ΜΙ).1 z=x+i  , x>0 ,Bolzano και µονοτονία  

 (ΜΙ).2 Κ2=… όπου y2=1-x2 , 1 x 1− ≤ ≤   

 (ΜΙ).3 Είναι
3d 1 izd u

...
dy dy

+
= =  µε 

2

dx y y
dy x 1 y

= − = −
−

  

 (ΜΙ).4 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και κάντε 

Rolle στην f(x)g(x)  

 (ΜΙ).5 X=f(a)=e-x ,Y= f(-a)=ex ,XY=1 ,X>0, Y>0  

 (ΜΙ).6 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και κάντε 

Rolle στην f(x)/g(x)  

 (ΜΙ).7 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και κάντε 

δυο Θ.Μ.Τ στα [α, (α+β)/2] , [(α+β)/2,β]  

 (ΜΙ).8 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και κάντε 

Fermat  

 (MI).9 Πράξεις , Bolzano στο [α,β]  

 (ΜΙ).10 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και 

κάντε Rolle στην f(x)/x2.  
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 (MI).11 Πράξεις , Bolzano στο [α,β]  

 (MI).12 Έχουµε  =w w … Πρέπει λΑΒ=λΒΓ που προκύπτει από το 

προηγούµενο. ∆υο Θ.Μ.Τ στα [α,β] , [β,γ] και µετά Rolle στην 

παράγωγο  

 (ΜΙ).13 Υψώστε στο τετράγωνο την σχέση µε τα µέτρα και 

κάντε Bolzano 

 (ΜΙ).14 Μετά τις πράξεις Bolzano  

 (ΜΙ).15 Τριγωνικές ανισότητες και Bolzano  

 (ΜΙ).16 Αρκεί να ισχύει f 2(a)≥ f 2(b).Ταυτότητα  για το f(b) και 

αν z=u+iv τότε 1≥ u≥ -1  

 (ΜΙ).17  Το όριο του αριθµητή είναι µηδέν και στα δυο Υψώστε 

στο τετράγωνο τις σχέσεις µε τα µέτρα και κάντε Bolzano  

 (ΜΙ).18 Γεωµετρική ερµηνεία 

 (ΜΙ).19Αν 1 2 nP(z) a(z z )(z z )...(z z )= − − −  τότε παραγωγίζοντας 

παίρνουµε 

2 3 n 1 3 n

1 2 n 1

P (z) a[(z z )(z z )...(z z ) (z z )(z z )...(z z ) ...
... (z z )(z z )...(z z )]−

′ = − − − + − − − +
+ − − −

 

Για ευκολία θέτουµε 

1 2 3 n

2 1 3 n

n 1 2 n 1

A a(z z )(z z )...(z z )
A a(z z )(z z )...(z z )
. . .
A a(z z )(z z )...(z z )−

= − − −
= − − −

= − − −

 

Παρατηρούµε ότι 

1 1 1 1 1 1 1 1(z z )A (2z (z z ))A 2zA (z z )A 2zA P(z)+ = − − = − − = −  

 και όµοια   

2 2 2

n n n

(z z )A 2zA P(z)
. . .
(z z )A 2zA P(z)

+ = −

+ = −
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Προσθέτοντας κατά µέλη τις προηγούµενες προκύπτει ότι 
n

k k 1 2 nk 1
(z z )A 2z(A A ... A ) nP(z) 2zP (z) nP(z)

Q(z)
=

′+ = + + + − = −

=
∑  

Τότε είναι 
n

n
k kk 1 k

1 2 n
k 11 2 n k

(z z )A z zQ(z) z z , z ,..., z
P(z) a(z z )(z z )...(z z ) z z

=

=

+ +
= = ∀ ≠

− − − −
∑ ∑  

Όµως από την εκφώνηση έχουµε ότι = =kz 1 k 1,2,...,n .Έτσι είναι 

2
k k k k

2 2 2
k k k k

z 1z z (z z )(z z ) 2 Im(z z)i
z z z z z z z z

−+ + −
= = +

− − − −
  

Οπότε αντικαθιστώντας στην προηγούµενη έχουµε 
2n n n n

2k k
2 2 2 2

k 1 k 1 k 1 k 1k k k k

z 1 2 Im(z z) Im(z z)Q(z) 1i ( z 1) 2i
P(z) z z z z z z z z= = = =

−
= + = − +

− − − −
∑ ∑ ∑ ∑

φυσικά 1 2 nz z , z ,..., z∀ ≠  

Αν r  ρίζα του Q δεν µπορεί να είναι ρίζα και του P διότι 
r 1

Q(r) 0 2rP (r) nP(r) 0 2rP (r) 0 P (r) 0
=

′ ′ ′= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =  

Τότε επειδή τα P,P’ έχουν κοινή ρίζα το r είναι γνωστό ότι το r θα 

είναι τουλάχιστον διπλή ρίζα του πολυωνύµου που είναι άτοπο από 

την εκφώνηση 

Άρα στην προηγούµενη σχέση µπορούµε να θέσουµε όπου z το r 
n n

2 k
2 2

k 1 k 1k k

n n
2 k

2 2
k 1 k 1k k

n n
2 k

2 2
k 1 k 1k k

Im(z r )Q(r) 1( r 1) 2i
P(r) r z r z

Im(z r )10 ( r 1) 2i
r z r z

Im(z r )10 ( r 1)
r z r z

= =

= =

= =

= − + ⇔
− −

= − + ⇔
− −

= − =
− −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

Επειδή όµως είναι 
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n

2
k 1 k

1 0
r z=

>
−

∑  

άµεσα προκύπτει από την προηγούµενη ότι 2r 1 0− =  που δείχνει 

φανερά ότι η τυχαία ρίζα του Q ανήκει στον µοναδιαίο κύκλο 

 

ΜΕ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 

 (ΠΙ).1 ( )
=

ω =∑
m

k
k 1

P 1 και Θ.Μ.Τ ολ  

 (ΠΙ).2 Είναι πάντα συνεχής (µε ορισµό και όρια) και όταν 2β=α 

παραγωγίσιµη . Και οι δυο πιθανότητες είναι ίσες µε µηδέν  

 (ΠΙ).3 Με άτοπο βρίσκοντας το σύνολο τιµών της Ρ=[3/5,1]  

 (ΠΙ).4 Βρείτε το ελάχιστο της ααeα  Η Πιθανότητα είναι 1/20. 

Βρείτε το σύνολο τιµών της f  

 (ΠΙ).5 ( )
=

ω =∑
m

k
k 1

P 1 και Θ.Μ.Τ  

 (ΠΙ).6 i)Εύκολο για την g(x)=f(x)-x ii) f(x)-x=κοίλη iii) 

Ολοκληρώστε τις ανισότητες των ι) και ιι) και επιπλέον δείξτε 

ότι 
m

k
k 1

P( ) 1
=

ω =∑  iv) Έστω P(x1)= P(x2)= P(x3)= P(x4). Κάντε  

 4 Θ.Μ.Τ ολ Τότε σε f(ξ1)- f(ξ2)= ξ1-ξ2 και f(ξ3)- f(ξ4)= ξ3-ξ4 και 

τελικά στην σχέση g΄΄(κ)=0 άτοπο από την  

 (ΠΙ).7 Θ.Μ.Τ …Τελικά (n-2)/n2=8%...n=10 

 

ΜΕ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 (ΓΕ).1 ∆είξτε ότι f 2(x)-g2(x)=c 0≠ … 

 (ΓΕ).2 Από Fermat και τριγωνική τα διανύσµατα προκύπτουν 

οµόρροπα. Επειδή έχουν ίσα µέτρα είναι ίσα 
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ΓΕΝΙΚΕΣ 

ΓΕΝ 1          

Απόδειξη του Α) 

Αφού f ΄ συνεχής στο κλειστό [a,b], τότε η f ΄ θα έχει και µέγιστο και 

ελάχιστο στο διάστηµα αυτό. Άρα υπάρχουν m1 , m2 : 

1 2m f (t) m t [a,b]′≤ ≤ ∀ ∈ , οπότε αν µε Μ συµβολίσουµε τον 

µεγαλύτερο από τους αριθµούς |m1|,|m2| θα ισχύει: 

f (t) M t [a,b]′ ≤ ∀ ∈  

Έχουµε :  

b b

a a

b

a

( t)f (t) ( t)dt f (t) dt

f (a) ( a) f (b) ( b) 1 f (t) ( t)dt

′συν ω ηµ ω = − = ω 
συν ω συν ω ′= − + συν ω
ω ω ω

∫ ∫

∫
 Ακόµη λόγω της τριγωνικής ανισότητας είναι: 

b b

a a

b

a

b

a

b

a

f (a) ( a) f (b) ( b) 1f (t) ( t)dt f (t) ( t)dt

f (a) ( a) f (b) ( b) 1 f (t) ( t)dt

f (a) ( a) f (b) ( b) 1 f (t) ( t) dt

f (a) ( a) f (b) ( b) 1 f (t) dt

f (a)

συν ω συν ω ′ηµ ω = − + συν ω
ω ω ω

συν ω συν ω ′≤ + + συν ω
ω ω ω

συν ω συν ω ′≤ + + συν ω
ω ω ω

συν ω συν ω ′≤ + +
ω ω ω

συν
≤

∫ ∫

∫

∫

∫
( a) f (b) ( b) M(b a)

f (a) f (b) M(b a)

ω συν ω −
+ +

ω ω ω
+ + −

≤
ω

Όµως 
f (a) f (b) M(b a)

im 0
ω→+∞

+ + −
=

ω
, οπότε από το κριτήριο 
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παρεµβολής και την προηγούµενη ανισότητα είναι: 
b

a
im f (t) ( t)dt 0

ω→+∞
ηµ ω =∫  

Απόδειξη του Β)   
n

n 2 2 2 2
k 1

1 1 1 1S ...
k 1 2 n=

= = + + +∑  τότε n 1 n 2

1S S 0
(n 1)+ − = >
+

, άρα Sn 

γνήσια αύξουσα. 

για κάθε φυσικό αριθµό k>1 είναι:  

2
2

1 1 1 10 k 1 k 0 k(k 1) k
k k(k 1) k 1 k

< − < ⇒ < − < ⇒ < = −
− −

 . ∆ίνουµε 

τιµές και προσθέτουµε κατά µέλη. 

2

2
n n n

2

1 1 1
2 1 2
1 1 1

1 1S 1 1 S 2 S 2 n N*3 2 3
n n. . .

1 1 1
n n 1 n

< − 

< − ⇒ − < − ⇒ < − ⇒ < ∀ ∈


< − − 

 

οπότε πράγµατι η ακολουθία είναι άνω φραγµένη που τελικά σηµαίνει 

ότι: n 2
k 1

1imS r R r
k

∞

=

= ∈ ⇔ =∑  

Για να βρούµε το  r θεωρούµε το Σ(x)=συνx+συν2x+ . . . +συνnx    

!!!     Θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα 2ηµασυνβ=ηµ(α+β)-ηµ(α-

β) . Έτσι, πολλαπλασιάζοντας µε ηµ( x
2

) 0≠ , έχουµε 

2ηµ( x
2

) Σ(x)=2ηµ( x
2

)συνx + 2ηµ( x
2

)συν2x + . . . + 2ηµ( x
2

)συνnx 

                    = ηµ(3 x
2

)- ηµ( x
2

) 
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 + ηµ(5 x
2

)- ηµ(3 x
2

) 

 + . . .                  

+ ηµ((2n+1) x
2

)- ηµ((2n-1) x
2

) 

Τελικά :   1
2

+Σ(x)=

x(2n 1)
2

x2
2

 ηµ + 
 

 ηµ 
 

  

Για x=0 είναι Σ(0)=2n αποτέλεσµα που προκύπτει και από τον 

προηγούµενο τύπο ,αν πάρουµε όρια και εφαρµόσουµε τον κανόνα 

του De l’ Hospital. Άρα δεν υπάρχει πρόβληµα αν θεωρήσουµε ότι 

x [ , ]0∈ π , αφού ηµ( x ) 0
2

≠  στο (0,π]. 

Τώρα πολλαπλασιάζουµε µε x  και ολοκληρώνουµε από 0 έως π. 

0 0 0

2

0

0

x(2n 1)
x 2dx x (x)dx x dx

x2 2
2

[x x x (2x) ... x (nx)]dx
4

x 1(n )x dx
x 22
2

π π π

π

π

 ηµ + 
 + Σ = ⇔

 ηµ 
 

π
+ συν + συν + + συν =

 ηµ +    ηµ 
 

∫ ∫ ∫

∫

∫

 

Το 0 στο κάτω όριο ολοκλήρωσης δεν δηµιουργεί πρόβληµα, αφού το 

x 0

xlim 1
x2
2

→
=

 ηµ 
 

 οπότε η συνάρτηση x
x2
2

 ηµ 
 

 επεκτείνεται σε 

συνεχή στο [0,π]. 

Εκτελούµε παραγοντική ολοκλήρωση σε κάθε ολοκλήρωµα του 

πρώτου µέλους. 
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( )

0 0

k
2

1 1 1 (k )x (kx)dx [0 0] (kx)dx
k k k k

1 ( 1) 1
k

π π συν π συν = − − ηµ = − − 
 

= − −

∫ ∫
 

για κ άρτιο το προηγούµενο είναι ίσο µε 0 ενώ αν κ=2µ-1 ,όπου µ 

θετικός ακέραιος, το ολοκλήρωµα βγαίνει ίσο µε 
( )2

2
2 1
−

µ −
 

Τότε αντικαθιστώντας έχουµε: 

( )
2 n

k
2 0

k 1

1 x 1( 1) 1 (n )x dx
x4 k 22
2

π

=

π  + − − = ηµ +    ηµ 
 

∑ ∫    (1) 

Μπορούµε να πάρουµε όρια της (1), όταν το n τείνει στο άπειρο διότι 

από το λήµµα Α) είναι 

0n

x ,0 x
x 12f (x) , (n )2 2

1 , x 0

x 1lim (n )x dx 0
x 22
2

π

→+∞

 < ≤ π   ηµ= ω= + → +∞ ⇒   
=

 
   ηµ + =      ηµ    

∫

 

Ακόµη η 

( )
n n

k
2 2 2 2n nk 1 k 1 1 1

1 2 2 1im ( 1) 1 im 2
k (2k 1) (2 1) (2 1)

∞ ∞

→+∞ →+∞
= = µ= µ=

− −
− − = = = −

− µ − µ −∑ ∑ ∑ ∑
 που και αυτή συγκλίνει διότι nimS r R= ∈  και επιπλέον ισχύει: 

n 2
n 1

2 2
n 1 n 1

1lim S r R r
n

1 1 r
(2n) (2n 1)

∞

=

∞ ∞

= =

= ∈ ⇔ =

⇔ + =
−

∑

∑ ∑
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ε                                                                      ΓΕΝΙΚΕΣ 

mathematica.gr   182

2 2
n 1 n 1

2
n 1

2
n 1

1 1 1 r
4 n (2n 1)
r 1 r
4 (2n 1)
3r 1
4 (2n 1)

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

⇔ + =
−

⇔ + =
−

⇔ =
−

∑ ∑

∑

∑

 

Αντικαθιστώντας στην (1) 

 

( )
2 n

k
2 0n nk 1

2

2
1

2

1 x 1im ( 1) 1 im (n )x dx
x4 k 22
2

12 0
4 (2 1)

3r2 0
4 4

π

→+∞ →+∞
=

∞

µ=

π  + − − = ηµ +    ηµ 
 

π
− =

µ −

π
− =

∑ ∫

∑  

Αποτέλεσµα που δίνει ότι 
2

2 2 2

1 1 1r ... !!!
1 2 3 6

π
= + + + =  

Απόδειξη του Γ)  

Για να υπολογίσουµε τώρα το 
1

0

ln t dt
1 t+∫  γράφουµε: 

1 1

0 xx 0

ln t ln tdt lim dt
1 t 1 t+→

 =  
+ + ∫ ∫  

Επειδή 0 x t 1< ≤ ≤  µπορούµε να θεωρήσουµε το άθροισµα των 

απείρων όρων της γεωµετρικής προόδου, µε πρώτο όρο το 1 και λόγο 

το -t , οπότε παίρνουµε : 

2 3

2 3

1 1 t t t ...
1 t
ln t ln t t ln t t ln t t ln t ...
1 t

= − + − + ⇒
+

= − + − +
+

 

Τώρα ολοκληρώνουµε και τα δυο µέλη της προηγούµενης σχέσης από 

x ως 1 µε x>0 . 
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1 1 1 1 12 3

x x x x x

1 1 1 10 1 2 3

x x x x

ln t dt ln tdt t ln tdt t ln tdt t ln tdt ...
1 t

( t) ln tdt ( t) ln tdt ( t) ln tdt ( t) ln tdt ...

= − + − +
+

= − + − + − + − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

 Στο δεύτερο µέλος κάθε ένα ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε 

παραγοντική ολοκλήρωση, όπως αµέσως παρακάτω: 

n 11 1n n

x x

n 1 1n n

x

n 1 n 1
n

2

(t)( t) ln tdt ( 1) ln tdt
n 1

x ln x 1( 1) t dt
n 1 n 1

x ln x 1 x( 1)
n 1 (n 1)

+

+

+ +

′ 
− = − = + 
 

− − − = + + 
 −

= − − − + + 

∫ ∫

∫  

Έτσι µε αντικατάσταση παίρνουµε: 
n n 1 n n 11

2x
n 0

n n n 1 n n 1

2 2
n 0

ln t ( 1) x ln x ( 1) (1 x )dt
1 t n 1 (n 1)

( 1) ( 1) x ( 1) x ln x
(n 1) (n 1) n 1

+ +∞

=

+ +∞

=

− − −
= − − =

+ + +

− − −
− + −

+ + +

∑∫

∑
 

Αν πάρουµε όρια όταν το x τείνει προς το 0+ , η καθεµιά από τις 

παραστάσεις 
n 1

n
2

x( 1)
(n 1)

+

−
+

 τείνει και αυτή στο 0 . Ακόµη µε χρήση 

του κανόνα De l’ Hospital εύκολα προκύπτει ότι ( )n 1

x 0
im x ln x 0

+

+

→
=  , 

άρα και όλες οι παραστάσεις 
n 1

n x ln x( 1)
n 1

+

−
+

 τείνουν και αυτές στο 0. 

(Πιο αυστηρά θα επικαλεστούµε την οµοιόµορφη σύγκλιση των 

σειρών). Τελικά προκύπτει     
n1

2xx 0 n 0

ln t ( 1)lim dt
1 t (n 1)+

∞

→ =

−
= − ⇔

+ +∑∫    
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                                    :                                                    
n 11

2 2 20
n 1 n 1 n 1

2 2
n 1 n 1

ln t ( 1) 1 1dt
1 t n (2n 1) (2n)

1 1 1
(2n 1) 4 n

−∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

−
= − = − + =

+ −

− +
−

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑
 

Αποδείξαµε πριν όµως ότι: 
2 2

2 2 2
n 1 n 1 n 1

2

2 2
n 1 n 1

2 2

2
n 1

2

2
n 1

1 1 1
n 6 (2n 1) (2n) 6

1 1 1
(2n 1) 4 n 6

1 1
(2n 1) 4 6 6

1
(2n 1) 12

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

∞

=

∞

=

π π
= ⇔ + =

−

π
⇔ + =

−

π π
⇔ + =

−

π
⇔ =

−

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

 

Αντικαθιστώντας αυτό το αποτέλεσµα προκύπτει η τελική σχέση: 
21

0

ln t dt
1 t 12

π
= −

+∫  

 

ΓΕΝ 2          

1. Αφού φ δυο φορές παραγωγίσιµη η φ΄ είναι συνεχής οπότε σε 

κλειστό διάστηµα έχει και µέγιστο µ΄ και ελάχιστο µ. Άρα αν 

Μ=max{|µ΄|,|µ|}θα είναι |φ(x)| M≤  για κάθε x [a, b]∈  

2. Έχει αποδειχθεί σε προηγούµενη άσκηση για ω=νx 

3. Με τον ορισµό της παραγώγου και δυο φορές εφαρµογή του 

κανόνα DLH καταλήγουµε ότι και στο 0 θα είναι (0)g (0)
2
′φ′ =  

Μετά την παραγώγιση βρίσκουµε  
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2

x (x) (x) (0) , x 0
xg (x)
(0) , x 0
2

′φ − φ + φ ≠′ =  ′φ =


Τώρα εύκολα διαπιστώνουµε µε 

δυο φορές εφαρµογή του κανόνα DLH ότι η g΄ είναι συνεχής και στο 

0 

4. Τώρα βάση του 4ου ερωτήµατος είναι απλή εφαρµογή του 2ου 

ερωτήµατος 

5. Έχουµε 
b b

0 0

(x) (0)lim g(x) xdx lim xdx 0
x

φ −φ
ηµν = ηµν =∫ ∫  τότε 

x ub b

0 0

b b

0 0

(x) xlim xdx (0) dx 0
x x
(x) ulim xdx (0) du 0
x u

ν =

ν

φ ηµν ηµν −φ = ⇒ 
 

φ ηµ ηµν −φ = 
 

∫ ∫

∫ ∫
 

στην περίπτωση όπου το
b

0

ylim dy C R
y

ν ηµ
= ∈∫ η προηγούµενη 

γράφεται 
b b

0 0 0

(x) u ulim xdx (0) lim du (0) du
x u u

ν +∞φ ηµ ηµ
ηµν = φ = φ∫ ∫ ∫  

6. Για να αποδείξουµε τον προηγούµενο ισχυρισµό 
b

0

ylim dy C R
y

ν ηµ
= ∈∫  εφαρµόζουµε το κριτήριο 

Cauchy.Θέτουµε 
y

0

tF(y) dt
t

ηµ
= ∫  Να τονίσουµε εδώ ένα σηµείο 

Αφού το 
x 0

xlim 1 R
x→

ηµ
= ∈ το ολοκλήρωµα 

y

0

tF(y) dt
t

ηµ
= ∫  δεν 

είναι γενικευµένο διότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την 

συνεχή επέκταση της t
t

ηµ  δηλαδή την 
t / t, t 0
1, t 0

ηµ ≠
 =

αντί της 
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t
t

ηµ που παρουσιάζει πρόβληµα στο µηδέν . Έτσι 

ήy y ' y

0 0 y '

y

2y '

t t tF(y) F(y ') dt dt dt
t t t

y ' y t dt
y ' y t

παραγοντικηµ ηµ ηµ
− = − = =

συν συν συν
− −

∫ ∫ ∫

∫
 

 τότε  
y

2y '

y

2y '

y ' y t| F(y) F(y ') | | dt |
y ' y t

1 1 1 2 2dt
y ' y t y ' y

συν συν συν
− = − − ≤

+ + = +

∫

∫
 

Θεωρώντας y, y '→+∞  προκύπτει ότι F(y) F(y ') 0− →  που 

σηµαίνει ότι το 
0y

ulim F(y) C R du C
u

+∞

→+∞

ηµ
= ∈ ⇔ το =∫ (λέµε ότι 

το γενικευµένο ολοκλήρωµα υπάρχει ή συγκλίνει) ,άρα 
b

0

(x)lim xdx C. (0)
x

φ
ηµν = φ∫  

7. Αρκεί να δείξουµε ότι 

/ 2

/ 2 0

x u

/ 2 / 2

/ 2

(2 1)x (2 1)xf (x) dx f ( x) dx
x x

(2 1)x ((2 1) (2 1)x)f (x) dx f (u) du
x ( u)

(2 1)uf (u) du
u

π π

π

π− =π π

π π

π

π

ηµ ν + ηµ ν +
= π− ⇔

ηµ ηµ
ηµ ν + ηµ ν + π− ν +

=
ηµ ηµ π−

ηµ ν +
=

ηµ

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

Που ισχύει 

8. Για x 0≠  προφανώς η K(x) έχει συνεχή 2η παράγωγο Για x=0 µε 

το ορισµό και ε εφαρµογή του κανόνα DLH  φορές βρίσκουµε 

2

x x x , x 0
xk (x)

0, x 0

ηµ − συν ≠′ ηµ= 
 =

 και όµοια 
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2 2

3

x x 2x x x , x 0
k (x) x

1/ 3 , x 0

 ηµ −ηµ + συν
≠′′ = ηµ

 =

 από όπου προκύπτει 

συνεχής µε χρήση του κανόνα DLH Ακόµη η h(x) είναι το 

γινόµενο της k(x) και της 

f (x) f ( x), x 0
a(x) f (x) f ( x)

f (0) f ( ), x 0
+ π− ≠

= = + π− + π =
η οποία έχει 

συνεχή 2η παράγωγο άρα και η h το ίδιο 

9. Λόγω του 7ου ερωτήµατος είναι 
/ 2

0

/ 2

0

8/ 2

0

0

h(x)lim [(2 1)x]dx C.h(0)
x

f (x) f ( x) xlim [(2 1)x]dx C.h(0)
x x

[(2 1)x]lim [f (x) f ( x)] dx C.h(0)
x

[(2 1)x]lim f (x) dx C.[f (0) f ( )]
x

π

π

π

π

ηµ ν + = ⇔

+ π−
ηµ ν + = ⇔

ηµ
ηµ ν +

+ π− = ⇔
ηµ

ηµ ν +
= + π

ηµ

∫

∫

∫

∫

 

10. Θέλουµε να δείξουµε ότι 

k 1

k 1

k 1

(2 1)x 1 2 2kx (2 1)x
x

x 2 x 2kx

(2 1)x x ((2k 1)x) ((2k 1)x)

ν

=

ν

=

ν

=

ηµ ν +
= + συν ⇔ ηµ ν + =

ηµ

ηµ + ηµ συν ⇔

ηµ ν + = ηµ + ηµ + − ηµ −

∑

∑

∑

 

 πράγµα το οποίο αληθεύει 

11. 
0

0

2kx2kxdx 0
2k

π
π ηµ συν = =  ∫  

12. 
0 0 0

k 1

(2 1)x dx 1dx 2 2kxdx 0
x

νπ π π

=

ηµ ν +
= + συν = π+

ηµ ∑∫ ∫ ∫ λόγω 

των11,12 
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13. Από το 10 για 
0

(2 1)xf (x) 1 dx C(1 1) C
x 2

π ηµ ν + π
= ⇒ = + ⇒ =

ηµ∫  

οπότε και πάλι λόγω του 10ου ερωτήµατος είναι 

( )
0

(2 1)xlim f (x) dx f (0) f ( )
x 2

π ηµ ν + π
= + π

ηµ∫  
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