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επιμζλεια : Χρονόπουλοσ Τάκθσ (5θ ζκδοςθ) 
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B. i) Για 1x  ,  θ f  είναι ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών. 
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iii)  α’ τρόποσ (προφανι ρίηα και 1-1) 
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αλλιώσ για το παραπάνω όριο 
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αλλιώσ για τθν ανιςότθτα (3) 
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αλλιώσ για το όριο (μετά τθν αλλαγι μεταβλθτισ) 

   

   

 

    

 

   
 

1 1

1 1 1

2
5

2

1 1 1

1 1 '1
lim lim lim

1 1 1 '

1 3 ( )1 1
lim lim lim 1 3 ( )

' 1 1

x y y

y y y

g x g yy

x g y g g y g

y g y
y g y

g y y y

 

  


 



  

  

 
  

  


     

 

 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

Α. ( ) (1), .Fermat '(1) 0f x f f   
 

α’ τρόποσ (εφαρμογι ςτισ ςυνζπειεσ ΘΜΤ + τζχναςμα με τα εκκετικά)  

( ) 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1f ΄΄ x f ΄ x f x f ΄΄ x f ΄ x f ΄ x f x        
 

   ( ) ( ) 1 ' ( ) ( ) 1 1f ΄ x f x f ΄ x f x     
 

Θζτω   ( ) ( ) 1g x f ΄ x f x   ,  

είναι        1 ' ( ) ( ) 1x xg x g x g x ce f ΄ x f x ce       
 

Για 1x  : (1) (1) 1 0 1 1 1f ΄ f ce e ce c         
 

Άρα
 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1x xf ΄ x f x e f ΄ x f x e       
 

       ( ) ( ) 1 ( ) ' 1 ( ) ' 'x x x x x x x xe f ΄ x f x e e e e f x e e f x x e              

2 2
( ) ( ) 1x x x xe f x x e c f x xe c e       

 

Για 1x  : 
2 2 2

(1) 1 1 2 2f e c e e c e e c           
 

Άρα ( ) 2 1x xf x xe e  
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β’ τρόποσ (τζχναςμα με τα εκκετικά)  

( ) 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1f ΄΄ x f ΄ x f x f ΄΄ x f ΄ x f ΄ x f x          

   ( ) ( ) ' ( ) ( ) 1 2f ΄ x f x f ΄ x f x    
 

Θζτω   ( ) ( )g x f ΄ x f x  ,  

είναι           2 ' 1 ' 1x xg x g x e g x g x e      
 

        ' ' 1x x x x xe g x e e g x e c g x ce             
 

( ) ( ) 1 xf ΄ x f x ce    
 

Μετά όπωσ πριν, δθλαδι: 

Για 1x  : (1) (1) 1 0 1 1 1f ΄ f ce e ce c         
 

Άρα
 

( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1x xf ΄ x f x e f ΄ x f x e       
 

       ( ) ( ) 1 ( ) ' 1 ( ) ' 'x x x x x x x xe f ΄ x f x e e e e f x e e f x x e              

2 2
( ) ( ) 1x x x xe f x x e c f x xe c e       

 

Για 1x  : 
2 2 2

(1) 1 1 2 2f e c e e c e e c           
 

Άρα ( ) 2 1x xf x xe e  
 

Β.    

0, 1

'( ) 2 1 ' 1 0, 1

0, 1

x x x

x

f x xe e x e x

x







 


       
 

 

                                                                      1, , ,1f f     

                                                                    ολικό ελάχιςτο  1 1f e  

 

x -∞      1     +∞ 

f '(x)       -    0      + 

 

f (x)  

                         

 

 

                   OE  

                    f(1) 
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     

 
 

 

lim lim 2 1 lim 2 1 0 1 1

2 '2 2 1
lim 2 lim lim lim lim lim 0

1 '

x x x

x x y

x x

x xxx x x x x x

x

f x xe e x e ό

xx x
x e e

e ee

e

 
  





      

           

 
       



αλλιώσ για το παραπάνω όριο 

     

 

 

 

lim lim 2 1 lim 2 1

2
lim 1 0 1 1

2 '2 2 1
lim lim lim lim 0

'

y x
x x y y

x x y

yy

y x xxy x x x

f x xe e ye e

y

e

xy x
ό

e e ee
 


 

  







   

       

 
        

 

 
   

 

        lim lim 2 1 lim 2 1 2 1x x x

x x x
f x xe e x e

  
             

                        
1 1

1 1 lim lim
x x

f e f x f x
  

      

f ςυνεχισ και    1 2,1 , 1,        

        1
1

lim , lim 1, e 1
x x

f f x f x
 

       

        2
1

lim , lim 1,
xx

f f x f x e
 

       

 1 1f e   , οπότε          1 2 1 1,f R f f e e           

 10 f  θ f  δεν ζχει ρίηα ςτο 1   ,        0 1f  

   2 1 2 10 : 0f x f x      κι επειδι 2f  , είναι μοναδικό 

Από κεώρθμα Bolzano ςτο (2,3) υπάρχει    2,3 : f 0    

Κι επειδι   2
2,3     θ ρίηα ρ κα είναι θ μοναδικι ρίηα τθσ f , δθλ. 

1x   

x -∞      1     +∞ 

 

f (x)  

                      +∞ 

 

-1                

                    

      f(1)= -e-1 
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Γ. α΄ τρόποσ για το (i) 

     1 2 1 2
2,3 : 2 3f x x f x f x     

 
Οπότε εφόςον μειώνεται θ τετμθμζνθ του, κα μειώνεται και θ τεταγμζνθ του. 

α΄ τρόποσ για το (ii) 

Έςτω  
o

t  θ χρονικι ςτιγμι που το ςώμα βρίςκεται ςτο ςθμείο ( ,0)  

      , 0 , ' 3
o o o

x t f x t x t    
 

                         2 1 ' ' ' 2 '
x t x t x t x t x t

f x t x t e e f x t x t x t e x t e x t e      

για 
o

t t :                 ' ' ' 2 'o o ox t x t x t

o o o o o
f x t x t x t e x t e x t e    

      
 3

' 3 3 2 3 '
3

e
f e e e f



  


  


           

β΄ τρόποσ για το (ii) 

Από κανόνα αλυςίδασ
   

   ' '
df x df x dx

f x x t
dt dx dt

   

Τθν χρονικι ςτιγμι που το ςώμα βρίςκεται ςτο ςθμείο ( ,0)  

   , 0 , ' 3
dx

x f x t
dt

      
 

( ) 2 1 '( ) 2x x x x x x xf x xe e f x e xe e xe e         '( )f e e    
 

Οπότε
 

 
     ' '( ) 3 3 1

xx

df x dx
f f e e e

dt dt

  



   


          

 β΄ τρόποσ για το (i) 

εφόςον  
 3

' 0
3

e
f

 



   

 
μειώνεται και θ τεταγμζνθ του  ι  

εφόςον  '( ) 3 1 0f e     διότι2 3  
 
μειώνεται και θ τεταγμζνθ του 
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Δ. 
2 3 2 3

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0f t dt f t dt f ΄΄ x f ΄ x f x f t dt f t dt
   

          
 

διότι ( ) 2 ( ) ( ) 1f ΄΄ x f ΄ x f x   
 

x 2        ρ        3 

 

f (x)  
                     + 

         0        

- 

f (x)
 

    -     0       +     
 

         
2

2

2, : 2 0 0 0
r

f x f x f f t dt f t dt


            

 
       

3

,3 : 3 0 0f x f f x f t dt


         
 

Πολλαπλαςιάηοντασ τα παραπάνω, προκφπτει το ηθτοφμενο. 

 

 

Υ.Γ. Το παρόν αρχείο ονομάηεται υποδείξεισ γιατί δεν είναι πλιρεισ όλεσ οι 

αιτιολογιςεισ.   

 


